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Distribuicoes de probabilidade marginal

A cada varidvel aleatéria bidimensional (X, Y)", nés associamos duas va-

ridveis aleatdrias unidimensionais, a saber X e Y, individualmente.
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Distribuicoes de probabilidade marginal

A cada varidvel aleatéria bidimensional (X, Y)", nés associamos duas va-

ridveis aleatdrias unidimensionais, a saber X e Y, individualmente.

Isto é, nés poderemos estar interessados na distribuicdo de probabilidade de

X ou na distribuicdo de probabilidade de Y.
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Caso discreto. [cocde que 0 o deve ocorrer junto com Vo para

algum j e pode ocorrer com Y = y; somente para um J,




Distribuicoes de probabilidade marginal

Caso discreto. Desde que X = x; deve ocorrer junto com Y = y; para

algum j e pode ocorrer com Y = y; somente para um J,
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Distribuicoes de probabilidade marginal

Caso discreto. Desde que X = x; deve ocorrer junto com Y = y; para

algum j e pode ocorrer com Y = y; somente para um j, nés teremos

px(xi) = P(X = x;)

=PX=x;,Y=yiouX=x;,Y =yr0u ...)

00
:Z X/ayj
j=1
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Distribuicoes de probabilidade marginal

A funcdo px definida para xi, x2, ..., representa a distribuicao de proba-

bilidade marginal de X.
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Distribuicoes de probabilidade marginal

A funcdo px definida para xi, x2, ..., representa a distribuicao de proba-

bilidade marginal de X. Analogamente, nds definimos

py(y) = P(Y = y) prnyf

como a distribuicdo de probabilidade marginal de Y.
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Caso continuo. 5S¢ 7 o FDP conjunta da variavel aleatora bidimensional

(X, Y)7.




Distribuicoes de probabilidade marginal

Caso continuo. Seja f a FDP conjunta da variavel aleatéria bidimensional

(X, Y)7.
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Distribuicoes de probabilidade marginal

Caso continuo. Seja f a FDP conjunta da variavel aleatéria bidimensional

(X, Y)T. Nés definiremos fx e fy, respectivamente as funcdes densidade

de probabilidade marginal de X e de Y,
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Distribuicoes de probabilidade marginal

Caso continuo. Seja f a FDP conjunta da variavel aleatéria bidimensional

(X, Y)T. Nés definiremos fx e fy, respectivamente as funcdes densidade

de probabilidade marginal de X e de Y, assim

)= [ fond )= [ fode ()

—00 —0o0
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Distribuicoes de probabilidade marginal

As FDP em (1) correspondem as FDP basicas das varidveis aleatérias uni-

dimensionais X e Y, respectivamente.
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Distribuicoes de probabilidade marginal

As FDP em (1) correspondem as FDP basicas das varidveis aleatérias uni-

dimensionais X e Y/, respectivamente. Por exemplo,

Plc<X<d)=P(c<X<d, —0<Y <+x)

d p+oo
L

= /Cd fx(x)dx.
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Exemplo 1. Duas caracteristicas do desempenho do motor de um foguete

sdo o empuxo X e a taxa de mistura Y.




Exemplo 1. Duas caracteristicas do desempenho do motor de um foguete

s30 0 empuxo X e a taxa de mistura Y. Suponham que (0 V) seia uma

variavel aleatéria continua bidimensional com FDP conjunta




Exemplos

Exemplo 1. Duas caracteristicas do desempenho do motor de um foguete
s30 0 empuxo X e a taxa de mistura Y. Suponham que (X, Y)T seja uma

variavel aleatéria continua bidimensional com FDP conjunta
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Exemplos

Exemplo 1. Duas caracteristicas do desempenho do motor de um foguete
s30 0 empuxo X e a taxa de mistura Y. Suponham que (X, Y)T seja uma

variavel aleatéria continua bidimensional com FDP conjunta

f(x,y) = 2(x +y — 2xy) o 1(x) I 10,13 (¥)-
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A FDP marginal de X é dada por

5(x) = [ 20+ y = 20) To() T () oy

—00

1
- /0 2(x +y — 2xy) I 1y(x) dy

2 1
=2 (xy—l—y2—xy2>

Ijo,1(x)
= 1o 13(x) = Ip 1j(x).

0




Exemplo

A FDP marginal de X é dada por

5() = [ 20+ y = 20) To() T () dy

— 00

1
= /o 2(x +y —2xy) I 17(x) dy
Ijo,1(x)

2 1
=2 (xy—l—y2—xy2>
0

= 1o 1)(x) = Ip 1j(x).
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Exemplo

A FDP marginal de X é dada por

5() = [ 20+ y = 20) To() T () dy

— 00

1
= /o 2(x +y —2xy) I 17(x) dy
Ijo,1(x)

2 1
=2 (xy—l—y2—xy2>
0

= 1o 1)(x) = Ip 1j(x).

Quer dizer, X é uniformemente distribuida sobre [0,1].
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A FDP marginal de Y é dada por

fr(y) = / 2(x +y — 2xy) I 13(x) Ijo,13(y) dx

— 00

1
- /o 2(x +y —2xy) I 1y(y) dx

X2 2 '
=25 +xy —xy|| Ipqyy)

- 0

=11, 1(y) = Ipo,(y)-




Exemplo

A FDP marginal de Y é dada por

fy(y) = / 2(x +y — 2xy) 1o 17(x) Ijo,13(y) dx

— 00

1
= /o 2(x +y —2xy) Ijg 1y(y) dx

x? '
=2 (2 —|—xy—x2y>

= 11, 1(y) = Ijo,y(y)-

To,11(y)
0
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Exemplo

A FDP marginal de Y é dada por

fy(y) = / 2(x +y — 2xy) 1o 17(x) Ijo,13(y) dx

— 00

1
= /o 2(x +y —2xy) Ijg 1y(y) dx

x? '
=2 <+xy—x2y>

> To,11(y)

0

= 11, 1(y) = Ijo,y(y)-

Portanto, Y também é uniformemente distribuida sobre [0,1].
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Sejam X e Y duas variaveis aleatérias em (2, F,IP) e A e B dois eventos,

noés definimos a distribuicdo condicional de X dado Y como




Probabilidade condicional

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias em (2, F,P) e A e B dois eventos,

noés definimos a distribuicdo condicional de X dado Y como
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Probabilidade condicional

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias em (2, F,P) e A e B dois eventos,

noés definimos a distribuicdo condicional de X dado Y como

P({X € A}n{Y € B})

P({X € A}{Y € B}) = P({Y € B})

:.ufjf
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Probabilidade condicional

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias em (2, F,P) e A e B dois eventos,

noés definimos a distribuicdo condicional de X dado Y como

P({X € A}{Y € B}) = IP({XPG({A)EZ{B’;)E BY.

Note que P({Y € B}) # 0, pois {Y € B} ja ocorreu.

:.ufjf
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Caso discreto. ' nico, ¢ natural definir o distribuicao de probabilidade

condicional de X = x; dado Y = y; como




Distribuicoes de probabilidade condicional

Caso discreto. Ent3o, é natural definir a distribuicdo de probabilidade

condicional de X = x; dado Y = y; como
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Distribuicoes de probabilidade condicional

Caso discreto. Ent3o, é natural definir a distribuicdo de probabilidade

condicional de X = x; dado Y = y; como

px|y (xilyj)) = P(X = xi|Y = y;)
P(X=x,Y =y)
P(Y = y)

_ p(xiyj)
—opv(y)

para todos os valores de y; tal que py(y;) > 0.
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Distribuicoes de probabilidade condicional

De forma similar, a FDA condicional de X dado Y = y; é definida, para

todos os valores de y; tal que py(y;) > 0, por
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Distribuicoes de probabilidade condicional

De forma similar, a FDA condicional de X dado Y = y; é definida, para

todos os valores de y; tal que py(y;) > 0, por

Fxiy(xaly;) = P(X < x5l Y = y)

= 3 pxvlaly)

i=1
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Caso continuo. “c (. V) ¢ uma variavel aleatoria bidimensional com

FDP conjunta f(x, y),




Distribuicoes de probabilidade condicional

Caso continuo. Se (X,Y)' é uma variavel aleatéria bidimensional com

FDP conjunta f(x, y),
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Distribuicoes de probabilidade condicional

Caso continuo. Se (X,Y)' é uma variavel aleatéria bidimensional com
FDP conjunta f(x, y), entdo a FDP condicional de X dado Y = y é definida,

para todos os valores de y tal que fy(y) > 0, por
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Distribuicoes de probabilidade condicional

Caso continuo. Se (X,Y)' é uma variavel aleatéria bidimensional com
FDP conjunta f(x, y), entdo a FDP condicional de X dado Y = y é definida,
para todos os valores de y tal que fy(y) > 0, por

f(x,y)
fr(y) @)

fxy (xly) =
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De (2), para qualquer conjunto A, nos temos que

P(X €AY = y) = /A iy (x|y)dx.




Distribuicoes de probabilidade condicional

De (2), para qualquer conjunto A, nds temos que

P(X €AY =)= [ fy(xly)ds.
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Em particular, se A= (—00,a), nos podemos definir a FOA condicional de

X dado Y =y por

a

Fxiy(aly) =P(X <alY =y) = / fx|v (x|y)dx.

—00




Distribuicoes de probabilidade condicional

Em particular, se A= (—o0, a), nés podemos definir a FDA condicional de

X dado Y =y por

a

Fxiy(aly) = P(X < a]Y = y) :/ fy (x]y) dx.

—00
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Notem que,

p(xi, yj) = px(xi) X py|x(y;|xi)

= py(¥) % px|v(xily;);

para o caso discreto.




Notem que,

p(xi, y;) = px(xi) x pyx(yjlxi)

= py () X px|y(xily;);

para o caso discreto. FPara o caso continuo,

F(xy) = fx(x) x fyix(ylx)

= fy(y) x fX\Y(X‘Y)'




Observacao

Notem que,

p(xi, yi) = px(xi) X pyx(y;|xi)

= py(¥) % px|v(xilyj);

para o caso discreto. Para o caso continuo,

f(x,y) = fx(x) x fy|x(y|x)

= fy(y) X fX\Y(X‘Y)'
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Exemplo 2. Seja (X, Y)" uma variével aleatéria bidimensional tal que




Exemplo 2. Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria bidimensional tal que

F(x,y) = ¢ (3 = ¥?) € T(g,00) (X) I ) (¥)-




Exemplo 2. Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria bidimensional tal que

F(x,y) = ¢ (3 = ¥?) € T(g,00) (X) I ) (¥)-

@ Encontre o valor de c.

@ Encontre a distribuicdo de Y|X = x.




Exemplos

Exemplo 2. Seja (X, Y)T uma variavel aleatéria bidimensional tal que
F(x,y) = ¢ (3 = ¥?) € T(g,00) (X) I ) (¥)-

@ Encontre o valor de c.

@ Encontre a distribuicdo de Y|X = x.
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Para o Item 2.1, nos temos que

0 4
T Bexdx = “CB(X3), X ~ Exp(1)
3 Jo 3
4
?C x 31 = 8¢




Exemplos

Para o ltem 2.1, nés temos que

3 x3e™dx = — E(X3), X ~ Exp(1)
0

4
= ?C x 31 = 8c.
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Exemplos

Para o ltem 2.1, nés temos que

3 x3e™dx = — E(X3), X ~ Exp(1)
0

4
= ?C x 31 = 8c.

Para f(x,y) ser uma FDP, ¢ =1/8.
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Para o ltem 2.2, nos temos que

X B 1 y3
o (2 2 X I 2 1 x ) x
()= [ 5 (2=y?)e dy—8<xy|_x 3\_X)

1 23\ 1.5
= § (2X3 o 3) e = 6X3e ]1(0700)(X).




Para o Item 2.2, nés temos que

x1 x 1 YV
fx(X):/_X§<2—y2>e dy:g(xzﬂ_x—?Lx)

1 23\ . 1.5
= g <2X3 — T) e = 6X3e ]I(O,OO)(X)'

Quer dizer, X tem distribuicdo gama(4, 1).




Exemplos

Para o Item 2.2, nés temos que

1 x gy, _ L x _ Y
fx(X):/_ g (F—y")edy =2 <X2y . _X>

Quer dizer, X tem distribuicdo gama(4, 1).
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Exemplo 3. “cio (0 V) Lma variavel sleatdria bidimensional tal que




Exemplo 3. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria bidimensional tal que

f(x,y) = xexp{—x(y + 1)} L(0,00)(x) L(0,00)(¥)-




Exemplo 3. Seja (X, Y)" uma variével aleatéria bidimensional tal que

f(x,y) = xexp {=x(y + 1)} T(0,00)(x) L(0,00) (¥)-
Calcule a FDP de:
@ X|Y =y,

@ Y|X =x.




Exemplos

Exemplo 3. Seja (X, Y)' uma variavel aleatéria bidimensional tal que

f(x,y) = xexp {—x(y + 1)} T(0,00)(x) L(0,00)(¥)-
Calcule a FDP de:
@ X|Y =y;

@ Y|X=x.
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Para o Item 3.1, nos temos que

£ (X) . f(Xay) . xexp{—X(y—|— 1)}
o fr(y) — Jooxexp{—x(y + 1)} dx

= (y + 1)’xexp {—x(y + 1)} I(g,00) ()




Para o Item 3.1, nés temos que

Fxy(x) = f(x,y) _ xexp{—x(y +1)}
X1y fy(y) Joo xexp{—x(y + 1)} dx

= (y + 1)°xexp {—x(y + 1)} T(g,00) ().

Quer dizer, X|Y = y tem distribuicdo gama(2,y + 1).




Exemplos

Para o Item 3.1, nés temos que

£ (X) — f(Xay) _ xexp{—X(y—|— 1)}
XY r(y) — Joxexp{—x(y + 1)} dx

= (y + 1)’xexp {—x(y + 1)} I(g,00) ()

Quer dizer, X|Y =y tem distribuicdo gama(2,y + 1).
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Para o Item 3.2, nos temos que

_ f(x,y)  xexp{—x(y+1)}
fyix(y) = fx(x)  fo°xexp{—x(y +1)}dy

= xexp {—xy} I 0)(¥)-




Para o Item 3.2, nés temos que

_ f(x,y)  xexp{—x(y+1)}
fyix(y) = fx(x)  foSxexp{—x(y +1)}dy

= xexp{—xy} Lg00)(¥)-

Quer dizer, Y|X = x tem distribuicdo exponencial(x).




Exemplos

Para o Item 3.2, nés temos que

_ f(x,y)  xexp{—x(y+1)}
fyix(y) = fx(x)  fooxexp{—x(y +1)}dy

= xexp {—xy} Ig0)(¥)-

Quer dizer, Y|X = x tem distribuicdo exponencial(x).
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Duas varidveis aleatérias, X e Y em (Q,F,P), -0 independentes e ¢

somente, para todo evento A e B,




Varidveis aleatérias independentes

Duas variaveis aleatérias, X e Y em (§,F,P), sdo independentes se, e

somente, para todo evento A e B,
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Varidveis aleatérias independentes

Duas variaveis aleatérias, X e Y em (§,F,P), sdo independentes se, e

somente, para todo evento A e B, nds temos que:

P({X € A}n{Y € B}) = P(X € A) x P(Y € B).
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Seja (X, Y)T uma variavel aleatéria discreta bidimensional. o cirermos

que X e Y sdo varidveis aleatérias independentes se, e somente, se,




Caso discreto

Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. Nés diremos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,
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Caso discreto

Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. Nés diremos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,

p(xi, y;) = px(xi) x py(y;)

para qualquer j e j.
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Caso discreto

Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. Nés diremos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,
p(xi,yj) = px(xi) X py (¥;)
para qualquer i e j. Isto é,
P(X =x,Y =y)=PX=x)xP(Y =y),

para todo i e j.
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Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua bidimensional. o< cirermos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,




Caso continuo

Seja (X, Y)" uma variével aleatéria continua bidimensional. Nés diremos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,
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Caso continuo

Seja (X, Y)" uma variével aleatéria continua bidimensional. Nés diremos

que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes se, e somente, se,

f(x,y) = fx(x) x fy(y).

para todo (x, y).
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Caso discreto. “cjo (0 V)t variavel aleatoria discreta bidimensional.




Caso discreto. Seja (X, Y)T uma variavel aleatéria discreta bidimensional.

Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se,




Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.

Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se,
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Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Distribuicdes marginais e condicionais 10 de setembro de 2024 31/36



Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Caso continuo.
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Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Caso continuo. Seja (X, Y)' uma variavel aleatéria continua bidimensio-

nal.
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Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Caso continuo. Seja (X, Y)' uma variavel aleatéria continua bidimensio-

nal. Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se,
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Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Caso continuo. Seja (X, Y)' uma variavel aleatéria continua bidimensio-
nal. Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, fx|y(x|y) =

fx(x), para todo x e y.
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Teorema

Caso discreto. Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria discreta bidimensional.
Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, px|y(X,"yj) =

px(x;), para todo i e j.

Caso continuo. Seja (X, Y)' uma variavel aleatéria continua bidimensio-
nal. Nesse caso, X e Y serdo independentes se, e somente, se, fx|y(x|y) =

fx(x), para todo x e y.

Observacdo. Analogamente, o teorema vale para Y.
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Exemplo 4. (" crmplo 2 da cula passada ) Suponhamos que o variavel

aleatéria continua bidimensional (X, Y)" tenha FDP conjunta dada por
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Exemplo 4. (Exemplo 2 da aula passada.) Suponhamos que a variavel

aleatéria continua bidimensional (X, Y)' tenha FDP conjunta dada por
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Exemplos

Exemplo 4. (Exemplo 2 da aula passada.) Suponhamos que a variavel

aleatéria continua bidimensional (X, Y)' tenha FDP conjunta dada por

F(x,y) =27 I(g 4 00)(X) L0, 100) (¥)-
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Exemplos

Exemplo 4. (Exemplo 2 da aula passada.) Suponhamos que a variavel

aleatéria continua bidimensional (X, Y)' tenha FDP conjunta dada por
F(x,y) = 2€7%™ L0 400) (X) L(0,400) (¥)-

@ Calcule a FDP marginal de X e Y

@ X e Y sdo independentes?
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Note que,

F(x,) = € T(o,400)(x) X 267 L0 1.00)(¥)

= fx(x) x fy(y),




Note que,

F(x,y) = € (g +00)(X) X 26 ¥ g 1 o0)(¥)

= fx(x) x fy(y),

em que fx(x) e fy(y) sdo, respectivamente, a FDP de uma variavel aleatéria

X ~ exponencial(1) e Y ~ exponencial(2).




Exemplos

Note que,

F(x,) = € T(o,400)(x) X 267 L(g,1.00)(¥)

= fx(x) x fy(y),

em que fx(x) e fy(y) sdo, respectivamente, a FDP de uma variavel aleatéria

X ~ exponencial(1) e Y ~ exponencial(2).
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Exemplos

Note que,

F(x,) = € T(o,400)(x) X 267 L(g,1.00)(¥)

= fx(x) x fy(y),

em que fx(x) e fy(y) sdo, respectivamente, a FDP de uma variavel aleatéria

X ~ exponencial(1) e Y ~ exponencial(2). Logo, X e Y sdo independentes.
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1) DistribuicGes de probabilidade marginal

2) Distribuicdes de probabilidade condicional

3) Variaveis aleatérias independentes
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