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Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade = » funcoes 00 o0

Xn(w), cada uma associando um nimero real a cada resultado w € Q.




Vetores aleatorios

Seja (2, F,IP) um espago de probabilidade e n fungdes, Xi(w), Xa2(w), ...,

Xn(w), cada uma associando um nimero real a cada resultado w € Q.
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Vetores aleatorios

Seja (2, F,IP) um espago de probabilidade e n fungdes, Xi(w), Xa2(w), ...,

Xn(w), cada uma associando um nimero real a cada resultado w € Q.

Dessa forma, nés denominaremos X = (X1, Xz, ..., X,)" como uma variavel
aleatéria n-dimensional, multidimensional, multivariada ou, ainda, de um

vetor aleatorio.
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Sem perda de generalidade e para simplificar os enunciados, nos iremos

apresentar os conceitos e as definicGes para o caso de variaveis aleatérias

bidimensionais (X1, X2)" ou (X, Y)T.




Vetores aleatorios

Sem perda de generalidade e para simplificar os enunciados, nés iremos
apresentar os conceitos e as definicGes para o caso de variaveis aleatérias

bidimensionais (X1, X2)" ou (X, Y)'.
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O vetor (X, Y)" serd uma variavel aleatéria discreta bidimensional se os

valores possiveis (suporte) de (X, Y) ' forem finitos ou infinitos numeraveis,




Variavel aleatéria discreta bidimensional

O vetor (X, Y)" serd uma variavel aleatéria discreta bidimensional se os

valores possiveis (suporte) de (X, Y) ' forem finitos ou infinitos numeraveis,
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Variavel aleatéria discreta bidimensional

O vetor (X, Y)" serd uma variavel aleatéria discreta bidimensional se os
valores possiveis (suporte) de (X, Y) ' forem finitos ou infinitos numeraveis,
isto &, os valores possiveis de (X, Y) ' possam ser representados por (x;, y;),

i=12....n..;j=12....m, ...
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O vetor (X, Y)T serd uma variavel aleatéria continua bidimensional se

(X,Y)T puder tomar todos os valores em algum conjunto nio numeravel

do plano euclidiano.




Variavel aleatéria continua bidimensional

O vetor (X, Y)T serd uma variavel aleatéria continua bidimensional se
(X,Y)T puder tomar todos os valores em algum conjunto nio numeravel

do plano euclidiano.
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O vetor (X, Y)" pode ser composto por uma variavel aleatéria discreta e

uma variavel aleatéria continua.




Variavel aleatéria bidimensional

Observacao

O vetor (X, Y)T pode ser composto por uma variavel aleatéria discreta e

uma variavel aleatéria continua.
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Seja (X,Y)" uma varidvel aleatéria discreta bidimensional.




Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. /' caca e

sultado possivel (x;,y;) associaremos um nimero p(x;,y;) representando

P(X =x,Y =y




Funcao de probabilidades

Seja (X,Y)T uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. A cada re-

sultado possivel (xj,y;) associaremos um nimero p(x;,y;) representando

P(X =x,Y =y)
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Funcao de probabilidades

Seja (X,Y)T uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. A cada re-
sultado possivel (xj,y;) associaremos um nimero p(x;,y;) representando
P(X = xj, Y = y;) e satisfazendo as seguintes condices:

Qo
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Funcao de probabilidades

Seja (X,Y)T uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. A cada re-
sultado possivel (xj,y;) associaremos um nimero p(x;,y;) representando
P(X = xj, Y = y;) e satisfazendo as seguintes condices:

o p(xi,yj) > 0, para todo (x, y);

Qo
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Funcao de probabilidades

Seja (X,Y)T uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. A cada re-
sultado possivel (xj,y;) associaremos um nimero p(x;,y;) representando

P(X = xj, Y = y;) e satisfazendo as seguintes condices:
o p(xi,yj) > 0, para todo (x, y);

° Zj.i1 Yo p(xi y) = 1.
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Funcao de probabilidades

A funcdo p definida para todo (x;,y;) no contradominio de (X, Y)T & de-

nominada funcdo de probabilidade de (X, Y)'.

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Vetores aleatérios 03 de setembro de 2024 11/32



Funcao de probabilidades

A funcdo p definida para todo (x;,y;) no contradominio de (X, Y)T & de-
nominada funcdo de probabilidade de (X, Y)". O conjunto dos termos

[Xh)/jap(xh}/j)], ij=1,2...
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Funcao de probabilidades

A funcdo p definida para todo (x;,y;) no contradominio de (X, Y)T & de-
nominada funcdo de probabilidade de (X, Y)". O conjunto dos termos

[xi, ¥, p(xi, )], i,j = 1,2,... é, algumas vezes, denominado distribuicdo

de probabilidade de (X, Y)T.
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Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua tomando todos os valores em

alguma regido R do plano euclidiano.




Funcao densidade de probabilidade

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua tomando todos os valores em

alguma regido R do plano euclidiano.
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Funcao densidade de probabilidade

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua tomando todos os valores em
alguma regido R do plano euclidiano. A funcao densidade de probabili-
dade conjunta (FDP) f é uma func3o que satisfaz as seguintes condi¢des:

Qo

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Vetores aleatérios 03 de setembro de 2024 12 /32



Funcao densidade de probabilidade

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua tomando todos os valores em

alguma regido R do plano euclidiano. A funcao densidade de probabili-

dade conjunta (FDP) f é uma func3o que satisfaz as seguintes condi¢des:
o f(x,y) >0, para todo (x,y) € R;

Qo
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Funcao densidade de probabilidade

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria continua tomando todos os valores em
alguma regido R do plano euclidiano. A funcao densidade de probabili-
dade conjunta (FDP) f é uma func3o que satisfaz as seguintes condi¢des:

o f(x,y) >0, para todo (x,y) € R;

o [ [of(x,y)dxdy =1.
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Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria bidimensional.




Seja (X, Y)" uma varidvel aleatéria bidimensional. / funcio de distri

Té

buicdao acumulada (FDA) F da variavel aleatéria bidimensional (X, Y)

definida por




Funcao de distribuicao acumulada

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria bidimensional. A funcdo de distri-

buicdo acumulada (FDA) F da variavel aleatéria bidimensional (X, Y)Té

definida por
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Funcao de distribuicao acumulada

Seja (X, Y)" uma variavel aleatéria bidimensional. A funcdo de distri-

buicdo acumulada (FDA) F da variavel aleatéria bidimensional (X, Y)Té

definida por

Flx,y) =P(X <x,Y <y).
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Funcao de distribuicao acumulada

A FDA de uma variavel aleatéria bidimensional (X, Y)T tem propriedades

analogas de uma FDA unidimensional.
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Funcao de distribuicao acumulada

A FDA de uma variavel aleatéria bidimensional (X, Y)T tem propriedades
analogas de uma FDA unidimensional. Entre elas, se F for a FDA de uma

variavel aleatéria bidimensional com FDP f, ent3o
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Funcao de distribuicao acumulada

A FDA de uma variavel aleatéria bidimensional (X, Y)T tem propriedades
analogas de uma FDA unidimensional. Entre elas, se F for a FDA de uma

variavel aleatéria bidimensional com FDP f, ent3o

F(x,y)
W = f(XaY)7
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Funcao de distribuicao acumulada

A FDA de uma variavel aleatéria bidimensional (X, Y)T tem propriedades
analogas de uma FDA unidimensional. Entre elas, se F for a FDA de uma

variavel aleatéria bidimensional com FDP f, ent3o

F(x,y)
W = f(XaY)7

sempre que F for derivavel.
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Exemplo 1. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por

X
Fixy) =X+ T (x) T 21 (y)- (1)




Exemplos

Exemplo 1. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por

X
Fx.y) = x4+ L T (x) T2y (y)- (1)
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Exemplos

Exemplo 1. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por
Xy
f(x,y) = x>+ 3 Tjo,1(x) Ijo,21(¥)- (1)

@ Mostre que f(x,y) em (1) é uma FDP conjunta.

@ Calcule a probabilidade de B = {X + Y > 1}.

~ufjf
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Para o Item 1.1, nos temos que




Exemplos

Para o Item 1.1, nés temos que

~ufjf
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Para o ltem 1.2, isto é, calcular a probabilidade do evento B = {X + Y > 1},

é conveniente utilizar o evento complementar,




Para o ltem 1.2, isto é, calcular a probabilidade do evento B = {X + Y > 1},

é conveniente utilizar o evento complementar, = — 0V < 1} ver i

gura 1.




Exemplos

Para o Item 1.2, isto é, calcular a probabilidade do evento B = {X + Y > 1},

é conveniente utilizar o evento complementar, B = {X + Y < 1}, ver Fi-

gura 1.
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Figura 1: Area de integracio para IP(B°).
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Portanto,




Portanto,

P(B) =1 — P(B°)

—1—/ /1 X(x + )dydx

x(1 - x)?
:1—/0 lxz(l—x) %]dx




Exemplo 2. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por

F(x,y) = 2exp{—(x + 2y)} Iz (x, y)

=2e Xe ¥ Li0,400) (x) L0, 400) (v)-




Exemplos

Exemplo 2. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por

f(x,y) = 2exp{—(x + 2y)} Iz (x, y)

=2e Xe ¥ Li0,400) (x) Li0,400) (v)-
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Exemplos

Exemplo 2. Suponhamos que a varidvel aleatéria continua bidimensional

(X,Y)T tenha FDP conjunta dada por

F(x,¥) = 2exp{—(x + 24)} Iz (x, )
= 267%™ I (g 400)(¥) L(0 400)(¥)-
Calcular:
@ PX>1Y <1y,
@ PX<Y);

@ P(X < a).
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Para o item 2.1, ver Figura 2, nos temos que

1 +o00
P(X>1,Y <1)= / / 2e~* e~ dxdy
0 J1

S e T et [y

S (e =t (et ).




Exemplos

Para o item 2.1, ver Figura 2, nds temos que
1 ,4+o0
P(X>1,Y <1)= / / 2e~* e~ dxdy
0 J1
1

S e T et [y

=e! (—e_zy)‘(l) =e! (—e_z + 1) :
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Para o item 2.2, ver Figura 3, nos temos que

P(X < Y) /W/ 2e e~ dxdy
/ 2e ¥ (1—e)dy
_/ e~ dy — / 23 dy
—/ 2e*2ydy 3/ 3e ¥dy




Exemplos

Para o item 2.2, ver Figura 3, nds temos que

+oo
P(X <Y) / / 2e > e™ % dxdy
:/ 2e ¥ (1—e)dy
Jo
+oo +oo
= / 2e ¥dy — / 2e ¥ dy

—/ 2e*2ydy 3/ 3e ¥dy
0
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Exemplos

Para o item 2.2, ver Figura 3, nds temos que

+oo
P(X <Y) / / 2e > e™ % dxdy

:/ 2e ¥ (1—e)dy
Jo

+oo +oo
= / 2e ¥dy — / 2e ¥ dy
—/ 2e Y dy — 3/ 3e ¥dy

1
2.1
3 3

[}
x: Distribuicdes exponenciais de parametros 2 e 3, respectivamente.
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Figura 3: Area de integracdo para P(X < Y).
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Para o item 2.3, ver Figura 4, nos temos que

a pr+oo
P(X <a)= / / 2e *e™ ¥ dydx
o Jo

a “+00
= / e / 2e ¥ dy dx
0 0
——

exp(2)

a
:/ e Xdx=1—¢e"
0




Para o item 2.3, ver Figura 4, nds temos que

P(X <a)= /a /+oo 2e ¥e ¥ dyd.
— lydx
0 Jo

a +oo
=/ e_X/ 2e ¥ dy dx
0 0
—_—

exp(2)

a
= / e Xdx=1—¢e".
0




Figura 4: Area de integracdo para P(X < a).
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Notem que, "( 0 « o) — 1 = 7~ (4]




Notem que, P(X < a) =1 —e7? = F(a), o que [ ¢ o FDA de uma

variavel aleatéria com distribuicdo exponencial de parametro 1.




Exemplos

Notem que, P(X < a) =1—¢e? = F(a), em que F é a FDA de uma

variavel aleatéria com distribuicdo exponencial de parametro 1.
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Exemplos

Notem que, P(X < a) =1—¢e? = F(a), em que F é a FDA de uma

variavel aleatéria com distribuicdo exponencial de parametro 1.

Coincidéncia?
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