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Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:xgﬁ+5g,€:1,2,...,n, (1)




Suponham que Y1, Ys,..., Y, tais que

Yg:x;ﬂ-l—eg,ézl,z...,n, (1)

. T 4 - - T g4
em que x; = (Xp1,Xp2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep SA0 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.




Modelo de regressao linear

Suponham que Y1, Ya,..., Y, tais que
Yg:x[6+54,€:1,2,...,n, (1)

_ T 4 - _ T g4
em que x; = (Xp1,X¢2,...,%p) € conhecido, B = (f51,52,...,0p) &
um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados, ¢, ~ N(0, 0?),
€1,€2,...,Ep S30 varidveis aleatdrias independentes e com a mesma varian-

cia 02, também desconhecida, a ser estimada.
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:

Y = X3 +e¢, (2)
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Forma matricial

A Equacio (1) é o que nés definimos como modelo de regressao normal

linear (MNL), podendo ser escrita de forma matricial, da seguinte forma:
Y = X8 +e, 2)

emque Y = (Y1,Ya,...,Y,) T ee = (e1,62,...,6n)", € ~ Nu(0,0%1,),
sendo 0 o vetor nulo de dimensdo n, I, a matriz identidade de ordem n e

X = (x1,x,...,%,)", a matriz de planejamento.
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

B=(XTX)"'X"y,

aMV:%<Y—X,§>T<Y—X,§).
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Método de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 3 e 02 sdo dados,

respectivamente, por:

p=(x"x)"x"y, (3)
1 T ~
A2 _ - o _
v = (vy-x8) (v-x38).
Observacdo: o EMV de 02 também pode ser escrito como funcio do

quadrado médio do residuo (QMRes).
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Sob as condicdes de regularidades, nés temos que:

B~ N, {[3, o (xTx)l}, (@)

2 2\2
51%WNN{027 (0)}7

n

quando o tamanho de amostra é grande.




Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
. -1
B No{p.o? (xX) ] 4)

2 2\2
512»1\/ NN{Uza (O-)}v

n

quando o tamanho de amostra é grande.
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Método de maxima verossimilhanca

Sob as condicGes de regularidades, nds temos que:
. -1
B No{p.o? (xX) ] 4)

2 2\2
5§1VNN{02a 7(0) }7

n

quando o tamanho de amostra é grande. Adicionalmente, B e 63, sdo

ortogonais.
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Introducao

Motivacao
O resultado (4) é muito importante, pois ele permite a construcdo de pro-

cedimentos inferenciais como intervalos de confianca e testes de hipoteses.
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-1
Seja Cmmy, o (m,m')-ésimo elemento da matriz C = (XTX> , com

mom' =1,2,...,p,i.e, Cov(Bm, Bry) = 02Cmpy. Por (4) nos temos que,

Bm = Bm

T ~ N(0,1), (5)

comm=1,2 ..., p.




Teste de hipdteses

-1
Seja ¢mpr, 0 (m, m')-ésimo elemento da matriz C = (XTX) , com
mm =12 ...,p,ie, Cov(Bm,er) = 02Cp. Por (4), nés temos que,

\/0’2Cmm

comm=12 ... p.
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Testes de hipéteses

Como a estatistica em (5) depende do pardmetro desconhecido o2, nés

precisamos substitui-lo por um estimativa n3o viesada, no caso, pelo QMRes,
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Testes de hipéteses

Como a estatistica em (5) depende do pardmetro desconhecido o2, nés
precisamos substitui-lo por um estimativa n3o viesada, no caso, pelo QMRes,

e, assim, nds temos que

N

b —bn i )
vQMRes ¢im '

comm=1,2,...,p.
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Teste de hipoteses para 3,

E assim, a partir de (6), nés podemos construir um procedimento para testar

hipoteses sobre o parametro 3.
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Teste de hipoteses para 3,

E assim, a partir de (6), nés podemos construir um procedimento para testar

hipdteses sobre o pardmetro 3,,. O procedimento é o seguinte:

H: Bm= ,(,9)
At B # BY
em que ﬁ,(,?) é um valor especificado, m=1,2,...,p.
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E por (6), nés podemos definir a seguinte estatistica do teste como

N

ﬁm o Bm
VQMRes

te =




E por (6), nés podemos definir a seguinte estatistica do teste como

N

Bm — Bm
VQMRes cpym

Sob H,t. ~ t(n— p). E, assim, a hipdtese nula seréd rejeitada, para um

tc =

dado nivel nominal «, se |t.| for maior que o quantil 100(1 —«/2)% de uma

t(n—p).




Teste de hipoteses para 3,

E por (6), n6és podemos definir a seguinte estatistica do teste como

N

i — Bm_ﬁm
° VQMRes ¢

Sob H,t. ~ t(n— p). E, assim, a hipdtese nula seré rejeitada, para um

dado nivel nominal «, se |t.| for maior que o quantil 100(1 —«/2)% de uma

t(n—p).
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Observacoes:

@ Esse é um teste parcial (ou marginal), pois 3, depende de todas as

outras covaridveis do modelo;




Teste de hipoteses para 3,

Observacoes:

o Esse é um teste parcial (ou marginal), pois 3, depende de todas as

outras covaridveis do modelo;
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Teste de hipoteses para 3,

Observacoes:

o Esse é um teste parcial (ou marginal), pois 3, depende de todas as
outras covaridveis do modelo;

o Na pratica, o teste é feito com B,g,)) =

0, isto é, para verificar se o
coeficiente B, é significativo, m = 1,2,...,p. Esse é um teste da

contribuicdo de x,, dado que os demais preditoras estdo no modelo;
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Teste de hipoteses para 3,

Observacoes:

o Esse é um teste parcial (ou marginal), pois 3, depende de todas as

outras covaridveis do modelo;

o Na pratica, o teste é feito com B,g,)) = 0, isto é, para verificar se o
coeficiente B, é significativo, m = 1,2,...,p. Esse é um teste da
contribuicdo de x,, dado que os demais preditoras estdo no modelo;

o Testes unilaterais também podem ser feitos. Bastando ajustar a regido

de rejeicdo de H.
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

Suponha que nés podemos fazer as seguintes particSes no MNL,
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

Suponha que nés podemos fazer as seguintes particSes no MNL,

B=(B].B1) e X=[XiXa],
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

Suponha que nés podemos fazer as seguintes particSes no MNL,
B=(Bl.B1) eX=[XiX]

em que B1 = (b1, .- -, Bq) " éum vetor g-dimensional, B2 = (Bg+1,---6p)
um vetor de pardmetros (p—q)-dimensional, X1, X2 sendo nx q e nx(p—q),

respectivamente.
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

O MNL em (2) pode ser escrito da seguinte forma:
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

O MNL em (2) pode ser escrito da seguinte forma:

Y = X181 + X0 + €. (7)
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Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

O MNL em (2) pode ser escrito da seguinte forma:
Y = X181+ XoB2 + €. (7)

Nés vamos denominar (7) como modelo completo. Agora, se nés supomos

que B1 = 04, nés passamos a ter um modelo reduzido,

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Testes de hipdteses 03 de abril de 2024 17 /44



Teste de hipdteses para um subconjunto de regressoras

O MNL em (2) pode ser escrito da seguinte forma:
Y = X181+ XoB2 + €. (7)

Nés vamos denominar (7) como modelo completo. Agora, se nés supomos

que B1 = 04, nés passamos a ter um modelo reduzido, i.e.,

Y = X583, + €.
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Teste F parcial

Noés podemos utilizar a soma de quadrados extra para construir um proce-

dimento para testar se 81 = 0, da seguinte forma:
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Teste F parcial

Noés podemos utilizar a soma de quadrados extra para construir um proce-

dimento para testar se 81 = 0, da seguinte forma:

HS ,31:05,
A: 517&0q
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Teste F parcial

Noés podemos utilizar a soma de quadrados extra para construir um proce-

dimento para testar se 81 = 0, da seguinte forma:

H: ,31 = Oq
A B #0,
Com a estatistica do teste é dada por:

_ QMReg(X|X)
QMRes '

Fe

Magalh3es, TM (ICE-UFJF) Testes de hipdteses 03 de abril de 2024 18 /44



Teste F parcial

Sob H, Fc ~ F(q,n — p). E assim, nés rejeitaremos H se F. > F(1 —
a;q,n — p), isto é, a hipdtese nula serd rejeitada, para um dado nivel
nominal «, se a estatistica do teste for maior que o quantil 100(1 — «)% de

uma F(q,n— p).
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Suponham que nés estamos interessados em um procedimento para testar

H: BB=p0
A: BB #p0O

em que B é uma matriz s X p, com posto igual a s < p.




Teste F geral

Suponham que nés estamos interessados em um procedimento para testar

H: BB=p0
A: BB #pO

em que B é uma matriz s X p, com posto igual a s < p.
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Exemplo 1. Se Y; = Bi1xp1 + Boxpo + [F3xp3 € 0 interesse for em testar

H: B1= B2

Az B # P2




Exemplo 1. Se Y; = Bi1xp1 + Boxpo + [F3xp3 € 0 interesse for em testar

H: 1= P2
A: Bi#B

nds teriamos:




Exemplo 1. Se Y; = Bi1xp1 + Boxpo + [F3xp3 € 0 interesse for em testar

H: 1= P2
A: Bi#B

nds teriamos:

B—(1 -10)




Exemplo 1. Se Y; = Bi1xp1 + Boxpo + [F3xp3 € 0 interesse for em testar

H: 1= P2
A: Bi#B

nds teriamos:

B=(1-10).




Exemplo 2. Se Y, = [B1xp1 + Baxex + B3xe3 € o interesse for em testar

H: Pfr=pPefPz3=0

A Pelo menos uma igualdade n3o é verdadeira

9




Teste F geral

Exemplo 2. Se Y, = B1xp1 + Boxex + B3xe3 € o interesse for em testar

H: Pfr=pPep3=0

A Pelo menos uma igualdade n3o é verdadeira
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Teste F geral

Exemplo 2. Se Y, = B1xp1 + Boxex + B3xe3 € o interesse for em testar

H: Pfr=pPep3=0

A Pelo menos uma igualdade n3o é verdadeira

)

nds teriamos:
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O procedimento para testar:

H: BB=pO
A: BB #p0O




O procedimento para testar:

H: BB=pO
A: BB # B0

tem a estatistica do teste dada por:

F. =

(BB - /3(0))T [B (xTx)_1 BT} B (B5-8).

1
s62




Teste F geral

O procedimento para testar:

H: BB=pO
A: BB #p0O

tem a estatistica do teste dada por:

Fo=

(83-5)" [8(x7x) " 87| (B3 5).

1
s62
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Teste F geral

Sob H, Fc ~ F(s,n—p). E assim, nés rejeitaremos H se Fc > F(1—a; s, n—
p), isto é, a hipdtese nula serd rejeitada, para um dado nivel nominal a, se a

estatistica do teste for maior que o quantil 100(1 —«)% de uma F(s, n—p).

Magalhdes, TM (ICE-UFJF) Testes de hipdteses 03 de abril de 2024 24 /44



1) Introducdo

2) Teste de hipdteses

3) Estatisticas F

C Estatisticas qui-quadrado
5) Aplicacao

6) Referéncias bibliograficas




Suponham as mesmas particSes discutidas na sec3o anterior e 0 nosso inte-

resse é testar:

H: B :550)
A By # 80

)




Estatisticas qui-quadrado

Suponham as mesmas particdes discutidas na secdo anterior e o nosso inte-

resse € testar:

H: B :6§°)
A By #£p0

)
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Estatisticas qui-quadrado

Suponham as mesmas particdes discutidas na secdo anterior e o nosso inte-

resse € testar:

H: B :6§°)
A By #£p0

)

0 - - .
sendo ,8; ) um vetor especificado. 81 e B> sdo denominados como vetores

de parametros de interesse e pertubac3o, respectivamente.
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Estatisticas qui-quadrado

. o~ ST AT T > (O)T 2T T . . -
Sejam 3 = (ﬂl ,,82) e 8= (ﬂl ,52) , as estimativas de maxima

verossimilhanca irrestrita e restrita de B a H, respectivamente.
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Estatisticas qui-quadrado

N T~ T -\ "
Sejam B = (ﬂ]—,ﬂ;—) e B = (ﬂgo) ,B;—) , as estimativas de maxima

verossimilhanca irrestrita e restrita de B a H, respectivamente.

A particio B = (B{,8, )" conduz as correspondentes particdes no vetor

escore Ug = (Ugl, U&)T, com
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Estatisticas qui-quadrado

N T~ T -\ "
Sejam B = (ﬂ]—,ﬂ;—) e B = (ﬂgo) ,B;—) , as estimativas de maxima

verossimilhanca irrestrita e restrita de B a H, respectivamente.

A particio B = (B{,8, )" conduz as correspondentes particdes no vetor

escore Ug = (Ugl, U&)T, com

1 1
Us, = ng(y_ X181) e Ug, = ;XJ(Y— X2/32),
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Estatisticas qui-quadrado

na matriz de informac3o de Fisher e na sua inversa, dadas por

K Kii K 1 X X1 X{ Xz ®)
,8 pr— p— 72
Ky K TN XX X) Xo
Kll K12
e Kﬂ_1 =2
K21 K22
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Estatisticas qui-quadrado

na matriz de informac3o de Fisher e na sua inversa, dadas por

K Kii K 1 X X1 X{ Xz ®)
,8 pr— p— 72
Ky K TN XX X) Xo
Kll K12
e Kﬂ_1 =2
K21 K22

A matriz inversa K[;l pode ser obtida usando propriedades de invers3o para

matrizes bloco-diagonais (Lu e Shiou, 2002).
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Estatisticas qui-quadrado

As estatisticas da razdo de verossimilhangas (Wilks, 1938), Wald (Wald,

1943), escore (Rao, 1948) e gradiente (Terrell, 2002) para testar H sdo

definidas, respectivamente, como
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Estatisticas qui-quadrado

As estatisticas da razdo de verossimilhangas (Wilks, 1938), Wald (Wald,

1943), escore (Rao, 1948) e gradiente (Terrell, 2002) para testar H sdo

definidas, respectivamente, como

51 =2 [E(Blaé2aa-2) - g(ﬂ§0)ag2a5‘2)} )

So=(B-8) (k) (B - B). (9)
53 = UKD,

S = Uj, (31 - 5&0)) :
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Estatisticas qui-quadrado

Sob H, as quatro estatisticas tém distribuicdo qui-quadrado com g graus
de liberdade. A hipétese nula serd rejeitada, para um dado nivel nominal
« e uma estatistica especificada, se a estatistica do teste for maior que o

quantil 100(1 — @)% de uma x3.
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Estatisticas qui-quadrado

Buse (1982) apresenta de forma didatica a interpretacdo geométrica dos
testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald para o caso de hipdteses
simples, mais recentemente, Montoril e Souza (2013) fazem a mesma anélise

incluindo a estatistica gradiente.

31/44
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Estatisticas qui-quadrado

Especificamente, para o MNL as quatro estatisticas, apresentadas em (9),

podem ser escritas da seguinte forma:
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Estatisticas qui-quadrado

Especificamente, para o MNL as quatro estatisticas, apresentadas em (9),

podem ser escritas da seguinte forma:

Si = nlog (22) +% (Y—x[a')T (Y—xﬁ) —% (Y—xﬁ)T (Y—XE),

e k(5 o) (W) (5 7).

Sy = % (Y—xE)Txl (NRTﬁ)flxlT (Y—Xﬁ) ,

Se= L (Y—xB)Txl (31 —ﬁf”),

o
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Estatisticas qui-quadrado

-1
em que R = X; — %C, com € = (X/X;)  XJX;. Como ndo hi

parametros envolvidos em R, R = R=R.
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Estatisticas qui-quadrado

-1
em que R = X; — %C, com € = (X/X;)  XJX;. Como ndo hi

parametros envolvidos em R, R = R=R.

A matriz de dimens&o g x (p—q) C pode ser interpretada como coeficientes
de regressao estimados, obtido de um MNL entre as colunas de X; e a matriz

planejamento X.
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Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste, ndés temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 10 4 2xp,

em que Yy: horas trabalhadas, xy: tamanho do lote, £ =1,2,...,10.




Aplicacao

Aplicacao 1. Conjunto de dados Westwood Company (Neter et al., 1983,

p. 36). Apds o ajuste, nés temos o seguinte modelo estimado,
¥ =10+ 2xp,

em que Yy: horas trabalhadas, xp: tamanho do lote, £ =1,2,...,10.
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Para os dados, utilizando (4) e (6), nés temos que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
B1 10 | 2,503 3,995
B2 2 | 0,047 | 42,583




Exemplo

Para os dados, utilizando (4) e (6), nés temos que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
B1 10 | 2,503 3,995
B2 2| 0,047 | 42,583
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Exemplo

Para os dados, utilizando (4) e (6), nés temos que:

Tabela 1: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
B1 10 | 2,503 3,995
B2 2| 0,047 | 42,583

Para a = 0,05, o quantil 95% de uma t(8) = 2,31. Logo, os pardmetros [

e [ sdo significativos.
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Aplicacdo 2. (Neter et al., 1983, p. 247) A Zarthan Company vende

cremes especiais. E estes sdo vendidos em 15 distritos.

Com o interesse em prever o nimero de vendas (Y, duzia de potes), foi
verificado o tamanho da populagdo (x2, por mil habitantes) e a renda per

capita (x3, em ddlares) de cada um dos 15 distritos.




Aplicacao

Aplicacdo 2. (Neter et al., 1983, p. 247) A Zarthan Company vende

cremes especiais. E estes s3o vendidos em 15 distritos.

Com o interesse em prever o nimero de vendas (Y, ddzia de potes), foi
verificado o tamanho da populagdo (x2, por mil habitantes) e a renda per

capita (x3, em ddlares) de cada um dos 15 distritos.
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Apos o ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,

Y, = 3,453 + 0,496xs5 + 0,009,

em que Yp: ddzias vendidas, xp: tamanho da populacdo (por mil habitan-

tes), xg3: renda per capita (em ddlares), £ =1,2,...,15.




Aplicacao

Apés o ajuste, nds temos o seguinte modelo estimado,
Y, = 3,453 + 0,496xs5 + 0,009x3,

em que Yp: ddzias vendidas, xg: tamanho da populacdo (por mil habitan-

tes), xg3: renda per capita (em dédlares), £ =1,2,...,15.
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Para os dados, utilizando (4) e (6), nés temos que:

Tabela 2: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
b1 3,453 | 2,431 | 1,420
B2 0,496 | 0,006 | 81,924
B3 0,009 | 0,001 | 9,502




Exemplo

Para os dados, utilizando (4) e (6), nds temos que:

Tabela 2: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
b1 3,453 | 2,431 | 1,420
B2 0,496 | 0,006 | 81,924
Bs 0,009 | 0,001 | 9,502
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Exemplo

Para os dados, utilizando (4) e (6), nds temos que:

Tabela 2: Estimativas do pardmetros.

Parametro | Estimativa EP te
b1 3,453 | 2,431 | 1,420
B2 0,496 | 0,006 | 81,924
Bs 0,009 | 0,001 | 9,502

Para oo = 0,05, o quantil 95% de uma t(12) = 2,179. Logo, os parametros

B2 e (B3 sdo significativos, enquanto, (51 ndo é.
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