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Somatórios

Sejam Y1,Y2, . . . ,Yn, n números quaisquer. Então,

n∑
i=1

Yi = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn, (1)

em que
∑

é denominado operador soma.
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Somatórios

De (1), nós temos as seguintes propriedades:∑n
i=1 a = na;

∑n
i=1(Yi + Zi ) =

∑n
i=1 Yi +

∑n
i=1 Zi ;∑n

i=1(b + cZi ) = nb + c
∑n

i=1 Zi ;

em que a, b, c são constantes e Z1,Z2, . . . ,Zn são números quaisquer.
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Produtórios

Sejam Y1,Y2, . . . ,Yn, n números quaisquer. Então,

n∏
i=1

Yi = Y1 × Y2 × · · · × Yn, (2)

em que
∏

é denominado operador produto.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 6 / 38



Produtórios
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 6 / 38



Produtórios

De (2), nós temos as seguintes propriedades:∏n
i=1 a = an;

∏n
i=1(Yi × Zi ) =

∏n
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∏n
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i=1(bZi ) = bn ×
∏n
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De (2), nós temos as seguintes propriedades:∏n
i=1 a = an;∏n
i=1(Yi × Zi ) =

∏n
i=1 Yi ×

∏n
i=1 Zi ;

∏n
i=1(bZi ) = bn ×

∏n
i=1 Zi ;

em que a, b são constantes e Z1,Z2, . . . ,Zn são números quaisquer.
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Equações lineares

Um sistema de n equações e p incógnitas:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1pxp = y1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2pxp = y2

... =
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ anpxp = yn

,

pode ser escrito na forma matricial,

como

Ax = y,
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Equações lineares

em que A é uma matriz de coeficientes n × p, x é um vetor p × 1

e y é

vetor n × 1, isto é,

A =



a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p

...
...

...
...

an1 an2 · · · anp


, x =



x1

x2

...

xp


, y =



y1

y2

...

yn


.
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A =



a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p

...
...

...
...

an1 an2 · · · anp


, x =



x1

x2

...

xp


, y =



y1

y2

...

yn


.
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Ráızes caracteŕısticas

As ráızes caracteŕısticas de uma matriz A, n × n, são as soluções em λ da

equação

det(A− λIn) = 0,

em que In é a matriz identidade de ordem n. Este determinante é um polinô-

mio de grau n em λ e a equação terá n soluções. Se λi é raiz caracteŕıstica

de A, a solução em x da equação (A − λi In)x = 0 é o vetor caracteŕıstico

correspondente, xi .
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correspondente, xi .
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As ráızes caracteŕısticas de uma matriz A, n × n, são as soluções em λ da

equação

det(A− λIn) = 0,
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Ráızes caracteŕısticas

Resultados:

O produto das ráızes caracteŕısticas de A é det(A);

A soma das ráızes caracteŕısticas de A é o traço de A;

Se o posto de A é igual a r , r(A) = r , zero é raiz da equação com

multiplicidade n − r .
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 12 / 38



Formas quadráticas

A função f (x1, x2, . . . , xn) de n variáveis reais x1, x2, . . . , xn é uma forma

quadrática se

f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = x>Ax,

em que x = (x1x2 · · · xn)> e A = (aij), uma matriz simétrica n × n, é dita

matriz da forma quadrática.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 13 / 38



Formas quadráticas
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Formas quadráticas

Nós podemos classificar as formas quadráticas em:

1 x>Ax é positiva definida se x>Ax > 0, para todo x 6= 0;

2 x>Ax é positiva semidefinida se x>Ax ≥ 0, para pelo menos um x 6= 0;

3 A é dita não negativa se for positiva definida ou positiva semidefinida;

4 x>Ax é não negativa definida se −x>Ax é positiva definida e é negativa

semidefinida se −x>Ax é positiva semidefinida.
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semidefinida se −x>Ax é positiva semidefinida.
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Formas quadráticas

Exemplo. Seja X = (X1, . . . ,Xn)> um vetor aleatório n-dimensional com

matriz de covariâncias Σ.

A matriz Σ é não negativa definida, pois, se

a = (a1, . . . , an)> vetor não aleatório

Var(a1X1 + · · ·+ anXn) =
∑
i=1

∑
j=1

aiajCov(Xi ,Xj) = a>Σa ≥ 0, ∀a 6= 0.

Observação: A matriz Σ será positiva definida se somente se não existir

relações lineares entres as variáveis aleatórias X1, . . . ,Xn.
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Observação: A matriz Σ será positiva definida se somente se não existir

relações lineares entres as variáveis aleatórias X1, . . . ,Xn.
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Formas quadráticas

Transformações. Seja y = B−1x uma transformação de x,

em que B é

uma matriz não singular, isto é x = By. Então

Q = x>Ax = y>B>ABy = y>Cy, (3)

em que C = B>AB, é a forma quadrática nas novas variáveis.
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Formas quadráticas

Resultados. De (3),

nós temos os seguintes resultados

1 Existe uma matriz diagonal D n × n tal que

Q = x>Ax = y>B>ABy = y>Dy = d1y
2
1 + · · ·+ dny

2
n ,

em que d1, . . . , dn são elementos da diagonal de D.

2 Se x>Ax é positiva definida, existe uma transformação y = B−1x tal

que

x>Ax = y>y = y2
1 + · · ·+ y2

n .
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Resultados. De (3), nós temos os seguintes resultados

1 Existe uma matriz diagonal D n × n tal que

Q = x>Ax = y>B>ABy = y>Dy = d1y
2
1 + · · ·+ dny

2
n ,

em que d1, . . . , dn são elementos da diagonal de D.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 17 / 38



Formas quadráticas
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Formas quadráticas

Teorema 1. Seja A, n × n uma matriz positiva semi definida, então

1 r(A) < n;

2 aii ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n e se ajj = 0, todo elemento da j-ésima linha e

j-ésima coluna é zero;

3 P>AP é positiva semi definida, para toda matriz n × n P.
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j-ésima coluna é zero;
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Formas quadráticas

Teorema 2. Seja A, n × n uma matriz positiva definida, então

1 r(A) = n;

2 aii ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n;

3 P>AP é positiva definida, para qualquer matriz n × n P não singular.
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3 P>AP é positiva definida, para qualquer matriz n × n P não singular.
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Formas quadráticas

Teorema 3. Uma matriz n × n A é positiva semi definida se e só se

1 Existe B, n × n, r(B) < n tal que B>B = A;

2 As ráızes caracteŕısticas de A são não negativas e no ḿınimo uma

delas é igual a zero.
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delas é igual a zero.
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Formas quadráticas

Teorema 4. Uma matriz n × n A é positiva definida se e só se

1 Existe B, n × n, r(B) = n tal que B>B = A;

2 As ráızes caracteŕısticas de A são todas positivas;

3 E

a11 > 0, det

 a11 a12

a21 a22

 > 0, . . . , det(A) > 0.
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1 Existe B, n × n, r(B) = n tal que B>B = A;
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2 As ráızes caracteŕısticas de A são todas positivas;

3 E

a11 > 0, det

 a11 a12

a21 a22

 > 0, . . . , det(A) > 0.
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Derivadas matriciais

Seja x = (x1, . . . , xn)> e f (x) uma função real de x1, . . . , xn. A derivada de

f (x) com respeito a x é

∂f (x)

∂x
=
(

∂f (x)
∂x1

· · · ∂f (x)
∂xn

)>
.
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Derivadas matriciais

Teorema 1. Se a = (a1, . . . , an)> é um vetor de constantes

e f (x) =

a>x = x>a (linear), então

∂f (x)

∂x
= a.

Teorema 2. Se f (x) = x>Ax (forma quadrática), A uma matriz de cons-

tantes, então

∂f (x)

∂x
= 2Ax.
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a>x = x>a (linear), então

∂f (x)

∂x
= a.

Teorema 2. Se f (x) = x>Ax (forma quadrática), A uma matriz de cons-
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Decomposições

Uma matriz simétrica A pode ser fatorada em

A = LDL>,

em que L é uma matriz diagonal inferior, L> é uma matriz diagonal superior

e D é uma matriz diagonal.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 24 / 38



Decomposições

Uma matriz simétrica A pode ser fatorada em

A = LDL>,

em que L é uma matriz diagonal inferior, L> é uma matriz diagonal superior
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Decomposições

Seja uma matriz A, p× p, positiva definida. Então existe uma única matriz

triangular superior T, de posto p, tal que

A = T>T

e tii > 0, i = 1, . . . , p. Para a determinação de T, ver Graybill (1983), por

exemplo.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 25 / 38



Decomposições

Seja uma matriz A, p× p, positiva definida. Então existe uma única matriz

triangular superior T, de posto p, tal que

A = T>T

e tii > 0, i = 1, . . . , p. Para a determinação de T, ver Graybill (1983), por

exemplo.
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Decomposições

Decomposição de Cholesky. Uma matriz A é positiva definida se e só se

existir W não singular tal que

A = WW>.
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existir W não singular tal que

A = WW>.

Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 26 / 38



Decomposições

Decomposição de Cholesky. Uma matriz A é positiva definida se e só se
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Decomposições

Decomposição espectral. Qualquer matriz simétrica A, p × p, pode ser

escrita como

A = ΓDΓ>,

em que D = diag(λ1, . . . , λp), Γ = (x1 · · · xp), λ1, . . . , λp são as ráızes

caracteŕısticas de A e x1, . . . , xp são os correspondentes vetores caracteŕıs-

ticos normalizados, isto é, xi
>xi = 1, i = 1, . . . , p.
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caracteŕısticas de A e x1, . . . , xp são os correspondentes vetores caracteŕıs-

ticos normalizados, isto é, xi
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ticos normalizados,

isto é, xi
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Decomposições

Verifica-se que

A = ΓDΓ> = λ1x1x1
> + · · ·+ λpxpxp

>.

Observação: Se xi e xj são dois vetores caracteŕısticos associados as ráızes

caracteŕısticas diferentes, então xi
>xj = 0. Nós dizemos que xi e xj são

ortogonais.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 28 / 38



Decomposições

Verifica-se que

A = ΓDΓ> = λ1x1x1
> + · · ·+ λpxpxp

>.

Observação: Se xi e xj são dois vetores caracteŕısticos associados as ráızes
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Propriedades dos estimadores

Um estimador θ̂ de um parâmetro desconhecido θ é não viciado se

E(θ̂) = θ.

Um estimador θ̂ é um estimador consistente de θ se

lim
n→∞

P(|θ̂ − θ| ≥ ε) = 0, para qualquer ε > 0.
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Propriedades dos estimadores

Um estimador θ̂ é um estimador suficiente de θ se a distribuição condicional

das observações dado θ̂ não depende do parâmetro θ.

Um estimador θ̂ é um estimador de ḿınima variância de θ se para qualquer

outro estimador θ∗:

Var(θ̂) ≤ Var(θ∗), para todo θ∗ > 0.
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Estimador de máxima verossimilhança

Seja Y uma variável aleatória com função densidade de probabilidade (FDP)

dada por f (y ; θ). Dada observações independentes Y1, . . . ,Yn,

a FDP con-

junta dessas observações é

f (y1, . . . , yn) =
n∏

i=1

f (yi ; θ). (4)
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f (y1, . . . , yn) =
n∏

i=1

f (yi ; θ). (4)
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Estimador de máxima verossimilhança

Quando a FDP conjunta (4) é vista em função do parâmetro θ, ela é deno-

minada função de verossimilhança e escrita

L(θ) =
n∏

i=1

f (yi ; θ).

O estimador de máxima verosmilhança (EMV) de θ, é o valor do parâmetro

desconhecido que maximiza L(θ). Sob condições gerais, o EMV é consis-

tente e suficiente.
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desconhecido que maximiza L(θ). Sob condições gerais, o EMV é consis-

tente e suficiente.
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Magalhães, TM (ICE-UFJF) Conceitos iniciais 13 de março de 2024 33 / 38



Estimador de ḿınimos quadrados

Suponha que uma observação amostral tenha a seguinte forma:

Yi = fi (θ) + εi , i = 1, . . . , n,

em que fi (θ) é uma função conhecida de θ e εi é uma variável aleatória,

usualmente assumida com média nula.
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Estimador de ḿınimos quadrados

No método dos ḿınimos quadrados, para dada uma amostra aleatória, a

soma de quadrados

Q =
n∑

i=1

[Yi − fi (θ)]2

é considerada com função do parâmetro θ. O estimador de ḿınimos qua-

drados (EMQ) de θ é obtido minimizando Q com respeito a θ. Em muitos

casos, o EMQ é não viesado e consistente.
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O estimador de ḿınimos qua-
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casos, o EMQ é não viesado e consistente.
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