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Introducao

A nogao priméria de uma &algebra de Hopf surgiu num trabalho sobre topologia algébrica de Heinz
Hopf (1941) e um dos livros pioneiros para o qual essa teoria emergia foi o livro de Sweedler, [§]. Um
tempo depois essa nocao foi formulada para o contexto da categoria de espagos vetoriais sobre um corpo
k. Algebras de Hopf desse tipo, chamadas de dlgebras de Hopf sobre um corpo, surgiram em uma série de
situagoes: como algebras subjacentes de grupos afins na teoria de grupos algébricos, como grupos formais
na teoria dos niimeros, como algebras envolventes universais na teoria de Lie e na teoria de representagoes
de dlgebras.

Nesse contexto, uma dlgebra de Hopf é uma k-bidlgebra (k-dlgebra com sua estrutura dual chamada
codlgebra, e uma relagao de compatibilidade entre essas duas estruturas) munida de uma antipoda.

Com o desenvolvimento dos estudos em teoria de categorias, que sao apresentadas pela primeira vez
em 1945, no trabalho de Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane intitulado General Theory of Natural
Equivalences com o intuito de entender transformagoes naturais e, mais tarde, em 1963, com o surgimento
das categorias monoidais também apresentadas primeiramente num trabalho de Mac Lane, veja [4] e [5],
as algebras de Hopf puderam ser estendidas para outros contextos. Por exemplo, para o contexto das
categorias monoidais dos R-médulos, em que R é um anel comutativo, veja [IJ.

Nesse minicurso, pretendemos apresentar as algebras de Hopf no contexto da categoria dos espagos
vetoriais (finito ou infinito dimensionais) que, em particular, sdo categorias monoidais, isso justifica a
introdugao de diagramas comutativos nas defini¢oes dos objetos e morfismos. Os diagramas sao interes-
santes para a dualizacao da estrutura de uma algebra, que sao as codlgebras. Pretendemos apresentar al-
guns exemplos importantes de algebras de Hopf como a dlgebra de polindmios cuja estrutura de coalgebra
provém da propriedade universal da algebra de polinémio, assim como outros exemplos como a algebra
de grupo, a dlgebra de Sweedler de dimensao 4 e a dlgebra tensorial de um espago vetorial.
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Capitulo 1

Algebras e coalgebras

1.1 A categoria dos espacgos vetoriais

Definicao 1.1.1. Uma categoria C consiste de
(i) uma colegdo de objetos: Obj(C);

(ii) para cada par de objetos (X,Y), X, Y em Obj(C), definimos a cole¢io de morfismos Home(X,Y),
morfismos de X paraY;

(iii) para cada X em Obj(C), existe um morfismo idx : X — X, chamado de morfismo identidade;
(iv) para quaisquer X,Y,Z em Obj(C), é definida uma operagio dada por

o: Home(Y,Z)xHome(X,Y) -  Home(X,Z2)
(9. 1) = o(g, f)=gof.

FEsta operagio, chamada composicdo, deve satisfazer, para quaisquer f em Home(X,Y), g em
Home (Y, Z) e h em Home(Z, W), as sequintes condigies:
(a) (hog)o f=ho(gof), ouseja, o é associativa;
(b) foidx =f=idyof.
Alguns exemplos de categorias conhecidas: A categoria Set (categoria dos conjuntos), Ring (categoria

dos anéis com unidade), Grp (categoria dos grupos), Ab (categoria de grupos abelianos). Quais sdo os
objetos e morfismos para essas categorias ?

Para outro exemplo de categoria, consideramos A um anel com unidade. A categoria 4IM dos A-
médulos & esquerda e M 4, a categoria dos A-mddulos a direita. Os objetos sdo A-mdédulos & direita (&
esquerda) , respectivamente. Os morfismos sao morfismos de A-mdédulos & direita (& esquerda), respecti-
vamente.

O caso particular em que A = k, em que k é um corpo qualquer, nos permite considerar a categoria dos
espagos vetoriais tanto infinito como finito dimensional. Denotamos por Vecty a categoria dos k-espagos
vetoriais de dimensao qualquer tal que os objeto em Vecty

Obj(Vecty) sao espagos vetoriais sobre k ou k-espagos vetoriais
e, para cada par de k-espagos vetoriais V, W, tem-se
Homvyect, (V,W) ={T:V — W : T é morfismo entre k-espagos vetoriais}.

Os morfismos entre k-espagos vetoriais sdo as transformagoes lineares. Para simplificar escrita, escrevemos
apenas Homy (V, W) para designar Homvect, (V, W).

De modo andlogo, temos a categoria vecty dos k-espagos vetoriais de dimensao finita, isto é, os objetos
sao k-espacos vetoriais de dimensao finita.
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1.2 Algebras e coalgebras em Vecty

Seja k um corpo, a definigao abaixo ja conhecida da algebra cléssica, é valida também para k um anel
comutativo com unidade. Todavia ao longo desse minicurso, k serd sempre um corpo.

Definigao 1.2.1. Um anel com unidade A diz-se uma k-dlgebra se A € um A é um k-espaco vetorial
(k-mddulo) e, Ya,be A, ek, a(ab) = (aa)b = a(abd).

Exemplo 1.2.2. Um corpo k é uma k-algebra.

Exemplo 1.2.3. Consideremos A = M, (k) o anel das matrizes quadradas n xn sobre k é uma k-dlgebra,
sendo um k-espago vetorial de dimensao n?. Podemos pensar k = R, C,Zy,, p primo.

Exemplo 1.2.4 (Algebra de polinomios). O anel A = k[X] dos polinomios na varidvel X sobre k é uma
k-4lgebra, notando que é um k-espaco vetorial com base {X®};50 = {1, X, X2, -, X", .-}

Exemplo 1.2.5 (Algebra de grupo). Sejam k um corpo e G um grupo. Definimos

k[G] = E%kg,

em que kg =< g > é o k-espacgo gerado por g (mais precisamente gerado por 1xg que escrevemos como g).
Um elemento x € k[G] é escrito como = = ¥ . agg, em que a soma em questdo ¢ finita e ay € k,g € G.
Claramente, k[G] ¢ um k-espago vetorial com base {g}qec-

A estrutura de k-dlgebra para k[G] é dada pela multiplicagdo como segue

Y agg- > Buh= Y agBngh

geG heG g,heG

e a unidade é dada por ly[q) = 1)

Agora introduzimos uma definicdo equivalente & Definicao de k-édlgebra via diagramas (essa
definigao é dada dessa maneira exatamente pelo fato de que Vecty (e vecty) é um caso particular de uma
categoria monoidal).

Definigao 1.2.6. Uma dlgebra em Vecty € uma tripla (A,m,u), em que A € um k-espaco vetorial,
m:A®A—> A (®=0y) eu:k—> A sio morfismos de k-espagos vetoriais (sao transformagoes lineares)
tais que os diagramas sejam comutativos

A®A® A tdasm A®A A® A
HW Wu
m®id (1) m ke A m A®k (2)
(o/)\ a”t
A® A — A A
em que
al: Agk > A a: A - Ak
a®k — ak a ~» a®lg
(/)7 ked - A o: A - koA
k®a +~ ka a +— 1x®a

sao os conhecidos isomorfismos k-lineares.

Os morfismos m e u na definicao acima sao chamados, respectivamente, multiplicacdo e unidade da
algebra. A comutatividade do diagrama (1) é a associatividade de A. Notemos que a comutatividade do
diagrama (2) é dada pelas igualdades

mo (u®ida) = (/)" o que implica mo (u®ida) o’ =ida
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e
mo (ida ®u) =a™* o que implica m o (ids ® u) o = idy.
Isto quer dizer que, para todo a € A, vale que
(mo(u®idg)oa')(a)=ida(a) =a, isto é, m(u(lx)®a) =a
e

(mo (ida®u)oa)(a)=ida(a), isto é, m(a®u(lyk)) = a.
Isso motiva o fato de u ser chamado a unidade da algebra.

Exercicio 1.2.7. Verificar a equivaléncia das definigoes e

Os exemplos apresentados acima sdo exemplos de dlgebras em Vecty: k[X] e k[G] se G é um grupo
infinito em vecty: o corpo k, M, (k) e k[G] se G é um grupo finito.

Uma das vantagens de se definir uma &lgebra em Vecty (via diagramas) é que podemos dualizar a
definicdo de uma algebra, ou seja, podemos “inverter”as flechas e dessa forma, é definida a estrutura
chamada codlgebra.

Definicao 1.2.8. Uma codlgebra em Vectyx € uma tripla (C,A,e), em que C € um k-espago vetorial,
A:C->Co®C ec:C -k sdo morfismos de k-espagos vetoriais tais que os diagramas comutam

A

CelC c
V 4t
A (3) ido®A keoC A Cek. (4)
CC ———CoCeC ceC
AQidc

Os morfismos A e € da definicdo acima sao chamados, respectivamente, comultiplica¢io e counidade
da codlgebra. A comutatividade do diagrama (3) é chamada coassociatividade.

Observemos que, para cada c € C', temos

k-linear
—_—n n
(ide ® A) o A(c) = (idc ® A) (Z ¢ ® C;) = > (idc ® A)(¢; ®c})
i=1 i=1

3

s

= CﬂX’A(C;)Z Ci®(2dij®dgj)

1 =1

Z c; ® (dij ® d;])
j=1

K3

NgE

i=1

Podemos observar que composicoes sucessivas de A’s dificultam consideravelmente o desenvolvimento
de calculos envolvendo tais composigoes, por isso é utilizada a conhecida notacao de Sweedler, que
pode ser encontrada com detalhes em [2]. Resumidamente,

Ac) =) a1 ®co.
Alguns autores omitem os somatorios, assim
A(c) =1 ® ca.
Tendo em mente essa notagdao, vejamos o que significa a coassociatividade
((idec ® A) o A)(c) = (idc ® A) (Do e1®c2) = > e1® A(ca)

= ch ®(2621 ®022)

:ch®621®622
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((A®idc)oA)(c) = (A®ide) (Z 1 ® 02)
=Y Ala)®c
= Z(chl ®C12) ® Co
= chl ®cC1, ® C2
Pela comutatividade do diagrama (3), segue que
ch ®co, ®Co, = chl ®ci, ®cy = ch ® co ® c3.

A comutatividade do diagrama (4) garante que (idc ®¢)oA =~~! e compondo 7 & esquerda, obtemos
o (idc ®e)oA=vyoy7t =ids. Para todo ce C, temos

c=idc(c) = (yo (idec®e) o A)(c) = (yo (idc®e))(D.c1®cy)
=72 a1 ®e(e)) = Y (e ®e(e2))
= 2616(62).

Analogamente, ¢ = ¥ e(¢1)cq. Logo, concluimos que

Yce(es) =c=Y e(cr)ce.

Esta propriedade chama-se propriedade da counidade. Podemos estabelecer uma recorréncia para a
notacao de Sweedler. Para n > 2, temos

A, = (A®id" ) oA,

emque Ap,:C->C®-®Ceid" ! =id®- ®id. Por exemplo, para n = 2 temos
— ——
n+1vezes n—1vezes

NAo=(A®id)o A= (idoA)® A.
Ja para n = 3, temos
As=(A®id®id)oAy=(A®id®id)o (A®id)oA).

Exemplo 1.2.9. k é uma codlgebra em Vecty, em que A : k > k®k é dada por A(a) =a®lgee:k >k
é dada pela identidade € = idy.

Exemplo 1.2.10. A §lgebra de matrizes M, (k) é uma codlgebra em vecty, que serd denotada por
M, (k), cuja comultiplicacdo ¢ definida nos elementos de uma base {e;;},; ;.,, de My (k) por

A(eij): Z €is®es; € E(eij)I(Sij.
1<s<n

Exemplo 1.2.11. A 4lgebra de grupo k[G] é uma codlgebra em Vecty se G é um grupo infinito e em
vecty se G é finito, definindo A(g) =g ® g e e(g) = 1k, para todo g € G.

De fato, chamando C =k[G], temos que
((idc @ A)oA)(g) = (idc®A)(g®9)=g®A(g) =g®g®g
=A(g)®g=(A®idc)(9®9)
=((A®idc) o A)(g).
Fica como exercicio mostrar a comutatividade do segundo diagrama da definicao de uma coélgebra.
O proximo exemplo generaliza o exemplo acima, veja.

Exemplo 1.2.12. Sejam k um corpo e .S um conjunto. Consideremos k[.S] o espago vetorial gerado por
S. Assim, k[S] possui uma estrutura de codlgebra dada por A(s) =s®see(s) =1k, VseS. Se S=0@
entdo k(@] = {0}.
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Seja C uma codalgebra em Vecty. Um elemento ¢ € C' é dito grouplike (ou elemento de tipo grupo)
se A(c) =c®cee(c) =1k, Vece C. As codlgebras dos exemplos [1.2.9} [1.2.11] e [1.2.12] acima apresentam
esses elementos. Todavia, o Exemplo nao possui elementos grouplike, por qué? Voltaremos a falar
sobre isso na secao 1.4 desse capitulo, havendo tempo.

Finalizamos a segao definindo dlgebras comutativas e codlgebras cocomutativas. Uma élgebra (A, m, u)
em Vecty, diz-se comutativa se m(a ® b) = m(b® a), para quaisquer a,b € A. Em termos de diagramas,

temos
AA— AR A
A

o
3

em que o é o isomorfismo linear o(a ® b) = b ® a, também conhecido como twist e por isso m(a ® b) =
(moo)(a®b)=m(c(a®b))=m(b®a).

Dada uma algebra A em Vecty, a dlgebra oposta de A, que é denotada por AP, é tal que A = A°P
como espacos vetoriais e m° = moo. Nao é dificil ver que A é comutativa se, e somente se, A = AP
como algebras.

Uma codlgebra (C,A,e) em Vecty, diz-se cocomutativa se Y ¢1 ® c3 = Y. ¢a ® ¢1, para qualquer ¢ € C,
em termos de diagramas temos

A CeC

N A

CcCeC

C

e essa comutatividade é expressa como Y. ¢; ® ca = A(c) = (0o A)(c) =0(A(c))=c(Xe1®c2) =Y ca®cy.

Dada uma codlgebra C' em Vecty, a codlgebra co-oposta de C, que é denotada por C°°P, é tal que
C = C°°P como espagos vetoriais e A°P? = g o A. Nao é dificil ver que C' é cocomutativa se, e somente se,
C' = C°P como codlgebras.

1.3 Morfismos de algebras e de coalgebras em Vecty

Uma vez estudadas algebras e coalgebras em Vecty, agora estudamos morfismos desses objetos nessa
mesma categoria.

Definigao 1.3.1. Sejam (A,ma,us) e (B,mp,up) duas dlgebras em Vect,. Um morfismo de k-espagos
vetoriais f: A - B diz-se wm morfismo de dlgebras se os diagramas abaizo comutam

A A% BeB A ! B
mAl/ lNLB \ /
uA up
A B k.
f

Da comutatividade do primeiro diagrama temos, para quaisquer a,a’ € A, que

f(ma(a®ad))=(foma)(a®a’)=(mpo(f®[f))(a®a’)=mp((fef)(a®d))
=mp(f(a)® f(a')).
Pela comutatividade do segundo diagrama segue que f(ua(lx)) =up(1k).

Lembrando que essa definicao e a definicao cldssica sao equivalentes, lembrando que um morfismo
f: A > B de k-dlgebras é um morfismo de anéis, de k-espagos vetoriais e f(14) = 1p.
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Definigao 1.3.2. Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ac,ec) duas codlgebras em Vecty,. Um morfismo de k-espagos
vetoriais f: C — D diz-se um morfismo de k-codlgebras se os diagramas comutam

C—D

c— 1 _.p
Acl lAD \ /
EC ED
k.

CeC——=D®D
fef

Devido & comutatividade do primeiro diagrama, isto é, Apo f = (f® f) o A¢ implica, para todo c € C,
que

Y (feN1®(f(e)2=Ap(f(c)) =(Apo f)(c)
=((fef)oAc)(e)=(fef)(Ac(e) = (fef) (Y c®c)
= Zf(cl) ® f(c2)

e a comutatividade do segundo diagrama nos diz que

ec(c) = (ep o f)(¢) =en(f(c)), Vee C.

1.4 A algebra e a coalgebra duais

Nosso objetivo nessa sessdo é mostrar que se (C,A,e) é uma codlgebra, entdo o espago vetorial dual
C* = Homy (C, k) é uma dlgebra, essa prova independe de C' ser ou nao finito dimensional.

Para o caso em que (A, m,u) é uma dlgebra, o espago vetorial dual A* = Homy (A, k) nao é necessa-
riamente uma codlgebra. O problema reside no que diremos a seguir.

Para conseguir produzir em A* uma estrutura de codlgebra, precisamos determinar A 4« : A* > A*®@A*
e g4+ : A* > k. Desta forma, ao considerarmos m: A® A - A, temos o morfismo de k-espagos vetoriais
m*: A* > (A® A)*. E necessdrio estabelecer a seguinte funcao f: (A® A)* - A* ® A*, veja abaixo:

A" (Ae A —L s A A

A pgx=fom*

Porém, nem sempre é possivel determinar f, a menos que dimygA < co. Sabemos, no entanto, que
o k-morfismo p : A* @ A* > (A® A)* é injetor sem qualquer hipétese adicional. No caso de A ser
finito dimensional, p é um isomorfismo, veja a Proposicao [1.4.1] abaixo. Caso nao seja exigida finito
dimensionalidade, podemos definir uma estrutura de codlgebra nao em todo o espago vetorial A*, mas
em um subespaco A° de A*, chamado dual finito de A. Nesse minicurso, ndo abriremos essa discussio.

Proposicao 1.4.1. Sejam M, N eV k-espacos vetoriais e morfismos de k-espacos vetoriais
¢: M*®V - Homy(M,V),
¢’ : Homy (M,N*) - (M ® N)*,
p:M*®@N* - (Me&N)",

definidos por
o(fev)=f(m)v,VfeM* neV emeM,

¢'(g)(m@n) =g(m)(n),Vg e Homg(M,N*),meM eneN,
p(fe®g)(men)=f(m)g(n),VfeM* ,ge N" meM eneN.
Entao:

(i) ¢ € injetora e, além disso, se dimyV < oo, entdo ¢ é um isomorfismo.
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(ii) @' € um isomorfismo.
(iii) p € injetora e, além disso, se dimyN < oo, entao p € um isomorfismo.
O lema seguinte € 1til na prova de que C* é uma algebra.

Lema 1.4.2. Seja f : X - Y um morfismo de k-espagos vetoriais. Entao f* :Y* - X* dada por
f*(g)=go f,¥geY™* é um morfismo de k-espacos vetoriais.

Para mostrar que se (C,A,¢) é uma codlgebra, entdo C* é uma algebra, precisamos determinar a
estrutura de algebra de C*, ou seja, precisamos determinar me+ : C* @ C* - C* e ug» : k > C*. Desta
forma, observemos que

Mmeo*
CreCt —Ls (Co0) A0

P

k—>k’“L§Q>C”*7

~_ 7

U

ou seja, podemos definir

‘mc*zA*Op‘ e ’uc*=€*01/)‘,

em que ¥ (x)(y) = vy, para quaisquer x,y € k.
Proposicao 1.4.3. Se (C,A,e) é uma codlgebra em Vecty, entio (C*,mcx,uc+) € uma dlgebra em
Vecty.

Demonstracdo. Sejam f,ge C* e ce C. Entao

(me+(f®g))(c) = (Ao p)(f®g))(c)
= (A"(p(f®9)))(c)
ERCETENIG
=p(f®9)(A(c))
=p(g@g) (Y cr®c)
=Y p(feg)(c1®c)
= f(er)g(ea).

Sendo assim, definimos me+(f®g) := f*g: C - k, chamado produto de convolugao. Logo, Vce C,

me-(f®g)(c) = (f *g)(c) =) f(c1)g(c2).

Primeiramente, verifiquemos a comutatividade do primeiro diagrama da Defini¢ao Ao mostrar-
mos isto, estaremos mostrando que o produto de convolugao é associativo. Sejam f,g,h € C*. Assim,
para todo ce C,

(((mc+ o (me+ ®idc+))(f ® g®h))(c) = (me+((f * g) ® h))(c)
=((f+g)xh)(c) =2 (f*g)(c1)h(c2)
=2 (X fer)glen,)) h(ea)
=Y fle1)g(e2)h(cs)
= zf(cl) (Zg(czl)h(czg))
=Y fler)(g*h)(cz)
=(f*(g*h))(c)
= (me+(f® (g *h)))(c)
= (((mgx o (idex @ me))(f ® g@ h))(c).
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Logo, meg+ o (mex ® idex ) = mex o (idgx ® mex ). Observemos também que, para todo x € k, temos

((uer(@))(e) = (" 0 %) (2))(c)
= (" (¥(2)))(e)
T2 (y(2) 0 £)(c)
= (@) (=(c))

= ze(c).

Logo, Yce C,

| ((uc+(2))(c) = 22(c) |

Agora verifiquemos a comutatividade do segundo diagrama. Sejam f e C* e ce C. Entao

(me= o (idex ® ucs) o a)(f) = mex((ide ® uc+)(f ® 1k))

- (f # uo (10)(@) = 3 Fen) e (1)) (e2)
= Zf(01)5(02)

= f (Z 816(62))

© 1)

= (idc+(f))(0),

em () usamos a propriedade da counidade. Analogamante, mc+ o (ucx ® idg+) o &' = idex.
O que acabamos de provar imediatamente acima é que uc+(1x) * f = f = f *xuc+(1k),Vf € C*, isto é,

que uc+ (1) = € é a unidade de C*. ]

Voltamos a questao dos elementos grouplike mencionados na secao 1.2.

Proposicao 1.4.4. Sejam A uma dlgebra finito dimensional e A* = Homy(A,K) sua codlgebra dual.
Entao
G(A*) =Alg(A,k) :={f: A—k: f é morfismo de dlgebras em Vecty},

em que G(A*) € o conjunto de elementos grouplike da codlgebra A*.

Proposicao 1.4.5. Seja A = M, (k) a dlgebra de matrizes jd mencionada. FEntdo a codlgebra dual
A* = (M, (k))* € isomorfa a codlgebra MS (k), a codlgebra de matrizes.

Notemos que, devido & Proposigao temos que G(A*) = Alg(A, k) = Alg(M,,(k), k). Afirmamos
que G(A*) = @.

De fato, ndo existe f: M, (k) — k para n > 1 pois, caso contrério, como Ker(f) é um ideal de M, (k)
e M, (k) é um anel simples, os tinicos ideais sao os triviais. Logo, Ker(f) = {0} ou Ker(f) = M, (k). Se
Ker(f) = {0}, entdo dim(Ker(f)) =0 e, pelo Teorema do Nicleo e Imagem, temos que dim(Im(f)) =
dim(M,,(k)) =n? >4 (n > 1), que é um absurdo, visto que dim(Im(f)) < dim(k) = 1.

Se Ker(f) =M, (k), entdo f é o morfismo nulo, que também nos d4 um absurdo, pois f é um morfismo
de dlgebras e portanto, f(1) = 1.

Logo, G(A*) = @ e podemos concluir, pelo isomorfismo dito acima, que G(M¢®(n,k)) = @, ou seja,
M¢(n, k), para n > 1, é um exemplo de codlgebra que nao possui elementos grouplike.



Capitulo 2

Algebras de Hopft

2.1 Bialgebras

Seja H um k-espago vetorial dotado de uma estrutura de dlgebra (H,m,u) e de codlgebra (H, A, ¢)
em Vecti. Nesse momento, é necessrio perguntar-se: o tensor de duas adlgebras (codlgebras) em Vecty
ainda é uma &lgebra (codlgebra) em Vectx? Respondemos nas proposi¢oes seguintes.

Proposigao 2.1.1. Se A e B sao dlgebras em Vecty, entdo A® B € uma dlgebra em Vecty, cujos
morfismos magp : A® B® AQ B> A®B cusgp:k > A® B sao dados, respectivamente, pelas
composigoes abaixo

ida®o®idp ma®@mp

A®B®A®B —— > AQAQB®B——=A®B

UuAQUB

k—">kok“®2 40 B.

Proposigao 2.1.2. Se C e D sao codlgebras em Vecty, entdo C ® D é uma codlgebra em Vecty
com 0s morfismos Acgp :C®D - C®DQC®D eccgp: C®D — k dados, respectivamente,

pOT
CeD>®2ceCeDeD—2<®%" ceDeCeD
=il
CoD®Lkek 2 >k

Proposigao 2.1.3. Seja H um k-espago vetorial que seja simultaneamente uma dlgebra (H,mpy,ug) €
uma coalgebra (H,Ay,eq). Entdo sdo equivalentes:

(i) my e uy s@o morfismos de codlgebras;
(ii) Ay e ey sdo morfismos de dlgebras.
Demonstra¢do. Se Ay e e sao morfismos de algebras, entao os seguintes diagramas sdo comutativos

HeH —2M%2"  neHeHeH

idH®G®idHl

mH 5) HeHQ®H®H |mHeH
mH@"'”Hl
H i HeoH

15
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H— 2" _HeH HeH—""%" _xek

TUH®UH
UH (6) k®k unen mH (7) my=¢ "

T¢

k— >k H k

idy €H
H kil k
k(g) A‘uk
k.

Observemos agora os diagramas que nos dizem que my e uy sao morfismos de codlgebras.

mu

Ho®H H
lmm
Apen (| HOH®H®H (9 Anm
lidy@a@id}[
HeHOQH®H e — HeoeH
Heo H —"2 H k o H
kok (10) €H $=A (11) An
g
k— =k keak—H®H

idy UHOUH

uy
k———H
12
idk‘k\( )A
k.
Os quatro primeiros diagramas implicam nos quatro iltimos diagramas e vice-versa, exatamente como

segue (5) < (9), (6) < (11), (7) < (10) e (8) < (12). ]
Observagao 2.1.4. O fato de A e ¢ serem morfismos de algebras nos diz que, para quaisquer g,h € H,
A(gh) =>(gh)1®(gh)2 =Y. g1h1 ® g2ho ¢ A(lg)=1p®1ly
e(gh) =e(g)e(h) e e(lm)=1k.
Definicao 2.1.5. Uma bidlgebra em Vecty € um k-espaco vetorial que possui uma estrutura de dlgebra

(H,m,u) ede codlgebra (H, A, &) em Vecty tal que A e e sdo morfismos de dlgebras (ou, equivalentemente,
tal que m e u sao morfismos de codlgebras).

Exemplo 2.1.6. k é uma bidlgebra em vecty.

Exemplo 2.1.7. Se H é uma bidlgebra em Vecty entao H°P, HP e H°P°°P sao também bidlgebras em
Vectk. Explicando: HP possui a estrutura de algebra oposta de H e a mesma estrutura de coalgebra de
H, HP possui a estrutura de codlgebra co-oposta de H e a mesma estrutura de dlgebra de H e H°P¢°P
possui a estrutura de algebra oposta de H e de codlgebra co-oposta de H.

Proposigao 2.1.8. Se H é uma bidlgebra em vecty, entao H* é uma bidlgebra em vecty.

Definicao 2.1.9. Sejam H,L bidlgebras em Vecty. Um morfismo de k-espagos vetoriais f: H - L é
dito um morfismo de bidlgebras se f € um morfismo de dlgebras e de codlgebras.

Vamos apresentar exemplos de bidlgebras em Vecty na secao 2.3.
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2.2 Algebras de Hopf

Nosso objetivo nessa secao é apresentar a definicao e algumas propriedades de algebras de Hopf.
Inicialmente, vamos discutir um caso geral da algebra de convolugao apresentada na secao 1.4. Essa
discussao é necessaria para que possamos definir a chamada antipoda. A existéncia da antipoda diferencia
uma bidlgebra de uma algebra de Hopf.

Sejam (C,A,e) uma codlgebra e (A,m,u) uma &lgebra, ambas em Vectx. Podemos definir em
Homy (C, A) uma estrutura de algebra em Vecty com a multiplicagio também chamada produto de
convolugao como é apresentado a seguir:

(f+g)(c)=(mo(feg)oA)(c)=(mo(f®g)(D cr®ca)=m(), fle1)® f(c2)) =D fer)g(ea),

para quaisquer f,g € Homy(C,A) e ¢ € C. O morfismo uoe : C - A em Vecty serd a unidade dessa
algebra.

Proposicao 2.2.1. O k-espaco vetorial Homy (C, A) é uma dlgebra com o produto * definido acima.

Demonstragao. Mostremos que * é associativo, isto é, vale o diagrama (1) da defini¢do de dlgebra. Para
quaisquer f,g,h € Homy(C, A) e c e C, temos

((f*g)*h)(c) Y (f*g)(er)h(e2) = fenn)g(ciz)h(ca)
Y. flen)g(ear)h(eaz) =Y fer)(g * h)(c2)
(f *(g*h))(e),

ouseja, (f+g)+h = f*(g*h). Agora, verifiquemos que uoe = idyom, (c,a), que é equivalente a mostrarmos
o diagrama (2) da definicdo de uma algebra,

(f* (uoe))(c) Y flen)(uoe)(ea) =) fler)u(e(ez))
Y flen)e(ex)u(li) = ) fer)e(ez)1a
Y. flee(e)) = F(OS cre(ea)) = f(e),

e por ¢ € C ser arbitrério, f * (uoe) = f. De forma andloga mostra-se que (uo¢) * f = f. Portanto,
(Homy (C, A), *,uoe) é uma algebra. ]

Agora, consideremos H uma bidlgebra com a estrutura de codlgebra H® = (H,A,¢) e de &lgebra
H® = (H,m,u). Podemos concluir pelo que vimos acima que Homy(H¢, H*) é uma algebra com o
produto de convolugao * e unidade uoe.

Definicao 2.2.2. Seja H wma bidlgebra em Vecty. Um morfismo S : H - H em Vecty € dito antipoda
de H se S € a inversa do morfismo identidade idy : H - H em relagdo ao produto de convolugao da
dlgebra Homy (H®, H®).

Definicao 2.2.3. Uma bidlgebra H com antipoda é chamada dlgebra de Hopf.
Observagao 2.2.4. Seja H uma &algebra de Hopf com antipoda S.

(i) A antipoda S é tnica (este fato é sabido uma vez que o inverso de um elemento de uma dlgebra,
quando existe, é tinico). No entanto, apresentamos essa prova. Por definigdo, S*idy = uoe =idy*S.
Suponhamos S’ outra antipoda de H entao S’ * idg =uoe =idg * S’. Assim,

S=8%(uoe)=8x(idg *S")=(S*idy)* S =(uoe)* S =9".
(ii) Para todo h e H, como S *idg =idy + S =uoe, temos
> S(h1)hy = > h1S(hg) = (woe)(h) =e(h)u(lk) = (h)1y.
Esta é a conhecida propriedade da antipoda e é, de fato, o que define uma antipoda.

Definicao 2.2.5. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf. Um morfismo f: H - B em Vectyx € um morfismo
de dlgebras de Hopf se € um morfismo de bidlgebras.
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O proximo resultado mostra que um morfismo de algebras de Hopf preserva antipodas.

Proposigao 2.2.6. Sejam H e B duas algebras de Hopf com antipodas Sy e Sp, respectivamente. Se
f:+H - B é um morfismo de dlgebras de Hopf entao Sgo f = fo Sy.

Demonstragao. Sejam H = (H,myg,uy,Ag,cg) e B=(B,mp,up,Ap,cp) as respectivas estruturas de
bidlgebras de H e B. Consideremos a dlgebra (Homy (H€¢, B*), *,up oep ). Verifiquemos que (Sgof)=*f =
f*(foSy)=upocy, pois assim estaremos mostrando que Sgo f e f oSy sdo ambos inversos de f em
relagdo ao produto de convolugao de Homy (H¢, B*) e, consequentemente, teremos que Sgo f = f o Sy.
Seja h € H. Entao

((Spof)*f)(h)

>.(Sp o f)(h1)f(ha) = Sp(f(h1))f(hs)
= > Sp((f(Rh)1)(f(h))2, pois f é morfismo de codlgebras
(Sp*idp)(f(h)) =(upoep)(f(h))=(upoepo f)(h)

(upoeg)(h), pois f é morfismo de codlgebras.

Por outro lado,

(f*(foSu))(h) = > f(h)(foSu)(h2) =Y f(hiSu(hs)), pois f é morfismo de dlgebras
= f(QXmSu(h2)) = flea(h)1u) =en(h)f(1g)

= eg(h)lp, pois f é morfismo de dlgebras
= EH(h)uB(lk):uB(z-:H(h)):(uB OEH)(h).
Portanto, Spo f = foSg. [ ]

Proposigao 2.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo, para quaisquer h,g € H, sao
validas:

(i) S(hg) =S(g9)S(h);

(ii) S(lu) = 1m;

(iii) A(S(h)) =X S(ha) ® S(h1);
(iv) e(S(h)) =e(h).

Essa proposigao nos diz que S é um antimorfismo de dlgebras (propriedades (i) e (ii)) e que S é um
antimorfismo de codlgebras (propriedades (iii) e (iv)).

2.3 Exemplos
2.3.1 A &lgebra de polinémios k[ X]

Proposigao 2.3.1. Seja A uma &dlgebra em Vecty,. Entdo para todo 0 # a € A, existe um tinico morfismo
de &lgebras ¢ : k[ X] — A em Vectytal que ¢(X) = a.

Demonstragdo. Como k[X] é um k-espago vetorial com base {X;}iz, em que X0 =1, é possivel definir
¢:k[X] > A, Vi>0, p(X*) =a’, em que a’ = 1. Estendendo por linearidade, temos

¢(i biX") = Y hio(X) = Y b
i-1 i=1 i=1

Nao é dificil verificar que ¢ é um morfismo de dlgebras em Vecty. Para a unicidade, suponhamos que
exista ¢’ : k[ X] - A morfismo de dlgebras em Vecty tal que ¢'(X) = a. Assim,

¢'(X) =[¢'(X)] =a’ = ¢(X"),

ou seja, ¢’ = ¢. [



2.3. EXEMPLOS 19

Exemplo 2.3.2. A dlgebra de polindémios H = k[X ] é uma dlgebra de Hopf.

De fato, considerando A = k[X|®k[X]ea=X®1+1® X € A e, pela Proposigao existe
um tnico morfismo de dlgebras A : k[X] — k[X] ® k[X] tal que A(X) = X ®1+1® X. Assim,
AX)=(Xol+1eX)".

De modo similar ao que fizemos acima, existe um tnico morfismo ¢ : k[X ] = k em Vecty dado por
e(X)=0ee(1)=1enotemos que 1 =1y = Iy x]. Neste caso, e(X*) =e(X)' =0ee(a)=ae(l)=a,Vae
k.

Para verificarmos que k[ X ] é uma bidlgebra em Vecty, basta mostrarmos apenas que (k[X], A,¢) é
uma codlgebra em Vecty. Para a verificagdo da comutatividade do diagrama (3), observemos que como
A é morfismo de algebras, os morfismos

(idg ® A)o A:K[X] - k[X]®k[X] @ k[X]
(A®idg)o A:k[X] > k[X]eok[X]®Kk[X]

também sao morfismos de algebras em Vecty tais que
((ldg ® A)o A)(X)=((A®idg) o A)(X)=X®191+19X®1+1®1®X.

Portanto, pela Proposigao temos que (idg ® A)o A = (A®idy) o A e vale a comutatividade do
diagrama (3). Analogamente, é mostrada a comutatividade do diagrama (4).

A antipoda é definida da seguinte maneira

S: k[X] - k[X]
X -~ =X,

ou seja, S(X%) = (-1)*X? e S(1) = 1. Pela Proposicio segue que S é morfismo de dlgebras.
Observemos que vale a propriedade da antipoda:

(S #idix1)(X) = S(X)1+5(1)X
=-X1+1X
=0
=e(X)1
- (X)u(ly)
= (uoe)(X)
= (idyx) * S)(X)

e também,

(8 % idigx))(1) = S(1)1 =1 = (wo£)(1) = (idipx * S)(1).

Observacgao 2.3.3. Como k[X] é comutativa e cocomutativa, a antipoda S é um morfismo de dlgebras
e de codlgebras.

Na préxima observagao, lembramos rapidamente sobre a caracteristica de um dominio de integridade.

Observagao 2.3.4. Sejam D um dominio de integridade e ¢ : Z - D o morfismo de anéis dado por

1p+1p+-+1p(n vezes), se n>0
e(n)=nlp =10, sen=0
(-1p) +(-1p) + -+ (=1p)(—n vezes), se n < 0.

Assim temos Ker(p)={neZ:¢(n)=nlp=0p}. Se Ker(y) = {0}, dizemos que a caracteristica de D é
zero. Se Ker(y) # 0, entdo como Ker(y) é um ideal de Z e Z é um dominio de ideais principais, existe
p> 0 tal que Ker(yp) = pZ. Nesse caso, dizemos que a caracteristica de D é p. Além disso, este ntimero
p é sempre primo.
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Observagao 2.3.5. Se k é um corpo de caracteristica p > 0, entdo k[ X] é uma dlgebra de Hopf com a
mesma estrutura definida anteriormente. Porém,

AXP)=(X®1+10X)P=XP@1+1® X?.

(1)

com 1 <i<p-1 sao divisiveis por p e portanto, iguais a zero.

Isso ocorre, pois os coeficientes binomiais

2.3.2 A &lgebra de grupo k[G]

Pelos exemplos 1.2.5 e 1.2.11, k[G] é algebra e codlgebra em Vecty. Para mostrarmos que k[G] é
bidlgebra, basta verificarmos que A e £ sdo morfismos em Vecty. De fato,

A(gh)=gh®gh=(g®g)(h®h)=A(g)A(h) e A(l)=1®1
e(gh)=1=1-1=¢(g)e(h) e (1) =1.
A antipoda S : k[G] = k[G] é definida por S(g) = g*. De fato,
(S *idijc1)(9) = S(9)g = 97" g = 1= e(g9)1 = (idxgey * 5)(9)-
Logo, k[G] é algebra de Hopf.
Exemplo 2.3.6. Se G é um grupo finito, entdo (k[G])* é uma &lgebra de Hopf (veja Proposigéo 2.1.8.).

A fim de darmos um exemplo de uma bidlgebra que ndo é uma algebra de Hopf, lembramos a defini¢ao
de um monoide.

Definicao 2.3.7. Um conjunto nao vazio G equipado com uma operagao - é dito um monoide se - é
associativa e existe e € G tal que g-e=e-g=g,Vg € G.

Exemplo 2.3.8. Se G é um monoide entdo k[G] é uma bidlgebra. Porém, tal bidlgebra nao possui
antipoda. De fato, caso existisse antipoda, teriamos pela estrutura de codlgebra, veja Exemplo 1.2.12.,

que (S * idye1)(g9) = S(9)g = (uoe)(g) = lke) o que implica S(g)g = lkje] e de modo analogo,
95(g) = 1x[g)- Desta forma, devido a unicidade da antipoda, deverfamos ter S(g) = ¢!, para todo g€ G
e isso nao ocorre necessariamente, pois G é um monoide.

2.3.3 A &lgebra tensorial T(M)

Defini¢ao 2.3.9. Seja M um k-espago vetorial. Uma dlgebra tensorial de M é um par (X,t), em que
X € uma dlgebra em Vecty e t: M — X ¢é um morfismo em Vecty que satisfaz a sequinte propriedade
universal: para toda dlgebra A em Vecty e qualquer morfismo f : M — A em Vecty, existe um dnico
morfismo de dlgebras f: X - A em Vecty tal que o diagrama

M—=X

7/
f z
‘L/,/ !
A
comuta, isto €, tal que fouv= f.
Definimos
TO(M) :k7 Tl(M) :M) T2(M) :M®M7 7Tn(M) :M®®M:®RM7
[ —
n vezes

k-espacos vetoriais e chamamos

T(M)=PT(M)=keMo(MeM)e(MeMe M)

>0

Observemos que temos uma inclusao canénica
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it M - T(M)
m = i(m)=meT*(M).
Além disso, dados € T™"(M) e y € T™ (M) tais que

$:$1®"'®J)n

Y=yY1 8B Ym,

definimos o chamado produto de concatenacdo de x e y por
TY=T1® .. ®Tp ®Y; ® ... @ Ypy € T (M).

A multiplicagao de elementos arbitrarios de T'(M) se estende por linearidade do produto apresentado
acima. A unidade 1p(yr) = 1k € T°(M) =k, T(M) torna-se uma élgebra em Vecty e o par (T'(M),i) é
uma &algebra tensorial de M.

Para o proximo exemplo, precisamos utilizar o lema a seguir, tal lema garante o “bom comportamento”
dos geradores da algebra tensorial.

Lema 2.3.10. Sejam H wma bidlgebra em Vecty e S: H - H um antimorfismo de dlgebras. Se, para
a,be H, valem
(S*idg)(a) = (idg * S)(a) = (uoe)(a) (2.1)

(S *idg)(b) = (idg » S)(b) = (uoe)(b), (2.2)

entao

(S +idpg)(ab) = (idg * S)(ab) = (uoe)(ab).

Demonstracdo. Como valem e (2.2), sabemos que vale
Y S(a1)az =Y a1S(az) =e(a)ly (2.3)
e
ZS(bl)bQ :Zbls(bg) =¢e(b)lg. (2.4)
Por outro lado, como A(ab) = ¥ (ab); ® (ab)2 = ¥ a1b1 ® azbs, entao

(S +idg)(ab) =" S((ab)1)(ab)s
= ZS(albl)agbg
= S(b1)S(a1)azbs
S e(@)S ()b
(@)e(b)1y
= s(ab)lH
=¢e(ab)u(lyx)
= (uoc)(ab).

Analogamente, se mostra a outra igualdade. [ ]

Exemplo 2.3.11. A dlgebra tensorial T(M) é uma &lgebra de Hopf.

J& sabemos que T'(M) é uma dlgebra com o produto de concatenagao e unidade 1y. Precisamos entao
dar uma estrutura de codlgebra para T'(M). Escrevemos a®3 para explicitar que o € T'(M) estd na 12
posicao do tensor e que 3 € T(M) estd na 22 posicao do tensor. Considere o morfismo

fio M - T(M)eT(M)
m - mel+ 1®m,
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que por sua vez é um morfismo em Vect,. Como (T'(M),i) é uma dlgebra tensorial, existe um unico
morfismo de dlgebras A : T(M) - T(M) ® T(M) tal que Aoi = f, ou seja, tal que A(m) = m®1 +
1lem,Vm e i(M).

M—" ~T(M)

% <7
PRGN
A
T(M)®T(M).
De forma andloga, ao considerarmos o morfismo nulo 6 : M — k temos, pelo fato de (T'(M),i) ser

uma &lgebra tensorial, que existe um dnico morfismo ¢ : T(M) — k tal que € o4 = 6, ou seja, tal que
6(m) =0,Ym € i(M), veja o diagrama

M —=T(M)
Ve

0 7
-

k.

Afirmamos que com A e ¢ assim definidos, T'(M) possui uma estrutura de codlgebra em Vecty. Para
garantirmos isso, precisamos mostrar que os seguintes diagramas sao comutativos

A

M) = O e () e Tan .
) o sorn = s
T(M)® T(M)A‘X’TT(:I)T(M) @T(M)®T(M) e®idr(ar) T(M)® T(M). idr(ary®c

Seja m € M. Entao

((A ® ZdT(M)) o A)(m) = (A ® sz(M))(m@1 + 1@77’7;)
=A(m)®l+A(1)em
=me1el + 1em®1l + 1e1lem.

Por outro lado,

=m®A(1) + 1®A(m)
=melel + 1emel + 1e1em.

Para o segundo diagrama, temos

(po (idpy ®e) o A) = (po (idpry ®€))(m®L + 1em)
= p(m®e(1) + 1®c(m))
= (m®1 + 1®0)
= p(m®l)
=m,
ou seja, o segundo diagrama também comuta. Assim, como A e ¢ ja sdo morfismos de algebras em Vecty

e acabamos de mostrar a dlgebra tensorial T(M) é uma codlgebra em Vecty, segue que T(M) é uma
bidlgebra em Vecty.

Consideremos agora o morfismo em Vecty dado por

g: M - T(M)”
m - -m,

em que T'(M) é a algebra oposta da dlgebra tensorial T'(M). Como (T'(M),i) é uma algebra tensorial,
existe um tinico morfismo de dlgebras S : T (M) — T(M)°P tal que Soi = g, ou seja, tal que o seguinte
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diagrama comuta
M—" s T(M)

’e

g ~

%/S

T(M)°P.

Assim, S(m) = -m,Vm € i(M). Observemos que para um elemento arbitrério m; ® ---®m,, € T"(M),
temos S(m1 ® - ®my) = (-1)"m, ® - ®mi. Assim, dados =21 ® ... @x, €T (M) e y=9y1 ® ... ® Yy, €
T™(M), observemos que

S(zy)=5(1® ... X, ®Y1 ® ... ® Ypy)
=(-1)""Y ®..0 Y1 ® T, ® ... ® T
=((-)"ym®...0y1)((-1)"z, ® ... ® 1)
=S(y)S(x)

e como S é um morfismo de algebras em Vecty, S(17(ar)) = Lr(aryer = 1r(ary. Sendo T'(M) = T(M)°P
como espagos vetoriais, temos que S : T(M) — T(M) é um antimorfismo de dlgebras em Vecty que é a
antipoda que torna T'(M) uma dlgebra de Hopf. De fato, para verificarmos isto, precisamos garantir que

Z S(myi)ms = Z m1S(ms) = e(m)lpary,
em que A(m) = ¥ my ® ms. No nosso caso, como A(m) = m®1 + 1®m, precisamos verificar que
S(m)1+S(1)m=mS(1)+1S(m) = (uoe)(m) =0.
Notemos que isto, de fato corre para qualquer m € (M),
> S(m1)ma = S(m)1pary + S(Apan)m = —m+m = 0.
Analogamente verifica-se a outra igualdade. Logo, pelo Lema[2.3.10] a propriedade da antipoda é vélida

para os geradoras da dlgebra T (M).

2.3.4 A algebra de Hopf de Sweedler de dimensao 4

Seja k um corpo de caracteristica diferente de 2 (car(k) # 2). Seja H uma algebra em Vecty gerada
pelos dois elementos ¢ e = satisfazendo as seguintes relagoes:

=1, ou seja, cl=ca?=0exc=—cx.
Observemos que, neste caso, o elemento zcx de H é xcx = —cxx = —cx? = 0. Como k-espaco vetorial,
H possui base {1,z,¢,cx}.
Exemplo 2.3.12. A dlgebra H definida acima, chamada &dlgebra de Hopf de Sweedler de dimenséao 4, é
uma &lgebra de Hopf.

A estrutura de codlgebra de H é dada por A(c) =c®c, A(z)=z®1+c®z,e(c)=1ee(x)=0. A
antipoda S: H - H é dada por S(c)=c ' =ce S(z) = —cx.

Tal algebra de Hopf H foi o primeiro exemplo de uma algebra de Hopf que nao é cocomutativa e nao
é comutativa. De fato, H nao é comutativa por causa da relagio zc = —cx, uma vez que car(k) # 2. Além
disso, H nao é cocomutativa, pois A # oo A, visto que (coA)(z)=1®z+z®C.
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