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1 Transformada de Fourier

Definição 1. Sejam f ∈ L2(R) e t ∈ R. A transformada de Fourier de f(t) é
definida por

F [f(t);ω] = f̂(ω) = A

∫ ∞
−∞

e±iωtf(t)dt ω ∈ R, (1)

enquanto que a transformada de Fourier inversa é definida por

f(t) = B

∫ ∞
−∞

e±iωtf̂(t)dω t ∈ R, (2)

onde AB = 1
2π

.

Comentário 1. L2(R) é o espaço de Hilbert das funções de quadrado integrável,
munido de produto interno usual. Ou seja, f ∈ L2(R) se a integral de f 2 converge.

Observação 1.1. Como há diferentes definições da transformada de Fourier, para
cobrir grande parte delas, nas equações (1) e (2) utilizamos o śımbolo ± e as
constantes genéricas A e B, que podem ser escolhidas de três maneiras:

1. A = 1 e B = 1
2π

2. A = B = 1√
2π

3. A = 1
2π

e B = 1
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Como apontaremos na sequência, cada escolha de A e B é feita de maneira a
simplificar algumas fórmulas.

Relembraremos algumas propriedades da transformada de Fourier que serão
úteis para provar a desigualdade de Heinsenberg.

Proposição 1.1. Se f ∈ L2(R) então f̂ ∈ L2(R).

Teorema 1.1. (Convolução). Sejam f, g ∈ L2(R). Definimos a convolução de f
e g como

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(t− τ)dτ t ∈ R.

Então

1. (f ∗ g)(t) ∈ L2(R),

2. F [(f ∗ g)(t);ω] = 1
A
f̂(ω)ĝ(ω).

Observação 1.2. Nesse caso deveŕıamos escolherA = 1, de maneira que a equação
acima se torne

F [(f ∗ g)(t);ω] = f̂(ω)ĝ(ω).

O teorema anterior é necessário para provar a igualdade fundamental que segue:

Teorema 1.2. (Parseval) Sejam f ∈ L2(R) e t ∈ R. Então

A

∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt = B

∫ ∞
−∞
| ˆf(ω)|2dω, (3)

que é a fórmula de Parseval.

Observação 1.3. Nesse caso deveŕıamos escolher A = B = 1√
2π

, de maneira que

(3) fique ∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

∫ ∞
−∞
| ˆf(ω)|2dω,

A equação acima pode ser vista como uma preservação da norma em L2: relem-
brando que

||f ||2L2 = ||f ||22 =

∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt

nós obtemos que
||f ||2 = ||f̂ ||2.

Observação 1.4. Como consequência da fórmula de Parseval obtemos

A

B

(∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt

)2
=
A

B

(B
A

∫ ∞
−∞
| ˆf(ω)|2dω

)2
=
B

A

(∫ ∞
−∞
| ˆf(ω)|2dω

)2
. (4)

Teorema 1.3. (Diferenciação temporal) Seja f ∈ L2(R) e t ∈ R. Então para todo
n ∈ N

F
[dnf
dtn

;ω
]

= (∓iω)nf̂(ω). (5)
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2 Desigualdade de Heisenberg

O prinćıpio da incerteza é tanto uma proposição sobre caracteŕısticas intŕınsecas a
sistemas quânticos, quanto uma proposição a cerca da nossa limitação técnica de
realizar medidas em tais sistemas sem os perturbar. Na linguagem da mecânica
quântica, um par de váriáveis canônicas conjugadas, como momento e posição,
não podem ser precisamente determinadas simultaneamente em qualquer estado
quântico. De um ponto de vista mais matematicamente rigoroso, o prinćıpio da
incerteza pode ser formulado através do seguinte resultado:

Teorema 2.1. (Desigualdade de Heisenberg). Se f , tf(t) e ωf̂(ω) ∈ L2(R) então:(∫ +∞

−∞
t2|f(t)|2dt

)(∫ +∞

−∞
ω2|f̂(ω)|2dω

)
≥ A

4B

(∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt

)2

(6)

=
B

4A

(∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω

)2

(7)

Demonstração. Primeiro nós observamos que, como f , tf(t) e ωf̂(ω) ∈ L2(R),
então (6) está bem definida. Devido à pertinência f ∈ L2(R), segue da Proposição

1.1 que f̂(ω) ∈ L2(R) e isso significa que (7) também est[a bem definida.
De (4) imediatamente segue (7).

Vamos provar (6). Temos de (5) que a finitude de
∫
|ωf̂ |2 implica que f é ab-

solutamente cont́ınua e f ′ ∈ L2(R), desde que (̂f ′) = ∓ωf̂(ω). Isso nos permite
definir:

I(λ) =

∫ +∞

−∞
|λtf(t) + f ′(t)|2dt ≥ 0, λ ∈ R. (8)

Com efeito, como tf(t), f ′(t) ∈ L2(R), então tf(t) + f ′(t) ∈ L2(R), logo I(λ) <
∞ e, portanto, a expressão anterior está bem definida. Além disso, como |f(t)|2 =
f(t)f(t), temos

|λtf(t) + f ′(t)|2 =[λtf(t) + f ′(t)]
[
λtf(t) + f ′(t)

]
=λ2t2|f(t)|2 + λt

[
f(t)f ′(t) + f ′(t)f(t)

]
+ |f ′(t)|2,

assim, obtemos

I(λ) =

∫ +∞

−∞

[
λ2t2|f(t)|2 + λt

[
f(t)f ′(t) + f ′(t)f(t)

]
+ |f ′(t)|2

]
dt.

Integrando por partes, podemos escrever

I(λ) = λ2
∫ +∞

−∞
t2|f(t)|2dt+ lim

a→∞
λt
∣∣∣|f(t)|2

∣∣∣a
−a

+

∫ +∞

−∞

[
− λ|f(t)|2 + |f ′(t)|2

]
dt.

Como I(λ) converge e todas as integrais no lado direito também convergem,
segue que o termo dentro do limite deve tender a zero, pois, de outra maneira,
|f(t)|2 seria comparavável à t−1 para t >> 1 e f não pertenceria a L2(R). Portanto

I(λ) =

∫ +∞

−∞
λ2t2|f(t)|2dt+

∫ +∞

−∞

[
− λ|f(t)|2 + |f ′(t)|2

]
dt.
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Como f ′ ∈ L2(R), podemos aplicar (3) e, usando (5) com n = 1, obtemos∫ +∞

−∞
|f ′(t)|2dt =

B

A

∫ ∞
−∞
|(̂f ′)(ω)|2dω

=
B

A

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2ω2dω.

Assim, obtemos

I(λ) = λ2
∫ +∞

−∞
t2|f(t)|2dt−

∫ +∞

−∞
λ|f(t)|2dt+

B

A

∫ ∞
−∞

ω2|f̂(ω)|2dω,

que é uma equação quadrática para λ. Como I(λ) ≥ 0 para qualquer valor de
λ, então tal equação não possui ráızes reais além do 0, e logo ∆ ≤ 0:

(∫ +∞

−∞
t2|f(t)|2dt

)2

− 4
B

A

(∫ +∞

−∞
t2|f(t)|2dt

)(∫ +∞

−∞
ω2|f̂(ω)|2dω

)
≤ 0

que nos leva a (6).

Observação 2.1. Podemos reescrever a desigualdade de Heisenberg na norma em
L2:

||tf(t)||22
∣∣∣∣∣∣ωf̂(ω)

∣∣∣∣∣∣2
2
≥ A

4B
||f ||42 =

B

4A

∣∣∣∣∣∣f̂ ∣∣∣∣∣∣4
2
.

Aqui, cabe ressaltar que na literatura, usualmente o teorema acima é reescrito de
outra maneira, a saber:

Corolário 2.1. Seja f ∈ L2(R). A dispersão de f é definida como [2]

D0(f) :=

∫ +∞

−∞
x2|f(x)|2dx. (9)

Então

D0(f(x))D0(f̂(k)) ≥ 1

16π2
. (10)

A demonstração dessa afirmação segue as mesmas linhas da demonstração feita
anteriormente.

Apresentar essa outra maneira de visualizar o mesmo resultado é apenas uma
questão de estética. Porém, nessa reformulação, ganhamos uma intuição sobre o
resultado. Pois bem, para uma solução ψ não normalizada da equação de Schro-
edinger, D0(ψ(x)) ganha a interpretação de dispersão de ψ em relação à posição,
o que nos contextos de interesse f́ısico, claramente é ∆x, ou seja, a incerteza as-
sociada à posição. Analogamente, a dispersão D0( ˆψ(k)) ganha a intepretação de
incerteza associada ao momento ∆p. Logo

D0(ψ(x))D0(ψ̂(k)) = ∆x∆p ≥ 1

16π2
. (11)

Vale ressaltar que para essa exposição, não consideramos ψ normalizada, o
que implica que para aparecer a constante de Planck no lado direito da desigual-
dade anterior, seria necessário antes uma normalização e um ajuste de constantes
apenas.

Assim, podemos concluir que existe uma incerteza intŕınseca associada a tais
funções ψ e às informações as quais podemos obter das mesmas!
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