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1 Transformada de Fourier

Definigao 1. Sejam f € L?*(R) et € R. A transformada de Fourier de f(t) é
definida por

Flf®l = fo) =4 [ eifna wer 1)

—00

enquanto que a transformada de Fourier inversa é definida por

f(t)=B / T (0w LER, 2)

onde AB = %

Comentério 1. L%(R) é o espaco de Hilbert das fungoes de quadrado integravel,
munido de produto interno usual. Ou seja, f € L*(R) se a integral de f* converge.

Observacao 1.1. Como ha diferentes defini¢coes da transformada de Fourier, para
cobrir grande parte delas, nas equagoes (1) e (2) utilizamos o simbolo + e as
constantes genéricas A e B, que podem ser escolhidas de trés maneiras:

l.LA=1leB=4

_ _ 1

3. A=5eB=1



Como apontaremos na sequéncia, cada escolha de A e B é feita de maneira a
simplificar algumas férmulas.

Relembraremos algumas propriedades da transformada de Fourier que serao
uteis para provar a desigualdade de Heinsenberg.

Proposigio 1.1. Se f € L2(R) entdo f € L2(R).

Teorema 1.1. (Convolugao). Sejam f,g € L?(R). Definimos a convolugao de f
e g como

e = [ fg-ndr 1eR
Entao -
L (fg)(t) € L’(R),
2. FI(f  g)(t):] = L f(@)(w).

Observacgao 1.2. Nesse caso deveriamos escolher A = 1, de maneira que a equacao
acima se torne

FI(f % g)(1);0] = f(w)g(w).
O teorema anterior é necessario para provar a igualdade fundamental que segue:
Teorema 1.2. (Parseval) Sejam f € L*(R) e t € R. Entao

A [ ipopd =B [ 1P, ®)

o0 —0o0

que ¢é a férmula de Parseval.
Observacgao 1.3. Nesse caso deveriamos escolher A = B = \/%7, de maneira que

(3) fique N N
/ ()2t = / £ (o) P,

o0 —00

A equacdo acima pode ser vista como uma preservacao da norma em L?: relem-
brando que

1A = 1B = [ 1P
nds obtemos que )
[fll2 = [[f]]2-

Observacao 1.4. Como consequéncia da férmula de Parseval obtemos

S ropa) =5 (5 [ 1rtp)

[e.9] o0

([ iopa)” (@)

(e 9]

Teorema 1.3. (Diferenciagao temporal) Seja f € L*(R) e t € R. Entao para todo
néeN
d"f

Fl g

] = (Fiw) (). (5)



2 Desigualdade de Heisenberg

O principio da incerteza é tanto uma proposicao sobre caracteristicas intrinsecas a
sistemas quanticos, quanto uma proposicao a cerca da nossa limitacao técnica de
realizar medidas em tais sistemas sem os perturbar. Na linguagem da mecanica
quantica, um par de variaveis candnicas conjugadas, como momento e posicao,
nao podem ser precisamente determinadas simultaneamente em qualquer estado
quantico. De um ponto de vista mais matematicamente rigoroso, o principio da
incerteza pode ser formulado através do seguinte resultado:

Teorema 2.1. (Desigualdade de Heisenberg). Se f, tf(¢) e wf(w) € L*(R) entao:

( / Oot2|f(t)|2dt>< / wwﬂﬂwﬁdw) > %( / °°|f<t>|2dt> ©)
B~ .\
- H(/m If(w)|dw> 7)

Demonstragdo. Primeiro nés observamos que, como f, tf(t) e wf(w) € L2(R),
entao (6) estd bem definida. Devido & pertinéncia f € L*(R), segue da Proposigao
1.1 que f(w) € L2(R) e isso significa que (7) também est[a bem definida.

De (4) imediatamente segue (7).

Vamos provar (6). Temos de (5) que a finitude de [ \wﬂg implica que f é ab-
solutamente continua e f’ € L*(R), desde que ( f) = Fwf ( ). Isso nos permite
definir:

~—

) = /m INEF(E) + FI(D[2dt >0,  AER. (8

—0o0

Com efeito, como tf(t), f'(t) € L*(R), entao tf(t) + f'(t) € L*(R), logo I()\) <
oo e, portanto, a expressao anterior estd bem definida. Além disso, como | f(t)|> =

F(@)f(t), temos
AEF(E) + F/(0)2 =Df(2) + F O] AT + P
=22\ f(O)F + M| fOFW + FOFD] + 17 @),

assim, obtemos

10 = [ peeior  M[foF® + @7m) + 17 ora

o

Integrando por partes, podemos escrever

ia * /m [— ALFO) + !f’(t)|2] dt

—00

+oo
1) = [ e+ lm el

—00

Como I(\) converge e todas as integrais no lado direito também convergem,
segue que o termo dentro do limite deve tender a zero, pois, de outra maneira,
| f(t)]? seria comparavdvel a t~1 parat >> 1 e f nao pertenceria a L?(R). Portanto

+o0 +00
= [ welsoPas [ (= Nr@F £

o0 —00
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Como f’ € L*(R), podemos aplicar (3) e, usando (5) com n = 1, obtemos

[ irwra<E [ era,

=— / w)|Pwidw.
Assim, obtemos

+o0 +o00 o0 .
= [ esopa- [P S [ wfe)Pde

[e.9] o0

que é uma equagao quadratica para A. Como I(\) > 0 para qualquer valor de
A, entao tal equagao nao possui raizes reais além do 0, e logo A < 0:

+00 2 +00 +o0 R
( | t?!f(tﬂ?dt) —4§< | t2|f<t>|2dt> ( | w2|f(w)l2dw) <0

que nos leva a (6). O

Observacao 2.1. Podemos reescrever a desigualdade de Heisenberg na norma em

L
3]t = i = 2|7

Aqui, cabe ressaltar que na literatura, usualmente o teorema acima é reescrito de
outra maneira, a saber:

Corolério 2.1. Seja f € L*(R). A dispersao de f é definida como [2]
+00

D(f) = / 2|1 (x) . (9)

o0

Entao

Do(f () Do(F(k)) = 1

A demonstracao dessa afirmacao segue as mesmas linhas da demonstracao feita
anteriormente.

(10)

Apresentar essa outra maneira de visualizar o mesmo resultado é apenas uma
questao de estética. Porém, nessa reformulacao, ganhamos uma intuicao sobre o
resultado. Pois bem, para uma solugao 1) nao normalizada da equagao de Schro-
edinger, Dy(1(z)) ganha a interpretacao de dispersao de ¢ em relagao a posicao,
o que nos contextos de interesse fisico, claramente é Az, ou seja, a incerteza as-
sociada a posigdo. Analogamente, a dispersdo Dy(1(k)) ganha a intepretacao de
incerteza associada ao momento Ap. Logo

Do () Do(D(k) = Aadp > —— (1)

Vale ressaltar que para essa exposi¢ao, nao consideramos 1 normalizada, o
que implica que para aparecer a constante de Planck no lado direito da desigual-
dade anterior, seria necessario antes uma normalizacao e um ajuste de constantes
apenas.

Assim, podemos concluir que existe uma incerteza intrinseca associada a tais
funcoes 1 e as informacgoes as quais podemos obter das mesmas!
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