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RESUMO

O célculo fracionario é uma area da matematica que busca generalizar os conceitos
do céalculo de ordem inteira. A partir dessa ideia, surgiram as integrais e derivadas fracio-
narias, que dependem de um certo parametro « e coincidem com os operadores classicos
para valores inteiros de a. Isso motivou o estudo de modelos fracionarios, que podem
fornecer, em certos casos, uma melhor descrigdo de fenémenos do que os modelos classicos.
Este trabalho tem como objetivo apresentar formulagoes fracionarias dos modelos de
difusao de calor e de difusao de oxigénio em tecidos absorventes. Para isso, mostramos
inicialmente as fung¢oes e as ferramentas necessarias para este estudo, assim como algumas
de suas propriedades. Em seguida, definimos as integrais e derivadas fracionarias, exibindo
também uma forma construtiva de obter um operador fracionario. Apés isso, indicamos
como ¢ feita a discretizacao das derivadas de ordem nao inteira que sao utilizadas para
obter solugdes numeéricas. Por fim, trazemos uma discussao sobre a obtencgao de solugoes
analiticas e/ou numéricas dos modelos fraciondrios propostos, assim como uma andlise

qualitativa dos resultados obtidos.

Palavras-chave: calculo fracionario; modelos matematicos; equacgoes diferenciais fracioné-

rias.



ABSTRACT

Fractional calculus is an area of mathematics that seeks to generalize the concepts
from integer order calculus. From this idea, fractional integrals and derivatives emerged,
which depend on a certain parameter a and coincide with the classical operators for integer
values of . This has motivated the study of fractional models, which can provide, in
certain cases, a better description of phenomena than classical models. This work aims
to present fractional formulations of the heat diffusion and oxygen diffusion in absorbing
tissues models. To this end, we first introduce the functions and tools necessary for
this study, as well as some of their properties. Next, we define fractional integrals and
derivatives, also presenting a constructive approach to obtain a fractional operator. After
that, we indicate how the discretization of non-integer derivatives that are used to obtain
numerical solutions is done. Finally, we present a discussion on obtaining analytical and/or
numerical solutions of the proposed fractional models, as well as a qualitative analysis of

the results obtained.

Keywords: fractional calculus; mathematical models; fractional differential equations.
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1 INTRODUCAO

O calculo de ordem arbitraria, ou calculo fracionario, tem como principal objetivo
generalizar os operadores do cédlculo integro-diferencial. Esta area recebeu um maior
destaque a partir de 1974, quando foi realizada a primeira conferéncia internacional de
calculo fracionario. Porém, o calculo fracionario teve inicio quase trés séculos antes, com
uma correspondéncia entre Leibniz e L’Hopital datada de 1695, questionando sobre uma
possivel generalizacao da derivada de ordem inteira para ordens arbitrarias. A partir
desse momento, muitos mateméaticos contribuiram para esta teoria apresentando possiveis

formas de obter uma derivada fraciondria.

Em 1823, Abel obteve a solugao do problema da tautécrona, onde aparece uma
derivada de ordem meio, que poderia ser vista como uma primeira aplicacao do calculo
fracionario. Com isso, a ideia de estudar modelos matematicos do ponto de vista fracionario
se popularizou. Atualmente, existem diversos estudos sobre a modelagem fracionéria
aplicada a variados problemas, como o modelo SIR fracionario e o oscilador harmonico

fracionério.

Por conta disso, este trabalho tem como principal objetivo o estudo da formulacao
fracionaria de dois modelos matematicos: difusao de calor e difusao de oxigénio em
tecidos absorventes. Apesar de serem representados por equacoes semelhantes, os dois
modelos apresentam propostas diferentes, ja que o segundo ¢ um problema de fronteira
moével. Trataremos esses modelos obtendo solugdes analiticas e/ou numéricas, avaliando

os resultados obtidos.

A principal referéncia dos capitulos 2 e 3 é o livro (4), que é o primeiro livro de
célculo fracionario em portugués publicado no Brasil, e também os artigos (12) e (13),
que apresentam a ideia para a construgao de uma equacao diferencial fracionaria. A segao
dedicada a discretizacao dos operadores fracionarios utiliza alguns resultados presentes em
(7). Faremos também alguns comentdrios sobre a teoria das transformadas de Laplace e
das séries de Fourier, que podem ser encontradas com mais detalhes em (3). No capitulo
4, veremos o modelo de difusdo de oxigénio em tecidos, que é proposto no trabalho (6),
sendo estudado do ponto de vista analitico nos artigos (1) e (11), e do ponto de vista
numérico em (2), (5) e (15). Ja a formulagao fraciondria é tratada no trabalho (14) com
uma proposta analitica, e também nos trabalhos (9), (10), (16), (17) e (18), onde sdo
apresentadas solucoes analiticas aproximadas e numéricas, destacando também o que

ocorre com a fronteira maével.
Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, apresentamos as definicoes das fungoes Gama, Gel’Fand-Shilov, Beta
e Mittag-Leffler de um e dois pardmetros, que serao necessarias para tratar dos conceitos

do calculo fracionario. Sao discutidas as propriedades que aparecerao ao longo dos outros
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capitulos. Além disso, exibimos a definicdo da transformada de Laplace, com alguns
comentarios e exemplos que serao importantes para a resolucao de equacgoes diferenciais
fraciondrias, e também apresentamos as séries de Fourier, que sao utilizadas para dar a

solugao analitica de um dos modelos.

No capitulo 3, descrevemos os principais operadores do calculo de ordem nao
inteira: a integral fracionéria, a derivada de Caputo e a derivada de Riemann-Liouville.
Alguns exemplos sao apresentados, assim como a solucao de algumas EDF’s que aparecem
nos modelos fracionarios. Também descrevemos uma forma construtiva de se obter um
operador fracionéario a partir de uma EDO. Por fim, demonstramos como obter as formas
discretizadas das derivadas fracionarias, que sao utilizadas para obter as solu¢des numéricas

de equagoes diferenciais.

No capitulo 4, aplicamos os conceitos vistos ao longo do texto em modelos mate-
maticos. Inicialmente, estudamos duas formulagoes fracionarias do modelo de difusao de
calor, obtendo a solugao analitica de cada caso e comparando com a solu¢ao numérica.
Fazemos uma andlise qualitativa da solu¢do, com o objetivo de compreender melhor os
efeitos obtidos através do calculo fracionario. Apresentaremos entdao o modelo de difusao
de oxigénio em tecidos absorventes, e suas versoes fracionarias. Avaliamos entao o compor-
tamento da solugao obtida numericamente, associando ao comportamento da difusao do

calor.

No capitulo 5, discutimos os resultados obtidos e os cuidados necessarios para a

modelagem com operadores fracionarios.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢oes e ferramentas que serao utiliza-
das nas discussoes sobre o cdlculo fracionario. Além disso, mostramos também propriedades
e féormulas que serao necesséarias para realizar os calculos presentes nos proximos capitulos.

As discussoes apresentadas neste capitulo podem ser encontradas de forma mais completa
em (3) e (4).

2.1 FUNCAO GAMA

O calculo fracionario tem como objetivo generalizar os conceitos e operadores do
calculo de ordem inteira, como as derivadas e integrais. Para isso, sao utilizadas fungoes
com propriedades que permitem a construcao desta teoria, e sao conhecidas como fungoes
especiais. Um dos principais exemplos é a fungdo Gama, denotada por I'(x), que possui a

seguinte representagao integral:
I'(t) = / e 2! dr. (2.1)
0

Esta integral imprépria converge quando ¢ > 0. Uma das propriedades mais
interessantes dessa fungdo é que I'(t + 1) = ¢I'(t). De fato, utilizando a técnica de

integracao por partes, podemos ver que:

Lit+1) = /Ooo e “atdx

~ ¥ t/ e ' ldw (2.2)
0 0

= —zle™®

= tT(1).

Esta propriedade traz uma grande versatilidade para a funcdo Gama, que é conhe-
cida como a generalizacao do fatorial, j& que I'(1) = [7° e *dz = 1, e se n € N, entdo, pela

propriedade acima:
'ny)=n-1)I'(n—-1)=---=n-1).(n—-2)..21.0(1) = (n— 1)L (2.3)

Desta forma, se conhecemos o valor da funcdo Gama em um ponto ¢, entao podemos

gerar uma sequéncia de valores conhecidos dada por (I'(t+n)),en. Como exemplo, podemos

calcular T’ (%)
]_ o0
I‘() —/ e x2 “Ldx

=)
_2/

l\)\»—‘

~2(2u)du (2.4)
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onde utilizamos a mudanca de varidveis x = u%. A partir do valor obtido, podemos calcular
os valores de I’ (%), r (5),...

2

r@)-r@)-f rQ-rQE .

Podemos definir a funcao Gama nos niimeros reais negativos nao inteiros, e também
para os numeros complexos por meio das técnicas de prolongamento analitico, porém,
para os propésitos deste texto, utilizaremos apenas valores reais positivos de ¢t. Na figura

1 apresentamos o grafico da fungdo Gama estendida para os reais negativos nao inteiros.

— Figura 1 - Gréafico da funcao Gama.

5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

2.2 FUNCAO DE GEL’FAND-SHILOV

Conhecendo a funcao Gama, podemos utilizd-la para definir fun¢ées que podem

ser vistas como generalizagoes de casos particulares do célculo classico. Sabemos, por

tn

exemplo, que os termos da série de Taylor da fungao exponencial sao dados por ¢,(t) = 1,

com n € N. Ao derivar um desses termos, obtemos ¢/,(t) = (f%ll), = ¢,_1(t). Podemos

estender essa ideia para um nimero real positivo « através da fun¢ao Gama, definindo:

tafl
——, set>0,

da(t) = { T'(a) (2.6)
0 , set<O.

Essa é conhecida com a funcao de Gel’fand-Shilov, que generaliza os termos %

anteriores. Note que, se « > 1 e t > 0, entao:

(O./ _ 1)ta72 ta72

5 = T = ey = %) 27)
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mantendo a relagdo que era observado no caso particular. Além disso, mostraremos adiante
que a funcao de Gel’fand-Shilov esta diretamente relacionada ao célculo de n integrais

repetidas, o que pode ser visto como uma integral de ordem n € N.

2.3 FUNCAO BETA

Dados dois valores reais positivos = e y, a fungdo Beta aplicada no par (z,y),

denotada por B(x,y), é dada pela seguinte integral definida:
1
B(z,y) = / w1 — ) L. (2.8)
0

Realizando uma simples mudanca de varidaveis, podemos perceber que a funcao
Beta é simétrica, ou seja, B(x,y) = B(y,z). Isto também fica claro quando olhamos para
o seu grafico, apresentado na figura 2. Neste caso, a funcao esta aplicada no conjunto
{(z,y) e R?,0.5 <x <4505 <y <45}

— Figura 2 - Grafico da funcao Beta.

B(x,y)

45 4.5

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

E possivel obter uma relacdo com a funcdo Gama, que é deduzida da seguinte

e Hr 1dt) </Oo essylds)
0

—(ts)pr—1 =1 1ot

n=()

Lohe

/ / “uyr =y Lyt (y — 1)V Lududy (2.9)
I

forma:

o

1
—u a:+y 1dU/ vmfl(,u o 1)y71dv
0 0

I(z +y)B(x,y),
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8253)

onde utilizamos a mudanga de varidveis: t = wv e s = u(l —v), com | g8 | = [ — u| = u.
Com isso, temos a seguinte férmula para a funcao Beta:
[(a)T'(y)
B(z,y) = =——=, 2.10
e (2.10)

que ird nos auxiliar nos calculos envolvendo derivadas fracionarias. Podemos perceber
que ao aumentar os valores de z e de y, a fun¢ao B(z,y) se aproxima de 0. Além disso,

também notamos que:

r(i\T (L
BQD:@<Q:ﬁfgm .11)

o que também pode ser visto na figura 2.

2.4 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER

Apresentaremos agora a funcdo de Mittag-Leffler, que desempenha um papel
fundamental no calculo fracionéario, de forma andloga a fun¢do exponencial no calculo de
ordem inteira. Por conta disso, ela foi apelidada de rainha das fungoes especiais, e possui
diversas generalizacOes e aplicacdes na resolucdo de equagoes diferenciais fracionarias.
Mostraremos aqui duas defini¢coes: a funcao de Mittag-LefHer e sua generalizacao de dois
parametros.

Sejam t,a € R, com a > 0. A fungdo de Mittag-Leffler, denotada por E,(t), é
dada pela seguinte série de poténcias:

oo m

Ea(t> = Z T

2 7(0”1 1) (2.12)

No caso particular em que o = 1, a fungao de Mittag-Leffler coincide com a func¢ao

exponencial:
Et=Y —— =Y —=¢ 2.13

entao podemos enxerga-la como sua generalizagdo. Na figura 3, apresentamos o grafico da
fungdo E,(—t) para a € {1, 2, 3,4}. Podemos perceber que o comportamento varia bastante
dependendo do parametro «, ja que ela é uma funcao mondtona quando o = 1, porém

oscila para a = 2. Além disso, ela também assume valores negativos para « € {2,3,4}.

Por conta dessas propriedades, a funcao de Mittag-Leffler pode ser utilizada para
obter diversas outras fungoes como casos particulares. Por exemplo, tomando o pardmetro
a = 2 e calculando a funcio em —#2, obtemos:

00 )nth 00 (_1)nt2n

Z I'2n+1) 7;) (2n)!

n=0

= cost. (2.14)
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— Figura 3 - Grafico da funcao de Mittag-Leffler.

a=3
4 H -
a=4
5 f | | | |
0 10 20 30 40 50 60

t

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Se considerarmos t? ao invés de —t2, entdo:

(o'} t2n 1 00 4 00 (_1)ntn
Ey(t?) = _— = — — ————| = cosht. 2.15
2(t") nz::OF(Zn+1) 2 nzz:on! +n§_:0 n! o8 (2.15)

Desta forma, a versatilidade dessa funcao se destaca para os matematicos, e,
por conta disso, surgiram muitas formas de torna-la ainda mais geral. Uma forma de
generalizagao é a introducdo de um segundo parametro 5 > 0, que nos dé a fungao de

Mittag-Lefller de dois pardmetros, denotada por E, 5(t), dada por:

oo tn
E.5(t) = —_—. 2.16
=3 po (216)
No caso em que = 1, retornamos para a funcao de Mittag-Leffler, ou seja,

E,1(t) = E,(t). Com esta fungao, podemos obter mais casos particulares. Por exemplo,
tomando tFyo(—t?) temos que:

00 (_1)nt2n+1 00 (_1)nt2n+1

tEyo(—t?) = —_ = ———— =ysint 2.17
22(=t") nZ::O T(2n + 2) nz::O @n+ 1l b (2.17)
e se utilizarmos t? no lugar de —t2, obtemos:
oo t2n+1 1 [ee) tn e} (—1)ntn
1y () =S = — IS s G 2.18
R F Rt O B | EETTRCY

Uma relagdo importante entre as duas defini¢des pode ser obtida derivando a fungao

de Mittag-Lefler calculada em t*, o que resulta em:

d d [e%¢) tan [e'¢) omto‘”_l [ee) tom-l—oz—l
7Ea ta [— —_— pr— —_— = 77 219
dt (%) dt Lz% I'(an + 1)] 7; I'(an+1) nz:‘; I'(an + «) (2.19)
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sendo a tltima expressao igual a t* 1 FE, ,(t*). Note que na conta (2.19) a derivada é
passada para dentro da série. Isto pode ser feito pois a série de funcoes utilizada na
definicao da funcao de Mittag-Leffler converge uniformemente em qualquer conjunto
compacto. Este resultado serd util quando precisarmos derivar ou integrar a funcao de
Mittag-Leffler.

Destacamos que as func¢oes foram apresentadas da forma em que serao utilizadas
neste texto, como fungodes de valores reais, uma vez que nosso propésito é estudar modelos
matematicos de um ponto de vista aplicado. Porém, as defini¢oes dessas fungoes sao mais
gerais, e podem ser vistas como fungdes de variaveis complexas. Além disso, os pardmetros
nas fungoes de Gel’Fand-Shilov e de Mittag-LefHer também podem ser niimeros complexos
com Re(a) > 0 e Re(f) > 0. Mais detalhes podem ser encontrados no trabalho (4).

2.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Veremos agora uma transformada integral que sera utilizada na resolucao de

equagoes diferenciais fraciondrias (EDF’s). Uma transformada integral é uma relagao:

Y(s) = / " K (s )y (), (2.20)

onde K (s,t) é chamado de nicleo da transformada. Desta forma, a equagao (2.20) relaciona
uma funcao y(t) com sua transformada Y'(s). As transformadas integrais sdo ferramentas
muito teis na resolucao de equagoes diferenciais ordinarias (EDQO’s), e tem como objetivo
reduzir problemas mais complicados em problemas mais simples de serem resolvidos. Um

—st

caso particular é a transformada de Laplace, que utiliza o nicleo K(s,t) = e**. Com isso,

definimos:

Definicao 1. Seja f : [0,00) — R uma fungao integravel. A transformada de Laplace da
funcao f é dada por:

LIF(8)] = F(s) = / T et (bt (2.21)

0
desde que a integral imprépria acima convirja para algum valor de s.

Podemos garantir que existe um valor £ € R tal que a integral acima converge
quando s > k ao supor algumas hipdéteses para a funcao f. Para isso, temos a seguinte

definicao:

Definigao 2. Diz-se que uma fungao f é de ordem exponencial em [0, c0) se existirem
constantes M > 0 e A € R tais que:

If(t)] < MeM, (2.22)

para todo ¢t > 0.
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Se f é uma funcao continua e de ordem exponencial, entao:

A A M Me—(s=0)A
< “SUf)dt < M / —s= g = — 2.23
< [Ceir@lar<as e e i E)

A
| / e St f(t)dt
0

e, no caso em que s > A, a ultima expressao é menor do que % para todo A > 0.

Portanto:

/Oo e‘”f(t)dt‘ < MA (2.24)

0 S —

para todo s > A. Com isso, concluimos que a transformada de Laplace L[f(t)] = F(s) de
uma funcao continua e de ordem exponencial esta bem definida para todo s > A, para
algum A € R.

Por outro lado, dada uma fungao F'(s), podemos nos perguntar sobre quais condigoes
podemos obter uma fungao f(t) tal que L[f(t)] = F(s), o que leva a transformada inversa
de Laplace. Porém, precisariamos de um estudo mais aprofundado sobre fungoes de
variaveis complexas para estudar essa férmula, o que nao ¢ o objetivo deste trabalho. Nos
limitaremos ao seguinte fato: se f e g sdo fungdes continuas com a mesma transformada
de Laplace, entao f(t) = g(t). Com isso, se soubermos que F(s) = L[f(t)] para uma
fungdo continua conhecida, podemos concluir que L[y(t)] = F(s) com y(t) continua implica
y(t) = f(t). Utilizaremos esse resultado para obter a solugao de equagoes diferenciais mais

a frente.

No entanto, para aplicar esta ferramenta na resolucdo de equacoes diferenciais,
devemos primeiro conhecer suas principais propriedades e saber o que ocorre quando
aplicamos a transformada em certas fungoes. Por conta disso, apresentaremos aqui os

conceitos que serao necessarios neste trabalho.

Inicialmente, notemos que a transformada de Laplace é uma transformagao linear,
pois a transformada da fungdo nula é também a funcao nula, e se f, g : [0,00) — R sdo
funcoes tais que L[f(t)] = F(s) e L[g(t)] = G(s) estao bem definidas para s > k, para
algum k € R, e ¢ € R, entao:

Llef(t)+ 9] = [~ e fef (1) + gl)] dt

= c/ooo e " f(t)dt + /UOO e g(t)dt (2.25)
= cL[fOI+ L[g®t)], s> k.

O proximo passo intuitivo seria pensar na situacao em que temos o produto de
duas transformadas, ou seja, L[h(t)] = L[g(t)]L[f(t)]. Para entender multiplicagoes de

transformadas, introduzimos o conceito de convolugao.

Definicao 3. Dadas duas fungoes f e g, definimos o produto de convolugao entre f e g,

denotado por f * g, como:

(F9)(0) = [ F(t=)g(r)dr (2.20)
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Através da mudanca de variaveis t — 7 = u, podemos ver que o produto de
convolugao é comutativo. Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 4. Se F(s) = L[f(t)] e G(s) = L[g(t)] existem para todo s > k > 0, entdo:
F(s)G(s) = L[(fxg)t)], s>k (2.27)
Demonstragio. Ver (3). O

Considere agora f : [0,00) — R uma fungao de classe C" tal que L[f(t)] e L[f'(t)]

existem. Entdo a transformada de Laplace de f'(t) é dada por:
LIf'(1)] = sLIf(8)] = £(0). (2.28)
De fato, utilizando a definicdo da transformada temos que:

L) = [ ety

- /0 T et () — st (E) + se"f(8)dt

= /0 T et () dt + /0 h C?t e~ f(0)] dt (2.29)
SCIfE)] + e FO)]

sC[f(t)] — f(0).

Esta propriedade pode ser generalizada para derivadas de ordem superior, e por
conta disso é muito 1til na resolucao de problemas de valor inicial. No entanto, ao resolver
esse tipo de problema, também precisamos calcular a transformada de fungoes explicitas.
Calcularemos entao alguns exemplos, comegando pelas fungdes polinomiais. Por conta da
linearidade da transformada, basta considerarmos t*, com g > 0. Desta forma, temos:

£} = [Tetrar= [Te (x) o= — | ety = LT g )
0 0 0

onde utilizamos que a integral na tltima igualdade é a defini¢ao da fungio I'(u + 1), e
consideramos s > 0. Portanto a transformada de Laplace de t* é dada por:

I'(p+1)

L[t = . s> 0. (2.31)

Quando consideramos a funcao exponencial e *, com k # 0, obtemos:

Lle—kt st kt g < +h)t g e TR o 1
—kt] — —Ste=Rtqt = —(s t=— = 2.32
e /0 e e /0 e Ry ‘0 e (2.32)
se s > —k. Logo, a transformada de Laplace de e * é dada por:
1
Lle ™) = s> —k. (2.33)

s+ k’
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Agora, iremos determinar a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler,
que sera de vital importancia para resolver as EDF’s. Para isso, vamos considerar

E,(—k“t*), com k > 0. Aplicando a definigdo da transformada, temos que:

B_StEa(—kata)dt — / —st Z

)nkantom

Tansn ™ (2.34)

LlEa(—kot)] = [

0

Podemos mudar a ordem da integral e do somatério, obtendo:

2 (=1)mkem oo 1 & Ee\"
LB, (—kt%)] = 7/ stpan gy — —r () 2.35
Enl—teer)) = 32 Lo [ e (L) e
onde utilizamos que a integral acima é a transformada da funcao t*". Note que a série
obtida ¢ a série geométrica, com razao —’;—Z. Considerando s > k, temos:
1 1 so1

LB, (—kt*)] = S E) R s> k. (2.36)

Note que para o = 1 recuperamos a transformada da fung¢ao exponencial, como

era esperado.

2.6 SERIES DE FOURIER

Nesta secao, apresentaremos brevemente os principais resultados sobre as séries de
Fourier, que sao utilizadas quando resolvemos equacoes diferenciais parciais pelo método
de separacgao de variaveis. Por conta disso, elas serdo necessarias para expressar as solugoes
analiticas dos modelos. As demonstracoes e os resultados sobre o assunto podem ser

encontrados em (3).

Dizemos que uma fungéo f : R — R é dita periddica de periodo T se f(z+T) = f(z)
para todo x € R. Dada uma funcao f definida em um intervalo limitado, podemos definir

uma extensao periddica.

Os exemplos principais de fungoes peridédicas sao as fungoes trigonométricas seno
e cosseno. Enunciaremos agora um resultado que relaciona uma funcao diferencidvel e

periddica qualquer com essas duas funcgoes.

Seja f : R — R uma funcao diferenciavel e periédica de periodo T'= 2L. Entao a

série de Fourier de f, dada por:

—|— Z [a,mos( 7 ) + b,sen (nzx)} , (2.37)

converge em cada ponto z para o valor f(z), sendo os termos a, e b, dados por:

an L/ cos( )dx e by L/ x)sen (nzx) dz. (2.38)
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3 CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo, os conceitos apresentados nas fundamentagoes tedricas serao uti-
lizados para definir os operadores do calculo de ordem nao inteira. Primeiramente,
apresentamos a integral fracionaria, para entao podermos definir a derivada de Caputo e a
derivada de Riemann-Liouville. Trabalharemos com casos particulares das defini¢oes, que
podem ser encontradas com mais detalhes em (4). Com isso, vemos como construir uma
EDF a partir de uma EDO, com base no artigo (13). Por fim, vemos as contas realizadas

para obter a forma discretizada dos operadores fracionarios, que sao discutidas no livro

(7).
3.1 INTEGRAL FRACIONARIA

Os operadores do calculo fracionario tém como objetivo generalizar as defini¢oes
classicas. No caso das integrais e das derivadas, que estao definidas para uma ordem n € N,
a ideia de generalizagao é focada em estender suas defini¢oes para ordens arbitrarias no
conjunto dos niimeros reais, ou até mesmo nos nimeros complexos. Deve-se preservar o
caso classico quando a ordem for inteira, ou seja, quando tal ordem for um nimero natural
devemos retornar aos operadores tradicionais. Por conta disso, podemos entender melhor os
conceitos do cédlculo fracionario quando investigamos os conceitos ja conhecidos. Olhemos

entdo para uma integral de ordem n de uma func¢ao f(t) integravel, que denotaremos por

(" f)(t):
(e = [ t / " / . / e /0 T () bt - - dbsdtadty. (3.1)

Podemos reescrever tal expressao de maneira mais conveniente, dado por um
produto de convolugao com a func¢ao de Gel’Fand-Shilov com parametro igual a n, o que é

apresentado no seguinte teorema:

Teorema 5. Sejam f uma funcao integravel, ¢ um ntimero real positivo e n um nimero
natural. Entao:

()0 = 6o N0 = [ T par (3.2

o (n—1)!

Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao em n. No caso n = 1, temos:

|y s = [ st = o, (3.3

Logo, o passo base é verdadeiro. Suponha agora que o teorema seja verdadeiro para
n = k. Vamos mostrar que a igualdade também é valida para n = k + 1. Como
(I*L)(t) = IH(I*f)(t), temos, pela hipétese de indugio:

)k:fl

(1hw = | t l I (12/:1)' f(T)dT] du. (3.4)
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Mudando a ordem de integragao na expressao acima, obtemos:

(i = |

0

t t _ k-1 t _ \k
l / “ék _T>1>! f(r)du] ar= | = pryar, (3.5)
que é o resultado desejado. O

Com o resultado acima, podemos nos perguntar o que aconteceria se no lugar de
n € N fosse um ntmero positivo o € R. Note que (¢ — 7) nunca é negativo na integral, de
forma que faz sentido a expressao (¢t — 7)*"!. Além disso, sabemos que o fatorial pode
ser generalizado pela fungdo Gama da seguinte maneira (n — 1)! = I'(n), e o caso geral se
tornaria I'(ar). Essas observa¢oes motivam a definicdo de uma integral de ordem arbitraria.

Apresentamos entao a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 6. Seja o um niimero real positivo. A integral fracionaria de Liouville de ordem
a, denotada por (I§ f)(t), é definida por:

Lot f(n)
19 F)(t) = / dr, t>0. 3.6
( 0+f)( ) P(Oé) 0 (t _ 7')1_0‘ T ( )

Desta forma, a integral fracionaria ira coincidir com a integral de ordem n € N
quando o = n, ja que a defini¢do de integral fracionaria de uma funcao f é o produto de
convolucao (¢, * f)(t). Como exemplo, vamos calcular a integral fracionaria de funcoes da

forma f(t) = t*, com pu > 0. Neste caso, teremos:

SR S 1, -
ottt = F(a)/o ( dr = F(oz)/o TH(t — ) dT. (3.7)

t—71)l-e
Podemos aplicar a mudanca de variaveis 7 = xt, obtendo:

1 1 1 1
— [ et N1 — 2) Mde = 7%&/ H(1 — z)* . .
['(«) /0 v (1-=) v () 0 " (1-q) ! (3:8)

Note que a integral acima é a funcao B(u + 1,«). Utilizando a relacao entre a

funcao Beta e a funcao Gama, concluimos que:

trre T+ D)) T(p+1)
D) T(p+1+a) T(u+1+a)

St = e, (3.9)

3.2 DERIVADAS FRACIONARIAS

Apresentada a integral fraciondria, nosso préximo passo sera definir uma derivada
fracionaria. Isto pode ser feito de diversas formas, pois ao contrario da derivada classica,
que possui interpretagoes geométricas e fisicas, as derivadas fracionarias ndo descrevem
fendmenos naturais. Por conta disso, nao existe apenas uma definicao de derivada de
ordem nao inteira. Neste texto, iremos apresentar duas definicdes que utilizam a integral

de Liouville: a derivada de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo.



22

Definigao 7. Seja a um ntmero real positivo. A derivada de Riemann-Liouville de ordem

a ¢é definida por:

("D £) (1) = (;i) (=)

1 d\" rt  f(1)
= | — ————dr; n=|al+1, t>0. 3.10
['(n—«) (dt) /0 (t — 7)o+l L] (3.10)

A ideia para obter o operador de Riemann-Liouville é calcular a derivada de ordem

n da integral de ordem n — o para entao obter uma derivada de ordem «. Tal conceito tem
como base considerar a derivagdo como operacgao inversa da integracao. Entao também
podemos pensar em uma derivada de ordem « como sendo uma integral de ordem n — «

de uma derivada de ordem n, que é caso da seguinte defini¢ao:

Definicao 8. Seja o um numero real positivo. A derivada de Caputo de ordem «a é

definida por:

(“Dg+ 1) (1) = (5= 1) (1)

- 1 t f(”)(T) ‘ B
_F(n - Oé) /0 (t — T)a—n+1 dr; n = LaJ +1, t>0. (3.11)

Note que, diferente da derivada classica, as derivadas de ordem arbitraria apre-
sentadas sao operadores nao locais, pois dependem de uma integral. Isso faz com que as
derivadas fracionarias carreguem as informacoes da fungao nos tempos anteriores, o que é

conhecido como efeito memoria.

E importante destacar que as definigoes apresentadas nesta se¢ao sdo casos particu-
lares de definicoes mais completas. Em geral, podemos definir os limites de integragdo em
outros intervalos nas integrais fraciondrias, e que sao indicados pelos indices a® e b~ que
representam as integragdes nos intervalos (a,t) e (¢,b), respectivamente. Além disso, a
ordem « pode ser um nimero complexo com Re(a) > 0. Estas defini¢oes sao apresentadas

e discutidas com mais detalhes no livro (4).

Neste texto, iremos nos restringir as defini¢oes apresentadas, e com os valores de
a no intervalo (0, 1]. Desta forma, simplificaremos a notagao utilizando RLpa e €D no
lugar de ¥ Dg. e CD8‘+, respectivamente. Com isso, trabalharemos com os seguintes casos
particulares da derivada de Riemann-Liouville:

(D) 0= ey | et O @12

e da derivada de Caputo:

(“Dof) (1) = F(ll—a) /Jt (tfi(gadﬂ t> 0. (3.13)
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Apesar de serem parecidos, os operadores acima possuem diferencas significativas
quando aplicadas em fungoes. O exemplo mais notavel ocorre no caso das funcgoes
constantes. Dada f(t) = k, com k € R, temos que:

(“Def) (1) = e 1_ 3 /Ot 0 _OT)adT =0, (3.14)

que é o que ocorre também no calculo de ordem inteira, e seria considerado o resultado

esperado. Porém, quando calculamos a derivada de Riemann-Liouville, obtemos:

_— 1 d stk k
«%nywzfﬂ—aﬁﬁé(t—ﬂJh:Fﬂ—aﬁw

Por conta disso, a derivada de Riemann-Liouville é frequentemente preterida por nao

(3.15)

preservar certas propriedades desejaveis em aplicagoes, principalmente quando estamos
trabalhando com modelos, e a derivada de Caputo acaba sendo mais utilizada. Porém,
existem casos em que é mais vantajoso trabalhar com a formulac¢ao de Riemann-Liouville.
Mostraremos neste trabalho uma forma construtiva de obter um operador fracionario, e

nesse processo aparecera a derivada de Riemann-Liouville.

De forma mais geral, podemos calcular as derivadas fracionarias de uma funcgao

f(t) =t com p > 0, utilizando a equacao (3.9). Temos entdo:

I(p+1)

(“D°f) (t) ! /t M peeget = LD g (3.16)
= T = = . .
T1—a)lo (t—r) o+ K T(i—a+1)
E no caso da derivada de Riemann-Liouville, temos:
1 d rtt+ d | Mp+1)
REDef) (t) = 7—/ ———dr = I}t = L e 3.17
( f)() ['l—a«)dt o(t—T)O‘T dt " C(p—a+1) (3.17)

Observe que obtivemos o mesmo resultado para as duas derivadas. Isto ocorre pois
(CDO‘f> (t) e (RLDO‘f) (t) coincidem quando 0 < o < 1, f(0) = 0 e a fungao f(t) possui
uma certa regularidade. Isto também fica evidente ao olhar para as discretizagoes desses

operadores, que serao apresentadas mais a frente.

Vejamos agora uma propriedade importante que serd utilizada para resolver equa-
¢oes diferenciais fracionarias. Dada uma funcao f, podemos calcular a transformada de
Laplace de (CDaf) (t) e de (RLDO‘f) (t). Para isso, notemos que:

(“Df) (1) = (p1-a* F)(&) e (PEDF) (1) = (d1-a * £)(1), (3.18)
onde ¢1_(t) = F(t%a) ¢ a fungao de Gel’Fand-Shilov. Pela propriedade da transformada
do produto de convolugao, temos que:

C nHa _ " /
cKz)ﬁ@ﬂ_chm_a)zuwy (3.19)

Com isso, obtemos:

L[(CDf) ()] = s> H{sLLF ()] — F(0)} = s“L[f()] = 7' £(0).  (3.20)
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Ja no caso da derivada de Riemann-Liouville, devemos utilizar primeiro a transfor-

mada da derivada:

L{(FEDf) ()] = sLI(¢1-a * F)B)] = (1-a * [)(0), (3.21)
desde que o limite:
Pi%(d)l—a * f)(t) = (¢1—a * f) (0) (322)
esteja bem definido. Entao:
L") (0] = s"LIF(0)] = (G1-a * [)(0). (3.23)

Com estas ferramentas em maos, seremos capazes de resolver equacoes diferenciais
envolvendo esses operadores, uma vez que a transformada torna as complicadas equagoes
diferenciais em equagoes algébricas nas quais podemos isolar o termo L[y(t)], onde y(t)
¢é a funcdo que buscamos determinar. Pelos comentarios e exemplos feitos na secao de
transformadas de Laplace, conhecer a expressao de L[y(t)] em func¢do da varidvel s serd o

suficiente para determinar a funcao continua y(t).

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS FRACIONARIAS

Nesta se¢ao, apresentamos a solu¢ao de algumas equacoes diferenciais nas quais
aparecem a derivada fracionaria de Caputo, considerando problemas de valores iniciais.

Os exemplos que resolvemos serao utilizados nas discussoes presentes no capitulo 4.
Comecemos com um caso mais simples, dado pelo seguinte problema de valor
inicial:
(“Dy) (1) =t
y(0) = o
Inicialmente, aplicamos a transformada de Laplace em ambos os lados dessa equagao,
obtendo:

(3.24)

_ I'(p+1)
@ a—1 _
L) - 5 y(0) =~ (325)
onde podemos isolar a transformada da funcao y, o que nos da:
P(p+1) | wo
Lly®] = e + 75 (3.26)

e a partir da transformada de f(t) = t#, calculada na equacao (2.30), podemos concluir
que:

y(t) = F(F(“ D) _pura Yo- (3.27)

p+a+1)
Este resultado pode ser conferido calculando a derivada de Caputo da fungao y(t)
obtida, onde podemos usar a férmula (3.16). Evidentemente, teremos (CDO‘y) (t) =t

O préximo problema é um dos mais famosos no calculo fracionario, pois nele podemos
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perceber a importancia da funcao de Mittag-Leffler para essa teoria. Considere o seguinte
PVI:
(“Dy) (t) = —y(t)

(3.28)
y(0) = yo

No caso particular em que o« = 1, o problema ira coincidir com o famoso modelo
de Malthus, que trata sobre um crescimento populacional proporcional ao tamanho da

populagao. Para resolvé-lo, iremos novamente aplicar a transformada de Laplace:
sLLy(t)] — s y(0) = =AL[y(t)], (3-29)

donde podemos obter a expressao:

Safl

OSa +>\7

Lly®)] =y (3.30)

sendo o lado direito da expressao a transformada de Laplace da funcdo de Mittag-LefHer.

Portanto:

y(t) = yoEo(—AtY). (3.31)

No célculo fracionario, a forma mais comum de obter um modelo generalizado é
substituindo a derivada classica por uma derivada fracionaria, como feito nas equagoes
acima. Caso tivéssemos utilizado a derivada de Riemann-Liouville ao invés da derivada
de Caputo, encontrariamos o seguinte problema: ao aplicar a transformada de Laplace,
apareceria o termo (¢1_, * y)(0), que é desconhecido. Para contornar tal problema,
deverfamos mudar os dados do problema, fornecendo entao o valor de (¢;_ * y)(0) como
dado inicial. Porém, isto nem sempre é possivel de ser realizado nos modelos que queremos

generalizar.

Além disso, apenas substituir a ordem da derivada na equagdo pode fazer com que
o modelo perca propriedades importantes, o que mostraremos no capitulo 4. Portanto,
nem sempre essa ¢ uma boa forma de obter uma equacio diferencial fracionaria. Por
conta disso, apresentaremos uma forma construtiva de chegar em uma EDF, sem que seja

necessario alterar o dado inicial ou substituir a derivada.

3.4 NOVO OPERADOR

No trabalho (13) é apresentada uma proposta de como obter modelos fracionarios
de forma construtiva utilizando as func¢oes de Mittag-Leffler, que tem como objetivo
introduzir certos conceitos do calculo fracionario nos modelos, como o efeito memoria,
preservando propriedades fisicas essenciais do modelo original. Nesta secdo, mostraremos
de forma simplificada as contas realizadas para realizar tal construgao, assim como uma

possivel interpretacao de seu significado.
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Inicialmente, consideramos o seguinte problema de valor inicial:

y(t) = —ry(t)

=  y(t) =ye (3.32)
y(0) = 4o

Neste caso, dizemos que a func¢ao possui um nucleo exponencial. Gostariamos de
estudar o que aconteceria com a equacao se o nicleo da fungao y(t) fosse alterado para
uma fungao K (t). Mais especificamente, gostariamos de encontrar uma fungao K (t) para
a qual pudéssemos escrever uma Equacao Diferencial Fracionaria. Com esse objetivo,
definimos o niicleo como sendo K (t) = e "' E,(—r{t*), com r; + ro = 1. Desta forma,

temos:
y(t) = yoe " By (—1rt). (3.33)

Avaliaremos entdo o que ocorre com a derivada da func¢ao y(t), e tentaremos

escrevé-la em fungao de y(t). Temos entao que:

d
/(1) = —rayoe ™ Ba(—rft®) + yoe ™" [Ea(—r{t")]

= —roy(t) — Tf‘e’”tyoto"lana(—Tf‘ta). (3.34)

Perceba que:

oy 1 d [t Ey(—r{r®
RLDI [6 gty(t)] =y E/O ( 1 )dT

"T(a) (t—71)-
& (—1)mgn an
~ T(a) T;r(anﬂ dat t—7>1 a
1 & (=1)"e" D(a )F(an+1) d oo
~ T (a) nz::o Mlan+ 1) Tlan+a+ 1) di' (3:35)

(=)™ r¢™(an + a)tontat
Flan+a+1)

o] (_1)nr?ntcm

— Tlan+a)

que é a expressdo da funcio yot® ' E, o(—7rt*). Substituindo essa relagdo na equagao
(3.34), obtemos:
y'(t) = —ray(t) — rie > FEDI ety ()] (3.36)

A nova equagao possui os parametros r; e «, e a derivada classica é mantida. Dessa
forma, a derivada da fungdo y sera proporcional a um peso da fungao y(t) somado a um
peso da derivada de Riemann-Liouville de e"'y(¢). Isso pode ser interpretado como uma
média ponderada entre a equacao classica e uma equacao fracionaria, que adiciona o termo
E,(—7r§t*) na solugao. Com isso, define-se um novo operador, que denotaremos por * D,
dado por:

("Dy) () := ray(t) + rfe ™ REDe [erty(r))] (3.37)
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Esse novo operador sera utilizado para definir uma das formulag¢oes fracionarias
dos modelos que serdo apresentados no capitulo 4. E importante destacar que as contas
aqui exibidas foram simplificadas para se adaptar melhor ao propoésito deste texto. Uma
construgdo mais geral pode ser feita a partir de uma EDO nao homogénea, onde é necessario
utilizar a transformada de Laplace para chegar no resultado desejado. Mais discussoes
sobre essa construgao e sobre o nicleo aqui utilizado podem ser vistos nos trabalhos (12)
e (13).

3.5 DISCRETIZACAO

Como nosso objetivo ¢é trabalhar com modelos matematicos utilizando conceitos do
calculo fracionario, devemos ter uma forma de obter uma aproximacao da solugao de tais
equagoes, uma vez que na maior parte dos casos nao ¢é possivel obter uma solugao analitica.
Por conta disso, apresentaremos as principais ideias de como obter uma aproximacao
razoavel da solugao, conhecida como solu¢ao numérica. No caso classico, existem diversos
métodos de como isto pode ser feito, como o método de diferencas finitas e o método de
elementos finitos. Aqui, daremos foco aos operadores de ordem nao inteira, e descreveremos

o esquema L1 de discretizagdo das derivadas fracionarias de Caputo e de Riemann-Liouville.

Considere uma funcao f : [To,T1] — R que satisfaz uma certa EDO conhecida.
Queremos obter uma aproximagao de tal func¢ao no intervalo [Ty, T]. Para isso, restringimos
nossa aten¢ao a um subconjunto finito ordenado desse intervalo e que contenha Tj e 17,
chamado de parti¢do do intervalo, que denotaremos por P. Entao P = {to,t1,...,t,}, com
to=To,t1 =Ty etpy1 —tp = Aty >0, k=0,....,n — 1. Ao trabalhar com a formulacao
discreta do problema, iremos aproximar o valor da funcao f e dos operadores do célculo

nos pontos de P.

Se quisermos calcular, por exemplo, uma aproximagao para f'(t;), com k =

0,...,n — 1, teremos:

f(te) =~ f(t’““i]; f(t’“>, (3.38)

desde que tenhamos At pequeno. Isto segue diretamente da definicdo de derivada, dada

pelo limite:

(3.39)

o que também torna possivel calcular a ordem de convergéncia da aproximagcao em funcgao
de At. O esquema acima é conhecido como método de diferencas finitas progressivas de

primeira ordem.

No caso em que queremos aproximar os operadores de Caputo e de Riemann-
Liouville, consideramos Aty = At, para todo kK =0,..,n — 1. Além disso, como os limites
de integracao na definicdo desses operadores sao 0 e ¢, também temos T, = 0. Desta forma,

o esquema L1 de discretizacdo serd uma aproximacao das derivadas fracionarias. Para
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a derivada de Caputo, o valor de (CDa f) (t;), com 1 < j < n, pode ser aproximado da

seguinte maneira:

(°D°f) (t;) = 1_Q / ol

/tk+1
t — 7'

1 t
Z ~ 1 t’““ / Tt — ) odr (3.40)
Il - a)
Z tk+1 (=)t
1 — ) 11—« 4
1 = f tkﬂ
~ (t; — tx) b=ty
eEmp )ty — 0= = (1 = )]

1 g,

ICENIT ,;ﬁf (tisr) = (0] [(G =B = (= k= 1)~

Para simplificar a expressao acima, utilizamos a notacao:

l-a 11—« - 11—«
:(k+1) 2"+ (k—1) Ck=1...n.
['(2 — a)(At)~
(k . 1)1—01 - kl—a
= =1 .. 3.41
bk P(2 —106)<At)a 9 k ) y 10, ( )
T T2 —a) (At

Desta forma, a aproximacao da derivada de Caputo da funcao f, calculada no
ponto t;, é dada por:

7j—1

(“Df) (1) = aof (1) + Y- f(te)aji + f(to)b;. (3.42)

k=1

Assim, fica evidente o efeito memoria presente nas derivadas fraciondrias, pois
para calculd-las no ponto t;, necessitamos do valor da fungao em todos os pontos t,
com 0 < k < j. Esse comportamento resulta em elevado custo computacional, devido a
necessidade de acessar todos os valores anteriores da funcao. Uma forma interessante de
visualizar esta situacao é através da representacao matricial do operador discretizado. De

fato, temos que:

(“Df) (1) ~ bif (to) + aof (1),
(“DOF) (t2) = bof(to) + ar f(t1) + ao f(t2),
(“DOF) (ts) = bs f(to) + asf(tr) + a1 f(t2) + ao f(t3), (3.43)

(CDaf) (tn) = bpf(to) + an—1f(t1) + an—af(t2) + ... + ar f(tn—1) + aof(ty).
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Entao podemos enxergar a derivada de Caputo discretizada como uma transforma-
¢ao linear do espaco das fungoes definidas na particdo P e chegando no espaco das fungoes

definidas em P\{0}, e que pode ser representado pela matriz:

[ bl Qo 0 0 ]
by ai ag 0 0
b a a 0O 0 O
[CDoz:| _ 3 '2 1 ‘ ‘ (344)
bn—1 Qn—2 Qp_3 ap ag 0
L by, Gp_1 Gn_o -+ az a ao |

Como exemplo, calculamos a aproximacao da derivada de Caputo de ordem o = 0.8
da fungdo f(t) = t* + 1 no intervalo [0, 1], com At = 0.025. Os resultados obtidos estao

apresentados na figura 4, onde podemos comparar a solucao analitica e a solu¢do numérica

de (CDO‘ f) (t) = FF(:(;L%) t22. Destacamos apenas alguns dos pontos obtidos para facilitar a

visualizacao.

— Figura 4 - Discretizacao da derivada de Caputo.

25 | . ,
Solugéo Analitica
T Solugdo Numérica I
1.5+ n
>

1 — —

05+ n
0 | | |

0 0.2 04 0.6 0.8 1

t

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

E possivel verificar que esta discretizacio calcula o valor exato da derivada de
Caputo de uma funcdo afim, ou seja, f(t) = at + b, com a,b € R. Isto também pode
ser visto por meio das contas realizadas acima. Para outros tipos de fungoes, o erro da
aproximagcao ird depender do valor de At. A seguir, apresentamos a formula para o erro

relativo entre as solugdes numérica e analitica:

[|SN — SA|

ER = ,
1S A]|

(3.45)
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onde SN é o vetor da solu¢ao numérica, SA é o vetor da solucao analitica e ||.|| é a norma
euclidiana. Na tabela 1 apresentamos os erros obtidos ao calcular (CDa f) () no intervalo

0,1], com f(t) =3+ 1, para diferentes valores de At e de a.

Tabela 1 — Erro relativo da aproximacao da derivada de Caputo.

At\a 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1071 [ 7.125 x 107 | 1.879 x 107% | 3.787 x 10* | 6.867 x 10~ | 1.175 x 107"
1072 [ 1.608 x 107* | 5.957 x 10~* | 1.766 x 102 | 4.850 x 1077 | 1.278 x 102
1073 [ 2.960 x 107° | 1.596 x 107 | 7.231 x 10~ | 3.104 x 10~* | 1.290 x 10~*
10~* [ 5.086 x 107° | 4.099 x 10~7 [ 2.895 x 10 ° [ 1.962 x 10° | 1.291 x 10~*

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Podemos perceber que ao diminuir o valor de At, o erro relativo da aproximacao
também diminui, para todos os valores de « apresentados. Note também que a convergéncia
¢é mais rapida para valores menores de «, e, quando a = 1, o erro diminui quase na mesma
proporcao que At. Isso ocorre pois neste caso a discretizacao ird coincidir com o método

de diferencas finitas, que possui esta propriedade devido a férmula de Taylor.

A discretizagao da derivada de Riemann-Liouville pode ser feita de maneira seme-
lhante, porém devemos ter cuidado com o valor f(0), pois caso f(0) # 0, entao a derivada
de Riemann-Liouville ndo estara definida em 0. Por causa disso, a conta realizada para

obter a discretizacao ¢ feita da seguinte forma:

d [t T
(RLDaf) (tj) = r(1 1— a)dtj/o (ztjfE 3)adT (3.46)
_ b d b f(r) = £(0) f(0)
B F(l—oz)dtj/o (t; — 1)~ ar+ I(1—a)ts’
E para o primeiro termo da expressao, denotando ¢(t) = f(t) — f(0), temos a
aproximacao:
L [ g =)l — iy g(r)(t; — ﬂaﬂ
I'l—-a)| At
AT [ g g(r) b g(7)
~tima ) T e, ]
Attt [ e g(n) g(7) e g(7)
N — — dr —————dr 3.47
=) |2 h G G-, Gy ] (347

L AT {Zzég(m l—(tm —T) T+t - T)larﬂ +o(t) [—(tm _ T)la‘|tj+1}

I'l—«) 1—« " 1—a .
J

~ W {; g(tk)[(] —k+ I)I*CY — 2(] — k)lfa 4 (] — k- l)lfa] +g(tj)} .
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Adotando a seguinte notacao:

(k+1)1—a_2k1—a+<k_1)1—a

ak:( e e k=L,

k— 1)l _ gl 1

“T TR G - aeans FT T (3.48)
" TR a)ane

obtemos que a aproximacio de 'D*f calculada no ponto t; ¢ dada por:
j—1
(RLDaf) (tj) = aof(t;) + > f(te)aj—i + f(to)e;. (3.49)

k=1

E, analogamente ao caso da derivada de Caputo, sua representacao matricial sera:

(e a0 0 0 O]
Co ay Qo ce 0 0 0
c a a 0 0 0
[RLDQ] _ 3 '2 1 | ‘ (3.50)
Cn—1 Qp—2 GQp—3 ay Gop 0
| Cn Qp—1 Gp-2 - G2 a1 4]

Note que a tnica diferenga entre as discretizagoes das derivadas de Riemann-
Liouville e de Caputo esta no termo que acompanha f(0), dados pelos ¢ e b, respecti-

vamente, sendo que ¢, = by + W Isto destaca que se f(0) = 0 entao as duas

derivadas, considerando certa regulari]:iztc)le da funcao f, coincidem.

Podemos notar a diferenca que ocorre quando calculamos a aproximacao da derivada
de Riemann-Liouville de ordem o = 0.8 na mesma funcio da figura 4, que é f(t) = t3+1 no
intervalo [0, 1], com At = 0.025. Na figura 5 podemos ver os resultados obtidos da solugao
Fr(ég) t*2+ - 2t708. Destacamos apenas

(0.2)
alguns dos pontos obtidos para facilitar a visualizacao.

analitica e da solugao numérica de (RL D> f ) (t) =

Note que a derivada de Riemann-Liouville desta fun¢do nao estara definida em

t =0, pois f(0) # 0. Consequentemente, o resultado é diferente do obtido para a derivada

1,08
r(o.z)t

portanto, o comportamento das duas fungoes serda semelhante.

de Caputo. Porém, para valores maiores de ¢, o termo se aproxima de 0, e,

Na tabela 2 mostramos os erros relativos obtidos ao calcular a aproximagao de
(RLDO‘f> (t) para a mesma funcao f(t) =3 + 1.

Podemos perceber que no caso a = 1 o erro serda o mesmo nas duas tabelas, ja
que as duas discretizac¢oes irdao coincidir com a discretizacdo da derivada classica. Outra
caracteristica importante é que a velocidade de convergéncia também depende do valor de

a, indicando que a convergéncia do método depende da ordem da derivada utilizada.



— Figura 5 - Discretizacao da derivada de Riemann-Liouville.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).
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Tabela 2 — Erro relativo da aproximacao da derivada de Riemann-Liouville.

At\a 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1077 [2.842x 1073 [9.158 x 1072 | 2.315 x 1072 | 5.450 x 1072 | 1.175 x 10!
1072 [ 5.670 x 107° [ 2.441 x 107* | 8.348 x 10~* | 2.900 x 1073 | 1.278 x 102
1073 [ 1.024 x 1076 [ 6.135 x 107° | 2.746 x 107° | 1.146 x 10~* | 1.290 x 103
1074 | 1.753 x 107% | 1.525 x 10~ | 8.836 x 10~ | 3.900 x 1075 | 1.291 x 10~*

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).
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Além disso, por consequéncia das contas realizadas, estas discretizagdes retornam a

solugdo exata quando aplicadas em uma funcao afim, ou seja, f(t) = at + b, com a,b € R.

Para outros tipos de funcoes, a convergéncia e o erro cometido irdao depender de At, porém

é possivel mostrar que para fungdes com uma certa regularidade o erro da aproximagao das

derivadas ¢ da ordem de (At)?>~®. Isto pode ser verificado nas tabelas acima, analisando

0 que ocorre com o erro relativo quando fixamos a e diminuimos At. Estas informagoes

podem ser encontradas com mais detalhes em livros de analise numérica de operadores e

equagoes fracionérias, como o livro (7).

As duas discretizagoes apresentadas nessa secao serdao utilizadas para obter a

solugdo numérica dos modelos fracionarios presentes no capitulo 4, entdo sua aplicacao

tera o foco voltado para a resolucao de equagoes diferenciais.
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4 APLICACAO EM MODELOS

No calculo fracionario, busca-se encontrar aplicacoes das derivadas fracionarias
em modelos matematicos, com o objetivo de avaliar as propriedades que serao mantidas
ou perdidas com essa generalizagao, além dos efeitos que podem ser obtidos com o novo

parametro da ordem da derivada.

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar o modelo de difusao de oxigénio em tecidos,
proposto por Crank e Gupta em 1972, no artigo (6), porém agora com a aplicagdo de
operadores do calculo fracionario. Por se tratar de um problema de fronteira mével, o que
significa que o dominio da variavel espacial nao esta fixo ao longo do tempo, encontrar a
solucao analitica se torna inviavel. Por conta disso, faremos uma avaliacao de solugoes

numéricas obtidas utilizando as discretizagoes apresentadas anteriormente.

Para validar os métodos numéricos utilizados e também para entender melhor como
funcionam os processos de difusdo vistos através das derivadas fracionarias, estudaremos
inicialmente a equacao do calor com operadores fracionarios. Nestes casos, seremos capazes
de obter solucoes analiticas e comparé-las com os resultados numéricos, e também avaliar
as diferencas com relacao a solugao do caso classico. Trabalharemos com duas formulagoes

da equacao do calor: com a derivada de Caputo e com o operador *D®.

41 EQUACAO DO CALOR

A equacao do calor é um modelo matematico que descreve a difusao de calor em um
meio. No caso unidimensional, podemos pensar no problema de definir a fungao u(z,t) que
descreve a temperatura de uma barra no tempo ¢t > 0 e no ponto 0 < x < L, sendo x = 0
e r = L as extremidades das barras. Para isso, devemos conhecer a distribuicao inicial de
calor no instante t = 0, que pode ser dada por uma fungdo f(z), e alguma informacao
sobre a temperatura da barra em suas extremidades. A func¢ao f(z) é a condigao inicial
do problema, e as informacoes nas extremidades sao as condig¢oes de contorno, que podem

sSer:

o Condigoes de Dirichlet: definem a temperatura ao longo do tempo, ou seja, sao
fungdes T1(t) e Ty(t) tais que u(0,t) = T1(t) e u(L,t) = Ty(t).

o Condicoes de Neumann: definem a variacao de temperatura, ou seja, sao da forma

up(0,) = T1(t) e up(L,t) = To(t).

» Condigoes de Robin: nos diz que a variagdo de temperatura é proporcional a propria
temperatura, ou seja, € uma combinagao das condigoes de Dirichlet e de Neumann,
na forma a1 (t)u(0,t) + by (t)u.(0,t) = T1(t) e az(t)u(0,t) + bo(t)u,(L,t) = To(t).
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Problemas nos quais aparecem condi¢oes diferentes em x = 0 e x = L sao ditos

problemas com condigdes mistas.
Por fim, a temperatura u(z,t) na barra deve satisfazer também uma equagao

diferencial parcial, que relaciona a sua variacao no tempo a segunda derivada com relacao

a variavel espacial, descrevendo o fendmeno de difusao. Ela é dada por:

ou(z,t)  0*u(z,t)

onde p é o coeficiente de difusao térmica. Este é um modelo classico e bem conhecido, cuja

solugao pode ser obtida pelo método de separagao de variaveis. Neste trabalho, vamos
considerar p = 1 para avaliar duas formulacoes fraciondrias deste modelo. Para isso,

utilizaremos as seguintes notagoes:

“Dlg(x,t)] = F(ll—a) /Ot 0 —17-)a 89(;7, T)dT, (4.2)

rée "2t 9 rteTg(x,T)

“Di[g(z,t)] = rag(x,t) + M(a) ot (-7 e

dr. (4.3)

4.1.1 Formulagdao com a derivada de Caputo

Nesta secao, propomos uma formulacao fracionaria da equagao, substituindo a
derivada classica pela derivada de Caputo. Fazemos um estudo qualitativo dessa equacao
com condi¢oes de Neumann homogéneas, obtendo uma solucao analitica e comparando-a

com a solu¢ao numérica. Consideremos entdao o problema:

Dy fu(a, 0] = 2%

u.(0,) =0 (4.4)
uz (L, t) =0

u(z,0) = f(a)

Assim como no caso classico, buscaremos uma solucao para esse problema utilizando
o método de separagao de varidveis. Suponha entdo que u(z,t) = X (x)7T'(t). Pela equagao

acima, X e T satisfazem:
X(x) (“DT) (t) = X" ()T (t), (4.5)
que podemos escrever comao:

x"(z)  (°D°T) (@)
X(z) — T(t)

Y (4.6)

onde A € R. A dultima igualdade ocorre pois igualamos duas fungdes com variaveis

diferentes, e isso s6 pode ocorrer quando elas sdo constantes. A partir da expressao acima
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e das condi¢oes de contorno do problema, podemos concluir que a fung¢ao X é solucao de:

X"(z) + X (z) =0
X'(0)=0 (4.7)
X'(L)=0

A solugao do problema acima ¢ bem conhecida, e é dada por X (z) = cos(";*), onde n € N.

o Porém, para a fungdo T, obtemos a seguinte EDF:

L2

Neste caso, A =
(“DT) (1) + AT (t) = 0. (4.8)

Como discutido anteriormente, a solugao dessa EDF é dada por T'(t) = E,(—At*), com A
como definido acima. Recorrendo a teoria das séries de Fourier, podemos concluir que a

solugdo u(z,t) é dada por:

00 2 Qtoz
u(z,t) = % + Y a.E, (_” 22 ) cos (7”;6) : (4.9)
n=1

onde os coeficientes a,, sdo os coeficientes da série de Fourier da funcdo f(x) com uma

extensao par, dados por:

an = E/OL f(z) cos (m[iac) dzx. (4.10)

Podemos avaliar a solucao obtida para compreender o que é alterado quando
inserimos a derivada de Caputo no contexto da equagao do calor. Isto pode ser feito
avaliando a fungao E,(—kt*) com a € (0,1). No grafico apresentado na figura 6, notamos
que a funcao de Mittag-Leffler decresce de forma mais acelerada do que a exponencial no
comeco, porém se aproxima do zero de forma mais lenta. Este efeito é conhecido como

cauda pesada na teoria de distribuigoes.

A interpretacao dessa mudanca no comportamento da solucao pode ser entendida
como uma forma de difusdo andémala, na qual a propriedade da matéria ou energia estudada

se difere do usual, alterando a maneira com que ela se distribui no meio.

Apesar disso, uma importante propriedade do modelo é preservada. Como existe
uma distribuicao inicial em uma regiao do espago, e as condi¢cdes de Neumann nos dizem
que nao existe fluxo nas fronteiras dessa regiao, entao é esperado que a quantidade total
seja mantida ao longo do tempo. Esta nocao intuitiva é conhecida como balang¢o de massa.
Matematicamente, isto pode ser descrito da seguinte forma: em um instante inicial, existe

uma quantidade )y de matéria ou energia na regiao do espago dada por [0, L], onde:
L L
Qo = / u(z,0)dr = / f(z)dz. (4.11)
0 0

Se nos extremos 0 e L desta regidao nao existe um fluxo deste material em nenhum

momento, ou seja, ¢;(0,t) =0 e ¢, (L,t) = 0, entdo a quantidade total Q(t) dada por:

Q(t) = /0 " ), (4.12)
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— Figura 6 - Grafico da funcao F,(—t%).
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

serd constante, com Q(t) = Q.

Utilizando Qg e Q(t) como definidos acima, e olhando para a solugdo u(x, t) obtida,

temos que:

Qt) = /OL la; Y a,E, (—”27;ta> cos (”Z‘x)] de = DL = /OL fla)de,  (4.13)
n=1

donde de fato temos Q(t) = Q.

Portanto, o balanco de massa da equacao foi mantido quando alteramos a derivada
na variavel temporal. Porém, se a equacao nao fosse homogénea, ou se o modelo fosse

mais complicado, isso nao aconteceria, como veremos no modelo de difusao de oxigénio.

Esta propriedade fica evidente ao estudarmos o modelo com a condi¢ao inicial
definida, onde podemos ver a expressao da solucao analitica e comparé-la com a solugao
numérica. Com isso, poderemos entender melhor o comportamento desse tipo de difusdo,

e também verificar os métodos numéricos utilizados. No exemplo, consideramos L = 1.

Exemplo 9. Considere a condigao inicial f(z) = 1 + cos(2rz). Neste caso, os coeficiente
da série de Fourier da fun¢do ja sao conhecidos, e sao dados por ag =2, a1 =0, a, =1 e

a, = 0, para todo n > 3. Portanto, a solucao sera:

u(z,t) = 14 Eo(—47%t*) cos(2rx). (4.14)

Na figura 7 temos o grafico da fungao u(z,t), com ¢ = 0.001, para diferentes valores
de a. Podemos notar que para valores de o proximos de 1 ainda nao houve uma mudanga

significativa em relagao a condigao inicial, enquanto para valores de a préximos de zero
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a fungao estd proxima do estado estacionario, que neste exemplo é u(z,t) = 1. Isso
significaria que a difusao é acelerada nos instantes iniciais, e é mais rapida para valores

menores de a.

— Figura 7 - Solugdo analitica u(x,t) da formulagao de
Caputo em ¢t = 0.001.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Porém, quando avaliamos o comportamento da func¢ao no instante t = 1, percebemos
que a solugao ja estd muito proxima do estado de equilibrio no caso classico, mas para
outros valores de « a difusao ainda esta ocorrendo, como se ela tivesse sido "desacelerada’.
Este fendmeno esta associado com a propriedade de cauda pesada da fungao de Mittag-
Leffler, que também pode ser entendido como o efeito memoria que foi adicionado no

modelo. Esta situacao esta retratada na figura 8.

Além da solugao analitica, obtivemos também a solugao numérica. Para isso,
utilizamos o esquema L1 para a derivada de Caputo e o método de diferencas finitas para
a segunda derivada na variavel espacial. A tabela 3 apresenta o erro relativo entre as
solugoes para diferentes valores de At e de a, mantendo fixo Az = 0.025 e olhando para
a solucao em z € [0,1], t € [0,1]. Destacamos que, nesse caso, a solu¢do que estamos
avaliando é representada por uma matriz de dimensoes (ﬁ + 1) X (é + 1). Por exemplo,
quando Az = 0.025 e At = 0.002, teremos uma matriz 41 x 501.

Podemos perceber que o erro relativo ja é pequeno para At = 0.002, e diminui
quando diminuimos At, o que indica que o método utilizado esta de fato fornecendo uma
boa aproximacao da solugao. Isso nos ajuda a validar o método utilizado, pois ele também

sera aplicado no préoximo modelo, o qual nao conhecemos a solucao analitica.
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— Figura 8 - Solucao analitica u(z,t) da formulacao de
Caputo em t = 1.
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1.02 - t=1 7
1.01 -
=
X 1
>
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Tabela 3 — Erro relativo da solu¢ao numérica da formulacao de Caputo.

At\« 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2.0x 1073 | 5.352 x 107* | 2.470 x 1073 | 4.456 x 1073 | 3.485 x 1073 | 2.309 x 103
1.0 x 1073 | 4.248 x 1071 | 1.966 x 1073 | 2.877 x 1073 | 1.902 x 1072 | 1.226 x 10~*
5.0 x 107* | 3.364 x 107* | 1.514 x 1073 | 1.759 x 1073 | 1.033 x 1073 | 6.748 x 10~*
2.5 x107% [ 2.657 x 107* | 1.125 x 1072 | 1.035 x 102 | 5.676 x 10~* | 3.968 x 10~*

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

4.1.2 Formulagdao com o novo operador

Em geral, apenas substituir a derivada classica por uma derivada fracionaria faz
com que o modelo perca muitas propriedades importantes, além de nao existir nenhum
tipo de interpretacao para tal mudanca. Com isso em mente, a ideia de utilizar um
operador obtido de forma construtiva se encaixa melhor neste contexto. Dessa forma,
iremos prop6r um modelo de difusdo fraciondria, porém agora com o operador *D®. Para

isso, manteremos as condi¢oes de contorno e a condicao inicial, e o modelo sera:

ou(z,t) . [0%u(z,t)
ot Di [ Ox? ]
uz(0,1) =0 (4.15)
uz (L, t) =0
u(z,0) = f(x)

A ideia desse novo modelo é que a taxa de variacao de u(z,t) no tempo serd igual
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a uma proporcao da derivada segunda de u(x,t) na variavel espacial, o que seria a difusao
classica, somada com uma proporg¢ao da derivada segunda de u(z,t) porém com um peso
na informacao dos tempos anteriores, que poderia representar um fenémeno de difusao
anomala. Isso nos da uma interpretacao para o modelo fracionario. Além disso, também
podemos obter a solugao analitica do problema para este caso. Utilizando o método de
separacao de variaveis, chegamos em:

X'x) _ T'Q)

X(z)  (D°T)(t)
novamente com A € R. Como as condigoes de contorno foram mantidas, a funcao X (z)

ainda deve satisfazer (4.7), donde X (z) = cos (”F”) com n € N. A fungao T'(t), porém,

SESY (4.16)

terd que satisfazer a seguinte EDF":
T'(t)+ X(*DT) (t) = 0. (4.17)

Note que esta é a equacao que utilizamos para definir o operador *D®, e, portanto,
a sua solugao é:
T(t) = e "™ ME, (—roAt®). (4.18)

Com isso, a solucao u(zx,t) do modelo serd dada por:
ap _ran?x?, ren’r? nw
u(z,t) = 5 + Y ane” 22 'E, <— 73 t* | cos <L> , (4.19)

onde os termos a,, sao definidos como em (4.10). A solucao obtida é muito parecida com a

do caso de Caputo, que ¢é recuperada quando r; = 1. Porém agora temos dois parametros
para ajustar na equagao. Além disso, quando r; = 0, retornaremos para a solugao do
problema cléssico, independente do valor dado para «. Desta forma, a solu¢ao é uma
transicao entre a solugao do caso classico e a solugao do caso fracionario de Caputo de

ordem «, com o parametro r; indicando a porcentagem de cada um que ¢é considerada.

Na figura 9, exibimos o grafico da fungao y(t) = e ™' E,(—r$t*), com o = 0.6 e o
valor de 71 variando. E possivel notar que o comportamento da Mittag-Leffler ¢ suavizado
pela exponencial quando diminuimos o valor de ;. Com isso, o efeito de cauda pesada

nao sera tao forte, o que sera refletido quando formos avaliar a solu¢ao do modelo.

Além disso, o balango de massa também serd mantido, uma vez que:
2

Q(t) = /L [“0 Zan S ( TIZZW t“) cos (”Z‘”)]dx: /OL f(x)de, (4.20)

donde a relagdo Q(t) = Qo é mantida, como na formulagao anterior. Vejamos agora o que

o ocorre no problema com mesma soluc¢ao inicial que o exemplo anterior.

Exemplo 10. Consideremos novamente a condigao inicial f(x) = 1 + cos(2mx). Neste

caso, a solugao sera dada por:

w(z,t) = 14 e B, (—4nr8t®) cos(2mz). (4.21)
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— Figura 9 - Gréfico da fungao e "' E, (—r{t®).
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Na figura 10 esta representado o caso particular a = 0.6, onde a solug¢do no tempo
t = 0.001 é apresentada para diferentes valores de r;. Para r; = 1, temos a mesma solucgao
do modelo de Caputo com o = 0.6, mas ao diminuir o valor de r; observamos que o
processo de difusdo ocorrerd de forma um pouco mais lenta nos instantes iniciais, sem
uma grande variacao entre os resultados. Isso indica que o termo exponencial ameniza a

difusao acelerada que a Mittag-Leffler proporciona nos instantes iniciais.

Avancando agora para t = 0.15, percebemos uma mudanca significativa, ja que a
solugdo tera se aproximado bastante do estado de equilibrio para os valores de r; diferentes
de 1, mesmo quando r; = 0.8, o que pode ser visto na figura 11. Isso ocorre pois o
decaimento exponencial se sobrepoe em relacao ao efeito de cauda pesada da Mittag-
Leffler, fazendo com que o processo de difusao nao se estenda por tanto tempo. Essa é
uma vantagem dessa formulacao do modelo, pois os processos de difusao normalmente nao

ocorrem de forma tao lenta como no caso de Caputo.

Obtivemos também a solugdo numérica do problema. Como o modelo varia entre o
caso classico e a formulacao de Caputo, comparamos o erro ao variar o valor de r; com «
fixo. Na tabela 4 apresentamos o erro relativo entre as solugoes para diferentes valores de
At e de ri, mantendo fixo Az = 0.025 e = 0.9, olhando para a solu¢ao em z € [0, 1],
t € [0,1].

O erro relativo se manteve em uma faixa préxima de 1072 nos dois casos, e diminui
quando At diminui, o que indica que os métodos utilizados nos dao boas aproximacoes

para a solucao.
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— Figura 10 - Solucao analitica u(z,t) da formulacao de
*D* em t = 0.001, com a = 0.6.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

— Figura 11 - Solucao analitica u(z,t) da formulacao de
*D* em t = 0.15, com a = 0.6.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

4.2 MODELO DE DIFUSAO DE OXIGENIO

O modelo de difusao de oxigénio foi proposto em 1972 no artigo (6), e desde entao
varios trabalhos sobre esse modelo foram publicados. Alguns tém como proposta obter
solugoes analiticas aproximadas fazendo suposi¢oes sobre o comportamento da fronteira

moével nos instantes iniciais, como (2). Outros buscam métodos numéricos para resolver o
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Tabela 4 — Erro relativo da solu¢ao numérica da formulacao de *D®.

At\« 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2.0 x 1072 | 3.845 x 1073 | 4.519 x 1073 | 4.577 x 1073 | 3.873 x 1073 | 8.702 x 10~*
1.0 x 1073 | 3.060 x 1073 | 3.961 x 1073 | 4.221 x 1072 | 3.710 x 1072 | 4.257 x 10~
5.0 x 1074 [ 2.705 x 1073 | 3.724 x 1073 | 4.087 x 1073 | 3.674 x 1073 | 2.382 x 10~*
2.5 x 1074 [ 2.544 x 1073 | 3.621 x 1073 | 4.036 x 1073 | 3.671 x 1073 | 1.473 x 10~*

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

problema, como a utiliza¢ao da formulagdo em complementaridade nos trabalhos (15) e
(8). No artigo (11) verificaram propriedades da solugao utilizando métodos integrais. Em
(14), buscou-se uma formulacao do modelo utilizando ferramentas do célculo fracionério,

porém com um maior foco na solucao da equacao sem as informagoes da fronteira movel.

Neste trabalho, apresentaremos duas formulagoes fracionarias do modelo, utilizando
a derivada de Caputo e o operador *D%, com o objetivo de avaliar o comportamento da
solucdo da equacdo e da fronteira movel, verificando quais propriedades serdo mantidas.
Para isso, faremos um estudo numérico dos modelos e uma analise qualitativa dos resultados
obtidos. Comegaremos com a dedugao do modelo classico e de suas principais propriedades,

que tentaremos generalizar para o caso fracionario.

4.2.1 Modelo classico

O modelo tem como objetivo representar a difusao de oxigénio em tecidos ab-
sorventes, ou seja, como o oxigénio ird se espalhar por um meio enquanto é absorvido
pelas células do tecido. Separamos este processo em duas etapas, sendo que na primeira
buscaremos um estado estacionario da distribuicao do oxigénio, e na segunda teremos que
resolver uma EDP com um dominio nao regular, determinado pela fronteira mével. No
problema, consideramos que o tecido sobre o qual o oxigénio se encontra é unidimensional,
e seréd representado pelo conjunto dos reais nao negativos. A fun¢ao C'(X,T') representa a

concentragao de oxigénio no ponto X no instante 7', e devera satisfazer a seguinte equacao:

9C(X,T)
oT

92C(X,T)
=p — 0,

0X?

(4.22)

onde p é uma constante de difusdo e o é a taxa com que o oxigénio ¢ absorvido pelas

células.

Na primeira etapa, o oxigénio estd sendo injetado no tecido por uma de suas
extremidades, de forma que a concentracao no ponto X = 0 seja constante e igual a
C(0,T) = Cy. Isso faz com que o oxigénio se espalhe pelo interior do tecido ao mesmo tempo
em que ¢é absorvido pelas células. Essa situacao ocorre até que um estado estacionério seja
atingido, ou seja, Cr(X,T) = 0. Nesse estado, o oxigénio terd avancado no interior do

tecido até um ponto X = L, de forma que a concentracao e a variacdo da quantidade de
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oxigénio sejam nulas a partir desse ponto, ou seja, C(X,T) =0 e Cx(X,T) = 0 para todo

X > L. A solugao do estado estacionario satisfaz a equacao:

0?°C(X,T)
com as seguintes condicoes de contorno:
C(0,T)=0, C(L,T)=0, Cx(L,T)=0. (4.24)

Com isso, podemos determinar a distribuicdo estacionaria e o ponto L, dados por:

o QPO()
— (X — L)? L= . 4.2
3, XD e . (4.25)

O(X,T) =

A segunda etapa ocorre apds a concentracao atingir o estado de equilibrio. A partir
do instante T' = 0 a extremidade X = 0 ¢é selada, impedindo a passagem de oxigénio
nesse ponto, o que significa C'x(0,7) = 0 para T' > 0. Com isso, a quantidade de oxigénio
presente no meio irda diminuir, fazendo com que o ponto que delimita a presenca de oxigénio
retroceda em dire¢do ao ponto X = 0. Para cada tempo T, denotaremos esse ponto por
S(T), o que define uma fungdo S chamada de fronteira mével. Pela definigao, temos
que S(0) = L. Como nao existe passagem de oxigénio a partir desse ponto, segue que
C(X,T)=0eCx(X,T) = 0paratodo X > S(T). Essa etapa continua até a concentragao
se anular em todo o meio, o que acontece no instante 7' = T™. Dessa forma, a solucao do

problema consiste em determinar as fungoes C(X,T") e S(T') que satisfazem:

9C(X,T)  8*C(X,T)

o P axz O (4.26)
com condigoes de contorno:
e condicao inicial:
C(X,0) = 21<X — L), (4.28)
p

com T € [0,7*], X € [0,S(T)], S(0) = L e S(T*) = 0.

Podemos obter o modelo sem os pardametros Cy, p e o, fazendo a seguinte mudanca

de variaveis:

1 p p L? 1 L?

Desta forma, temos a equacao:

dc(x,t)  0c(x,t)
ot Ox?

—1, (4.30)
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com condigoes de contorno:
c(0,8) =0, c(s(t),t) =0, cu(s(t),t)=0, 0<t<tY (4.31)
com s(0) =1 e s(t*) =0, e condigao inicial:

1
c(x,0) = 5(:5—1)2, 0<z<1. (4.32)

A equacao do modelo é muito parecida com a equacao do calor, sendo o termo
constante igual a —1 a unica diferenca entre os dois. Porém agora o dominio do problema
¢ mais complexo, pois depende da curva desconhecida (s(t),t). Por conta disso, obter
uma solucao analitica do problema seria muito complicado. Veremos entdao algumas
propriedades que podem ser obtidas a partir do modelo e que serao tteis para a resolucao
numérica do modelo, e depois tentaremos entendé-las para o caso fracionario. Podemos

integrar a equacao (4.30) na variavel espacial, obtendo:

s(t) s(t) 2 s(t)
/ Jc(x,t) dr — / 0 c(:v,t)dx _/ L
0 0 0

ot Ox?
s(t) Oc(x, t) Jc(z,t) w=st)
= %Y - 4.
| e = = s (4.33)
st de(x,t) ,
/0 5 dx = —s(t), t>0.

Esta expressao nos da uma féormula para obter a fronteira mével numericamente,
pois apesar de s(t) também aparecer no limite de integragéo, sabemos que a concentracao
deve ser nula em todos os pontos apos a fronteira movel, e consequentemente sua derivada
também sera nula. Portanto, basta deixarmos os limites de integracao fixos ao longo do
tempo. Outra propriedade importante do modelo, relacionada ao balanco de massa, pode
ser obtida a partir de (4.33). Utilizando a regra de Leibniz e integrando a expressao na

variavel temporal, obtemos:

s(t) = —gt < / 0 c(:z;,t)dx)

t* t* 0 s(t)
/0 s(t)dt = —/0 5% (/0 c(m,t)dx) dt
t* s(t*) s5(0)
/ s(t)dt = — / c(z, t*)dz + / c(z,0)dx (4.34)
0 0 0
1

/Ot* s(t)dt = /01 c(z,0)dr = .

Esse resultado pode ser interpretado da seguinte maneira: no instante t = 0, a
quantidade total de oxigénio ¢ de %, e como a taxa de absor¢ao de oxigénio ¢ igual a uma
unidade por instante de tempo (apds a adimensionaliza¢ao), segue que a razao entre a

quantidade inicial de oxigénio e a area da regiao onde ele foi absorvido é 1, ou seja, todo o
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oxigénio presente no tecido foi absorvido. Esta propriedade também é interessante para

verificar se a solugdo numérica estd se aproximando do valor esperado.

Uma maneira mais direta de obter uma aproximacao para a fronteira movel é
utilizando a férmula de Taylor em um ponto proximo da fronteira moével. Para isso,
derivamos a condicao de contorno c(s(t),t) = 0, obtendo que ¢;(s(t),t) = 0, donde, pela
equagao (4.30), temos ¢, (s(t),t) = 1. Como o polinémio de Taylor de ¢(x,t) em torno do

ponto s(t) é dado por:

N Jc(s(t),t) 10%¢(s(t),t) 5
c(x,t) =~ c(s(t),t) + T(w —s(t)) + §T(a: —s(t))7, (4.35)

podemos simplificar a expressao utilizando as condi¢oes de contorno, isolando s(t) para

s(t) = o+ /2¢(x, 1), (4.36)

onde utilizamos o sinal positivo pois tomamos = < s(t). Com isso, obtemos uma férmula

obter:

para encontrar uma aproximagao de s(t) em cada ¢, desde que x esteja suficientemente

proximo da fronteira movel.

Na figura 12 estd representado o dominio Q = {(z,t) € R%,0 <t <t*,0 < z < s(t)}
do problema, onde utilizamos a curva (s(t),t) obtida numericamente. Apesar de nao
conhecermos a expressao analitica para s(t), podemos verificar que o resultado obtido se
aproxima da solugao verificando se ela satisfaz as propriedades (4.33) e (4.34), o que de

fato ocorre.

— Figura 12 - Dominio {2 do problema.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Apesar de possuir um dominio com uma geometria complicada, o problema pode

ser reescrito em uma formulacao que utiliza um dominio retangular. Para isso, utilizamos
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as propriedades fisicas do modelo. Sabemos que a fronteira moével delimita a presenca de
oxigénio, entdo teremos c(x,t) > 0 em €, e ¢(x,t) = 0 quando = > s(t). Além disso, a
&gﬁ’t) - 6259(5;"5) +1 =0, e fora dele as derivadas

Oclwt) _ Pelet) 4 | — 1 % (). Desta forma,

equagao (4.30) é satisfeita em €2, ou seja,

da funcao c¢(z,t) serdo todas nulas e teremos

ot Ox2
para 0 < x <1et >0, teremos:
(1) > 0,
dc(z,t)  O%c(x,t)
— 1>0 4.37
ot gz 7 (4:37)
dc(z,t)  *c(z,t)
— 1 t)=0.
5 97 + 1| ¢(z,t) =0

Esse é conhecido como um problema de complementaridade, e esta definido em
um dominio retangular, o que faz com que o tratamento numérico seja mais simples. A
equivaléncia entre as duas formulagoes apresentadas para o modelo pode ser encontrada
em (1). Nos trabalhos (5) e (15), a escrita em complementaridade é utilizada para resolver

o problema numericamente através do algoritmo FDA-NCP, descrito no trabalho (8).

Neste trabalho, usamos a complementaridade e o algoritmo FDA-NCP para obter os
resultados numéricos do modelo de difusao de oxigénio, e também para as suas formulac¢oes
fracionarias que serdao apresentadas. Para o caso classico, exibimos na figura 13 o grafico

da solugdo c(z,t) obtida numericamente, restrita ao dominio €2.

— Figura 13 - Gréfico da solugdo c¢(x,t) do caso classico.

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Podemos perceber que a condicao inicial é satisfeita em ¢t = 0, e entdo a quantidade
de oxigénio diminui devido ao processo de absorcao sendo realizado pelas células do tecido.

Aproximadamente no instante ¢ = 0.05, a fronteira mével comeca a retroceder em direcao
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ao ponto x = 0 (o que também pode ser visto na figura 12), e entdo a concentragao se

anula em todo o meio em um instante préoximo de t = 0.2.

Com isso, vimos a apresentacao do modelo de difusao de oxigénio em tecidos
absorventes e as suas principais caracteristicas presentes na literatura. Queremos agora
estudar formulacoes fracionarias desse modelo, verificando as propriedades fisicas que serao
mantidas, o que acontece com a solugao e também o que ocorre com a fronteira mével do

problema.

4.2.2 Formulagoes fracionarias

Neste secao apresentaremos discussoes sobre as formulagoes do modelo utilizando
a derivada de Caputo e o operador *D?®. Os resultados que serao apresentados foram
obtidos numericamente utilizando os métodos de discretizagao apresentados neste texto,
os quais verificamos por meio dos exemplos vistos neste capitulo, onde resolvemos EDP’s
semelhantes as que serao trabalhadas agora. Um estudo mais aprofundado sobre esses
métodos pode ser encontrado em (7). Além disso, utilizamos a formulagao de um problema
de complementaridade, como em (5) e (15), com a aplicacdo do algoritmo FDA-NCP,
descrito em (8). As formulagoes aqui apresentadas sao descritas com mais detalhes nos
trabalhos (10) e (18), que foram produzidos durante a pesquisa desses modelos e foram

apresentados em eventos.

Nosso estudo foi focado na segunda etapa do problema, sem alterar a condig¢ao
inicial do problema. Inicialmente, avaliamos a formulagao do modelo com a derivada
de Caputo, onde apenas substituimos a derivada na variavel temporal pela derivada de
Caputo de ordem « na equacao adimensionalizada, obtendo o modelo:

0%c(x,t)

“Dfle(x,t)] = o2 b (4.38)

mantendo as condi¢oes de contorno e a condicdo inicial. Porém, como a fronteira movel
também faz parte da solucao do problema, ela irda depender do valor de a. Por conta disso,
utilizaremos a notagao s,(t) para indicar a fronteira mével do problema com derivada de

ordem o.

E evidente que a manipulacao das equagoes e fungoes se torna mais complicada
neste caso, ja que lidar com uma derivada fracionaria requer mais cuidados do que a
derivada classica. Porém, ainda podemos obter algumas aproximacoes analogas ao do caso

classico. Integrando a equacao (4.38) na varidvel espacial, obtemos:

s(t) s(t) 92
[ eDpiete e = [ EAT0

s(t)
— [ 1de = —s(t).
; ; 92 dx /0 dx s(t)

J& no caso do polinémio de Taylor, ndo teremos a garantia que ¢;;(s4(t),t) = 1,
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porém ainda podemos obter:

2¢(x,t)

1+ CDc(sa(t),£)] (4.39)

Sa(t) %a:+$

Apesar de serem aproximacoes mais dificeis de se obter numericamente, elas nos
apresentaram bons resultados quando comparamos as duas férmulas e a solugao c(z,t).
Com isso, pudemos obter s,(t), para diversos valores de «, o que estd apresentado na
figura 14. Podemos entao destacar a principal caracteristica dessa formulacao: a fronteira
movel retrocede de forma mais rapida quando diminuimos o valor de «. Isso fica nitido

quando comparamos com o caso « = 1, que também esta representado na figura 12.

— Figura 14 - Curvas (s,(t),t) para diferentes valores de a.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Matematicamente, isto significa que a area abaixo da fronteira moével estd dimi-
nuindo quando alteramos a ordem « da derivada, deixando de ser igual a % €OmMO NO caso
classico. Porém, este valor tinha uma interpretacao fisica: todo o oxigénio que estava
no tecido no instante inicial foi absorvido a uma taxa igual a —1, o que representava o
balanco de massa da equacao. Para entender o que ocorreu, primeiro percebemos que a
equacao:

(“Doy) (1) = -1, (4.40)

aparece de forma implicita na equagao (4.38), j4 que podemos escrever:

c(x,t) = w(x,t) + y(t). (4.41)
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Como discutido anteriormente na equagao (3.24), a solucao de (4.40) é o caso

particular da solucao (3.27) quando u = 0, e é dada por y(t) = _r(fijﬂ) + y(0). Podemos

considerar y(0) = 0 definindo w(z,0) = ¢(x,0). Desta forma, a fun¢do w(z,t) satisfaz:
CDw(x, )] = “Df e, )] = (OD) (1) = Conlw,t) = 1+ 1= wya(w,t),  (442)

que ¢é a equacao da formulagdo de Caputo do modelo de difusdo de oxigénio. Além disso,
podemos ainda obter que w,(0,t) = ¢, (0,t) = 0 e wy(s4(t),t) = cz(sa(t),t) = 0, ou seja, a
derivadas em x de w(z,t) se anulam em = = 0 e & = s,(¢), indicando que nao héa fluxo de
oxigénio nessas regides. Concluimos entao que:

e

c(z,t) = w(x,t) — m,

(4.43)

onde w(z,t) satisfaz a equacao de difusao de calor fraciondria, com condigoes de contorno
que dependem da fronteira mével. Desta forma, percebemos que a taxa de absorcao do
oxigénio foi alterada quando substituimos a derivada classica, pois ¢;(z,t) = wy(x,t) — 1

a—1 N N
quando o = 1, mas ¢;(z,t) = wy(x,t) — tr(T) quando « # 1. Isso faz com que o oxigénio seja
absorvido mais rapidamente e, consequentemente, sua concentracao se anule em menos

tempo.

Na figura 15 exibimos o grafico da fungao c(x,t) nos tempos t = 0, t = 0.02,

t=0.04,¢t=006¢t=008et=01paraa=09ea=0.7.

— Figura 15 - Gréfico de ¢(x,t) em tempos especificos para o« = 0.9 e a« = 0.7.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

A concentragdo no caso @ = 0.7 é menor do que no caso a = 0.9 em cada tempo, o
que é uma consequéncia do fato do oxigénio estar sendo absorvido de forma mais réapida.
Além disso, também fica claro que a derivada na variavel x se anula em z = 0 e também

)

sobre a fronteira maével, independentemente do valor de «.

Ja na figura 16 temos o grafico da fungdo c¢(z,t) para a = 0.8 e & = 0.6 no

dominio retangular da complementaridade. Por conta disso, a concentracao ¢ nula nos
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pontos & > s,(t). Comparando com a figura 13, que representa a solugao do caso cldssico,

percebemos o que significa o consumo acelerado de oxigénio visualmente.

— Figura 16 - Gréfico de ¢(z,t) para « = 0.8 e @ = 0.6.

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Os resultados obtidos mostram que a formulacdo com a derivada de Caputo possui
propriedades interessantes, mas também altera caracteristicas importantes do modelo.
Além disso, quando « se aproxima de zero, vemos que a absor¢ao de oxigénio ocorre de

maneira quase instantanea, o que nao faz sentido do ponto de vista fisico do modelo.

Por conta disso, buscamos uma nova formulacao fracionaria do modelo, sem apenas
trocar as derivadas. Para isso, utilizaremos o operador *D®. A proposta entao é estudar a
equagao:
dc(z,t) 0%c(x,t)
ot 0x?

mantendo as condi¢oes de contorno e a condic¢do inicial. Analogamente ao caso anterior,

= *D —1, (4.44)

podemos escrever a fungdo ¢(x,t) como a soma das fungdes w(zx,t) e t, com:

Ow(z,t)
Ox?

ow(x,t)

— *Da
ot t

(4.45)

Desta forma, teremos ¢;(x,t) = wy(x,t) — 1, o que indica que a taxa de absorgao
é mantida constante mesmo ao variar os parametros a e r;. Com isso, evitamos uma
situagao extrema como a absor¢ao instantanea que aparecia com a derivada de Caputo.
Outro aspecto importante é a velocidade com que a difusao ira ocorrer. Como agora
o processo de absorc¢ao nao é afetado, poderemos avaliar a relacdo entre a absorcao do
oxigénio e a sua difusdo, que se dard de forma acelerada nos instantes iniciais pelo que foi

visto no modelo de difusdo de calor.

Na figura 17 temos o caso em que a = 0.8 e r; = 0.6, mostrando o grafico da

concentragao ¢(z,t) em tempos especificos. Podemos notar que ocorre um aumento na
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concentracao proximo de x = 1 nos instantes iniciais, pois o oxigénio esta se espalhando

pelo tecido mais rapidamente do que é absorvido.

— Figura 17 - Gréfico de ¢(x,t) em tempos especificos
para a = 0.8 e 7 = 0.6.
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Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

Além disso, a concentragao nao diminui tao rapidamente quanto no caso de Caputo,
ja que agora a taxa de absor¢ao é mantida constante e igual a —1. Dessa forma, a area
abaixo da fronteira moével é mantida proxima do valor esperado, o que indica que o balanco
de massa da equacgao deve ser mantido nesse caso. Na figura 18 temos o grafico da fungao
c(x,t) para a = 0.8 e r; = 0.6, onde podemos ver que o comportamento da solugao é

visualmente parecido com o do caso classico.

Neste modelo, quando variamos os parametros « e r; ainda obtemos resultados
parecidos, pois apenas adicionamos um certo peso que depende das informagoes nos tempos
anteriores, sem que as principais caracteristicas do modelo fossem afetadas. Os principais
efeitos observados sdo o espalhamento do oxigénio pelo tecido e que o dominio do problema

continua com uma area préxima a do caso classico.

O tratamento de forma analitica do modelo é mais complicado, pois precisamos
considerar uma derivada fracionaria com peso exponencial, o que nao é uma tarefa facil.
Por conta disso, ndo conseguimos uma boa maneira de expressar a fronteira mével para
obté-la numericamente, podendo apenas percebé-la visualmente através da solugao c(x,t).
Também nao podemos afirmar se a area abaixo da fronteira maével é exatamente é, pois

nos baseamos apenas nos resultados numéricos.

No entanto, os resultados aqui apresentados mostram que a formulagao do problema

com o operador D é promissora e possui boas propriedades, tornando-a interessante para
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— Figura 18 - Gréfico de ¢(z,t) para a = 0.8 e r; = 0.6.

Fonte: Elaborada pelo autor. (2025).

uma pesquisa mais aprofundada, assim como a aplicacdo do operador em outros modelos.

Destacamos que os resultados apresentados nesse capitulo servem para mostrar
exemplos de como é a modelagem fracionaria, evidenciar que certos cuidados devem ser
tomados e também discutir sobre o que é perdido ou acrescentado nos modelos ao utilizar
as ferramentas do calculo fracionario. Todos esses aspectos foram importantes durante a
pesquisa e essas questoes levaram a produgao dos trabalhos (9), (10), (16), (17) e (18),
onde temos as construgoes das ideias que foram desenvolvidas neste texto e uma avaliagao

mais detalhada sobre os modelos aqui apresentados.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, exploramos o uso do calculo fracionario como ferramenta para
generalizar operadores classicos, com destaque para suas motivagoes fisicas e implicagoes
em modelagens mais realistas de sistemas com meméria. Discutimos diversas defini¢oes de
derivadas fraciondrias, suas propriedades e aplicagoes, com especial atencao a funcao de

Mittag-Leffler, que desempenha papel central em modelos fracionarios.

Os estudos apresentados neste trabalho tem como objetivo fundamentar a teoria
necessaria para trabalhar com a modelagem fracionaria. Para isso, revisamos os conceitos
do céalculo fracionario que foram necessarios para definir os modelos propostos. Isto nos
permitiu estudar assuntos que nao sao vistos durante a graduagao, como as fungoes especiais,
os operadores fracionarios e também o tratamento numérico da resolucao de equagoes
diferenciais. Ao mesmo tempo, vimos algumas situacoes nas quais os conhecimentos obtidos
durante um curso de matematica podem ser aplicados em problemas classicos, como os

conhecimentos que sao adquiridos nas disciplinas de anélise e de equacoes diferenciais.

Em particular, a pesquisa sobre o modelo de difusao de oxigénio em tecidos
absorventes nos forneceu resultados interessantes relacionadas a modelagem fracionaria,
que ¢ um tema que vem ganhando destaque atualmente. Esse estudo levou a producao de
trabalhos que foram apresentados em eventos da matematica, o que também contribuiu
para a construcao das ideias do texto. Além disso, a avaliacdo de um caso mais simples,
dado pelo modelo de difusdo de calor, permitiu a aplicacdo de técnicas analiticas para
resolugao dos problemas e a avaliagdo do comportamento da solucao, auxiliando na

interpretacao do modelo mais complexo.

A aplicacao do calculo fracionario nos modelos apresentados permitiu que conhe-
céssemos caracteristicas importantes da modelagem fracionaria, como a interpretacao do
efeito memoria, a perda de propriedades fisicas e a possibilidade de novos resultados. Além
disso, os resultados obtidos, tanto analiticos quanto numéricos, mostraram que certos
cuidados devem ser tomados ao construir uma nova equagao fracionaria. Por conta disso,
definimos uma formulagdo do problema com um operador obtido de forma construtiva, o
que nos deu resultados que mantiveram propriedades importantes do modelo, mostrando

que a modelagem fracionaria pode fornecer bons resultados.

Com isso, pretendemos prosseguir pesquisando sobre as propriedades das formu-
lacoes apresentadas, buscando confirmar analiticamente as propriedades dos modelos
fracionarios, e desenvolver as técnicas numéricas empregadas na resolu¢ao do modelo.
Além disso, a perspectiva para a aplicagdo dessa nova técnica de modelagem fracionaria
em equagodes mais complexas e sistemas se torna promissora, abrindo a possibilidade de

estudar diversos modelos a partir do ponto de vista do calculo fracionario.
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