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RESUMO

Neste trabalho sera introduzido o calculo fracionério, algumas de suas ferramentas
necessarias para o seu desenvolvimento e aplica¢cdoes a modelos matematicos . Para isto
sera feito uma breve introducao do surgimento do calculo fracionario, sera apresentado
as fungoes Beta, Gama e a fun¢do primordial do calculo fracionério, a fun¢ao de Mittag-
Leffler. Dentro do céalculo fracionario possuimos diversas derivadas fracionarias, deste
modo serd definido a integral de Riemann-Liouville, e assim, as derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville e Caputo, e por ultimo afim de aplicar o calculo fracionario em
modelos matematicos, sera apresentado um modelo de dindmica de populagao marinha
(PDPM), o modelo do oscilador harmonico sem amortecimento e o modelo da Equagao de

Ambartzumian.

Palavras-chave: Calculo fracionario. Fun¢ao de Mittag-Leffler. Modelos Matemati-

COS.



ABSTRACT

In this work, fractional calculation will be introduced, some of its tools and necessary
tools for its development and applications to mathematical models. To do this, a brief
introduction will be made to the emergence of fractional calculus, the Beta, Gamma
functions and the primordial function of fractional calculus, the Mittag-Leffler function,
will be presented. Within the fractional calculation we have several fractional derivatives,
in this way the Riemann-Liouville integral will be defined, and thus, the Riemann-Liouville
and Caputo fractional derivatives, and finally in order to apply the fractional calculation in
mathematical models, a model will be presented of marine population dynamics (PDPM),

the undamped harmonic oscillator model and the Ambartzumian Equation model.

Keywords: Fractional calculation. Mittag-Leffler function. Mathematical Models
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1 INTRODUCAO

O célculo com ordem nao inteira, mais conhecido como calculo fracionario, tem
como suposto surgimento em 1695 com um questionamento feito em uma correspondéncia
pelo matematico Leibniz enderecada a L’Hospital, onde questionou qual seria o significado
de D"y = d"y/dx™ quando n fosse igual a 0,5, em sua resposta Liebniz afirmou: "D%° =
rvdx : x. Este é um aparente paradoxo do qual um dia importantes aplicagoes serao
obtidas", a partir desta resposta de Leibniz, o calculo fracionario comecou a se desenvolver
com a contribuicao de grandes matematicos como Abel, Caputo, Euler, Fourier, Heaviside,

Lagrange, Laplace, Liouville entre outros.

O estudo do célculo fracionario é de extrema importancia para a area académica e
pratica, pelo seu formalismo matematico e o uso de diversas ferramentas matematicas,
que possuem propriedades de carater local, assim como também um surgimento de efeito

memoria para modelos matematicos.

Ao trabalhar com o calculo fracionario podem surgir algumas dificuldades por nao
possuir todas as defini¢des equivalentes ao calculo convencional, como também nao possuir
uma interpretacio fisica e nem geométrica. E necesséria a utilizacio de funcées especiais
que requerem um conhecimento prévio, como a fungao Gama (2.1) que pode ser vista como
uma generalizacao da fungao fatorial, ou a fun¢ao de Mittag-Leffler (2.3) que é uma das
funcodes mais importantes do célculo de ordem nao-inteira e é a generalizacao da funcao

exponencial.

Neste trabalho iremos fazer uma breve descricao do calculo fracionario e algumas
de suas aplicagoes em modelos matematicos. Para uma leitura mais completa e profunda,
ver (15) e (17).

No segundo capitulo, iremos introduzir o leitor a algumas ferramentas matematicas
que serao de extrema importancia no céalculo fracionario, e também para as aplicagoes
em modelos mateméticos. Apresentaremos a fun¢do Gamma (2.1) e a fungdo Beta (2.2),
introduziremos a func¢ao fatorial (2.1) e a transformada de Laplace (2.4) para estudantes
que ainda nao tenham familiaridade com estas funcoes, e por fim, apresentaremos uma

das fungoes mais importantes do célculo fracionario, a fungao de Mittag-Leffler (2.3).

No terceiro capitulo, iremos introduzir o calculo fracionario a partir da integral
fracionaria de Riemann-Liouville. Por meio dela, serda possivel definirmos as derivadas
fracionarias. Também serao apresentados alguns exemplos e propriedades da mesma. Deste
modo, a Derivada fracionaria segundo Caputo (3.4) e apresentar a Derivada fracionaria
segundo Riemann-Liouville (3.3). Por fim, definiremos outras derivadas fracionarias que

nao serao o foco do trabalho.

O quarto capitulo ¢ dedicado aos modelos matematicos, que foram modelados a

partir das ferramentas matemaéticas descritas no capitulo 2 e 3. O primeiro modelo (4.1)
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¢ um modelo de dindmica de populagao marinha (PDPM) estruturado em dois estagios.
Primeiramente, resolvemos o modelo sem o uso da derivada fracionaria e depois resolvemos o
mesmo modelo utilizando a derivada fracionaria segundo Caputo (3.4), e assim comparamos
como se comportou cada solugao e suas principais diferengas. O segundo modelo (4.2) de um
oscilador harmoénico sem amortecimento utilizando derivadas fracionarias segundo Caputo
(3.4), que serd comparado com o modelo do oscilador harmonico com amortecimento. O
ultimo modelo (4.3) foi idealizado nos anos 1940 por Ambartzumian e Gordeladse,e descrito
matematicamente por Chandrasekhar e Munch onde utilizam um modelo estatistico para
inferir as propriedades de nuvens interestelares com base nas flutuagoes no brilho, em
especial da Via Lactea, obtendo uma equacao diferencial que é conhecida como equacao
de Ambartzumian. Resolveremos o modelo através de uma série de Dirichlet Generalizada

por meio da funcao de Mittag-Leffler.

Por fim, no quinto capitulo, concluimos a importancia do célculo fracionério e suas

diversas aplicagoes, e possibilidades a serem exploradas.
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2 FERRAMENTAS MATEMATICAS

Neste capitulo iremos, introduzir algumas ferramentas matematicas que serao
necessarias para o calculo fracionario: a funcao de Euler de primeira e segunda espécie
(fungdo Gama e fungao Beta), ver mais em (15), a fungdo de Mittag-Leffler e seus casos
particulares,ver mais em (5), e por fim, a transformada de Laplace e a transformada de
Mellin, ver em(15).

2.1 Funcao Gama

A funcao Gama, também chamada de funcao de Euler de segunda espécie, é uma
generalizacao da funcao fatorial (2.1), onde substituiremos n por z. Ha outras definigoes da
funcao Gama propostas por Gauss e Weierstrass, que sao equivalentes, mas neste trabalho

sera apresentada somente a definicao proposta por Euler.

Definicao 1. Seja n € N. n! denota o fatorial, dado pela integral impropria:

/ e 't"dt = nl. (2.1)
0

Definicao 2. Seja z = x + iy, com z,y € R, temos que x,y > 0. A funcio Gama,
denotada por T'(z), € definida por:

I'(z) = /OOO e "7 dt. (2.2)

Uma das principais propriedades da funcao Gama sao as seguintes relacoes de

recorréncia, a prova pode ser encontrada no primeiro capitulo de (15):

[(z+1) =2I'(2); (2.3)
Fn+1)=n!, VYneN; (2.4)
L)1 —2) = sen(mz) (2.5)

1
Tomando (2.5) quando z = > temos o seguinte resultado:

T 1

PGP = =7 = T(;) = Vr. (26)
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— Figura 1 - Funcao Gama

Fonte: Elaborada pelo autor(2023).

2.2 Funcao Beta

A funcao Beta, também chamada de funcao de Euler de primeira espécie, apresenta

significativa relevancia no Calculo Fracionario.

Definicdo 3. A funcao Beta denotada por B(z,£), sendo x,y > 0 com z = x + iy e
n, >0 com&=n+1iu para x,y,n, 1 € R, a partir da integral impropria

B(6)= | (1 ), (2.7)

Considerando o produto de duas fun¢des Gama e utilizando as coordenadas polares
no plano, pode-se mostrar a importante relacdo entre as funcoes Beta e gama, para ver
mais detalhado, ver (15)

B(,2) = D) (2.8)

2.3 Fungao de Mittag-LefHer

A funcao de Mittag-Leffler é uma das mais importantes e comuns fungoes relacio-
nadas ao calculo de ordem nao inteira e foi introduzida em 1903 pelo matemaéatico sueco

Magnus Gosta Mittag-Leffler. Ela tem um papel equivalente na resolucao de equagoes
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diferenciais fracionarias lineares ao que a funcao exponencial tem as equagoes diferenciais

de ordem inteira.

A funcao de Mittag-Leffler pode ser definida da seguinte forma:s:

Definigao 4. Sejam z,a € C, com Re(a) > 0,a fungio de Mittag-Leffler, denotada por

E.(z) € uma fungio complexa dada por:

00 Zk
Eo(z) = kz:% e (2.9)

Um dos primeiros resultados obtidos apés a introducgao da funcao de Mittag-Leffler
foi feito por Wiman, que usou o método da soma de Borel de séries divergentes (que
Borel aplicou ao caso especial da fungao de Mittag-Leffler para o = 1), e apresentou uma
nova prova de representagao assintotica de F,(z) em diferentes dominios, obtida para
valores racionais positivos de um parametro. Isso também era véalido para a funcao de

Mittag-Leffler de dois pardmetros E, g(z).

Em particular, se tomamos o = 1 temos que a funcao de Mittag-Leffler é a fun¢ao
exponencial (2.10), assim a funcao de Mittag-Leffler é interpretada como uma generalizacao

da fun¢ao exponencial:

00 Zk 00 Zk

El(z)zgngazez. (2.10)

Além da classica fungao de Mittag-Leffler de um parametro, existem generalizagoes
das funcoes de Mittag-Leffler envolvendo mais parametros e de variaveis independentes.
A seguir serd apresentada a funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros, generalizada
por Agarwal 50 anos apos a introducao da fungao de Mittag-Leffler. Ela sera o foco do
nosso trabalho devido & sua ampla area de aplicacdo no estudo de equagoes diferenciais
fracionarias. Apresentaremos também a funcao de Mittag-Leffler de trés pardmetros,

introduzida em 1971 por Prabhakar, que é comumente chamada de fungao de Prabhakar .

Definigao 5. (Funcgao de Mittag-Leffler de dois parametros)

Sejam z € C e os parametros a, 3 € C, com x,y > 0. Definimos a funcao de

Mittag-Leffler com dois parametros, denotada por E, g(z), pela expressio

[e.9] n

Fasl(5) = 3w

> Fan i ) (2.11)

Note que a fun¢ao de Mittag-Leffle de um pardmetro (2.9) é um caso particular da

fungao de Mittag-Leffler com dois pardmetros (2.11), quando, 5 = 1.

Antes de definirmos a Funcao de Mittag-Leffler de trés parametros iremos definir o

simbolo de Pochhammer.
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Definicao 6. (Simbolo de Pochhammer.) Sejam k € N ep € R. O simbolo de Pochhammer
denotado por (p)g, definido como

L(p+k)
T(p)

Defini¢ao 7. Funcao de Mittag-Leffler de trés parametros(Fun¢io de Prabhakar)

(k= p(p+1)(p+2).(p+k — 1) = (2.12)

Sejam z € C e os parametros a, 3, p € C, com Re(a) > 0. Definimos a fung¢dao
de Mittag-Leffler de trés parametros, em que a funcao de Prabhakar é denotada por
05(2), (p)k sendo o simbolo de Pochhammer e E}, 5(z) a fungdo de Mittag-Leffler de trés

parametros.

o) = P (2) = 3 o O

> Flan 1 5 nl (2.13)

Note que a fungao de dois parametro da fun¢ao de Mittag-Leffle Eq(2.11), é um

caso particular da funcao de Mittag-Leffler com trés pardmetros Eq(2.13), isto é, p = 1.

Apresentaremos alguns casos especificos da funcao de Mittag-Leffler, quando to-

marmos z € C, satisfazem as seguintes relagoes:

Tomando a fungao de Mittag-Leffler em ¢t = 0,

N (1) L 0 0 B
Ea(0) = ,;) D(ak+1)  T(1) - F(a+1) * P(2a+1) =1 (2.14)

Tomando o = 1 na funcao de Mittag-Lefler de £z,

0o kzk
Ei(+2) = kz:% S(Eljzrl) = et (2.15)

Utilizando a fungao de Mittag-Leffler de dois parametros (2.11) temos alguns casos
particulares.

Tomando o = 2 e 3 = 1 na funcao de Mittag-Leffler de —2z:

9] o kZZk
E2,1(_Z2) — Z ( 1)

P INCE) = cos(z). (2.16)

Tomando o = 2 e 3 = 1 na funcao de Mittag-Leffler de 22:

Ey1(2%) = ’i F(ZZ—}-I) = cosh(z). (2.17)

Tomando o = 2 e 8 = 2 na funcio de Mittag-Leffler de —2z2:
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(=) (—1)*2%%  sen(x)

E — . 2.1
22(—2 2:: I'(2k + 2) sz+1 T (2.18)

Tomando o = 2 e 3 = 2 na funcao de Mittag-Leffler de 22:

> (2)%* e senh(x)

Pl =2 rop o) "X @h e ' (2.19)

T

Para maior aprofundamento das fungoes de Mittag-Leffler olhar em (5). Assim fica
demonstrado algumas caracteristicas e algumas defini¢oes importantes que serao utilizadas
para resolvermos os modelos matematicos que serao apresentados na secgdo de modelos

matematicos.

2.4 Transformada de Laplace

Nesta secao, iremos introduzir os conceitos da transformada de Laplace, pois o
conhecimento desta funcéo é de extrema importancia para trabalharmos com a funcao de

Mittag-Leffler. Para um estudo mais detalhado da Transformada de Laplace, veja (2).

A transformada de Laplace pode ser definida do seguinte modo.

Definicao 8. Sejam t € Ry. Definimos a transformada de Laplace de f(t), denotada por
Z[f](s) = F(s), pela integral

LUf](s) = F(s) = /O Tt (), (2.20)

sendo s = o 411, com 0,7 € R, o chamado parametro da transformada.

Assim como é necessario sabermos trabalhar com a transformada de Laplace,

precisamos conhecer sua transformada inversa, que pode ser definida como:

Definicao 9. Seja f uma fungio continua por partes de ordem exponencial definida para
t > 0. Suponha que exista uma constante real a > 0 tal que a integral [5° e™|f(t)|dt existe.
Seja Z|f(t)| = F(s) a transformada de Laplace de f. A transformada de Laplace inversa
de F(s) € dada pela integral para t > 0

L) = f(t) = —— / T et (s)ds. (2.21)

271 Ja—ioco

Sob certas condigoes, possivel identificar uma transformada de Laplace H(s) como

o produto de duas outras transformadas F(s) e G(s).

Teorema 1. Se F(s) = Z[f(t)] e G(s) = ZL[g(t)] existem para s > a > 0, entdo

H(s) = F(s)G(s) = Z[h(t)],¥s > a, (2.22)
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onde

h(t) = /0 " F(t— r)g(r)dr = /0 " F Vgt — 7)dr (2.23)

A fungao h é conhecida como a convolucao de f e g.

Utilizaremos a definicao 9 para trabalhar com a funcao de Mittag-Leffler, que
aparece como solucao particular de algumas equagoes diferenciais fracionarias, e utilizamos

transformadas integrais para resolvé-las. Demonstraremos o calculo com a funcao de dois

parametros:
[e%S) k 00
LUPE, 5(+at)} ta) / —stpektb-lgr —
{ ¢ ZO I( ak + B) ‘
(2.24)
B i (£a)* B @B
a o 5okt CsvFa

Em particular tomando 8 = 1, que como visto em (2.11), representa a fungao de

Mittag-Leffler de um pardmetro; temos:

Safl

(2.25)

L{E,1(£at*)} =

s“Ta

2.5 Transformada de Mellin

Defini¢ao 10. Sejam f(x) uma fung¢io em uma varidvel real definida no intervalo 0 <

x < 00 ep um numero complexo. Definindo a transformada de Mellin a partir da integral

A =Fp) = [~ fla)de, (2.26)

A F(p)]

f@) = [ e (2.27)

—100

Definido as ferramentas expressas na secao 2, podemos iniciar o estudo das derivadas
fracionarias, que serao necessarias para desenvolvermos tanto o calculo fracionario em si

como as suas aplicagoes a modelos mateméaticos no capitulo 4.
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3 DERIVADAS FRACIONARIAS

Este capitulo sera dedicado a apresentacao das derivadas fracionarias, com um foco
maior nas derivas de Riemann-Liouville e Caputo em intervalo finito. Serdo apresentadas
suas caracteristicas e alguns exemplos, porém antes serd necessario definir a integral
fracionaria de Riemann-Liouville. Por fim, apresentaremos outras derivadas fracionarias
de forma bem sucinta e direta. Caso o leitor deseje se aprofundar mais nestas derivadas

fracionarias, ler (15).

3.1 Notagao integral/derivada fracionéria

Antes de comecarmos a falar de derivadas e integrais fraciondrias, precisamos
estabelecer sua notagao. Na figura 2, esta representado a integral fracionaria, denotada
por J, e a derivada fracionaria, denotada por D. O tipo de derivada fracionéria a ser
usado sera representado pela sigla da derivada e estara localizada a esquerda superior do
operador fracionario. A ordem da derivada fraciondaria sera representada a direita superior
do operador fracionario. Nos limites de integragao estarao localizadas a direita inferior do

operador fracionario.

— Figura 2 - Notacao derivada/integral fracionéria

Tipo de derivada fracionaria A ordem da derivada A ordem da integral

'\I:| |:|/' I:I/'

[] []
\ \

(b-) Limite superior (b-) Limite superior
(a+) Limite inferior (a+) Limite inferior

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Serao exemplificados alguns casos a seguir, tomando o limite inferior igual a a™, a

ordem da derivada 0,5 e a variavel x:

Derivada fraciondria do tipo Riemann-Liouville (RL) — Z£D05

Derivada fraciondria do tipo Caputo (C) — ¢DY? (3.1)
Integral fracionaria de Riemann-Liouville —  LJ?
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Para facilitar a leitura, serao omitidas a variavel da integral fracionaria e a variavel
fracionaria. Quando estivermos no caso em que o limite inferior for a = 0, esta informacao

sera omitida para simplificar a notagao.Dessa forma
« « « « C Nna C Nna C Nna C Nna
t‘]a+:‘]a+ s t<]0+:<] s tDa+: Da* etD0+: D

3.2 Integral fracionaria de Riemann-Liouville

Diferente do calculo de ordem inteira, onde costumamos estudar primeiro sobre
derivadas e s posteriormente sobre integrais, no calculo fracionario a ordem foi estabelecida
de forma diferente. Primeiramente, iremos definir a integral fracionaria de Riemann-
Liouville e, posteriormente, iremos tratar da derivada fracionaria. Para um estudo mais

aprofundado das integrais fraciondrias ver (15) e (17).

Definigao 11. A integral fraciondria de Riemann-Liouville (intervalos finitos) de ordem

a € R de uma funcdo suficientemente boa f dada por,

e F0) = e [ =)
3.2
o ) (3:2)

T f0) = gy | FE =)

,t>0eJ%=1, sendo I o operador identidade.

Quando tomamos at = 0 podemos escrever a integral fraciondria (3.2), como um
produto de convolucao das fungoes f e ¢, sendo a funcao ¢, conhecida como a funcao de
Gel’fand-Shilov (3.4)

PO = g [ 10 =) = 0u0) ¢ 10), (33

Definicao 12 (Funcao de Gel’'fand-Shilov). Sejam n € N e v € R. Define-se a fungio de
Gel’fand Shilov como

tn—l v—1
— set>0 set >0
Pn(t) == (n—1)! , du(t) = § T'(v) (3.4)
0 set <0 0 set <0

Aplicaremos agora, a integral fracionaria de Riemann-Liouville nos casos polinomi-

ais, exemplificando sua utilizacao.

Proposicao 2 (Caso Polinomial). Se f € R com 8> 0 e Re(a) > 0, entdo
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(J2 (t — a)f ) (z) = =Ll (z — a)fto!

- D(B+a)
(3.5)
(U (b= 1) (a) = iy (b — )t
Vamos fazer um exemplo, quando tomarmos a+ = 0:
() (@) = — / (S do [t dt = wdu; ]
)= usando [t = ux,dt = xdu;| =
I'(a) Jo (z—t)tma ’ ’
1 .B-1,8-1 B 1 B—1 B—1(1 _ . \a—1
! / R jcdu: ! l; / “ 7du:x (1 = u) du= (3.6)
I'(a) Jo (2 —ux)i—@ ['(a)zt=>Jo (1 —wu)l-@ B(p, )
P B(ga) = LB L) avant

[(a) M(a+p8) I'(a) T(a+p)

3.3 DERIVADA FRACIONARIA DE RIEMANN-LIOUVILLE

Definido a integral de Riemann-Liouville (3.2) podemos definir agora a derivada

fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Definicao 13. Sejam o um numero real tal que o > 0 e m o menor inteiro maior ou
igual que o, assimm —1 < a < m. A derivada fraciondria seqgundo Riemann-Liouville de

uma fungao causal f € dada por:

REDf(t) = D™ J™f(t) = L pm /t _ 04 (3.7)

I'(m— «) o (t—7)e—mtl " '
A definicao da derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville estabelece que a
derivada de ordem fracionaria é a derivada de ordem inteira de uma determinada integral
de ordem fracionaria, na qual D" ¢é a derivada de ordem n inteira e J* é a integral de

Riemann-Liouville de ordem «.

Sendo n € N e I o operador identidade temos

Drjn =1, (3.8)

ou seja, # D™ é o operador inverso de J" & esquerda. Porém temos que esta propriedade

nao é comutativa, visto que #D" nao é o operador inverso de J" & direita.

Sendo n € N e I o operador identidade temos

JnD" £ 1. (3.9)
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De fato podemos notar que:

JDf(t) Z F® > 0, (3.10)

k"

a demonstragao pode ser vista em (3.28).

Desta forma, podemos observar que a derivada fracionaria de ordem 8 € R segundo

Riemann-Liouville, foi definida sendo a inversa a esquerda de J?, ou seja,

RLDBJB =], B> 0. (3.11)

3.3.1 Formulagao geral da fungdo poténcia y(z) = (r —a)’ comv € Ry ez > a

Iremos mostrar a férmula geral para a derivada de Riemann-Liouville de uma

fungao poténcia, inicialmente tomando a Eq(3.7) porém com ordem m — .

JH (@ —a) = ﬁ/ (x —7)" "Y1 —a)dr. (3.12)
A fim de calcular essa integral iremos utilizar uma mudanca de varidvel 7 = a + (z — a)t,
logo:
1
JEH (i — ) = ke (@ — a) e / (1— t)mr=tyva, (3.13)
0

que, pela expressao da funcao Beta (2.2) temos:

b
I'(m — p)
utilizando a relagao das fungoes Beta e Gama (2.7) , obtemos

T @ — a)Y = (w = )" B(m — v+ 1), (3.14)

B I'v+1)
S T(m—p+v+1)

Calculando a derivada de ordem m € N da expressao anterior, temos

T (e — a)”

a

(z —a)™ HH. (3.15)

I'(v+1) _
RLDH _ v— pm _ m—p+v —_
a+(x CL) { F(m—,u—l—u—i—l)(x CZ) }
(3.16)
_ Pw+l) Tm—pt+v+ 1>(x_a)_,m
'm—p+v+1) T(—p+v+1) ’
Simplificando, temos a féormula geral dada por
F(v+1) _
RL pk _ 4\ — _ ptv 1
a+([[‘ (l) F(—M+V+ 1) (CL’ CL) ’ (3 7)

compu>0em<pu<m+1.
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Podemos notar que, caso v = 0, teriamos uma funcao constante ¢, e a derivada

fracionaria de Riemann-Liouville desta constante nao seria 0:
RLDE (2 — a)° =R D (¢) = ) (z — a) " (3.18)

3.4 DERIVADA FRACIONARIA DE CAPUTO

Definicao 14. Sejam o € R tal que o > 0, m o menor inteiro maior ou igual que v (ou
seja, m—1<a<mev=m-—a (ouseja, 0 <v <1). Nestas condigoes, a derivada de

ordem « de f(x) sequndo Caputo é definida como

CDOF(t) = SO DT () = /Ot( @ (3.19)

['(m— ) t — T)atl-m

A derivada fracionaria de Caputo é uma integral fracionaria de uma derivada de
ordem inteira, sendo J* a integral fracionaria conforme a Defini¢ao de Riemann-Liouville,

ver 13.
3.4.1 Formulacao geral da funcdo poténcia y(z) = (x —a)” com v € Ry e £ > a na
derivada de Caputo

Iremos mostrar a formula geral para a derivada de Caputo de uma fungdo poténcia.

Inicialmente precisamos derivar a fungao poténcia

y"(z) =D"y(z)=v(v —1)..(v —m+ 1)(z —a)"™ ™, (3.20)

agora iremos utilizar a integral de Riemann-Liouville (3.2), porém com ordem m —

1 T
T (g — q)’ " = 7/ B 3.21
=) = s M oy (3.21)
A fim de calcular essa integral, iremos utilizar uma mudanga de variavel 7 = a + (z — a)t,
logo
Tt —ay = o)y [ (322)
r—a =——(z—a — :
at I'(m — p) 0 ’
Pela expressao da fungdo Beta (2.7) temos,

_ 1 I'(v—m+1)

JTHr—a)""=———(r—a)"*"Bm—-—pv—-—m+1)= ——F(x —a)"H
at ( ) F(m—u)( ) ( K ) F(V—M—Fl)( )

(3.23)

Utilizando a relagao das fungoes Beta e Gama (2.8), obtemos a derivada de Caputo
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viv—1)..(v—m+1I'(v—-—m+1)
Fv—p+1)

F(v+1)

JT?__#_Dm(fL'—(l)V = m

a

(x—a)" ™" = (x—a)" ™",

(3.24)

3.5 RELACAO ENTRE AS DERIVADAS DE RIEMANN-LIOUVILLE E CAPUTO

Teorema 3. Se a € R} em € N tal que m —1 < o < m, entdao vale a sequinte relagdo

entre as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e de Caputo,

tk’—a

°De (1) = D) - 5 SO0

2 —(k et 1) (3.25)

Demonstracio. Como a derivada de Riemann-Liouville é um operador linear
(pois (13) é definida por uma derivada linear e uma integral linear tal que
RED>(af(t) + g(t)) = a®™D*(f(t)) +* D*(g(t)), e o nicleo do operador é definido como

o conjunto de todos os vetores no dominio tal que #2D(0) = 0 ¢é o vetor zero) temos,

m—1 tk‘ m—1 tk‘
DS - 3 PO ) = MDep) =D 3P0
m—1 tkfa F(k + 1)
= LD f(t) = Y f9(0) (3.26)
=0 K T(k+1—-a)
m— tk—a
= Def(t) = > 00
= I'(k—a+1)
Agora basta demonstrar a seguinte igualdade:
m—1 L tk
“Def(t) = "D | f(H) = 30 SP0) ] (3.27)
k=0 :
Antes de provar a Eq.(3.27), precisamos provar que:
Jm D' f(t) = Z F® (0 (3.28)
Provando por inducao:
Primeiro para n = 1.
J' D) / f'(r)dr = f(t) - £(0). (3.29)
Supondo que vale para n = p com p € N:
p—1 k
t
TP Drf(t) = f(t) = 3> SO 0) 5 (3.30)



3.5.1

Riemann-Liouville para derivar o polinémio x

basta mostrar que vale para n = p+ 1, isto é
JPHLDPYLE()y = JUIPDP ().

Pela hipétese de inducgao temos

JrEDrELf(E) =T (f’(t)—zif(’““)(())ﬁ)
= k!

! R E+1 T
= [ fmar- [ > S00) 3
p—1

t ok
= [0 = £0) = X fH00) | dr
=
= 10 = £ = X F0 G-
p—1 . th+1
= SO = 10) =3 05,

Utilizando uma mudanga de indice de k +— k& — 1,

tk P tk

PEDP() = £(0) ~ £0) ~ 30 FO0) 5 = 1) - 3 FO0)
k=1 : = :

A partir das Eq(3.27)e Eq(3.28) obtemos:

mpe g0 -5 o] = e
k=0 ’

— DmefaJmDmf(t)
= DmjmJmeDmf(t)

JmeDmf(t) = CDf(1).

Exemplo derivada de Riemann-Liouville e de Caputo de x*

25

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Nesta secao iremos demonstrar um exemplo simples utilizando a derivada de

3

na ordem o = % e depois iremos demonstrar

o mesmo exemplo porém com a derivada fracionaria segundo Caputo. Vamos obter o

o mesmo resultado utilizando a derivada fracionaria de Riemann-Liouville e a derivada

fracionaria segundo Caputo, mostrando que as formulagoes de Riemann-Liouville e Caputo

sdo equivalentes para este exemplo, pois f(04) = 0 (ver na equacao (3.25)).

Temos inicialmente que

RLD3 43 = D[J72%.

(3.35)



26

Utilizando a equagao(3.2),

1 z 3
<;>/ VT
/7

Tomando u = x — ¢ e sabendo que I'(}) =

Jig® = (3.36)

l\‘)\»—t
&

\/_/ (z =), (3.37)

Utilizando a associacao da funcao Beta:

50.0) = oy [ @)y, (3.38)

Sabendo que a = x, y = u, temos p = % e ¢ =4, logo:

by \/_/ (z — u) du—\/l%ymﬁ(z,él). (3.39)

Utilizando a relacao (2.8), obtemos:

(3.40)

Derivando uma vez o resultado obtido, tem-se a resposta pela formulagao de

Riemann-Liouville:

RLDs 43 = D[J72%] = = (3.41)

Agora iremos demonstrar o mesmo exemplo utilizando a derivada fracionaria de

Caputo.

Temos inicialmente que

CDz2g? = J2[Da?. (3.42)
Derivando o polindémio,
Dzx® = 32°. (3.43)
Assim:
CD2g? = 3J22° (3.44)

Utilizando da equac@o(3.2) temos
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dt. (3.45)

1, 3t (r—u)?
Jia? = ﬁ/o S (3.46)

Utilizando a associagdo da funcgao Beta, (2.7):

50.0) = oy [0y, (3.47)

Sabendo que a =z, y = u, temos p = % e ¢ = 3 logo:

— 3 1
l‘ u du 5

f/ Vi

Utilizando a relagao (2.8),temos:

J:B

I
g |
=

3) (3.48)

1
CD2g? =

(3.49)

Podemos observar na figura a seguir a comparacao do grafico da derivada da funcao
2® da derivada de ordem inteira e da derivada fracionaria, mostrando que as formulacoes
de Riemann-Liouville e Caputo sdo equivalentes para este exemplo, pois f™(0+) = 0 (ver

na equacgao (3.25))
— Figura 3 - Derivada fraciondria x inteira

120

Derivada inteira
Derivada fracionaria de Caputo, Derivada fracionaria de Rieamann-Liouville

100

80

60

40

201

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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3.5.2 Exemplo derivada fracionaria de Caputo e Riemann-Liouville de 2® + 1

Nesta secao, iremos demonstrar um exemplo utilizando a derivada fracionaria de

Caputo para derivar o polindmio z* + 1 na ordem a = % e depois iremos demonstrar

o mesmo exemplo porém com a derivada fracionaria de Riemann-Liouville. Desta vez
obteremos resultados diferentes para as duas derivadas fracionarias, pois para deste exemplo
fM(04) # 0 (ver na equagdo (3.25)).

Temos inicialmente

CDr(a® + 1) = J2[D(2® + 1)). (3.50)

Derivando o polinomio, temos

D(2® +1) = 327, (3.51)
assim temos que:

D3z + 1) = 3J22°, (3.52)

Pelo resultado ja obtido,

CDi(z® +1) = = —. (3.53)
2

Agora, iremos usar a derivada de Riemann-Liouville para derivar o polindémio

(z® + 1) na ordem a = 1.

Temos inicialmente que

RLD3 (2 4+ 1) = D[J2(2* + 1))]. (3.54)

Utilizando da equacao(3.25) temos:

m—1 k—0.5
RLDS (43 +1) =C D3 (2 + 1 3 4 1)®(0)— 2 . 355
2(z” + 1) 2(z” + )+k§)($+ ) ()F(k—0,5+1) (3.55)
Obtendo:
613 x~ 05

=+ . (3.56)
2
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— Figura 4 - Derivada fracionaria Caputo x Derivada fracio-
naria RL

180 T T T T T T T

= Derivada fracionaria de Riemann-Liouville ‘

wol —— Derivada fracionaria de Caputo

140 | 1

120 -

100 |-

80

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Deste modo, podemos observar que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville
nao esta bem definida no seu limite inferior, com sua funcao explodindo, porém ela vai se

aproximando da derivada fracionaria de Caputo ao se aproximar do limite superior.

3.6 OUTRAS DERIVADAS FRACIONARIAS

A titulo de curiosidade, iremos apresentar nesta secdo, algumas defini¢oes de
derivadas fracionarias que nao sao o foco do trabalho. E importante salientar que,
diferente da derivada convencional, a derivada fracionaria possui varios tipos, que podem

ser vistos em (15).

A derivada de Griinwald-Letnikov tém grande importancia no calculo fracionério

devido as suas aplicagdoes em problemas numéricos.

Definicao 15 (Derivada fracionaria de Grinwald-Letnikov). A derivada fraciondria de
Grinwald-Letnikov de ordem o, sendo o € R, de uma fungdo f é definida através do limite

de uma série, a saber,

GO f(a) = lim — 3 (~1)F ( Z ) f(a — kh). (3.57)

«
h—0 h prr

Definigao 16 (Derivada fracionaria de Weyl). Sejam « > 0 e n o menor inteiro maior que
B, de forma que  =n—a > 0. Se, para qualquer funcao y, .J existe e tem derivadas

continuas, define-se a derivada de Weyl arbitraria de f de ordem o, ,DS por
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[e.o]

D) = BV ye) = B [T oy, (659)
onde E" = (=1)"D" e D = d/dzx.

Defini¢ao 17 (Derivada fracionaria de Hilfer). Sejam 0 < o <1 e0 < pu < 1, denominados
a ordem e o tipo da derivada fraciondria, respectivamente. A derivada fraciondria, em

relacao a x € definida por

o — d — —
D (o) = (14— (T Pl(@), (3.59)

para fungoes f para as quais a expressdo do lado direito exista.

Quando tomarmos p = 1 recupera a formulacao da derivada fracionaria de Caputo,
enquanto se tomarmos 4 = 0 na derivada fracionaria de Hilfer recuperamos a derivada de

Riemann-Liouville.
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4 MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo, serao abordados 3 modelos matematicos em que utilizamos derivadas
fraciondrias e, assim, sera possivel observar as propriedades destas derivadas, o primeiro e
no segundo modelo, Modelo PDPM e o modelo do oscilador harménico respectivamente,
foi utilizada a derivada fracionaria do tipo Caputo, enquanto no terceiro modelo, Equacao
de Ambastzumian, foram utilizados tanto a derivada fracionaria de Caputo como a de
Riemann-Liouville. Para fazer os graficos dos modelos utilizamos o c6digo que pode ser

visto em (16).

4.1 MODELO PDPM

O modelo de dindmica de populagdo marinha (PDPM) foi baseado no modelo
de B. J. Rothschild estruturado em dois estagios, sendo, por exemplo, o estagio juvenil
e o estagio adulto dos organismos. Primeiramente, resolvemos o modelo sem o uso da
derivada fracionéria baseado em (1) e, depois, resolvemos o mesmo modelo utilizando a
derivada fracionaria segundo Caputo conforme a se¢ao 3.4. Em seguida comparamos como
se comportou cada solugao e suas principais diferencas, estudo esse que gerou um poster
no Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC) (11) e um

poster na Reunido Mineira de Matematica (13).

4.1.1 Modelo PDPM (ordem inteira)

Os fatores que mais influenciam a dinamica de uma populagao sao o seu crescimento
e a taxa de mortalidade. A avaliacao desses parametros em diferentes estagios da vida e
periodos de tempo é crucial para entender as varia¢oes na quantidade e estrutura de uma

populagao especifica.

Ao estruturar a populagao em fases, é possivel dividi-la em etapas conhecidas
como: juvenis, adultos, entre outras. O desafio é: dadas as estimativas de abundancia em
cada estagio como uma func¢ao do tempo, devemos estimar simultaneamente as taxas de

mortalidade e crescimento especificas de cada estagio.

O modelo PDPM sera estruturado em dois estagios e a quantidade de organismos
no estagio 4, em um instante de tempo, ¢ > 0, é representado pela fungao z;(¢). Temos

que a seguinte equacao equacao descreve o modelo.

l’,l(t) = —(Km + Kgl)l’l(t)
To(t) = Koyx1(t) — Koaxa(t) (4.1)

21(0) = 2] , 22(0) = 23

onde Kj;; sao constantes positivas e representam taxas vitais, a taxa de crescimento

é dada por K, enquanto Koy e Ky representam taxa de mortalidade; Temos que -( Ko
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+K>1) indica que o estagio esta perdendo individuos, sendo Ky morrendo enquanto Koy
passando para o segundo estagio. Analisando de forma andloga o estagio 2, temos que Ko
representa os peixes chegando para esse estagio enquanto - Ky, representam a morte dos

individuos que estao saindo do estagio.

4.1.2 Modelo PDPM (ordem fracionéria)

Reescrevendo o modelo PDPM em derivadas fracionérias segundo Caputo, podemos
observar que o lado direito da equacao se mantém porém agora as taxas vitais estao elevadas
aa>0.

CDa(xl) _(Kgl + Kg)z1(t)
CD*(12) = Kgyx1(t) — Ko (t) (4.2)

21(0) =27 , 22(0) = 23

Iremos aplicar a transformada de Laplace na Secao 2.4, para resolver o modelo
PDPM,

LD )} = ~(Kgy + K52 () "
LD (w2)} = K5y L {1} — K L {2}
Utilizando a propriedade de convolugao (2.23):
1 t F'(0)do e
C na _ _ /
D) = Fr=ay )y oy ~ T =y " T (44)

Ficamos entdao com a transformada de Laplace da derivada de Caputo da seguinte

forma:

t ¢

2{ 9D (2y) }:g{ m*F/(t) }:g{ T=a) }g{pf(t)}. (4.5)

Temos que a transformada de Laplace de uma derivada é da seguinte forma (ver
em (2)),

Lo} = s L{x,} — 29, (4.6)

Sabendo disso podemos comecar a calcular a Transformada de Laplace da derivada

de Caputo de x1:

LD (x1)} = s*L{x1} — s>l (4.7)
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E agora de modo analogo podemos calcular a Transformada de Laplace da derivada

de Caputo de z5:

L{OD(x5)} = s*L{wy} — s> 1af. (4.8)

Entao aplicando a Transformada de Laplace na equagao do modelo temos:

s*L{a} — 52712l = —(K§ + K3).Z{x1}
(4.9)
s*Llxs} — sy = K¢ L{n1} — KL {2}

Isolando as transformadas de Laplace de z; na primeira equacao e a transformada

de Laplace de x5 na segunda:

Sa—le
Lla} = 1
R R T (4.10)
4.10
o K% st —1 0
g{x2} - Sa+Ka j{ 1} a+Ka

E possivel trabalhar com a transformada de Laplace de z;, usando a funcio de
Mittag-Leffler, ver em (2.24). Para a transformada de Laplace de x5 precisaremos adequar

ela de forma que seja possivel trabalhar com as propriedades ja vistas.

Ly =0 gy
Tot = —= Llx —=x
2 5% + K ! 5% + K 2
Ka Sa—lx() Sa—l
g — 21 1 0
{r} 59+ K 5@ + K01° + K§ ter K2
A B 29521
Lx Kga9sot + 4 =2 4.11
{ea) = K5 ( s + KG 5a+(K31+K§1)) s + KG (4.11)
K< .730 a—1 -1 1 xOSa_l
g{xZ}:K 21K1 _Ka( P + — Ko © Ko )+ a2 e
02 01 5 s+ K§y - s* 4 (K6 + K$y) 5%+ K
K $ Sa—l Sa—l IL’OSa 1
g{l’g} — 2171 2

o (6% ( (o] o - a ) —I— a "
Kg — K§y — K51 " s* + (Km + K21> s* + K@ s* + K&

Desta forma também podemos trabalhar na equacao usando a fun¢do de Mittag-

Leffler, resultando no modelo:
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21(t) = Baa(—(K§ + K5)t")]

K% 29 0
t) = _ [ o \po) _ P T Ea Koo
(t) Ko, — K§ — K3, (Ea,l( (KG + K31)t%) — Eaa (=Kt )) + @y Ba 1 (— K5yt
(4.12)

Se tomarmos o = 1, a fungdo de Mittag-Leffler se comporta como uma fungao

exponencial:
T (t) — x(l)e(f(K01+K21)t)
Koy (4.13)
0r,—(Ko1+Ko1)t — Koot — Koot
.Tg(t) — 5171[6 (Ko1 21)t _ e 02 ] + To€ 02
KOQ - KOl - K21
— Figura 5 - Modelo PDPM
Modelo PDPM: X, (0)=1000,, X,(0)=500,, dt= 0.01 Modelo PDPM: X, (0)=1000,, X,(0)=500 , dt= 0.01
a=0.7; K;1=0.3usos 4 K’2’1 =1.3711; K'D’z=oasas a=09; Kg1 =0.58728 ; K; =0.64448 ; K'D’z=o_23511
1000 . T : . . . . . . 1000 . . ‘ . ; ! - .
200 1 900
800 — 800 “w,
700 700 ||
600 600 -/
X \ X
- 500 - 500
< <
400 400
300 300
200 200
100 ks S — b 100
0 — 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t t

Modelo PDPM: X, (0)=1000, X,(0)=500, dt=0.01
Y- LK S KO =
100 o=1;K;,=0.69631 ; K;,=0.49651 ; K;;,=0.1998

900 f|
800 |
700 [ |
600
500
400
300
200

100

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Podemos observar pela Figura 5 que ao tomarmos 0 < a < 1 as fungoes x1 e x»
nao chegam a zero em um tempo finito, com o grafico possuindo o efeito de cauda pesada,
e o surgimento do efeito meméria no modelo(este efeito surge em um cenério especifico
onde a variavel é temporal, a consideracao da derivada fracionaria de uma func¢ao implica
na analise do comportamento da fungdo em instantes anteriores ao que estamos avaliando.
), porém quando tomamos « = 1 obtemos o mesmo resultado encontrado com o uso de

derivada inteira.

4.2 MODELO DO OSCILADOR HARMONICO

Nesta Secao, iremos introduzir o modelo do oscilador harmoénico com amortecimento
com derivada inteira. Para uma leitura mais aprofundada ver (2). Posteriormente, iremos
resolver o modelo do oscilador harmoénico sem amortecimento, utilizando a derivada
fracionaria do tipo Caputo na Secao 3.4. Iremos comparar a solugoes e apresentar suas
semelhancas, estudo esse que gerou um poster no Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional (CNMAC) (10) e um resumo estendido no Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC) (6).

4.2.1 Modelo Oscilador Harmonico (ordem inteira)

Um oscilador harmdénico é um modelo fisico que descreve o movimento de particulas
em sistemas que exibem oscilacao periédica. E um dos conceitos mais fundamentais na
fisica e é usado em uma variedade de aplicagoes, desde a fisica quantica até a engenharia
de sistemas. O exemplo mais simples de um oscilador harmoénico é um objeto anexado
a uma mola ideal (sem massa ou atrito). Quando o objeto é deslocado de sua posi¢ao
de equilibrio, a mola exerce uma forca que tenta retornar o objeto a sua posi¢ao original.

Essa forca é proporcional ao deslocamento, uma relagao conhecida como Lei de Hooke.

Um oscilador harmonico amortecido é um modelo que descreve o movimento de
um oscilador (como um péndulo ou uma massa em uma mola) que estd sujeito a forcas de
atrito. O amortecimento causa duas coisas principais no oscilador. Primeiro, faz com que
a amplitude das oscila¢oes diminua ao longo do tempo. Segundo, faz com que a frequéncia
das oscilacoes mude. A taxa na qual a amplitude diminui é determinada pela constante
de amortecimento.

Temos no modelo do oscilador harménico de ordem inteira a EDO-(p,q) pode ser

visto com mais detalhes em (2), em que p = % e ¢ = £ sendo m a massa, b o fator de

m?

atrito e k a constante de elasticidade da mola:
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d*x(t) dzx(t)

+p +qx(t) =0
dt? dt
2'(0) = x,.

4.2.2 Modelo Oscilador Harmonico ordem fracionaria

Usaremos ferramentas desenvolvidas no cédlculo fracionario, utilizando a derivada
do tipo Caputo para resolver o modelo do oscilador harmonico que tem sua resisténcia do
meio nula (p = 0).

Temos no nosso modelo do oscilador harmonico de ordem fracionaria a EDF-«a

utilizando a derivada fracionaria do tipo Caputo, onde denotaremos ©D® = dc;f,ﬁt) com
l<a<2ew=21x,
d*x(t
dj{i ) +wx(t) =0
EDF-(«) 2(0) = o, (4.15)
2'(0) = .

Para encontrarmos a solucao do modelo fracionario, resolvemos o sistema aplicando
a transformada de Laplace e assim a solugdo ¢ dado pelas fungdes de Mittag-Leffler (4.17),

onde X (s) representa da transformada de Laplace da funcao z(t).
s*X(s) — s* 12 (0) — s* 22/ (0) + w* X (s) = 0. (4.16)

Isolando X (s) da equacao temos:

0 a—1 /0 a—2
z(0)s +x( )s

X(S): SO+ Sa—i-u)a’
(4.17)
z(t) = 2(0) Eq1 (—wt®) + 2/ (0)t Eq o (—wt®).
Tomando:
t) = B, 1 (—w*t®),
“lt) 1 (~et) (4.18)

T2 (t) = tEa’Q (—wato‘) .

Como x1(t) e x5(t) sao linearmente independentes, podemos construir uma EDO

linear de segunda ordem homogénea, tal que

d*z(t) dx(t)
a2 TP

onde x(t) é a sua solugdo e as fungoes p(t) e ¢(t) sdo dadas por

+q(t)z(t) = 0, (4.19)

p(t) = _MV[//((E))a Q(t) = V%/;((tt))' (4'20)
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Iremos calcular as derivadas das fungoes x;(t) e z5(t)

d d
0= B g ) =T g )
) 2 (4.21)
d d
x,l/ dt:zl — _wata—QEa’a_l(_wata> ’ xa — dtx22 — _wata—lEa’a(_wata>

Assim temos as expressoes do Wronskiano (W(t)), da derivada do Wronskiano e

de W2 (t)

W(t) = z12h — 2)29 = [Eo(—wt)]* + W By o(—w™ ) By o(—wt®);
W'(t) = xaly — 2fzy = Wt Ey a1 (—wt®) Eqo(—wt®) — Eo(—wt®) By o(—wt)];

Wh(t) = zyxl — 2ty = wt* 2wt [ Eu.o(—w0t®)]> + Eo(—wt®) By o—1(—w™t®)].

(4.22)
Nossa proposta para os cdlculos de (p, q) constantes é dada por:
W Wy (
- - =, 4.23)
P="w 1w
W= / W) dt; W = / W (8)dt; Wy = / 1 Wo(t)dt (4.24)
0 0 0

Desta forma temos que o oscilador harmoénico fracionario EDF-(«) que tem um
comportamento similar ao oscilador harménico com amortecimento EDO-(p, q).
d*x(t) dx(t)

I +p 7 +qz(t) =0

d*x(t) N B
W +w x(t) =0. (4.25)

Q

Podemos observar na figura 6(a) que as solugoes do caso de derivadas de ordem
inteira EDO (em azul) e o de derivadas fraciondrias EDF (em vermelho) sdo préximas,
ficando mais nitido se olharmos a Figura 6(b). Porém, se observarmos o plano de fases
das solugoes, percebemos que as solugoes possuem diferencas consideraveis, diferenca esta
que ocorre devido a funcao de Mittag-Leffler possuir um ntmero finito de zeros e ter uma
convergéncia assintotica a zero sem oscilagoes quando o t tende ao infinito. Por fim se
observarmos a figura 6(c) temos as fungoes p(t) e ¢(t) oscilando em torno das constantes

p = 0.12951 e ¢ = 1 calculados pelas expressoes em (4.23).
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— Figura 6 - Oscilador Harmonico
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

4.3 EQUACAO DE AMBARTZUMIAN FRACIONARIA

O modelo classico foi idealizado nos anos 1940 por Ambartzumian e Gordeladse, e
foi descrito matematicamente por Chandrasekhar e Munch em uma série de cinco artigos
entre os anos 1950-1951. Chandrasekhar e Munch, por meio de um modelo estatistico
para inferir as propriedades de nuvens interestelares com base nas flutuagoes no brilho, em
especial da Via Lactea, partem de uma equagao integral de uma funcao de distribuicao da
intensidade do brilho e chegam a uma equacao diferencial que é conhecida como equagao

de Ambartzumian.

Nesta secao tomaremos duas variantes da Equacdo de Ambartzumian, onde as
flutuagoes conhecidas no brilho da Via Lactea podem ser interpretadas mais prontamente
em termos das flutuagoes no nimero de nuvens absorventes na linha de visao. Pois, embora
outros fatores indubitavelmente contribuam para as flutuacoes observadas, estes devem ser
secundario sao efeito das flutuagoes no niimero de nuvens, uma vez que tao poucas delas
geralmente estao envolvidas. A primeira equacao utilizando derivada fracionaria do tipo
Riemann-Liouville, e a segunda utilizando a derivada fracionaria do tipo Caputo, cuja as
solugoes sao expressas através de uma série de Dirichlet Generalizada por meio da fungao
de Mittag-LefHer.

A medida que o Calculo Fracionario se torna cada vez mais popular na aplicagao
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a modelos matematicos classicos, deparamo-nos com situac¢oes incompativeis tanto com
os principios matematicos convencionais quanto com as condigoes criadas ou impostas
durante a modelagem do problema. Deste modo podemos observar que diversos estudos
tém empregado o célculo fraciondrio para abordar a resolugao da equagao (4.26) no sentido
fraciondrio. Para isso, seguem as ideias de Tossio Kato (18), que realizou uma investigagao
minuciosa da equagdo (4.26) no sentido cldssico, porém considerando p > 1 e ¢(0) = 1.
Desta forma, muitos autores, como por exemplo Manuel Duarte Ortigueira e Gabriel
Bengochea (9), contribuiram com um estudo do caso fracionario da equagao (4.26) no qual
utilizam as mesmas condigoes de (18), A < 1 e g(0) = 1, para resolver a equagao (4.26) de
forma fracionaria. A solucdo dada por eles esta correta, porém é importante ressaltar que
as condigbes descritas em (3) diferem dessas abordagens. Desta forma propomos resolver

a equacao (4.26) respeitando o maximo das condigdes descritas no trabalho (3).

4.3.1 Equagdao de Ambartzumian ordem inteira

No artigo de Chandrasekhar e Munch (3), foram conduzidos estudos minuciosos
sobre a equagao (4.26). Ao considerar 0 < p < 1 e g(0) = 0, conseguindo demonstrar a
existéncia de uma solucao tinica para essa equagao que descreve as flutuagoes no brilho
da Via Lactea, onde restringimos nossos estudos ao caso em que todas as nuvens sao
igualmente transparentes, ou seja, o fator p pelo qual uma nuvem reduz a intensidade da
luz das estrelas imediatamente atras dela é constante.

o () + glus) = 1g(“>, (4.26)

P \Pp

onde u ¢ o brilho observado medido em unidades adequadas.

A solugao dessa equagao é dada pela série generalizada de Dirichlet,

> ane (4.27)
n=0

onde {\,} é uma sequéncia estritamente crescente tendendo ao infinito com A,, > 0
eseC.

1

Tomando g(u) e sua derivada g'(u), como descritos na equagao (4.28), onde A, = -7,

p € (0,1),

glu) =3 Ape™ g'(u) =Y =X, Ane ™ (4.28)
n=0 n=0

Seguindo as contas de (3) para resolver a equagao (4.26), onde utilizando (4.28) em (4.26),
obtemos
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ZA e_p*”u%—ZAe%”“ *ZAn 16_1%"7
n=0 pnO
Sa(-ieger - iyactt

- Z An 1€ Plnu.

ZA(———I—l)e P p 2

Portanto, é possivel ver que ao utilizar a recursividade temos

n_ ] 1 n k 1
A, (p > = —A,1; A =A(-1)"]] ( P ) , paran=1,2,... (4.30)
" p e WL — "
Desta forma a solucgao é
n k
p
—1)" U
0 ) H(l—p’f) ~(=-)
glu) =AY = e b . (4.31)
n=0 pn
Assumindo a condicao / g(u)du = 1, onde Ay é uma constante arbitraria Ay =
1
[1a-»)
i=1
Desta forma propomos trocar a exponencial da equagdo (4.28) pela fungao de

Mittag-Leffler, obtendo uma série generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler (2.3)

4.3.2 Equagao de Abartzumian em derivadas fracionaria de Riemann-Liouville

Reescrevendo a equagao (4.26), utilizando a derivada fracionédria de Riemann-

Liouville, obtemos

RLDeg(u) + g(u) = ;gC;), (4.32)

utilizando a seguinte relacao,

RLDete= B (M) = MOTLE, o (M),
ficaremos com g(u) da forma:
G (0 ZA U By o (—=Anu®) (4.34)
n=0
e utilizando a propriedade da equagao (4.33), temos a derivada de g(u) da forma
1
BL Do g ( Z An(=2)u  Eqo(—Aqu®), onde A, = —. (4.35)
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Resolvendo a equagao (4.39) de forma andloga

o —1 —1 >0 —1
E A, ()ualEa,a (ua> + E Anuo"lEma (ua> =
0 pna p’I’LO( pna

n=0

e SR E<—1 (U) )

y 2 D

e pela recursividade, temos a relagao de

(4.36)

A, = Ag(—1)" ﬁ (pak) * (4.37)

Ire (1) = Ag i (_1)n’“ﬁ <1 faPak) u'E, a( — <u>a> (4.38)

1
an ’

1
Assumiremos Ay com um valor similar do caso classico, dado por Ay = —

10— )

=1

U By o (smu®) ~1
r du = —E,(—u®)+
pan

A condigao de / Gp, (w)du = 1 é viavel, pois /
0

c. Desta forma as contas serao similares ao caso classico, apenas substituindo p por p®,

an

porém g,,, (u) ndo esté definida em u = 0 e desta forma ¢ necessario um estudo mais preciso
com o limite desta solugdo quando u tende a zero. Assim analisamos o comportamento das
solugoes das equagoes (4.26) e (4.32) onde g(u) é dado pela série generalizada de Dirichlet
e ¢, (u) pela série generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler. A Figura 7 mostra que sao
similares, porém a g,, (u) apresenta o efeito da cauda pesada que é uma das caracteristicas

das fungao de Mittag-LefHer.
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— Figura 7 - Equacao de Ambartzumian RL

o
=
o
£
=
[}
3
g
)
o
o
s
N
P
)
=3

p=0.85
«=0.98

g(u)-azul; g, (u)-vermelho

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3.3 Equagao de Abartzumian em derivadas fracionaria de Caputo

Reescrevendo a equagao (4.26) utilizando a derivada fracionéria de Caputo obtemos

D) + g(u) = plg(;f) (1.39)

e utilizando a relagao a seguir

CDYEL,(u®)] = AE,(Au®),

(4.40)
ficaremos com g(u) da forma:
g (u) = nio AnEo(=Aqu®) (4.41)
e utilizando a propriedade da equagao (4._40), temos a derivada de g(u) da forma:
D) = 3 An(-An)Ea(—Au®), onde A, = (4.42)
n=0

Resolvendo a equacgao (4.39) de forma andloga,

g)An (p;i) E. (;iw) S ALE, (J;iua> - Ly am, <—1 <“>a> (4.43)

n=0 j — prrAp

e pela recursividade, temos a relacao de

Ay = A(=1)" ] (pak> L (4.44)
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Desta forma a solucgao é

pak
00 (_1)n H 1 _pak U &
go(u) = A > b EJ (=] | (4.45)
n=0 p p
. o (o 1
Assumiremos Ay com um valor similar do caso classico, dado por Ag = —.
[1(1=p*)
i=1

A condigao g.(0) = 0 é trivial de se obter, e apresenta caracteristicas similares a
(o ¢]
equagao classica, enquanto ge(u)du = 1, nao é um resultado tao facil assim e precisard

de um estudo mais detalhado.

— Figura 8 - Equagdo de Ambartzumian Caputo
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Fonte: Elaborada pelo autor

Assim analisamos o comportamento das solugoes das equagoes (4.26) e (4.39) onde
g(u) é dado pela série generalizada de Dirichlet e g, (u) pela série generalizada de Dirichlet
por Mittag-Leffler. A Figura 8 mostra que sao similares, porém a g, (u) apresenta o efeito

da cauda pesada que é uma das caracteristicas das funcao de Mittag-Leffler.
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5 CONCLUSAO

O estudo do célculo fracionario engloba diversas técnicas matematicas que sao
apresentadas durante a graduacao de matematica, porém, em contrapeso, o estudo do
calculo fracionario nos permite abranger ferramentas matematicas e fungoes especiais que
nao sao citadas durante a graduacao. Em especial, temos a funcao de Mittag-LefHer que
é conhecida como a rainha das fungoes, por sua versatilidade como foi visto em 2.3, e
sua extrema importancia pra esta area de pesquisa. A aplicacdo a modelos matematicos
permitiu o desenvolvimento de uma visao mais numérica e fisica de problemas matematicos,
abrangendo o conhecimento de modelos matematicos e, assim, observar os efeitos que o
efeito memoria presente na derivada fracionaria gera no modelo, como o surgimento do
efeito de calda pesada. Desta forma ha uma extensa area de pesquisa que pretendemos

estudar durante a pés graduacao.
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