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RESUMO

A equivaléncia entre convergéncia absoluta e incondicional para séries na reta
é bastante conhecida dos cursos de Andlise. Neste trabalho, vamos expandir esse
resultado para espagos normados de dimensao finita. Mostraremos que um espaco
é completo se, e s6 se, a convergéncia absoluta implica convergéncia incondicional,
verificando que esse lado da equivaléncia depende da completude e nao da dimensao
do espago. Por outro lado, daremos um exemplo, que mostra a nao validade
da equivaléncia em dimensao infinita. O resultado principal desse trabalho é o
Teorema de Dvoretzky-Rogers, que garante ainda mais: em todo espago de Banach
de dimensao infinita, é possivel obter uma série que converge incondicionalmente
mas nao absolutamente. Mostraremos, entao, quatro outras propriedades que
sao equivalentes a convergéncia incondicional. Por fim, iremos explorar mais um
pouco a questao dos rearranjos, verificaremos que todo rearranjo de uma série
incondicionalmente convergente tem mesma soma. Entretanto, se os rearranjos
convergente de uma série convergem para a mesma soma, ela ainda pode nao ser

incondicionalmente convergente.

Palavras-chave: Teorema de Dvoretzky-Rogers. Séries Incondicionalmente

Convergentes.



ABSTRACT

The equivalence between absolute and unconditional convergence for series
on the line is quite known from Analysis courses. In this work, we will expand this
result for finite-dimensional normed spaces. We will show that a space is complete
if, and only if, absolute convergence implies unconditional convergence, verifying
that this side of equivalence depends on completeness and not on the dimension of
space. On the other hand, we will give an example, which shows the non-validity
of equivalence in dimension infinite. The main result of this work is the Dvoretzky-
Rogers Theorem, which guarantees even more: in every infinite-dimensional Banach
space, it is possible to obtain a series that converges unconditionally but not abso-
lutely. We will then show four other properties that are equivalent to unconditional
convergence. Finally, we will explore the question of rearrangements a little more,
we will verify that every rearrangement of an unconditionally summable series has
the same sum.However, if convergent rearrangements of a series converge to the

same sum, it still may not be unconditionally convergent.

Keywords: Dvoretzky-Rogers Theorem. Series Unconditionally Summable.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é o estudo de séries convergentes em espacos
normados. Na Andlise na Reta, vemos como as séries se comportam ao mudar-
mos a ordem em que somamos. Esse comportamento é alterado se ela converge

absolutamente ou nao. Podemos resumir essa dicotomia no seguinte teorema:

Teorema 1.1. Seja Y x,, uma série convergente de numeros reais, entao apenas

uma das sequintes alternativas é valida:

1. Dada uma permutagdo o dos naturais, Y- Ty(n) CONVETGE € 3 To(n) = D Tn.

Além disso, isso ocorre se, e somente se, hd convergéncia absoluta;

2. Dado c € R existe uma permutagao dos naturais o, tal que 3 Ty = c.
Também podemos encontrar permutagoes que fazem a série divergir para +oo

ou —0oQ.

O primeiro item foi provado por Dirichlet em 1837 enquanto o segundo teve
seus primeiros passos obtidos por Riemann em 1854, tendo sido completado por
Dini em 1868.

Em seus estudos sobre a completude, Banach deu o primeiro passo para
a generalizagao do problema em 1922. Remontando as provas de completude de
espagos Ly, ele demonstrou que um espago ¢ completo se, e s6 se, a convergéncia
absoluta implica convergéncia incondicional. Ja em 1932, ele propoe a seguinte
pergunta: em espagcos de Banach, a convergéncia incondicional implica convergéncia
absoluta? O problema foi considerado interessante e entrou logo para a lista de

problemas do Scottish Book.

Alguns ajustes simples na teoria mostravam que a equivaléncia era valida
em qualquer espago de dimensao finita. Isso se deve principalmente a dois fatores:
o primeiro, a convergéncia no R" ser equivalente a convergéncia coordenada a

coordenada e, o segundo, aos espacos de mesma dimensao serem isomorfos.

Por outro lado, logo surgiram contra-exemplos de espacgos de dimensao

infinita para a questao que Banach apresentou. Ainda assim, nao estava respondida



11

se a convergéncia incondicional implicar convergéncia absoluta era um fato exclusivo

de espacos com dimensao finita.

Um dos motivadores da resposta veio com o contraexemplo no espaco [y,
fornecido por M. S. Macphail em 1947. Inspirados por esse resultado, Dvoretsky e
Rogers em 1950 conseguiram provar que, em um espago de Banach de dimensao

infinita, existe uma série que converge incondicionalmente, mas nao absolutamente.

O Teorema de Dvoretsky-Rogers auxiliou na construcao da teoria de espacos
de Banach, além de ter inspirado Grothendieck e Pietsch, assim influenciando

também o desenvolvimento da Teoria de Ideais de Operadores.

Mesmo nao valendo a equivaléncia entre convergéncia absoluta e incondicio-
nal em dimenséo infinita, convenientemente podemos encontrar outras propriedades
de séries convergentes que sao equivalentes com a convergéncia incondicional mesmo
em dimensao infinita. Em [3] o leitor pode encontrar no Teorema 1.9, onze proprie-

dades equivalentes a convergéncia incondicional.

Indo um pouco além, é possivel obter uma série em que todo rearranjo
que converge tem a mesma soma e, ainda assim, ela nao ¢ incondicionalmente
convergente. O primeiro a explorar esse fato foi H. Hardwiger em 1941 com um
exemplo em [y, sendo mais tarde provado que esse fendomeno é comum em todo

espaco de dimensao infinita por C. W. McArthur em 1956.

O primeiro capitulo desse trabalho sera dedicado a apresentar alguns con-
ceitos e teoremas de analise funcional, que serao utilizados durante o texto. Vamos,
também, relembrar as defini¢oes e os resultados que nos permitem concluir a
equivaléncia entre convergéncia absoluta e incondicional na reta. Isto é, iremos
explorar os teoremas de Riemann e Dirichlet. Depois, iremos demonstrar como essa
equivaléncia pode ser generalizada para o caso de espagos normados de dimensao
finita.

No segundo capitulo iremos explorar o caso de dimensao infinita, com base
no livro de Diestel, Jarchow e Tonge [3]. Iniciaremos com a demonstragao do
resultado de Riemann, citado acima, mostrando que um espago é completo se, e s6
se, uma série que converge absolutamente também converge incondicionalmente. E

entao daremos um contra-exemplo em que a volta nao é valida. Esse exemplo é
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bastante importante, pois servird de inspiragao para o resultado principal deste
texto, o Teorema de Dvoretsky-Rogers, que serd apresentado logo em seguida.
Também traremos nesse capitulo trés das propriedades que sao equivalentes a

convergéncia incondicional mesmo em dimensao infinita.

Para finalizar, no tultimo capitulo, vamos seguir explorando séries conver-
gentes e seus rearranjos. Aqui iremos introduzir duas novas classes de séries
convergentes, as séries com soma invariantes e as séries fracamente incondicional-
mente convergentes, inspiradas no artigo de C.W. McArthur [8]. O objetivo é
relacioné-las entre si e com as séries incondicionalmente convergentes, que como
veremos, acaba sendo uma subclasse de ambas. Vamos concluir, por fim, que
mesmo se todo rearranjo convergente de uma série tiver a mesma soma, ainda

assim ela pode nao ser incondicionalmente convergente em dimensao infinita.
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2 PRELIMINARES E RESULTADOS EM DIMENSAO FINITA

Nesse capitulo, vamos apresentar as bases do nosso trabalho. Dedicaremos
a primeira secao para os resultados de andlise funcional, incluindo resultados de

espacos métricos, que serao utilizados durante o texto.

Na segunda se¢ao, iremos retomar os resultados pertinentes aos estudos de
Analise na Reta. Dividindo nosso caminho em duas diregoes, iremos mostrar que,
quando rearranjamos os termos de uma série absolutamente convergente, sua soma
permanecera sempre a mesma. Por outro lado, no Teorema de Riemann, veremos
que quando a série ¢ condicionalmente convergente, essa soma pode ir para qualquer
valor. Com um simples raciocinio, poderemos obter o resultado de Dirichlet, que

nos fala sobre a equivaléncia entre convergéncia absoluta e incondicional.

Na terceira secao iremos utilizar a convergéncia coordenada a coordenada
para mostrar que a equivaléncia é mantida em espagos normados de dimensao
finita sobre o corpo dos reais. E entao, partindo de um isomorfismo conveniente,
poderemos expandir esse resultado para espacos normados de dimensao finita sobre

os complexos.

2.1 Ana&lise Funcional

Nesta secao vamos retomar alguns resultados e definigoes de Analise Funcio-
nal. Como esse nao é o foco do nosso trabalho, vamos deixar apenas indica¢oes
de onde podem ser encontradas as demonstracoes dos resultados que citaremos.

Como fonte de pesquisa, sdo recomendadas as referéncias [7], [10] .

Antes dos resultados mais importantes, vamos relembrar alguns outros que

costumam ser dados mesmo em um curso de espacos métricos:

Teorema 2.1 (Caracterizacao dos Operadores Lineares Continuos). Sejam E e F

espacos normados sobre K =C ou R e T : E — F linear. Sao equivalentes:
o T ¢ lipschitziano;
o T ¢ uniformemente continuo;

e T € continuo;
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e T ¢é continuo em algum ponto de E;

e T ¢é continuo na origem;

sup{||T(x)|| : x € E,||z|]| < 1} < o0;
e cxiste uma constante C > 0 tal que ||T(z)|| < C||z|| para todo x € E.

Demonstragio. Pégina 25 de [7]. O

Proposicao 2.2. Sejam E e F espacos normados. Entao temos:

o ||T|| =sup{||T(z)|| : « € E,||z]| <1} define uma norma no espagco L(E, F'),

este € o espaco das aplicacoes lineares £ em F';
e ||T(x)|| < ||T|| - ||x|| para todos T € L(E,F) e x € E;

e Se F' for um espago de Banach, entio L(E, F') também é.

Demonstragio. Pégina 26 de [7]. O

Proposicao 2.3. A bola unitaria fechada em um espaco de dimensdo finita é

compacta.

Demonstragio. Pégina 13 de [7]. O

Definigao 2.4. Seja E um espago de Banach. Uma sequéncia (x;) de elementos de
E ¢é dita Base de Schauder quando para todo x € E existe uma tinica sequéncia

de nimeros (7;) tal que
T = Z iy
i=1

Proposicao 2.5. Todo espago de Banach de dimensdo infinita contém um subespaco
linear fechado, também de dimensdo infinita, com base de Schauder cujos elementos

tem norma unitaria.
Demonstragio. Pégina 39 de [6]. O

Usaremos os seguintes resultados de Anélise Funcional:
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Teorema 2.6 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam E e F' espagos de Banach e
T : E — F um operador linear, continuo e sobrejetor. Entao T’ é uma aplicacdo
aberta. Em particular, todo operador linear, continuo e bijetor entre espacos de

Banach é um isomorfismo.

Demonstragio. Pégina 33 de [7]. O

Teorema 2.7 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam E e F' espagos de Banach e
T : E — F um operador linear, entdo T € continuo se, e somente se, o grdfico de
T ¢ fechado em E x F.

Demonstragio. Pagina 35 de [7]. O

Teorema 2.8 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespago de um espago
normado E sobre K e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entdo existe

um funcional linear continuo ¢ : E — K cuja restricio a G coincide com ¢ e

13l = 181
Demonstragio. Pagina 47 de [7]. O

Um corolario do tltimo teorema bastante usado diz o seguinte:

Corolario 2.9. Sejam E um espaco normado nao-nulo e x € E. Entdo

|z]| = sup{|¢| : ¢ € E" e [|¢]| < 1}

e o supremo € atingido. Aqui E' denota o dual de E, isto €, o conjuntos dos

operadores lineares continuos de E2 em K.
Demonstragio. Pagina 47 de [7]. O

Agora retomemos alguns exemplos de espacos de Banach de dimensao

infinita e suas normas:

Exemplos 2.10. Para 1 < p < oo o0 espago das sequéncias de niimeros reais (ou
complexos), (ay), tais que Y- |a,|? < oo, chamado de [,, ¢ um espago de Banach

com a norma ||(a,)|| = (X |an|p)%'
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Exemplos 2.11. Para p = oo, o espago das sequéncias de ntimeros reais(ou
complexos), (a,), tais que sup,, {|a,|} < oo, chamado de [, é um espago de Banach

com norma ||(a,)|| = sup,{|a.|}-

Além disso, o espaco das sequéncias que convergem para zero é um de
seus subespacos de dimensao infinita, que denotaremos por ¢y. Portanto, a norma

utilizada nesse espaco é a norma induzida por [, isto é, a mesma norma acima.

2.2  Primeiro Caso: Séries em R

Para relembrar, uma série real }_ a,, diz-se absolutamente convergente
quando " |a,| converge, condicionalmente convergente quando Y a,, converge
mas Y. |a,| diverge e incondicionalmente convergente quando para qualquer
bijecao o : N — N, >~ a,(,) converge.

Em alguns livros as séries incondicionalmente convergentes sao chamadas de
comutativamente convergentes. Isso ocorre no livro que usaremos como referéncia

para demonstrar os resultados dessa secao: [5]

Vamos adotar como conveng¢ao que uma sequéncia (z,) de nimeros reais
¢ mondétona nao-decrescente (resp. nao crescente) se z, < =z, (resp.
ZTnt1 < x, ) para todo n e decrescente (resp. crescente ) se x, > T,1 (resp.

Tpt1 > T, ) para todo n.

Dada a série real Y a,, podemos escrever:

D= D= tn

em que p, = max{a,,0} e ¢, = max{—a,,0} sdo chamadas parte positiva e

parte negativa de a,,, respectivamente.

Se > a, ¢é condicionalmente convergente, entao Y p, € > ¢, sdo ambas
divergentes. De fato, suponhamos por absurdo que uma das duas converge, digamos
(¢n). Temos que |a,| = pn + ¢n € @y = P — ¢, Combinando ambas as equagoes,
obtemos que |a,| = a, + 2¢,. Dai ¥ |a,| = X a, + 23 ¢,, donde a série convergiria

absolutamente, o que é uma contradicao.

No primeiro resultado, iremos mostrar que toda série real absolutamente

convergente ¢ também incondicionalmente convergente e sua soma nao se altera
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sob rearranjos.

Teorema 2.12. Se Y a, ¢ absolutamente convergente, entao para toda bijecdo

o : N —= N, considerando b, = as(n), tem-se > b, = ay,.

Demonstragdo. Primeiramente vamos supor a,, > 0 para todo n € N. Sejam s,,, t,

as reduzidas de " a, e Y b,, respectivamente. Para cada n € N temos que

n n

by = Zbi = as(

i=1 i=1

Seja m = max;—1,_,0(i). Temos que {o(1),...,0(n)} C [1,m]. Logo

b = Zaa(i) < Zaj = Sm

i=1 j=1
Sabemos que s,, converge para . a,, pois > a, converge absolutamente.
Além disso, s,, € mondtona nao decrescente, com s,, < > a,. Dessa forma, t, é
monotona e limitada, portanto converge. Dai, > b, = limt¢, < > a,. Por outro
lado, se olharmos para a inversa o~ !, teremos a, = bo-1(n). Assim, para cada
n € N:
n n m/
S ST SUSTIEE) SRR 3t
i=1 i=1 j=1
em que m' = max;—1__, 0 (). Como lims, =3 a, e s, <Y b, para todo n € N,
temos que Y a, < > b,. Concluimos que Y a, = > b,.

Para o caso geral, iremos escrever

D= D= tn

sendo p, e ¢, a parte positiva e a parte negativa de a,, respectivamente. Uma
reordenagao (b,,) dos termos a,, provoca uma reordenagao (u,) dos termos p,, e outra
(v,) dos termos g, com u,, parte positiva e v, parte negativa de b,,, respectivamente.

Como py,, g, > 0, temos pelo caso anterior que Y. p, = > u, € > ¢, = Y. v, donde:

2= Pn =D G0 =) Un =) =) bn

demonstrando o resultado. O
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O teorema a seguir nos da a outra propriedade que esperamos:

Teorema 2.13 (Riemann). Alternando-se convenientemente a ordem dos termos
de uma série condicionalmente convergente, pode-se fazer com que sua soma fique

tgual a qualquer nimero real pré-fizxado.

Demonstracao. Sejam Y a, uma série condicionalmente convergente, sendo p,, ¢,

suas partes positiva e negativa, respectivamente. E seja ¢ um nimero real fixado.

Vamos reordenar os termos de (a,) da seguinte maneira: tomaremos
D1, D2, - Pny, Onde ny € o menor indice tal que py + p2 + ... + p,, > c. Depois,
tomaremos ¢, gz, ..., ¢n,, sendo ny o menor indice tal que p; +ps + ... + pp, — @1 —
g2 — ... — qn, < c. E entdo, tomaremos py, +1, ..., Pny, onde ng € o menor indice tal
quepr+p2+ ...+ pPoy — @ — Q2 — . — Gnyg + Pnyt+1 + .- + Pny > c. Essas escolhas
sao possiveis pois, como a, ¢ condicionalmente convergente, > p, = > ¢, = +o0.

Prosseguindo obteremos uma reordenacao de Y a,,.

Vamos mostrar que essa reordenacao de Y a, tem reduzidas ¢, que tendem

para c.

Pela maneira que tomamos o rearranjo, ¢ intuitivo pensar que a suposi¢ao
é verdadeira. Isto se deve ao fato das reduzidas estarem variando em torno de ¢
e mais ainda, como Y a, converge, teremos que a, — 0 donde p,,q, — 0, o que

significa que as somas ficarao cada vez mais proximas de c.

Para de fato demonstrar essa ideia, vamos adotar a seguinte notacao k; =

ni, k; =n; +n;_1 para i = 2,3, .... Assim teremos para 7 impar:

thyy =th, =p1+ D2+ ... + D,y
lhy = lnotns =P1+ D2+ o +DPny — @1 — Q2 — . — Gy

tki = tn¢+n¢,1 =p1+pP2t ..t D — @ — Q= o = Qny s = Qg o1 T
— n;_4 +pm‘—2+1 + .. +pni

Isto é, t, ira representar a soma até o ultimo elemento do i-ésimo bloco de partes

positivas. E também #;,,, a soma até o ultimo elemento do bloco seguinte de partes
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negativas.

Notemos que:
by = tnpn, s = (P1+DP2+ Py — @1 — G2 — oo = ny oo — Gy b1 — o — Gy )T

+p”i—2+1 + . "_pm—l + Pn, = tki—l + Pn;_o+1 + .. +pni_1 +pm

e, como ty, | + Pp o+1 + ... + Pn—1 = ¢, teremos:

Além disso,

thipy = D1+ P2+ o+ Py — @ — @2 — oo = Gy ot P o1 e Doy —
“Qniyq_o+1 7 oo T lQniy -1 T Qnyyy = t’ﬂ' T Qg1 T o T Gnip—1 T Gngyy
€, COMO tg, — Gnyyy o1 — - — Qi —1 = C, tETEMOS:

0<c—tr < dn,

Como > a, converge, limp, = limg, = 0 e segue que lim; ,o, p,, =

lim; ,o0 ¢n;, = 0. Logo, como 0 < t, —¢c < p,, e 0 < ¢ —1tg,,, < qn,_,, temos

i+1
limy—ootk, = ¢, como queriamos.

Agora, precisamos também que as reduzidas que terminam em um elemento

qualquer dentro dos blocos naturais construidos pelo rearranjo tendam para c.
Para demonstrar isso, vamos notar o seguinte fato:

Como

ki =N, + n;—1

ki1 =nip1 +n;

com ¢ impar, n; 1 e n;11 sdo indices de ¢ que crescem com i, logo k; < k;y 1. Se
existe k tal que k; < k < k;11, isto é, k representa um elemento que estd em uma

posicao dentro dos blocos, entao podemos escrever:

t, = tki —Qn;_1+1 — - — Qi = tki >l — Qg1 — - — Qniyr = tki-i-l
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Consequentemente, tj, > 1, 1
Logo ty, > ty > ty,,, para i impar. Ja para i par, teremos, repetindo o
processo de forma andloga, que ty,,, > tp > t;,. Quando 7 tende a infinito, &

também tende a infinito, donde limj_, ., tx = ¢, como queriamos.

Concluimos que toda reduzida do rearranjo vai para c, isto é, a soma da

série rearranjada de maneira conveniente ¢ o valor real esperado. O]

Podemos ainda mostrar que podemos reordenar uma série incondicional-

mente convergente para que sua soma seja infinita.

A ideia nesse caso é usar também o fato que p,,q, — 0, isto é, existe
um n € N tal que p,,q, < 1. Dai, podemos somar elementos positivos até que
Sn+Dnt1+...+Dn, > c+2 e entdo subtraimos o termo negativo de menor indice ainda
nao somado e nao nulo, isto é, s, +Dp1+...+Pny —@n, > c+1. Novamente somamos
os termos positivos até que a soma ultrapasse ¢ + 3 e entao subtraimos o préximo
termo negativo nao nulo, com S, +ppt1+... +Pny — Gy +Pny+1+ - FPng — Qn, > c+2.

Podemos fazer isso consecutivamente e entao a soma ird crescer indefinidamente.

Portanto, existem duas opg¢odes para séries convergentes na reta: convergir
absolutamente ou condicionalmente. Como existe uma reordenagao de uma série
condicionalmente convergente cuja soma diverge, ela nao pode ser, por definicao,
incondicionalmente convergente. Dai concluimos que uma série incondicionalmente

convergente deve ser também absolutamente convergente.

Vamos ainda mostrar posteriormente (Teorema 4.2), que uma série que
converge incondicionalmente em um espago normado, sempre deve convergir para

o mesmo valor, o que nos daria a mesma conclusao acima.

Junto com o Teorema de Riemann (Teorema 2.13), concluimos que:

Teorema 2.14 (Dirichlet). Uma série de numeros reais € incondicionalmente

convergente se, e somente se, é absolutamente convergente.

2.3 Segundo Caso: Séries em Espacos Normados de Dimensao Finita

Solucionada a questao na reta, podemos pensar no que acontece quando

tomamos espacos normados de dimensao finita.
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Seja E um espago normado, com norma || - ||. Uma série - z,,, com x, € E
para todo n, é convergente se existe S € E tal que || X7_; z; — S|| — 0 quando

n — 00. Dizemos que S é a soma da série e escrevemos Y. x, = S.

De forma analoga ao caso na reta, > x, é absolutamente convergente
se Y ||z,|| converge e incondicionalmente convergente, se para toda bijegao
o0 :N =N, >z, converge. Poderemos utilizar também o termo incondicional-

mente somavel para sequéncias cuja série é incondicionalmente convergente.

Vamos comecar considerando séries no espaco euclidiano. Iremos adotar a
seguinte notacdo para sequéncias no espaco euclidiano de dimensao n: (x*)°

isto é, para todo k € N:

20 = @V, .., 2))

) = (:pgk), ...,:E(k))

em que xl@ € Rparatodoi=1,...,neje N.

Um dos resultados que ira facilitar nossas demonstracoes é a convergéncia

coordenada a coordenada:

Proposigio 2.15. Seja ()52, uma sequéncia em R™, com zF) = (xgk), ., xk)) e
R™. Temos que Y52, #%) converge se, e somente se, S22, xgk) converge para todo
1=1,...,n.

Demonstracio. Veja [9], Teorema 4 da se¢ao 5 no Capitulo I. [

Além disso, também utilizaremos o resultado abaixo sobre equivaléncia de

normas.

Proposigao 2.16. Sejam E e F espagos normados de dimensao finita. Entdo:

1. E é completo;

2. duas normas quaisquer em E sdo equivalentes;
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3. uma aplicagao linear ¢ - E — F € continua.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada na Proposicao 12 do Capitulo
8 de [1]. ]

Note que a convergéncia aqui esta ligada a completude do espaco, pois a
série deve convergir para um elemento no espago em que ela esta. Como vamos
trabalhar em dimensao finita, nao precisamos nos preocupar, pois todo espaco

normado de dimensao finita é completo.

Podemos entao generalizar a equivaléncia entre convergéncia absoluta e

incondicional para o espaco euclidiano:

Proposigdo 2.17. Dada uma sequéncia (x*))22, em R™ e uma bijegio o : N — N,

entao > 7 2®)|| converge se, e somente se S 2(@®) converge.
k=1 ) s ) 2uk=1 g

Demonstragio. Suponhamos que 33°; ||z®)|| convirja. Temos, usando a norma da
soma, que:
2Ol = |17+ .+ [

logo [z™] < [|2®||; e pelo Critério da Comparacao, como 3222, ||z®)|| converge
por hipdtese, temos que > ;7 |:B§k)| converge para todo ¢ € N. Como essa série é
(o(k))

real, pelo Teorema 2.12, temos que > ;2 x; converge para todo i. Isto é, cada

entrada de 33°, 2(°*) converge, donde ela converge.

Reciprocamente, suponhamos que, para qualquer permutacio o, >3, x(7(*)
(o(k))

converge. Entao, > 77, x; converge para todo i = 1,...,n. Como a série é real,

temos pelo Teorema 2.12 que Y72, |£E£k)| converge para todo 7, donde

o0 k; o0
S 2P+ o4 2P =3 2P
k=1 k=1

converge.

Como estamos em um espaco de dimensao finita, todas as normas sao
equivalentes. Portanto, para uma norma qualquer || - ||, temos que existe ¢ > 0
escalar tal que [[z®)]| < ¢||z®]]1, logo S22, [|z®)|| converge pelo Critério de

Comparagao.

]
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Observe que podemos olhar para o conjunto dos complexos como um
espago vetorial sobre o corpo real. Entao de maneira analoga ao teorema anterior,
terfamos que uma série complexa é absolutamente convergente se, e somente se, é

incondicionalmente convergente.

Além disso, poderfamos tomar K" no lugar de R™ no teorema anterior. Isto
porque na ida nao usamos nenhuma propriedade especifica do corpo, apenas da
norma levar em um real. Ja na volta, usariamos apenas a observagao acima no

caso complexo para concluir a validade para um corpo K, que pode ser R ou C .

Isto é:

Proposicao 2.18. Dada uma sequéncia (x(k))zozl em K" e uma bijecio o : N — N,

entdo 302 ||z®|| converge se, e somente se, S5, £7%) converge.

A partir do resultado acima, podemos generaliza-lo para qualquer espaco

normado de dimensao finita. Para isto, basta escolher um isomorfismo conveniente.

Proposicao 2.19. Seja E um espago normado de dimensao finita sobre K. Dada
uma sequéncia Y. x, em E e uma bije¢io o : N — N, entdo Y ||x,|| converge se, e

somente se, > Ty(n) cONVETgE.

Demonstragdo. Vamos considerar entao um espaco normado E cuja dimensao é n
e seja By = {1, ..., B} sua base. Entao dado um z € E, existem tnicos escalares
ai, ...,a, € Ktal que z = a1 81 + ... + a,5,. Notemos que ||z||g = ||a1]| + ... + ||an]|

é uma norma em F.

Consideremos a fungao ¢ : F — K" dada por ¢(z) = (ay,...,a,). Temos
que ¢ ¢ uma transformacao linear. Por ser linear entre espacos de dimensao finita,

temos que ¢ é uma funcao continua. Além disso,

(@)l = [l(ar, ., an)l[y = [lar]] + .. + [lan]] = [|z[|z

Com isso, temos que ¢ € injetora.

Notemos ainda que, pelo Teorema do Nucleo-Imagem, ¢ é sobrejetora,
portanto é uma bijecdo. Como a inversa de uma transformacao linear é sempre

linear, obtemos que ¢! é linear entre espacos de dimensao finita, logo é continua.
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Agora iremos de fato mostrar o teorema.
Suponhamos que 3 ||z,|| convirja. Entdo, como toda norma em dimensio fi-
nita é equivalente, temos que existe ¢ > 0 real tal que ||z,||g < ¢||z,||. Logo
> ||zn]|g converge pelo Critério de Comparagao. Dai, como ||¢(x,)|[1 = ||znl| £,
temos que Y ||¢(x,)|]; converge. Logo, pela equivaléncia das normas, a série
Y ||¢(x,)|| converge. Como ¢(z,,) € K", do Teorema 2.18 temos que Y ¢(Zq(n))
converge. Sabendo que ¢! é continua e linear, temos que ¢~ (X ¢(xy(n))) con-
verge € ¢ (X 0(Tom))) = X0 HO(Tom)) = 3 Tom), 18t0 €, X Zy( converge.
Portanto, uma série qualquer em £ que converge absolutamente, também converge

incondicionalmente.

Por outro lado, suponhamos que > x,(,) convirja. Como ¢ ¢é continua,
#(X- To(n)) converge, e por ser linear e continua, ¢(X Tom)) = X O(Te(m)). Logo,
a série Y ¢(Zy(m)) converge. Notemos que ¢(Z,()) € K", logo podemos aplicar
o Teorema 2.18, isto é, > ||¢(x,,)|| converge. Pela equivaléncia das normas em
dimensao finita e pelo Critério de Comparagao, Y- ||¢(x,,)||1 converge. J& vimos
que a série 3 ||o(x,)||1 = X ||zn|| converge e, usando novamente a equivaléncia

das normas, temos que a série 3 ||z,|| converge, concluindo a demonstragdo. [

Aqui encerramos o problema para espacos normados de dimensao finita.



25
3 O TEOREMA DE DVORETZKY-ROGERS

Neste capitulo, vamos verificar se existe uma generalizacao do Teorema
de Dirichlet para espagos normados de dimensao infinita. Comecaremos com um
resultado obtido pelo proprio Banach, que observou que uma das implicacoes
continua valida em espacos de Banach de dimensao infinita. Especificamente, é
fato que séries absolutamente convergentes sao incondicionalmente convergentes

em espacos normados.

Por outro lado, nao ha validade da volta. Mostraremos inicialmente um
contraexemplo no espaco lp. Apods algumas construgoes, poderemos finalmente
demonstrar o Teorema de Dvoretsky-Rogers. Este teorema nos diz que em qualquer

espaco de Banach de dimensao infinita, conseguimos uma série que invalida a volta.

E importante situar o leitor que, por volta do século 20, surgiu a Andlise
Funcional. Com isso, os resultados obtidos na reta passaram por testes para

verificar sua validade em dimensoes "maiores".

Um dos precursores dessa nova area foi Banach e, em sua tese, ele nos

presenteou com o seguinte resultado:

Proposicao 3.1. Um espaco normado E é um espaco de Banach se, e somente se,

toda série absolutamente convergente em E ¢é incondicionalmente convergente.

Demonstragdo. Suponhamos que F seja um espaco de Banach e, que Yz, seja
uma série absolutamente convergente em E, isto é, 3 ||x,|| < co. Como 3 ||z,
pode ser vista como uma série real, podemos aplicar o Teorema de Dirichlet que
nos diz que, dada uma permutacao o, Y ||Z,m)|| < co. Pelo Critério de Cauchy,

dado € > 0, existe n(¢) € N tal que para n > m > n(e), temos que:

> ol <€ (3.)

j=m

Mas também temos que, para n > m > n(e):

m

Z Lo(j) — Z Lo ()
Jj=1 J

1
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Usamos a desigualdade triangular e a desigualdade ( 3.1) na udltima passagem.

Logo, a sequéncia das reduzidas de > x4(n), Sn = Zx(,(]—), é uma sequéncia de
j=1
Cauchy e por estar em um espaco de Banach, convergem. Concluimos que Y- ()

converge em F, mostrando que a série é incondicionalmente convergente.

Por outro lado, seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em F, isto é, dado € > 0
existe n(e) € N tal que para n,m > n(e), temos que ||z, — x,,|| < e. Vamos tomar
para cada k € N, ng, ngs1 > n(e), com e = 5¢. Dal, teremos ||z, — Zn, || < 55-
Construimos assim uma sequéncia (n;) € N tal que, denotando y = z,,,, — Tn,,
temos que [[yx|| < 5. Logo, ||yk|| < 3 95 = 2. Isto ¢, obtemos uma sequéncia
(yx) C E absolutamente convergente. Entao, por hipdtese, teremos que ela é

incondicionalmente convergente. Notemos que
Y1ty + ..t Yy =Ty, — Ty + Ty — Ty + .. +$nk+1 = Ty, = Ty — Ty

Consequentemente, ,,, +¥1 + Y2 + ... + Y = Tp,,,. Dessa forma, fazendo k — oo,
teremos que (z,,) converge, isto é, (x,) tem uma subsequéncia convergente, logo

converge. Isto prova que E é um espaco de Banach.

]

Observemos que o importante para a validade da implicagao da convergéncia
absoluta em incondicional é o espaco ser completo em relacao a sua norma, isto é,

ela nao depende da dimensao.

A novidade vem ao nos questionarmos se uma série em um espaco de
Banach (de dimensao infinita), que converge incondicionalmente, vai convergir
absolutamente. A resposta para essa pergunta é negativa, a seguir mostraremos
um exemplo em que a implicacao nao é valida.

. €n
Exemplos 3.2. Tomando F = [, vamos mostrar que a série »_ x,, quando z,, = —,

n
aqui e, = (0,...,0,1,0,...) com 1 na i-ésima entrada, converge incondicionalmente
mas nao absolutamente em [,.

Primeiro, vamos analisar a série em /5. Notemos que x = (%) estd em [y,

isto por que (3 |%\2)% converge por resultado de anélise na reta. Isto é, dado & > 0,
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© 1 1 LA |
existe n(e) € N tal que para n > n(e), temos que | > —|= ‘Z — = > | < g2
i=n+1 TV neoiat

Além disso, temos que Y x,, = z pois, para n > n(e), temos:

L 1 1 1 1 1
. — =Il1l,=,....,—0,...) —(1,—=,....— =
z_:lx] x H(727 7n77 ) (727 7n7n+17 )2
J= 2
1
Sl
a i:n+1i2

Agora, vamos verificar que a série converge incondicionalmente. Dada o

uma permutacao, como o é sobrejetora, para cada j = 1,...,n(e), existe n; € N

tal que o(n;) = j. Seja ng = max{ny,...,n,)}. Entdo, para n > ng, teremos
n

as n(e) primeiras coordenadas de Y z,(;) iguais as n(e) primeiras coordenadas

Jj=1
de . Isto ocorre porque j ird assumir os valores {ni,...,ny)}, Pois esses sao
naturais menores que n, dessa forma, teremos os termos Zo(ny) + ... + To(n,.)) =
1

T4+ T = (1, %, s ...). Como cada valor de j corresponde a uma entrada,

as n(e) primeiras nao serdo alteradas pelas demais parcelas da série. Portanto:

2
Yoty — x| <D 2 <€
7=1

2 t=n(e)+1
donde }° w4 (n) converge, como queriamos.

Por fim, como ||z,[|> = [[(0,...,0,2,0,...)||» = %, entdo X ||zn|]s = 3 L que

' n) n’

diverge. Logo, a série nao converge absolutamente em [5.

Podemos ainda mostrar que para qualquer sequéncia (a,) que estda em l, mas
nao esta em [, a série Y a,e, converge incondicionalmente mas nao absolutamente.

Para isso basta repetir o processo feito nesse exemplo usando x,, = a,e,.

rtir di m nsar nvergéncia incondicional implicar
A partir disso, podemos pensar se a convergéncia incondicional lica
convergéncia absoluta é um fato exclusivo de espacos com dimensao finita. Essa

questao se mostrou bastante dificil, tendo sido abordada por Banach em [2] e tendo
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se tornado um dos problemas do Scottish Book!. Finalmente, em 1950, o problema
foi solucionado por Dvoretsky e Rogers em [4], onde foi usada uma adaptagao do

exemplo anterior para qualquer espago de Banach de dimensao infinita.

Iremos provar nesse trabalho o Teorema de Dvoretsky-Rogers (Teorema
3.5), que nos permitird afirmar que é sempre possivel encontrar uma sequéncia
que converge incondicionalmente mas nao absolutamente em qualquer espaco de
Banach de dimensao infinita. Seguiremos aqui o caminho indicado no livro de

Diestel, Jarchow e Tonge [3].

Antes de provarmos o Teorema de Dvoretsky-Rogers, precisamos demonstrar
outros dois resultados. Estes s@o o lema de Diestel e um teorema que nos da uma

formulacao conveniente para convergéncia incondicional.

Lema 3.3. Seja E um espaco de Banach de dimensao 2n. Entao, existem n vetores
X1, .-y Ty na bola fechada unitdria de E cada um com norma maior ou igual a meio

tal que, independentemente dos escalares A\, ..., \,, temos que:

> A

Jjsn

< (Zw)é

Jj<n

Demonstragdo. Primeiramente, vamos estabelecer algumas notacoes. Se w é uma
transformacao linear entre dois espacos vetoriais de dimensao k, cada um com
uma base escolhida, entdo det(w) e tr(w) denotam o determinante e o trago,

respectivamente, da matriz de w nas bases escolhidas.

Denotamos por [3" o espago métrico formado pelo conjunto R*" e a métrica
d(x7y> - 2221 |ml - y1|2 onde r = (xh "‘7I2n)7y - (yh -‘-7y2n) S R?".
Para facilitar a organizacao, iremos dividir a prova desse lema em duas

etapas:

Etapa 1: Vamos comegar nossa prova obtendo um isomorfismo v : [3* — FE

de norma unitaria que satisfaca:

ltr(utv)| < 2n||v]| (3.2)

L Caderno usado pelos mateméaticos da Escola de Matemaética de Lwéw, na Poldnia,

para anotar problemas a resolver. Muitos dos problemas que foram resolvidos de
modo cooperativo colaboraram para o avanco da Anélise Funcional e da Topologia.
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para todo operador v : 3" — E.
Para obter esse isomorfismo, vamos considerar a aplicagao
det : L(I3", FE) = K
v — det(v)
Como L(I3", E) tem dimensao finita, entdo a esfera unitaria nesse espago, que

denotaremos por S, é compacta. Pelo Teorema de Weierstrass, existe maximo da

fungéo |.| o det em S.

Tomaremos entdo u € S tal que
| det(u)| = max{|det(v)| : v € L(I3", E),v € S} (3.3)

Esse sera nosso palpite para o isomorfismo desejado. Temos que u tem norma
unitéria, pois estd na esfera unitaria e é isomorfismo pois det(u) # 0, j4 que temos
a "identidade', id, cujo determinante é 1. Logo, |det(u)| > 1. Notemos que isso
implica que u é invertivel. Para concluir a primeira etapa, mostraremos que o

isomorfismo u satisfaz a desigualdade 3.2, o que exige um pouco mais de trabalho.

Seja € # 0 um escalar em K e v € L(I3", E). Entéao, u+ev € L(I3", F), pois

et [ HEv
||lu+ evl|

u+ev

[[utev]|

este ¢ um espaco vetorial. Logo:

| det(u + ev)|
|lu + evl[*r

det(u + ev)
||lu + evl >

< [ det(u)]

A 1ltima desigualdade ocorre porque € S. Prosseguindo, obtemos:

| det(u + ev)| < |det(u)| - ||u+ ev|[* < |det(u)|- (1 + [e] - |[v]])*" (3.4)
aqui usamos a desigualdade triangular na ultima desigualdade.
Também podemos escrever:
| det(u + ev)| = |det(u - id + euu'v)| = | det(u)| - | det(id + eu ' v)| (3.5)

Afirmagao 1 det(id + eu'v) = 1 + etr(u'v) + ¢(g), em que ¢(g) é um

polinémio em €2 sem termo independente.

Substituindo na equacao 3.5, obtemos:

| det(u + ev)| = |det(u)] - |1 + etr(u'v) + c(¢)|
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e usando a desigualdade 3.4,
3.4
| det(u)] - |1 + etr(uv) + c(e)| = | det(u + ev)| < |det(w)|- (1 + |e| - ||v]])*"
= |1+ etr(uv) +c(e)| < (1 +e] - ||v])*™ (3.6)

Podemos ainda manipular ambos os lados dessa desigualdade. Usando o

Binomio de Newton, temos que

A+l ol = S (i") el ol = 1+ 2nle] ol + |eP(..)  (3.7)

i=0
Vamos também trabalhar o membro esquerdo na inequacao
1+ etr(u™'v) + e(e)] > |1+ etr(u'0)| — Je(e)|| > |1+ etr(u"v)| = |e(e)]

Notemos que tudo que fizemos até aqui vale para qualquer escalar € e qualquer
vetor v € L(I3", E).

Fixado v € L(I3", E), podemos tomar ¢ tal que:
etr(u~tv) = |etr(u o) (3.8)
basta que para tr(u"'v) = re? tomemos ¢ = de'>"=9  sendo ¢ real positivo. Daf:

11+ etr(uv)| =1+ etr(u'v) =1+ ¢ - [tr(u )]

Portanto, utilizando as construgoes validas para qualquer escalar e vetor v,

temos que

1+ Je] - [tr(u"0)] = |e(e)| 2° 1 + etr(u™v) — |c(e)| <

3.6
< |1 +etr(utv)| = |e(e)] < |1 +etr(u ) +ce)| < (14 |e] - |Jv])*" =
3.7
=14 2nle| - ||vl] + e*(...)
Podemos reagrupar ambos os termos dependentes de |¢|? e colocar em evidéncia:
el - [er(u" )] < 2nle] - o] + [e*(...)

= ]tr(u’lv)] < 2n|[v|| + [¢|(...)
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Fazendo ¢ — 0, isto é possivel pois podemos tomar § — 0, obtemos a desigual-

dade 3.2 o que finaliza a Etapa 1.

Dem. Afirmacgao 1: Queremos provar a seguinte igualdade:
det(id + eu~'v) = 1 + etr(u'v) + c(¢)

De fato, denotando k = 2n e as entradas da matriz da transformacao u='v

por (a;;), temos que:

14 gy £a19 R EQk
) 1 E9o1 1+ Elgy ... EQoL
td+eu v =
EQr1 EQr2 B EAkk

A férmula de Leibniz nos diz que para uma matriz M = (m;;)x:

det M = > sgn(o) (]f[l mg(i),2'>

€Sk

em que Si é o grupo de permutacao de k elementos, sendo sgn sua funcao sinal

que retorna 1 para permutacoes pares e —1 para permutagoes impares.

Temos que a diagonal é dada por (1 2 --- k) € Sk, entdo sua parcela

no determinante segundo a formula de Leibniz é:

(1+eayn)...(1+eap) =1+cay +...eapp +*(...) =1 +etr(uv) +(...)

As demais parcelas terdo pelo menos dois termos fora da diagonal, pois ha
a transposicao de pelo menos dois elementos, b e ¢, donde o(b) #be o(c) #c. A
parcela fica entao:

EQq (1) bEAa(c) e - )

Ou seja, todas as parcelas, fora a diagonal, entram no termo c(¢), seguindo a

igualdade.

Etapa 2: Seja P uma proje¢ao ortogonal em um subespago com dimensao
m de [3" . Isto é, P ¢ uma transformagdo linear tal que P = P?. Usando

essa ultima identidade, pode-se verificar que a diagonal principal é composta
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por apenas nimeros 1’s. Logo teremos que tr(P) = m e pela etapa anterior,
tr(P) = tr(u™'uP) < 2n||uP||, donde

m

Pl > — 3.9
Pl > (3.9

Temos que ||u|| é uma funcio continua e que Sy, a esfera unitaria em /3,
¢ compacta. Logo, ||u]| = sup{||u(z)|| : x € S3} = 1 atinge 0 maximo em Sy pelo
Teorema de Weierstrass. Isto é, existe y; € Sy tal que ||u(y;)|| = 1.

Consideremos entao a projegao ortogonal P; de [3" no complemento ortogonal

do gerado por y;, denotado por [y;]*. Como dim[y;] + dim[y;]* = dim 12", temos

que dim[y;]* = 2n — 1, donde, pela desigualdade 3.9, ||uP|| > %

Por sua vez, ||uP;|| é continuo, pois P; também é uma aplicacao linear em

dimensao finita, portanto continua. Assim ela atinge maximo em .S, isto é, existe

zs € Sy tal que ||uPy(zs)|| = [|uPi]|, que como vimos é maior ou igual a 2.
Vamos agora obter y, € So tal que yo € [y1]h e |[u(ys)|| = |[uPi(ye)|] > %

Para isso, notemos que z3 ¢ [y1], sendo terfamos Pi(z3) = 0, 0 que entra em

contradicdo com |[uP;(x3)|] > 1. Podemos escrever entdo x = a; + by em que

2n—
2n

0 # a1 € [11]* e by € [y1]. Notemos que Pi(z3) = Pi(a; + b)) = Pi(a1) = ay, além

disso, ||ai|| < 1 pois, como a; L by, temos:

1= ||zo| | = (z2, 22) = ||aa|* + [|ba]|?

a
llax|l”

Daf |[ya|| =1, y2 € [1n]* e

|[uPr(ay)]| om — 1
u(y2) || = |[uPr(y2)]| = Nl > |[uPr(a1)|| = |[uPr(z2)|] > o

Tomemos entao y, =

como queriamos.

Seja P, a projecdo ortogonal de [2" no complemento ortogonal [y, y]*.

Entéo |[uPs]| > 22=2. Como ||uPs|| ¢ continua no compacto Ss, ela atinge o méximo

em S,. Portanto, existe 23 € Sy tal que |[uPs(z3)|] > 22-2. Podemos repetir o
argumento anterior para obter ys € [y, yo|* tal que |lys|| =1 e [|u(ys)|| > 22,

Ap6s n passos, construimos vetores ortonormais yi, ..., y, € [3". Seja z; =
u(y;) para 1 < j < n. Entao, ||z;|| > L. De fato:
2n—(j—1)

[l = MluCyp)ll = NuPj-r(y;)ll =2 ——

1
> =
-2
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Ao mesmo tempo que, se A, ..., \, sao escalares, entao pela ortonormalidade dos

vetores Yy, ..., Yn, temos:

[NIES

o[ =10 Nulyy)|| < Hull - {12 Mws|| = | (D0 Njwgs D A

j<n j<n j<n j<n i<n

[NIES

= > NP

Jj<n

Portanto:

M=

YNl < | NP (3.10)

j<n j<n

como queriamos.

]

Estamos interessados, como dito, em uma caracterizacao para séries incon-
dicionalmente convergente. Em particular, queremos mostrar que uma sequéncia
(z,) em um espago de Banach é incondicionalmente somavel se, e somente se, é
sinal somavel. Ser sinal somavel significa que _ ¢,x,, converge para toda escolha

de sinal ¢, = £1.

Nao iremos demonstrar essa equivaléncia diretamente. No lugar, provaremos

o seguinte teorema mais geral:

Teorema 3.4. Para uma sequéncia (z,) em um espago de Banach E, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. Y x, € incondicionalmente convergente.

2. (z,) € desordenadamente somdwvel, isto é, para cada € > 0 existe um
natural positivo n. tal que para qualquer subconjunto finito dos naturais cujo

min M > n., temos que || X ,en Tnl| < €

3. (x,) é subséries somdvel, isto é, para qualquer sequéncia estritamente

crescente de inteiros positivos (ky), >, Tk, converge.

4. (x,) € sinal somduvel.
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Demonstracao. Para demonstrar as equivaléncias primeiro vamos mostrar a equi-
valéncia entre (1) e (2), depois iremos provar que (2), (3) e (4) sdo equivalentes:
(1) = (2)
Vamos argumentar pela contrapositiva, isto é, vamos supor que (2) nao seja
verdade e provar que isso implica que (1) ndo é verdade. Ao dizer que (2) é falso,

estamos afirmando que, dada uma sequéncia (z,) C F, existe § > 0 tal que para

todo m € N existe um subconjunto finito de N com min M > m e || Xpepr k|| > 9.

A partir disso, podemos construir uma sequéncia de subconjunto finitos dos

naturais, (M,), tal que max M,, < min M,y e || Xpenr, Tx|| > 0:

De fato, dado ng = 1, pela negacao de (2), existe um subconjunto finito de
N, M; tal que min M; > ng e || Xpenr, @k|| > 0. Como M, é finito, existe ny € N
tal que n; = max M;. Novamente pela negagao de (2) existe um subconjunto finito
de N, M, tal que min My > ny = max My e || Xrenr, k|| > 0. Assim, podemos
definir indutivamente a sequéncia desejada, uma vez que como M)}, é finito, existe
n, € N tal que ny = max My, e existe um subconjunto finito M;,; C N tal que

min My.q > np = max M e || Zz‘eMk x,|| > 0.

Agora, como queremos provar que nao vale (1), vamos tomar uma permuta-
¢ao 0 : N — N dada por o([min M,,, min M,, + |M,|)) = M, onde |M,| denota o

numero de elementos em M,,. Mostraremos entao que >_; T,(;) nao converge, para
n

isso, vamos mostrar que suas reduzidas, S,, = Z To(;), ndo sdo de Cauchy (portanto
i=1

nao convergem).

Tomando § como anteriormente, para cada k € N, temos que existem um
numero natural n e um subconjunto finito dos naturais M, com p = min M,, > k e

g = min M,, + |My| — 1 > p, isto é, existem p,q > k tais que:

min My, +|My|—1

Z Lo (i)

i=min M,

HSq - Sp|| = HSminMn+|Mn|—1 - SrninMnH =

2 z;

i€o([min My, ,min M, +|My|)

D @

1€EMp

donde as reduzidas nao sao de Cauchy, com queriamos. Dessa maneira mos-

tramos que uma sequéncia que nao é desordenadamente somavel nao pode ser
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incondicionalmente somavel, o que conclui a implicacao desejada por contraposicao.
(2) = (1)

Seja (z,) uma sequéncia no espaco de Banach E que é desordenadamente

somavel. Vamos mostrar que ela é incondicionalmente somavel:

Fixado € > 0, pela sequéncia ser desordenadamente soméavel, existe n. € N

tal que para um subconjunto finito M dos naturais com min M > n. temos que
| Enen znll < e

Seja ¢ : N — N uma permutacdo. Como o é sobrejetora, para cada
i € 1,....,n. existe um j € N tal que i = o(j). Como a permutagao é injetora,
existem n. elementos tal que isso ocorra, logo existe o maximo do conjunto dos
J’s que vamos denotar por m.. Dessa forma {1,...,n.} C o({1,...,m.}). Sejam
q > p > m.. Como o conjunto M’ = {o(p),...,0(q)} é subconjunto dos naturais,
podemos pensar no seu minimo pelo Principio da Boa Ordenacao. Temos entao
pela escolha de m,, que para todo i € M’, ¢ > j tal que j € {1,...,n.}, donde
minM' > n.. Portanto, podemos usar as informagoes do paragrafo anterior para

concluir que || Y, e nl| < €.

Notemos que para € > 0, obtemos m. € N tal que para ¢ > p > m. temos

que:

> o

q
> Tali
i—p i€{o(p),...o(q)}

Isto ¢, as reduzidas S,, = "I | Z4(;) sao de Cauchy. Como estamos em um espago

|3

ieM’

<é€

de Banach se as reduzidas convergem entao a série ), z,(;) ¢ convergente, isto €,

> x, ¢ incondicionalmente convergente.

(2) = (3)

Agora mostraremos que dada uma sequéncia (x,) C F desordenadamente
somavel, entao ela é subséries somavel. Para isso, iremos fixar € > 0. Entao, por

(2), existe m. € N tal que para qualquer subconjunto finito dos naturais, M, tal

que min M > m,, temos que || > ,car Tnl| < €.

Seja (k) uma sequéncia de naturais estritamente crescente. Entdo, k, > n

para todo n € N. Vamos mostrar que, para ¢ > p > m., temos || X7, zx, || < ¢.

Como k,, > n, temos que kg,...,k, > p > m., logo podemos tomar o
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subconjunto dos naturais M = {k,, ..., k,} que é finito e tem min M > m,. Segue

que H ZiGM 'T’LH <e. Ou Sejaa H Zg:p Lk,

= || Xiem xi]| < &, como queriamos.

Provamos entao que > ;" ; x;, atende ao Critério de Cauchy. Portanto,

Z xg, converge, sendo k, qualquer sequéncia estritamente crescente de naturais,
isto é, (z,,) é subséries somavel.

(3) = (4)

Seja (z,) C E uma sequéncia subsérie somével. Vamos mostrar que ela é
sinal somavel. Consideremos uma sequéncia (¢,) de elementos 1 ou —1. Sejam
St={neN:g,=1}e S ={neN:¢g, = —1}, ordenando os elementos de

ST e ST, temos que Y, cqt Tn € Dnegt Ty convergem. Logo, para € > 0, existe

n(e) € N tal que para ¢ > p > n(e), temos que,

€
2

D

neM+

>

neM—

<E <
— e
2

sendo MT={neSt:p<n<qgteM ={neS :p<n<gq}

Ainda podemos escrever:

<€+6*€
= 5t5=

D Ta= D

neM+ neM—

<

D

neM+

+

>

neM—

q
> eny,
n=p

Logo, a série Y e,x, atende ao Critério de Cauchy e, portanto, converge. Conclui-

mos que (x,) é sinal somavel.
(4) = (2)
Vamos novamente usar o argumento de contraposicao. Iremos mostrar que

se (z,,) C E nao for uma sequéncia desordenadamente somavel entdo ela nao serd

também sinal somavel.

Consideremos entao § > 0 e a sequéncia (Mj) construida na implicagao
(1) = (2). Lembremos que podemos fazer isso pois, em ambas implicagoes, estamos
considerando a negagao de (2) e que (M) é uma sequéncia de subconjuntos finitos

do conjunto natural tal que max My < min My e || X,enr, @nl| > 0.

Vamos tomar uma sequéncia (¢,) que vale 1 se n € UMy e —1 caso

contrario. Entao, para ¢, temos que para qualquer n(d) € N, existe algum M, tal



37

que p = min M}, > n(d) e ¢ = max M, > n(d), isto é, existem ¢ > p > n(J) com:

q
ZH% 2 ) a,

neMj,

Notemos que entre p e ¢ podem existir naturais que nao estao entre My, mas como
nesses pontos €, = —1, eles acabam sendo excluidos do somatoério sobrando apenas

os termos em M.

Dessa forma, mostramos que as reduzidas de Y, (1 + sn)xn nao séo de
L

Cauchy, logo o somatoério nao converge. Como Z (I+en)z, = Z T, + Z EnTn,
n=1
para todo L € N, pelo menos uma das séries >, Tpn,2 ., Enln deve dlverglr Se a

primeira diverge, (x,) ndo pode ser sinal somavel (basta tomar ¢, = 1 para todo
n € N) e se a segunda diverge também nao serd (pois £, ¢ uma sequéncia de 1
e —1’s). Isto é, em qualquer uma das possibilidades, (x,) nao é sinal somével,

concluindo o resultado.

]

Enfim, chegamos ao teorema principal deste capitulo:

Teorema 3.5 (Dvoretsky-Rogers). Seja E um espago de Banach de dimensdo infi-
nita. Dado (\,) € ly, existe sempre uma sequéncia incondicionalmente convergente

(xn) em E com ||z,|| = | Al

Demonstragiao. Vamos fixar (\,), um elemento qualquer em l,. Podemos escolher

naturais n; < ng < ... < ng < ... tais que, para todo k € N:

S P27 (3.11)
n>ng
De fato, como (\,) € ly temos que 3, |\, |* converge, isto é, se S, = 37 |\;]?,

entdo S, — S. Dessa forma, dado ¢ > 0, existe n(e) € N tal que, para n > n(e)

temos:

SN =15—- S <e

>n
Tomando € = 272, existe n; € N tal que Y ;5,, |\i| < 272 Para e = 274, existe
ny > ny em N tal que Y, [Ni| < 27% Como 2% > 0 para todo k € N,
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podemos continuar tomando ¢ = 272* para todo k e obter n, > n;_; tal que vale a

desigualdade ( 3.11).

Como F tem dimensao infinita, ndo podemos usar diretamente o Lema 3.3.
Por outro lado, podemos considerar subespacos de £ com dimensao finita e obter
uma sequéncia (Yn)n>n, de vetores na bola unitaria de E, Bg, (||y.|| > 3) e para
todo k € N

N
> anyyn

n=ng

< (s ranﬁ)é (312)

n=ng

para qualquer sequéncia de escalares () e qualquer N tal que ngy < N < npgyq.

De fato, tomaremos E; subespago de E de dimensao 2(ny — ny). Como E;
tem dimensao finita, ele é um espaco de Banach. Podemos aplicar entdo o Lema
3.3: existem 2y, ..., 2p,—pn, vetores em Bp, C Bp, cada um com norma maior ou

igual a meio, tal que para quaisquer escalares S, ..., Bny—n, :
2
Y. Biml < | X 18]
J<na—n1 J<na—n1

Vamos tomar entao y,, = 21, Yn,+1 = 225 s Yno—1 = Znp—ny € Qny = By ooy Qpy1 =

Bry—n,- Dessa maneira, teremos que:

1
ng—1 2

[N

no—1
2 2
. Bzl =2 al| e Yo 18P = layl
j<na—ni Jj=n1 Jj<nz2—mn1 Jj=ni1

Notemos ainda que, pela construcao que fizemos no Lema 3.3, a desigualdade
( 3.10) continua valendo tomando um nimero N < ny — 1 de vetores. Isso se
deve ao fato dos vetores yi, ..., yny continuarem sendo ortonormais, independente se

pararmos antes do n-ésimo elemento. Portanto, podemos escrever:

1
2

N N
2
Yooyl < | X Lyl
Jj=n1 j=n1
O segundo passo é tomar um subespaco de E, Fj, com dimensao 2(ng — ng).
Novamente, esse serd um espago de Banach. Entao, podemos aplicar o lema como

no caso anterior. Vamos obter 21, ..., 2,,_n, vetores em Bp, C B, todos de norma
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maior ou igual a meio, e tais que, para quaisquer escalares (3, ..., Bny—n,, t€remos:

Y. Biml < X I8

Jj<ni—ng Jj<nz—na

Vamos tomar dessa vez ¥, = 21, Yny+1 = 22, --s Yng—1 = Zng—n, € também, a,, =

B, Wnyt1 = Pa, ..., Qpy—1 = Bpy—ny, de maneira que:

NI

ng—1 ng—1 2

> Biz|| = 2 || e > B =1 X eyl
J=n2

j<nz—n2 Jj<nz—ng Jj=n2

Novamente, podemos parar o somatorio antes de n3 — 1 e obter:

N N %
Yooyl < | X oyl
j=n2 Jj=n2

Podemos prosseguir dessa maneira tomando indutivamente Ej, subespago de £ com
dimensao 2(ng4+1 — ni) € obtendo 21, ..., 2y, ,,—n, vetores em Bg, C Bp todos com
norma maior ou igual a meio, tais que, para quaisquer escalares (1, ..., Bn, | —ny»

teremos:

N

> Bzl < > 1Bl

J<npy1—ng J<npy1—ng
De maneira que fazendo y,, = 21, ..; Ynjir—1 = Zngiy—ng € Oy = B1y oo Q-1 =
By —ny, além de considerar que podemos parar o somatério antes de ngy — 1 sem

perdas, teremos que:

N N %
> anyal| < D] |l
n=nig n=nig

Isto é, obtemos a sequéncia (y,) como desejada e que nos fornece a inequagao 3.12
para todo k € N, como queriamos.

Vamos definir z; = Ajniﬁ e tomar uma sequéncia qualquer (¢;), g; € {—1,1},
para todo 7 em N. Usando a sequéncia (y,) construida anteriormente, temos para
nE < N < ngy1 que:

N

2
A
[yl

N N " N
Yol =1 ) ng‘]H <| X
J=ng

j:nk j:”k ! ||y]H
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Aqui (ﬁ”’\ﬁ) é uma sequéncia de escalares. Notemos ainda que, como |g;|* =1 e

Yn
y;l| = %, temos que:

2
Sj)\j _ |€j|2'|)‘j|2 <4|/\|2
;] lysll> =
Logo,
1
N N 2
2
> gl <2 X A
J=ng J=ng
Usando a inequagio ( 3.11), como X |A;1* < 3,5, |A;]%, obtemos que:
N
S eml| <2 (27%)z =2k (3.13)
J=nk

Vamos mostrar a partir desse resultado que as reduzidas da série Y, €,x, sao de

Cauchy:

Notemos que, dado p > m > n, existem k e k’, podendo ser iguais, tais que

nE <m < ngypenyg <p<ngy. Suponhamos k' # k. Entao, podemos escrever:

p nk+1—1 nk+2—1 p
Yoeml| = X emt D gmit X &
j=m j=m J=Nk41 J=nyr
ngy1—1 Ngy2—1 D
<UD || || X sl ] X s
j=m J=Nky1 J=ngs
Observemos que:
ngy1—1 Np41—1 m—1 m—1
D & = D st Y g | = ) g
j=m j=m J=ng J=ng
Nj41—1 m—1
< D el || 2 e
J=ng Jj=ng

E pela desigualdade 3.13, temos que:

nk+1—1

2—k
Z €% <2
Jj=m
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Pela desigualdade anterior e novamente 3.13, obtemos por fim:

p k' —1 1
2—k —k 1—k 2—k
E €T <2 4+ 274+ ... 4+2 =2 +Ek§
j=m j=

Sabemos que Y 2% converge. Logo, pelo Critério de Cauchy, dado € > 0, existe

-1 1

i—k 37 < 5. Também sabemos

3
que 227F — 0, logo existe ns(g) € N para k > no(e) temos |[227%]| < £. Entao, se

ni(e) € N tal que, para k > ny(g), temos que

tomarmos m tal que ny < m < ngy1 e k > max{ni(e), na(e)}, teremos que:

p
Z gjTj|| <€,
j=m

como queriamos.

Concluimos que a série > e,x, converge. Logo, pelo Teorema 3.4, a série

> x, é incondicionalmente convergente. Por outro lado, construimos a sequéncia

(2n) = (Angizy ), dai [[]] = [Anl-

[]

Dessa maneira em um espaco de Banach de dimenséao infinita, basta tomar
uma sequéncia que esta em [, mas nao em [; para que tenhamos uma série que

converge incondicionalmente mas nao absolutamente.
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4 SERIES COM SOMA INVARIANTE E A CONVERGENCIA
INCONDICIONAL

O foco deste capitulo é remontar aos estudos de C. W. McArthur, [8]. Assim
como H. Hardwiger, McArthur explorou a ideia de que, dada uma série convergente,
mesmo se os rearranjos que convergem dessa série tiverem a mesma soma, ela nao

precisa ser incondicionalmente convergente.

Na primeira secao, iremos definir formalmente essas séries como sequéncias
com soma invariante. Mostraremos que o conjunto das sequéncias incondicional-

mente somaveis esta contido no conjunto das sequéncias com soma invariante.

Na segunda secao, iremos introduzir as sequéncias fracamente incondici-
onalmente somaveis. Iremos mostrar que as séries incondicionalmente somaveis
estao contidas nesse conjunto mas nao o contrario. Por fim, poderemos provar o
resultado principal desse capitulo: existem séries com soma invariante que nao sao

incondicionalmente convergentes.

Aqui, iremos considerar sempre E um espago de Banach sobre K = C ou R.
Vamos também denotar por U(E) o conjunto das sequéncias incondicionalmente

somaveis.

4.1 Sequéncias com Soma Invariante

Definicao 4.1. Seja (z,) uma sequéncia em E. (z,) tem soma invariante se
>z, =z e dada uma permutacao o de N que faz ) x,(,) convergir, teremos que

> To(n) = . Denotamos o conjunto das fungoes com soma invariante por IS(E).

Nosso objetivo nesta secao ¢ relacionar as séries com soma invariante com

as séries incondicionalmente convergentes. Podemos partir do seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Se Yz, é uma série incondicionalmente convergente em um

espago normado, entdao para cada permutacio o de N, temos que Y- Tym) = 3 Ty

Demonstracao. Suponhamos que Y x, seja uma série em um espago de Banach
incondicionalmente convergente e o seja uma permutacao de N tais que } z,

€ Y To(n) convergem para limites diferentes. Vamos mostrar que existe outra
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permutacao o’ de N tal que > To/(n) NAO converge. Dessa forma, >z, nao seria
incondicionalmente convergente demonstrando o resultado. Dado € > 0, como

> To(n) converge, existe n(e) € N tal que para p; > n(e) temos:

<€

pP1
‘ ‘Z To(n) — Z:l To(n)

Analogamente, pela convergéncia de Y-z, existe ¢(¢) € N tal que para m > ¢(¢g),

temos

<€

n=1
Além disso, podemos tomar ¢; tal que ¢; > ¢(¢) e ¢4 > o(n) para 1 <n < p;. Dai

{o(1),...,0(p1)} C{1,....,q1} e
o5

<€

Prosseguindo dessa maneira, existe também p, > n(e) tal que {1,...,q1} C
{o(1),...0(p2)} e

<e€

p2
‘ ‘Z To(n) — Z_:l Lo (n)

Repetindo o processo, construimos duas sequéncias (p,,) € (gn)-

Vamos agora considerar a permutacgao ¢’ que lista N da seguinte maneira:
tomamos o(1),...,0(p1), depois tomamos os elementos de 1, ..., ¢; que ainda nao
foram listados, depois tomamos os elementos de o (1), ..., 0(ps) que ainda nao foram

listados, assim por diante.

Denotaremos as reduzidas de Y- ,/(n) por Sy, = >0 To/(n). Temos entao

que

pP1 pP1
Sp = E_:l%w - E_:l%m)

p2
Sps = D Ton)
n=1

pn
Spn = D Ton)
n=1
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q1 q1
Sy = D Tortn) = D Tn
n=1 n=1

qn
Sqn = Z Tp
n=1
Notemos que dessa maneira, a subsequéncia das reduzidas Sy, ..., Sy, , ... converge
para ) To(p) enquanto a subsequéncia das reduzidas Sy, ..., S, , ... converge para

> x,. Como os valores de convergéncia sao distintos, a sequéncia das reduzidas

diverge, donde } x,/(,) diverge, concluindo o resultado.

]

A partir desse resultado podemos concluir o seguinte:

Corolario 4.3. Seja > x, uma série incondicionalmente convergente, entao ela

também tem soma invariante. Isto é, U(F) C IS(E).

Demonstracio. E claro que sendo incondicionalmente convergente existe z € F
tal que >>x, = x. Além disso, dada uma permutacao o de N temos que Y 74y
converge e pelo resultado acima, temos que Y- () = x, 0 que nos diz que a série

(z,) tem soma invariante. O

Esta inclusao é valida para espacos de Banach de qualquer dimensao, mas
nao podemos garantir que IS(E) C U(E) sempre. O contra-exemplo serd dado na
préxima secao.

Ainda assim, para espagos de Banach de dimensao finita, podemos garantir

a igualdade como mostraremos a seguir:

Proposicao 4.4. Seja E um espago de dimensao finita. Entao, IS(E) = U(E).
Demonstragao. Para esta prova, usaremos o seguinte resultado derivado do Teorema
de Levy-Steinitz:

Lema 4.5. Seja Y x,, uma série em K™. Se existe w € K™ tal que a parte positiva

e a parte negativa de Y (x,|w) convergem (aqui (x,|w) é o produto interno de
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T, com w), entdo o conjunto das somas dos rearranjos convergentes dessa série
éx+ M, onde x a soma de algum rearranjo e M o complemento ortogonal do

conjunto {w € K™ : partes positiva e negativa de Y (x,|w) < co}.

Para mais detalhes, olhar [11], [12].

Vamos denotar o conjunto das somas dos rearranjos convergentes como SR
e o conjunto {w € K™ : partes positiva e negativa de Y (x,|w) < oo} como K.

Além disso, e; vai denotar o j-ésimo vetor da base canénica de K™.

Segue entao a demonstracao desta proposigdo para o caso em que E = K™,
onde K=C ou R:

Seja (z,) uma sequéncia com soma invariante em E. Suponhamos que
(r,) nao seja incondicionalmente somavel. Como F tem dimensao finita, entao

ela também nao é absolutamente somavel. Escrevendo z; = (xgk), ., ") para

cada k € N, deve existir algum j € {1,...,m} tal que »_ ]xgk)| diverge. Como

k=1
00

xgk) = (xx|e;), podemos dizer que Y [(zx|e;)| diverge.
k=1
Indicando por (px) e (gx) as partes positiva e negativa de ((zx|e;))x, respec-
tivamente, temos:

[(vklej)l =pe +ax kK EN
oo
sendo Y |[(xkle;)| divergente, temos que 35, py, diverge ou 3, g diverge. Assim,
k=1

€j ¢ K.
Lembrando que K™ = K @ K, entdo podemos escrever e; = w + v, com

v#0,onde w € K e v € K. Dessa maneira, M = K+ # {0}.
Pelo Lema 4.5, temos que SR =z + M, onde = = >, x,,, com M # {0}.

Assim, existe uma permutacao o de N tal que Y~ 24, = a # , 0 que contradiz o
fato de que (z,) é de soma invariante.

Portanto (z,) é incondicionalmente convergente.

Por fim, seja F espago normado sobre K de dimensao m. Garantimos,
por isomorfismo, que toda série que converge em K" continua convergindo em FE,

concluindo a demonstracao.
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4.2 Sequéncias Fracamente Incondicionalmente Somaveis

Definigao 4.6. Seja (z,) uma sequéncia em E. Dizemos que a sequéncia (z,,) é
fracamente incondicionalmente somavel se para cada ¢ € E’ temos Y |¢(z,,)|
converge. Denotamos o conjunto das sequéncias fracamente incondicionalmente

somaveis por B(E).

Como na secao anterior, queremos verificar as inclusoes entre o conjunto
das séries fracamente incondicionalmente convergentes e incondicionalmente con-
vergentes. Além disso, também iremos obter uma outra caracterizacdo bastante
util, que sera utilizada mais a frente. Para ambos os casos vamos partir do seguinte

teorema inspirado no Teorema 6 da pagina 44 do livro [6]:

Teorema 4.7. Seja (x,) uma sequéncia em um espago de Banach E. Sdo equiva-

lentes:
1. (x,) € B(E);
2. Para qualquer sequéncia (t,) € co temos que Y, t,x, converge;

3. Dado F subconjunto finito de N, temos que sup{||>,cr Tn||} < 00

Demonstragio. (1) = (2)
Suponhamos que (z,,) € B(F) e seja (t,) uma sequéncia em ¢g. Queremos
mostrar que Y, t,x, converge. Como estamos em um espago de Banach, basta que

as reduzidas dessa sequéncia sejam de Cauchy.

Dado € > 0, existe n(e) € N tal que para p > m > n(e) queremos que
|13, twxs|| < . Para demonstrar esse fato, vamos iniciar usando o Corolario

2.9 que nos diz que:

p
Z thTn
n=m

:sup{‘¢<zp:tnxn)|:¢EE’eH¢H§1} (4.1)
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Agora focaremos em mostrar que < e. Para isso, vamos defi-

P
¢ (Z tn:cn>
nir a seguinte funcio auxiliar: T : E' — [, dada por T(p) = (¢(zn))n

(p(x1), d(22), ..y (), ...). Notemos que ela estd bem definida pois, por hipé-
tese, (z,) € B(E), isto é, dado ¢ € E’ temos que Y, |¢(z,)| < 00, que é 0 mesmo

que dizer que (¢(z,)), € l;. Vamos supor que vale a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1: T ¢é limitada.

Vamos denotar as bolas unitarias de E' e ¢y por Bg e B,,. Sejam ¢ €

Bpgs e (t,) € B.,. Usando a linearidade da ¢, podemos escrever:

p

gimHWMSZWMKiwm

n=m

i tnﬁb(xn)

p
Notemos que o dltimo termo é a norma em [; de (¢(z,,)),. Vamos denota-

la por || - [l1. Além disso, por ser limitada, |[T|| = supgep, {[[(T(P)|[1} =

sup¢€BE,{|\(¢(xn)n)]|1}. Com isso, temos que:

p(é;mm)}=mmeAhs;uwﬂwummm}zHﬂ|

€Ebgr

Resumindo, dado ¢ € Bg e (t,) € Be,, para m < n < p, temos que:

(Xt <1 (12

Podemos expandir esse resultado para uma sequéncia qualquer em cy. Para

isso, dada (t,) € co, basta aplicarmos a desigualdade 4.2 em s,, = W, pois

nesse caso, para m < n < p temos que s, € B,,. Dal terfamos:

o)

Como t, — 0, dado £ > 0 existe n(e) € N tal que para n > n(e) temos que

< IT] - [t )nmll

n=m

ltn)| < ”ETH Logo, temos sup |[t,| < £ para p > m > n(e):
n>n(e) HTH

p
00 9
‘éf) <Z tnM)‘ < T[] 1t )rzmll < HTI|W =e
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p

Z thTn

n=m

Dai, por 4.1, temos que < e. Concluimos que a série converge

pelo Critério de Cauchy.
Dem. Afirmacao 1:

Queremos mostrar que 7' é limitada. Para isso, vamos usar o Teorema 2.7,

isto é, basta provar que ela é linear e continua e assim ela sera limitada.

Sejam ¢, € E' e a € K, entdo T(¢ + ap) = ((¢ + ap)(2,))n. Como
d(x,),¥(z,) € l; por hipdtese, ambas convergem para zero. Logo podemos,
escrever T'(¢ + a)) = (¢(xn))n + @(P(4))n = T(¢) + aT' (1)), donde T' é linear.

Agora, vamos provar que o grafico de T é fechado, isto é, toda sequéncia
que converge no grafico de 7', ir4 convergir para um elemento no grafico de T
Seja entao (P, T'(Pm)) uma sequéncia qualquer no grafico de T que converge para
(¢, h). Basta mostrarmos que h € T'(E’).

Por hipotese temos que ¢,, — ¢, logo como a convergéncia na norma
implica convergéncia pontual, temos ¢,,(x,) — ¢(x,) para todo n € N. Note que a
sequéncia da esquerda é a n-ésima coordenada de T'(¢,,) e a da direita é a n-ésima
coordenada de T'(¢). Sabemos que T'(¢,,) converge para h, logo, pela unicidade do

limite temos que h = T'(¢), ou seja, h € T'(E’) como queriamos.
(2) = (3)
Vamos novamente usar uma funcao para auxiliar nossa demonstracao. Defi-

nimos 1" : ¢g — E por T((t,)) = >, tnzn. Notemos que T estd bem definida, ja
que por hipétese, dada (t,,) € ¢o temos que Y t,z, < 0.

Afirmacgao 2: T ¢ limitada.

Considerando a afirmagao, que serd provada posteriormente, temos que os
valores de T' em B,,, sao limitados. Isto é, ||T((t,))|| < [|T]]-||(tx)]| < ||T|| quando
(tn) € Be,-

Consideremos entao F' um subconjunto finito de N, digamos F' = {ny, ..., n, }.
Se tomarmos uma sequéncia (s,) em que as posi¢oes ny,...,n, sao 1 ou —1 e as

demais zero, temos que (s,) € ¢p. Logo:

Zixn =

neF

= [T ((su))Il < [IT]

D snitn
n
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Dai, concluimos que:

Z +z,

nel

:FCNfim'to} < o0

sup {

Dem. Afirmacgao 2: Queremos mostrar que 7' ¢é limitada e usaremos a

Como queriamos.

mesma estratégia anterior, provando pelo Teorema do Grafico Fechado.

Comecemos entao mostrando a linearidade. Dadas (,,), (s,) € ¢p e a € K,
temos que T'((t,)+a(s,)) = X (t,+as,)x,. Por hipétese 3 t,2,, 3 $,x, convergem.
Entéao, podemos escrever: T'((t,) + a(s,)) = X tpwxn + aX spz, = T(t,) + aT'(sy),
portanto 1" é linear.

Agora mostremos que o grafico de T' é fechado:

Para isso, vamos considerar uma sequéncia de elementos de ¢y que deno-
taremos por (%), onde 7, = (t%*)), 'k € N. Vamos supor ainda a convergéncia

Yk — 7, em que v = (t,). Podemos esquematizar da seguinte maneira:

1 1
71_(t§)7t§)7 '7t£11)7' )

2 2
72:(t§)7tg)7 7tn2)7 )

o= (1t )

!
v =t tay eyt )
Além disso, vamos supor também que T((7%)) — h. Queremos mostrar que
h=T(v).

Observemos que:

Tlo) = T(() = X 00 = Yt

como T'((vx)) — h, pela unicidade do limite, temos que h = ¥, t,x, = T((t,)),
isto é, h = T'(y) como esperavamos. Usando o Teorema do Gréfico Fechado, temos

que T é limitada.
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(3)=(1)

Suponhamos que sup {||>,cr £z, : FF C N finito} < oo. Digamos que
seja menor que C'. Seja ¢ um funcional qualquer em Bg/. Entao, dado F' subcon-
junto finito de N, temos que:

(5=

neFr

< ||| - || D £a,|| < C

ner

dai |¢ (X ner £2,) | < C. Como os sinais sao arbitrarios, podemos escolhé-los de

maneira que Y, cr |¢(z,)| < C. Portanto para todo n € N temos que:

n

Z ’¢($z)| <C

=1

Por propriedade do limite, podemos concluir que, para ¢ € Bg::

Y lolzn) < C
Agora para uma ¢ € E’, temos que ﬁ € Bpr, donde:
Tn 1
S| < on LS o < 0
2| el ol =
Por fim,
> [(za)l < Cll6l] < o0
donde (z,) € B(F), como querfamos. O

A equivaléncia entre 1 e 3 sera utilizada como uma caracterizacao de
sequéncia fracamente incondicionalmente convergentes. Ja a equivaléncia de 1 e 2
usaremos para mostrar que U(F) C B(F), mas para isso precisamos ainda de um

segundo resultado:

Teorema 4.8 (Teste do Multiplicador Limitado). Em um espago de Banach
qualquer E, a série Y x,, € incondicionalmente convergente se, e somente se, a série

> bpx, converge para todo (by,) € lu.

Demonstragio. Suponhamos que Y b,z, convirja para toda sequéncia (b,) € lo.

Notemos que as sequéncias cujos elementos sao —1 ou 1 pertencem a [, com isso,
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(x,) é sinal soméavel. Portanto, como vimos no Teorema 3.4, 3 z,, é incondicional-

mente convergente.

Para o outro lado, suponhamos que " x,, seja incondicionalmente conver-

gente. Dado b = (b,,) € I, vamos mostrar que Y x,,b, converge:

Como FE ¢é um espaco de Banach, basta mostrar que as reduzidas sao de

Cauchy. Pelo Corolario 2.9, dado y = >"}_,, brxr € E, temos que

lyll = sup {|¢ (zm b

peBellgl| < 1}

Notemos que:

o[l

2”: bro ()

<O bkl | (z)] < D0 116l 6 ()]
k=m k=m

=1l 3 16 2|

Dessa forma,
lyl] < IIblloosup{Z |6 (zx)| : ¢ € Eel|g]| < 1}
k=m

Vamos fixar ¢ na bola unitaria de E’, que vamos denotar por Bg/. Entao

n

S @)l = 3 [Re olan) + ilm da)| < 3" |Re oan)| + | Im o(a)]

k=m k=m k=m
Vamos mostrar que podemos limitar o iltimo termo.

Agora retomemos o fato de que (z,) é incondicionalmente somavel. Dai
pelo Teorema 3.4, (z,,) é desordenadamente somavel, isto é, dado € > 0 existe

m. € N tal que para qualquer conjunto M C N finito, com min M > m., temos
que [[Sren 2l < g

Sejam n > m > m.. Vamos definir os seguintes conjuntos:
Mt ={m<k<n:Red(xx) > 0}

M~ ={m<k<n:Re ¢(x) <0}
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Entao
Z |Re ¢(xx)| = Z Re ¢(z) — Z Re ¢(zy)

k=m keM+ keM—

Como a parte real de uma funcao linear é linear, podemos escrever:

Z|Re¢xkl—ZRe¢xk > Re ¢(xy)

keM+ keM~—
=Re ¢( Y x) —Re d( Y ap) = |Re ¢( D ap)| + |Re ¢ D )
keM+ keM- keM+ keM-

Lembrando que |Re ¢(z)| < |¢(z)| e como ¢ é um operador continuo,
portanto limitado, temos |¢(z)| < ||9|| - ||z|| < ||z||. Logo:

D o

keM+

+

>

keM~—

> [Re ¢(ax)| <
k=m

Como observado, (z,) é desordenadamente somavel. Entao, dado € > 0,
existe m. € N tal que para M C N finito, com min M > m,, como é o caso de M

e M~ temos que ||>pen- Tkl < ﬁ, assim como para M ™, logo:

|Re ¢(xr)| <
Z T

Por um processo andlogo, podemos obter que > 1_  |Im ¢(xy)| < . Portanto:

_&
2[bf|oo

n

2 o)l <

F=m [10]]o0

€

Segue que

Iyl] < ||b||oosup{z 6 ()| 6 € Felld]l < 1} ..
k=m

Isto é, as reduzidas da série Y byx) sao de Cauchy, donde essa série é convergente,

com queriamos.

]
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Notemos que esse resultado poderia ser acrescentado ao Teorema 3.4 e assim,
poderiamos considerar como uma op¢ao para obtermos defini¢oes equivalentes a
de séries incondicionalmente convergentes em dimensao infinita, uma vez que nao

temos a desejada equivaléncia com as séries absolutamente convergentes.

Voltando ao foco dessa se¢ao, com o Teorema 4.7 e o resultado acima,

podemos obter a seguinte inclusao:

Corolario 4.9. Se uma sequéncia (x,) em E é incondicionalmente somdvel, entio

(x,) € fracamente incondicionalmente somdvel. Isto é, U(E) C B(E).

Demonstragio. Como (x,) é incondicionalmente convergente, pelo Teorema 4.8,
temos que, dada (b,,) € l, entdo > b,x, converge. Observemos que, dada (t,) € co,
como ¢y C lo, entdao Y. t,z, converge. Dali, pelo Teorema 4.7, temos que (z,) é

fracamente incondicionalmente convergente. O]

Resta-nos entao perguntar se vale a outra inclusdo, isto é, se B(E) C U(FE).
A resposta é negativa e o seguinte exemplo ilustra uma sequéncia que é fracamente

incondicionalmente somével mas nao é incondicionalmente somavel:

Exemplos 4.10. A sequéncia (e,), onde e, é o n-ésimo vetor de coordenada
unitaria, é fracamente incondicionalmente soméavel mas nao é incondicionalmente

somavel.

De fato, quando tomamos uma sequéncia qualquer (t,) em ¢g, temos que

k<n<m

S ten|| =100,.0, tk, thsts oy tim, 0, ) || = SUP [t
n==k

[e.o]

Como t, — 0, dado ¢ > 0, existe n(e) € N tal que, para n > n(e), |t,| < e.
Tomando m > k < n(e),

k<n<m

m
Ztnen = sup [t,| <e
n=k )

Dessa forma, a série atende ao Critério de Cauchy e, portanto, converge. Logo,

pelo Teorema 4.7, temos que (e,,) é fracamente incondicionalmente somével.

Por outro lado, a série Y e, nao converge em cy, logo nao é incondicional-

mente convergente.
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Para responder nossa davida sobre se I.S(E) C U(E),o objetivo principal
desse capitulo, vamos um pouco mais longe. Mostraremos no préximo resultado que,
quando a dimensao do espaco é infinita, existe uma sequéncia com soma invariante
que nao ¢ fracamente incondicionalmente somavel. Dessa maneira, como temos a
inclusdao U(F) C B(FE), essa sequéncia também nao podera ser incondicionalmente

convergente.

Teorema 4.11. Seja E um espaco de Banach. Sao equivalentes:

1. E tem dimensdo infinita;
2. IS(E) — B(E) # 0;
3. U(F) C IS(E) propriamente.

Demonstragio. (2) = (3):

Por (2), existe uma sequéncia com soma invariante que nao é fracamente
incondicionalmente somével. Como U(E) C B(FE), teremos também que essa
sequéncia nao é incondicionalmente somavel. Por outro lado, ja sabemos que

U(E) C IS(E), logo podemos concluir que essa inclusdo é prépria.

(3) = (1):

Se a dimensao de E é finita, entao U(F) = [S(F). Mas, por hipdtese,
temos que nao vale essa igualdade. Entao, pela contrapositiva, concluimos que a
dimensao de E é infinita.

(1) = (2):

Para provarmos (2), considerando E um espago de dimensao infinita, vamos

dar um exemplo de sequéncia que tem soma invariante, mas nao é fracamente

incondicionalmente somavel.

Consideremos a Proposicao 2.5. Seja Ej subespago fechado de E. Iremos
denotar sua base de Schauder unitéria por § = {z(i) : ¢ € N}. Agora, para cada

k € N, consideremos o seguinte bloco em FEj:

B, = {(x(k) _z(k) a:(k))_x(f))}

ko k7T k
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em que Bj tem 2k? termos para todo k € N.

k .~
Notemos que como z(k) se repete ]{'2 vezes, temos que a soma das posicoes
k )

impares de B tem norma igual a k:

6,y o)y

Na ultima igualdade, utilizamos a propriedade da base ser unitaria.

Agora, construiremos, a partir dos blocos By, uma sequéncia s € E. Para

. 2 2 2
isso vamos tomar s; = (1), s = —z(1), s3 = M, Sq = —%, ey 810 = —%,511 =

2
3 . ,
%, ..., isto é, tomaremos os elementos dos blocos By, Bs, ..., By, ... em ordem.

Vamos mostrar que s nao é fracamente incondicionalmente soméavel.

Tomemos o conjunto F,, como as posi¢oes dos termos impares nos pri-
meiros n blocos. Entao, teremos ||Ycp, sil| < 1+ 2+ ... +n. Dali, tere-
mos que sup,, {||Xcr, sil|} diverge. Como sup {||>;cr sil| : £ C N finito} >
sup, {||>icr, sill}, entdo o primeiro termo também diverge. Pelo Teorema 4.7,

temos que (s,) nao é fracamente incondicionalmente convergente.

Por fim, resta mostrarmos que (s,) tem soma invariante. Primeiro, observe-
mos que a série correspondente converge para zero devido aos termos simétricos
consecutivos. Com isso, precisamos mostrar apenas que, dado um rearranjo dessa

série que converge, ele também ira para zero.

Seja entao o uma permutagao de N, tal que >, so) = ¢. Como Ej é
fechado, temos necessariamente que ¢ € Ej.

Afirmacgao: Existe uma sequéncia (¢;) € E' tal que ¢;(x(j)) = d;; e para

cada = € Ey, podemos escrever: x = Y_; ¢;(x)z(i).

Desta forma, podemos expressar ¢ = Y, ¢;(¢)x(7). Além disso,

di(c) = ¢; <Zn: So(n>> = Zn: Gi(So(n))

Dado n € N, temos que s,(,) = £20) para algum j € N. Como ¢;(z(j)) =

T
017, temos que para j # 1, qﬁi(ﬁj(])) = 0. Entao, no final, estamos somando
+x(4)

apenas os n tais que sq(,) = =, isto €, estamos somando todos os elementos de

i
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B; = {@, el 2 —@} Como temos 2i? termos, isto é, um ntimero par de

i T
termos iguais com sinais alternados, a soma deles é zero.

Concluimos que ¢;(c) = 0 para todo i € N. Dai, ¢ =Y, ¢;(c)z(i) = 0, isto
é, dada uma permutacao o de N, Y, s,,) = 0 e, portanto, a sequéncia (s,) tem

soma invariante.
Dem. Afirmacgao:

Ja sabemos que Ej usado na demonstracao tem base de Schauder unitaria,
denotada por f = {z(i) : i € N}. Isto é, dado = € Ej, existe (1;) sequéncia de

escalares tal que x = >, m;x(i). Agora vamos observar alguns fatos:

1. Seja F' o conjunto das sequéncias y = (n;) tal que >, n;z(i) converge. Este é
um espaco de Banach com a norma ||y|| = sup,,>; |27, 7:2(7)||. Além disso,

|[mizs] | < 2[]y].

2. A aplicagdo U : F — E; dada por U(y) = x = Y ; m;z(i) é limitada, pois
U ()| < ||lyl|. Além disso, U é uma aplicacao bijetora. Logo pelo, Teorema
da Aplicagao Aberta 2.6, U~! é limitado. Daf ||y|| < ||[U7Y]] - ||=]|

Para mais detalhes, olhar [7] p. 233. Voltando para a afirmacdao, seja ¢; : Ey — K

dada por ¢;(z) = n;, onde x = Y, n;x(i). Temos que ¢; é linear e limitada.
De fato, ¢; ¢ limitada, pois

Al 2T ]
2@ = 2]

|0i(2)] = |mil < |

Temos ainda que ¢;(x(j)) = di;, i,7 € N. Podemos entao escrever x =
> ¢ilx)z ().
[
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