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“A beleza da matematica s6 se revela a quem a persegue mais
pacientemente.” (Maryam Mirzakhani)

“Moro num pais tropical, abencoado por Deus
E bonito por natureza.” (Jorge Ben Jor)



RESUMO

A Geometria Tropical é um ramo relativamente novo da Matematica, na interface
da Geometria Algébrica e da Analise Combinatoria, com conexao e aplicagdo em varias
areas do conhecimento. O objetivo deste trabalho é apresentar uma introdugao a Geometria
Tropical fazendo sempre que possivel um paralelo com resultados da geometria classica.
Para isso, primeiramente, vamos definir e estudar os polinémios tropicais de uma variavel
com o objetivo de demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra Tropical. Depois,
estudaremos as curvas tropicais planas e suas subdivisoes duais, enunciando o Teorema
da Dualidade. Por fim, apresentaremos a versao tropical de um teorema importante no

estudo de curvas planas, o chamado Teorema de Bézout.

Palavras-chave: Geomteria Tropical. Teorema de Bézout Tropical.



ABSTRACT

Tropical Geometry is a relatively new branch of Mathematics, at the interface
of Algebraic Geometry and Combinatorial Analysis, with connection and application in
several areas of knowledge. The objective of this work is to present an introduction to
Geometry Tropical making, when possible, a parallel with the results of classical geometry.
For this, first, we will define and study the tropical polynomials of one variable in order to
demonstrate the Fundamental Theorem of Tropical Algebra. Afterwards, we will study the
plane tropical curves and their dual subdivisions, stating the Duality Theorem. Finally,
we will present the tropical version of an important theorem in the study of plane curves,

the so-called Bézout’s Theorem.

Keywords: Tropical Geometry. Tropical Bézout’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

A geometria tropical é uma geometria sobre a Algebra tropical, obtida considerando-
se 0 conjunto dos nimeros reais munido de duas operagoes: a soma, que ¢ tomar o minimo
entre os elementos e a multiplicagdo, que consiste em adicionar os elementos. Originalmente
era chamada de Algebra “min-plus”, mas pesquisadores de informética da Universidade
de Paris VII alteraram seu nome para “Algebra tropical” em homenagem ao brasileiro
que foi um dos pioneiros no assunto, o cientista da computacdo, Imre Simon. E um
ramo relativamente novo da matematica, tendo em média 20 a 25 anos, porém ja mostra

iniimeros resultados positivos em seu estudo.

De um modo geral, chamamos de “tropicalizacao” da geometria a substituicao dos
objetos da geometria algébrica “classica” por objetos mais simples do mundo tropical. Os
objetos tropicais sao lineares por partes e conservam naturalmente algumas propriedades
dos classicos. Assim, o mundo classico pode ser degenerado até o mundo tropical e

problemas classicos podem ser tratados usando objetos mais simples.

O presente trabalho esta dividido da seguinte forma. No Capitulo 2, intitulado
Algebra Tropical, o objetivo principal é estabelecer os conceitos e as propriedades iniciais
da Algebra tropical, além de definir os polinémios tropicais de uma variavel e demonstrar o
Teorema Fundamental da Algebra Tropical, que é correspondente ao Teorema Fundamental

da Algebra cldssica na versdo tropical.

O Capitulo 3, intitulado Polinémios Tropicais de Duas Variaveis, tem como principal
objetivo estender o estudo dos polindmios tropicais definido as curvas tropicais planas,

suas subdivisdes duais e apresentar o Teorema da Dualidade.

Por fim, o Capitulo 4, denominado Intersecao Tropical, apresenta a definicao de
intersecoes entre curvas tropicais planas com o objetivo de apresentar a versao tropical do

Teorema de Bézout.
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2 ALGEBRA TROPICAL

Neste capitulo inicial apresentaremos algumas defini¢oes, resultados e exemplos

necessarios para a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra Tropical.

2.1 ARITMETICA TROPICAL

No universo da algebra tropical, definimos sobre R as operacoes de adicao e

multiplicacdo tropicais (denotadas por @ e ®, respectivamente) como:
a®b=min{a,b} e a®b=a+b.

Em outras palavras, a soma tropical de dois nimeros é o menor deles e a multiplicagdo

tropical de dois nimeros é a soma usual dos mesmos. Vejamos alguns exemplos:
3®5=min{3,5} =3 4@ 8 =min{4,8} =4

509=5+9=14 TO2=T7+2=9

Note que na adic¢ao tropical o zero nao é o elemento neutro, pois quando somado a qualquer
outro numero real positivo o resultado é zero. Alids, diferentemente da sua correspondente
classica, a adicao tropical nao possui elemento neutro em R. De fato, nao existe e € R
tal que a @ e = min{a, e} = a para todo a € R, pois nesse caso terfamos e > a para todo
a € R, o que é impossivel, pois o conjunto dos niimeros reais é ilimitado superiormente.
Dessa forma, é preciso estender o conjunto dos niimero reais para conseguir um termo
que faca o papel do elemento neutro da adicao tropical. Definimos entao, o conjunto dos
nimeros tropicais T, como
T =R U {0},

onde a @ oo = a para qualquer a € T, ou seja, oo é o elemento neutro da adigao tropical
sobre T, e a ® oo = a + o0 := oo, para qualquer a € T. Outra diferenca entre a adi¢ao
classica e a tropical, é que um elemento de R nao possui simétrico para a operacao @, ou
seja, a“subtracdo tropical'nao estd definida. De fato, o simétrico de a € T seria (—a) € T

tal que a @ (—a) = min{a, (—a)} = 0o, 0 que s6 acontece se a e (—a) forem iguais a co.

A menos deste ultimo fato, o conjunto dos niimeros tropicais T munido das operagoes

@ e © satisfaz todas as demais propriedades de um corpo, como mostraremos a seguir:

(i) As operagoes @ e @ sdo associativas e comutativas. De fato:
— (a®b)®c = min{min{a, b}, ¢} = min{a, b, ¢} = min{a, min{b, c}} = a® (b c);
— a®b=min{a,b} = min{b,a} =P q;
—(aOb)©c=(a+b)+c=a+b+c=a+(b+c)=a® (bOc);
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—a®b=a+b=b+a=b0Oa.
O operador ® tem prioridade quando @ e ® ocorrem na mesma frase.

(ii) O elemento neutro da adicao na algebra tropical é oo:

a ® oo = min{a, 0} = a.
(iii) A distributividade vale para a adigao e multiplicagao tropicais:
a®(b®c) = a+(min{b, c}) = min{a+b,a+c} = min{a®b,a®c} = (a®b)®(aGc).
(iv) O elemento neutro da multiplica¢ao na algebra tropical é 0:

a®0=a+0=a.

(v) (T,®,®) é um dominio de integridade, ja que Va,b € T, temos:

a®Ob=o00=a+b=00=a=o00o0ub=o0;

(vi) Exceto oo, todo elemento de T tem inverso para a operagao ®, (—a) é o inverso de a:

Dessa forma, dizemos que (T, @, ®) é um semicorpo.

2.1.1 Polinémios tropicais em uma variavel

Definicao 2.1.1. Um polinémio tropical em uma variavel é uma soma formal
d .
P(x) :@az‘Qf =ao® (0, 02) D (a2 ©2°) B - D (ag © 27),
=0
onde ag,ay, -+ ,aq € T.

A fim de simplificar a notacido, muitas vezes neste texto escreveremos apenas
d )
P(zx) = EBO a;x' para nos referirmos aos polinémios tropicais.
1=

n m
Dizemos que os polindmios tropicais P(z) = @ a2’ e Q(z) = @ ba* sdo iguais se
i=0

i=0
n=mea; =b;, para todo 0 <7 < n.

Definigao 2.1.2. Seja P(x) = ao® (a1 © ) ® (a2 ©@ 2?) & - -+ @ (aqg ® %) um polindmio

tropical. Definimos como grau de P(z) o maior valor de n tal que a,, # co.
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Um polinémio tropical define uma fungao polinomial,

d A d
=P a;z’ := min{a; + iz},
i=0 =0

n . m .
que é afim por partes. Duas fungdes polinomiais tropicais p(z) = @ a;z' e g(x) = @ ba’
i=0 i=0

sao iguais quando p(z) = q(z), Va € T.

Na maior parte deste texto, quando falarmos de polinomios tropicais estaremos

nos referindo as fungoes polinomiais tropicais, exceto quando dito o contrario.

Teorema 2.1.1. Seja p(z) = @ a;x'. Entdo, p(x) é uma fungio ndo decrescente.
=0

Demonstragao: Seja p(z) = ap ® (ay @) ® -+ ® (ap_1 © 2"1) & (a, ® 2"). Dados
x1, 22 € R tais que x5 > x1, vamos mostrar que p( 2) > p(x1). Reescrevendo p(z) com a

notagao classica, temos:
p(z) = ap®(a,02)®. . . B(ap_102" B (a,02") = min{ag, a1+, . . ., ap_1+(n—1)z, a,+nx}.

Como x5 > x1, temos:

A, +nre > a, + nrq

ap1+ (n—1)x2 > ap1+ (n— 1)y

a; +xo > a1 + a1
ag = Qo

Assim, como todos os termos sao nao decrescentes, o minimo também o é. Portanto, p(z)

é nao decrescente. Note que, se ag = 00, entdao p(x) é estritamente crescente. |

Outra propriedade importante das funcoes definidas por polindmios tropicais é que
elas sd@o sempre continuas.
d .
Proposigdo 2.1.2. Se p(r) = @ (a; © 2'), entdo, p(z) é continua para todo z € R.

=0

Demonstracao: Segue da definicao de minimo que
p(x) = min{min{ag, a1 + =, ..., ag_1 + (d — )z}, d + aqzx}.

Assim, basta mostrar que uma funcao da forma h(x) = min{ f(x), g(x)}, com f,g: R — R
continuas, é continua. Seja xo € R. Se g(z9) # f(xo), entdo g(zo) — f(zg) > 0 ou
g(zg) — f(xo) < 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que g(xy) — f(z9) > 0. Como
f e g sdo continuas, existe 6 > 0 tal que g(z) — f(x) > 0, para todo x € (xg — §,z9 + ).
Logo, h(z) = min{f(z),g(x)} = f(x), para todo x € (zo — J,zo + 6), ou seja, h é continua
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em xo. Porém, se f(zg) = g(zo), entdo h(z) = f(zo) = g(xo) e, dado € > 0, existem
1,02 > 0 tais que | f(z) —h(zo)| < €, para todo |x — x| < d; e |g(x) —h(xg)| < €, para todo
|z — xo| < 2. Assim, para |z — x| < min{dy, 2}, temos |min{ f(x),g(x)} — h(xo)| < e,

donde concluimos que h é continua em xg. |

d .
Defini¢ao 2.1.3. Uma raiz tropical de p(x) = @ a; ® z* é qualquer nimero z, € T para
=0

o qual o grafico de p(x) tem uma “quina” em xg. Isto é, existem 4, j distintos tais que:
d . . .
p(r) = ml(I)l{ai +ix} = a; + ixg = a; + jxo.
1=

Neste caso, dizemos que o minimo de p(x) é atingido (pelo menos) duas vezes em xy. A
multiplicidade de zy é o méximo de |i — j| entre todos os i, j possiveis que cumpram esse

minimo.
Exemplo 2.1.1. Sejam a € R e b,c € T. Vamos determinar as raizes polinomiais tropicais
dep(x) =(a®x)®beq(xr)=(a®2?) ®(bOx)D c e suas multiplicidades.

Temos que p(x) = min{a + x,b}. Neste caso o polindémio terd apenas uma raiz,
xo =b—a, que é o ponto em que a + x e b se interceptam. De fato,

p(b—a) = min{b, b} = b,

ou seja, o minimo de p(x) é atingido duas vezes em zy = b — a. Além disso, os termos
a; +1xg e aj + jro da Definicao 2.1.3, neste caso sao, respectivamente, a + o e b, onde

temos i = 1, e j = 0. Assim, a multiplicidade de x¢ é |i — j| = |1 — 0] = 1.

Olhando agora para ¢(x), temos ¢(z) = min{a + 2z,b + z,c}. Os candidatos a

a+2r=b+=x

c—a
a+2r=c |z = 5

TR

Para que zg seja raiz de ¢(z), temos que ter:

raizes sdo:

q(zp) = min{2b — a,2b — a,c} = 2b — q,

ou seja, 2b —a < c.

Para que z; seja raiz de ¢(z), temos que ter:

) { 2b —a+c }
q(z1) = min 6 =6

ou seja, 2b —a > c.
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Para que x5 seja raiz de ¢(z), temos que ter:
q(z2) = min{a + 2¢ — 2b, ¢, ¢} = ¢,

ou seja, 2b —a < c.

Entao, quando 2b — a < ¢, temos que xq e xo sao raizes de g(z). A multiplicidade

de zg é |2 — 1| =1 e a multiplicidade de x5 é |1 — 0| = 1. Observe a Figura 1.

X Xy

Figura 1: Gréfico de ¢(x) quando 2b — a < c.

Quando 2b — a > ¢, temos que apenas 7 é raiz de ¢(x), com multiplicidade
|2 — 0| = 2. Observe a Figura 2.

X

Figura 2: Gréfico de ¢(x) quando 2b —a > c.

Por fim, vamos analisar o que acontece com ¢(x) quando 2b — a = ¢. Neste caso,
temos ¢(x) = min{a + 2x,b + x,2b — a} e:

a+2r=2b—a



17

b+x=2b—a

Entao, quando 2b — a = ¢ temos que ¢(z) tem uma tnica raiz zy. De acordo com a

Definicao 2.1.3, a multiplicidade de zq, neste caso, é dada por:

max{|2 — 1[,|2 - 0|,|1 — 0]} = max{1,2,1} = 2.

Figura 3: Gréfico de ¢(x) quando 2b — a = c.

O préximo resultado relaciona raizes do polinémio tropical e fatores lineares.

Proposicao 2.1.3. Um ntimero zy € T é uma raiz tropical de multiplicidade & de um

polindémio tropical p(z) se existir um polindémio ¢(x) tal que:
p(z) = (@ z0)" © g(x).

Antes de fazermos a demonstracao do caso geral, vamos tratar um caso particular

em que p(x) tem apenas dois monoémios, isto é,
p(x) = (a; © 2") @ (a; ® 27) = min{a; + iz, a; + jr},

com j > i e a;,a; € R. Seja xy a tnica raiz de p(x). Entdo, como podemos observar na
Figura 4,
aj +jr, sex < xg

p(z) = (a;© %) ® (a; ©27) = min{a; + iz, a; + ja} = { .
a; +1x, sex > xg

a; + ja, ser<s |
= o ) , Pois a; +1xo = a; + Jxg.
aj+ (j — i)z +ix, sex > xg
Logo,
p(x) =a;+ (j —i) min{z,zo} + iz
= (j —¢)min{z, 20} + a; + iz
= (2@ 20)7) © (¢ © 2')
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ajix

Figura 4: Caso particular - gréfico de p(x)

Demonstracao: (Caso geral) Suponha que

d A d
p(x) = @a; © 2" == minfa; + iz} e p(xo) = a; + izo = a; + jzo.
=0 =

Suponhamos p(zg) = a;, + i1x0 = ... = a;, + ixTo, tal que i3 < ip < ... < iy,

Observe a Figura 5.

a; +i;x
1

1 X

Figura 5: Caso geral

Como a fungao polinomial definida por p(x) é o minimo de uma quantidade finita
de fungoes afins, o nimero de raizes de p(z), que sao as “quinas” do gréfico de p(z), é
finito. Assim, podemos supor que existem x1, 7o € T tais que x1 < xy < o sdo raizes de
p(z) e que ndo existe outra raiz entre z; e x5 além de xg. Observe que, se nao existir uma
raiz xy de p(z) tal que z; < xo, entdo p(z) = a;, + ixx, para todo x < xy, e do mesmo
modo, se ndo existir uma raiz xs de p(z) tal que zg < x9, entdo p(xr) = a;, + i1z, para
x > xg. Entdo, definindo r(z) = p(z), para x < x7 e g(x) + ag = p(x), para = > x5, onde

ap é o termo independente de p(x), podemos escrever:
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7“(.%), se X S T

i a;, +igr, sex <z <13

p(z) = min{ag, a1 + x,as + 2z, ..., a9+ dx} = e
a;, +ux, sexy< T < T

ap+g(x), sex > xy

ou, equivalentemente, usando a continuidade da fungao p(z),

r(z), se x < 14
) () =iy + g, se 1 < x <
Pl = r(z1) — ixr1 + (ik — 01)T0 + 017, se xg < x < @9
r(x1) — i1 + (g — 1)@ + t122 — g(x2) + g(), se x>z,

Logo,

p(z) = r(min{z, z1}) — i min{z, 21} + (i — 91) min{z, 2o} + i3 min{z, xo}+
+g(x) — g(min{z, z,})
= (ix, — 1) min{z, 2o} + [r(min{z, z,}) — i min{z, x1 } + iy min{z, 22} +
+g(z) — g(min{z, 2,})]
= (z®z) " O [r(z® ) —ir(z®x) +i1(z® x3) + g(z) — g(z ® 2)].

Tomando q(x) = [r(z @ z1) — ix(x & x1) +i1(x B x2) + g(z) — g(z & 22)], temos:
p(z) = (z@ )" O () .

Observe que (i — 1) é o maximo de |i — j| entre todos os 7,j possiveis que cumpram

p(xo) = a; +1ixg = aj + jxo. Logo, (ix, —i1) é a multiplicidade de . |

Observagao 2.1.1. Na Proposicao 2.1.3, a igualdade p(z) = (z @ z0)* ® q(x) é uma

igualdade de fung¢oes polinomiais, nao de polinémios.

Defini¢do 2.1.4. Dizemos que dois polinémios tropicais p(z) e ¢(z) sdo equivalentes
quando representam a mesma fungao polinomial, ou seja, Vg € T, temos que p(xg) = q(x).

Nesse caso, usaremos a notacao: p ~ q.

Seja T[x] o conjunto dos polindémios tropicais em uma variavel , isto é,

d
T[x]—{@aiQxi; a; €T e dEN}.

1=0

A relacdo ~ em T[z] satisfaz as seguintes propriedades:

o Reflexiva: Vp € T[x], p ~ p;

o Simétrica: Vp,q € T[z], p ~ q¢ = q ~ p;
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 Transitiva: Vp,q,g € T[z|, p~qe g~ g, entdo p ~ g.

Portanto, ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.

Na sequéncia, vamos mostrar que existe uma propriedade nos coeficientes de um
dado polinémio tropical p(x) que garante que a igualdade das fungdes polinomiais implica

na igualdade dos polinomios.

Definigao 2.1.5. O coeficiente a; (respectivamente, o monémio a; ® z*) do polindémio

d )
tropical p(z)= @ a; ® z' é chamado um coeficiente minimo (respectivamente, termo de
i=0
coeficiente minimo) se, para qualquer b € R, tal que b < a;, o polindbmio tropical ¢(x)
obtido trocando-se a; por b nao for equivalente a p(z). Um polindmio tropical é chamado

de polindémio de coeficientes minimos se todos os seus coeficientes sao minimos.

Exemplo 2.1.2. Sejam p(z) = 22 @ 1o ® 2 e seja q(z) = 22 & 22 § 2 como nas Figuras 6
e 7. Entdo, o 2x em ¢(x) ndo é um termo de coeficiente minimo, uma vez que podemos
trocar o 2 pelo 1 e ainda obter a mesma func¢ado polinomial. O termo 1z, por sua vez, é
um termo de coeficiente minimo em p(x), pois se trocdssemos o 1 por qualquer niimero

menor, teriamos uma func¢ao polinomial tropical diferente.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 6: p(z) = 2> & 1o ¢ 2

———————————————————————————————————————

Figura 7: q(z) = 2> ® 22 @® 2
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d )
Observagao 2.1.2. Seja f(z) = P (a; ©2') = min{a, +rz, a1+ (r+ 1)z, ..., ag+dz},

i=r

onde r < d. Afirmamos que f(z) pode ser escrita da seguinte forma:

ag+dx, sex <c
f(z) = Tr%igd{aj +jx}, sed <z <c (2.1)

a-+rx, sex > c.

De fato, para todo par ¢,j € {r,...,d} com i # j, tomemos z;; € R tal que:
a; + Zl'” = Clj + j.’L’Z]

Seja X = {z;; e R|r <i,5 <d, i+# j}. Note que X é o conjunto dos pontos onde as
retas a, + rz,...,aq + dx se cruzam duas a duas e, portanto é finito. Seja ¢ = max X.
Vamos mostrar que, para todo x € R tal que x > ¢, f(z) = a,+rz, isto é, aj+jr > a,+rx
para todo j € {r,...,d}, com j > r. Se j = r, ndo ha o que fazer, entao podemos supor
Jg>.
De fato,
xi; <c¢, Vi,j=>z;<¢c V]

Assim, para todo z € R tal que z > ¢, temos z,; < ¢ < z. Pela definicao de z,;, temos:

. ‘ aj — ap _ Gp — a;
ap + 12 = a; + jr.; = 0 (r — j) = a; — ap = x5 = ")) = =)

Como j > r, temos (j —r) > 0. Logo:

Ay — Gy
(G =)

a, —a; < jr —rx = a, +rx < a; +jr, Vj>r.

<z=a —aq;<(j—r)z=

Analogamente, tomando ¢ = min X, para todo x € R tal que x < ¢, f(z) = aqg+dz,

isto é, a; + jx > aq + dx para todo j € {r,...,d}, com j < d.

Lema 2.1.4 (Defini¢do alternativa de coeficiente minimo). Seja a; ® x* um termo
de um polinomio f(x), com a; # oo. Entao a; € um coeficiente minimo de f(z) se, e

somente se, existe algum xo € R tal que f(xy) = a; ® x}).

Demonstragao: Para todo 2 € R, temos f(z) < (a; ® 7). Suponhamos que néo exista
zo € R tal que f(x9) = (a; ® 2}). Entdo, f(z) < (a; ® 2/) para todo = € R. Seja
o(x) = f(x) — (a; + jz). Note que ¢(x) < 0 para todo x € R. Consideremos f escrita

como na Observacao 2.1.2.
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Além disso, como d > 7, para x < ¢ temos:

(r—J)z<(r—je
(ar —a;) + (r —j)z < (ar —aj) + (r — j)c
p(x) < (ar —a;) + (r = j)c

Assim, para x < ¢, p(z) < () <0 e, para x > ¢, p(z) < p(c) < 0. Além disso,
para todo x € [, ¢] temos que p(z) é continua, pois f(x) e aj + jx sdo continuas e, pelo
Teorema de Weierstrass, existe d € R tal que p(x) < ¢(d) < 0 para todo = € [¢, ¢]. Entao,
sup ¢ € ¢(R) e, portanto, supp < 0. Seja e = |supy| e b € R tal que a; —e < b < a;.

Temos:

F@) = (-a4+b) < fl2) = (j-x+a;) +e<0

e, portanto, f(z) < j -z + b para todo x € R. Como o polinémio criado substituindo a;
por b é funcionalmente equivalente a f(z), a; ndo é um coeficiente minimo. Por outro
lado, suponha que existe um zo € R tal que f(z¢) = a;xj. Dado b < a;, seja g(z) o f(z)
com a; trocado por b. Entdo, g(xy) < br) < ajzf = f(x0), entdo g ndo é equivalente a f.

Portanto, a; ¢ coeficiente minimo. [ |

Lema 2.1.5. Sejam p e q polinomios de coeficientes minimos. Entdo, p € igual a q se, e

somente se, p € equivalente a q.

Demonstracio: (=) E claro que p = ¢ implica p ~ q.

(<) Suponhamos p # ¢. Entdo, para algum termo (a; ® z°) de p(z) e seu
correspondente (b; ® z*) de q(x), temos a; # b;. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que a; < b;. Como ¢ é um polinémio de coeficientes minimos, pela Defini¢ao 2.1.5, ele nao

pode ser equivalente a p. [ |
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Lema 2.1.6. Seja f(z) = @ a; © xt. Entdo, existe um tnico polinémio de coeficientes

minimos g(x) = é bi ®a', tal que f(z) ~ g(x). Além disso, cada coeficientes b; de g(x) é
dado por: o

bj:min({aj}u{ai.(k_j;t?k.<j_i)r§i<j<k§n}>.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que f ~ g. Dado zg, note que f(x¢) =
(as ® x)) = as + s - ¥y, para algum s. Além disso,

g(zo) = min {b; +j - zo}

r<j<n

ai-<k—j;+qk-<y—z>+j.xo}_
— 1

= min {aj + 7+ xo,

r<i<j<k<n
. o . o ai—a )
Para quaisquer 4, j e k tais que r <1 < j <k <n, se xg > “—*, temos:

as+s-x9g<a;+1-x9

:ai'(k_j)‘{‘.ak(j_i)_i_(j_i)‘ (ai_ak) 4z

k—1 k—1
=l ?c)j@'ak(] )t jan

Analogamente, se zo < “=%, temos:

as+ s -xg < ap+k-xo

_a i) al=d) (w)va-xo

k—1 k—1
zk_ .. .
< a ( i)jzak(] Z)—f-(k—j)'(—l’o)—f-k"l‘g
IS RN B,

Como os resultados acima valem para todos i,j e k, concluimos que g(x¢) = as + s - zo.
Portanto, f(z¢) = g(xo) e f ~ g.

Vamos mostrar agora que g é um polindmio de coeficientes minimos. Dado um
coeficiente b; em g, suponhamos que a; é um coeficiente minimo de f. Pela definicao de
b;, temos que b; < a;. Pelo Lema 2.1.4, como a; ¢ um coeficiente minimo, existe zo € R
tal que f(xo) = (a; © 2). Entdo, b; ® x} > g(wo) = f(x0) = a; @ xj. Portanto, b; = a;,
g(xo) =b; ® xé e b; é coeficiente minimo. Agora suponhamos que a; nao ¢ um coeficiente

minimo. Pelo Lema 2.1.4 e pela equagao (2.1) obtida na Observagao 2.1.2, temos que a, e
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a, sao coeficientes minimos. Entao, existem u < j e v > j tais que a, e a, sdo coeficientes

minimos e para qualquer ¢t com u < t < v, a; nao é coeficiente minimo.

Seja g = (ay — a,)/(v —u). Vamos mostrar que f(zg) = a, ® xjj. Suponhamos,
por absurdo, que f(zo) # a, ® x§. Entao f(x¢) = a, © zf < a, ® z§ para algum w. Pelo
Lema 2.1.4, a,, é um coeficiente minimo, entao nao pode ser tal que u < w < v, por nossa

suposicao em u e v.

Se w < u, para r > o temos

Ay +w-r=a,+u-z—(u—w) x
<ay+u-xr—(u—w)-
=ay +w-x0+u-(xr— 1)
< ay+u-zo+u-(r—1x)

=a, tu-x,
e, para r < xg,

ay+v-r=a,+u-x+(v—u)x
<ay+u-r+(v—u)
=a,+v-zo+u-(r— )
=a,+u-x9+u-(xr—1x)
=Qy +U-T.
Entéo, ndo existe x € R tal que f(z) = a,z". Logo, pelo Lema 2.1.4, a, ndo é coeficiente

minimo, o que contradiz nossa suposi¢ao. Se w > v, um argumento similar mostra que a,

nao ¢ um coeficiente minimo, novamente contradizendo a suposicao.

Portanto,
f(l'(_)) = Qy T+ U X

Ay — Gy
=a,tu- | —
v—u

au'<v_j>+av'(j_u)+j. (au_a”)

V—Uu V—Uu

(0= j) +av-(j—u)

(v —u)

Entao, b; < ¢, pela defini¢do de b;, e c® z) = f(xo) = g(xo) < b; ® ). Portanto, b; =c,

g(zo) = bz} e b; é coeficiente minimo.

=c—+7J-x, onde c=

A unicidade de g é consequéncia direta do Lema 2.1.5. |
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Lema 2.1.7. Seja
p(z) = (a, ©2") ® (a1 © 2" N ®... 8 (a, © ),

onde cada a; é nao infinito. Seja d; = (a;—1 — a;) a diferenga entre dois coeficientes
consecutivos. Entao, p(x) é um polinémio de coeficientes minimos se, e somente se, a

diferenca entre coeficientes consecutivos € ndo decrescente, isto €, se

dn Sdn—l S Sdr+1-

Demonstragao: (=) Suponha que p tenha um conjunto de coeficientes consecutivos cuja
diferenca é decrescente, isto ¢, (a ® 2™1), (b ® z') e (¢ ® ') sdo termos consecutivos de
p(z) tais que b — a > ¢ — b, ou seja, d;y1 > d;. Entao, b > (a + ¢)/2. Vamos mostrar que

p(rg) < b® ) para todo z, significando que b nao ¢ um coeficiente minimo.
Dado zg, se g < (¢ — a)/2, entao:

a®zy™t = (i+1xe+a=ivg+m10+a

. cC—a . c+a
§zx0+T+a=zxo+ 5

<izg+b=boOaj,
entdo, p(rg) < a® xhtt < b® xf. Analogamente, se 19 > (¢ — a)/2, entdo:

cOrh = (i—1)xg+c=1irg— 30+
c+a
Sl@o—( ha

<irg+b=box,

c—a

>+c:ix0+

entdo, p(zg) <cOaf ' <b® ).

Portanto, b ndo é um coeficiente minimo e p(x) nao é um polindémio de coeficientes

minimos.

Dessa forma, se temos p(z) um polindémio de coeficientes minimos, entao as dife-

rengas entre coeficientes consecutivos de p(z) tém que ser ndo decrescentes.

(<) Suponhamos agora que as diferencas entre os coeficientes de p(x) sdo nao
decrescentes. Como a,,, a, # 00, a, € a, sao coeficientes minimos. Sejam a; um coeficiente
de p, com r <i <mn,exo=(a;_1 — aj+1)/2. Vamos mostrar que p(xg) = a; ® z, ou seja,
a; ¢ um coeficiente minimo. Para isto, devemos mostrar que, para todo £ € N, temos
irg + a; < kxg+ ag. Isto é 6bvio se k = i. Suponha k > . Como (a; — ayy1) < (as — Gs11)

para todo t > s, temos:

(a; — aiy2) = (a; — ajp1) + (Gig1 — @ir2) < 2+ (a; — aiq1)

(ai — aip3) = (a; — aiga) + (A2 — aiy3) < 3+ (a; — @ip1)
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Por indugao, obtemos que (a; — ai) < (k —i)(a; — @iv1)-
Logo,
(a; —ap) < (k=) - (@ — @is1)
1 .
5 n) (=0
=5 ((ai = air1) + (a; — ai1)) - (k — 1)
< 5 (@ =)+ (@ = aip) - (b=

Z%-(kﬁ—l)zxo-(k—i).

Assim, i - xg + a; < k- xg+ a,. Um argumento similar vale para k < 7. Entao,
(a; ® 28) < (ap ® xF) para todo k. Isto significa que p(zy) = a; ® i, entdo a; ¢ um

coeficiente minimo. Portanto, p é um polindmio de coeficientes minimos. |

De posse de todos esses resultados, somos capazes de demonstrar o equivalente ao

Teorema Fundamental da Algebra no universo tropical.

Teorema 2.1.8. (Teorema Fundamental da Algebra Tropical)
Seja
p(@) = (a, ©2") & (a1 © 2" D ... 5 (a, ©2")

um polindmio tropical de coeficientes minimos. Entdo p(x) pode ser escrito de forma tinica

como o produto de fatores lineares, isto é:
pr)=0a,02" O (xdd,) O(xDd—1)©...0 (x D dry1), (2.2)
onde d; = a;_1 — a; € a diferenca entre dois coeficientes consecutivos.

Demonstragao: Como p(z) é um polindmio de coeficientes minimos, as diferencas entre os
coeficientes consecutivos sao nao decrescentes, isto é, d,, < d,,—1 < ... < d,41. Conhecendo

essas desigualdades, podemos expandir (2.2) obtendo:

a, " O (r®d,) ©(rDdy1)O...0 (x B dryq)
=, ®2"™™) @ (a,0d, 02" O (2@ dy 1) O ... (2B dyp1)
(@, © 2" @ (a4 O dp 1 O™ D (0, 0dy © 2™ D (a, ©dy O dpyy ® 27)]O

O (z @ dry1)
(an ©®2") D [a, © 2™ O (doo1 @ dy)] B (4 O dy O dpy ©2")} O ... O (z ® dyy1)
(a, ® 2" @ a, @ 2" O min{d,_1,d, Y ® (a4, O dp O dppoy ©2)} O ... O (2D dyyr)
(@, ® 2" @ (an ©dp © 2™ @ (a4, O dp O dp1 ©2")] O ... 0 (2D dyryr)

©

{
{
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= (4, ©2") B (a4, Od, 02" B (a4, 0d,Ody_ 102" 2B, . . &(a,0d,Odp 1O ..Od,y1O").

Mas o coeficiente do termo z* neste polinomio é:

an®dn®dn—l®--'®di+l:an+dn+dn—1+---+di+l
=ap+Ap-1 — Ay +Ap2 —Qp-1+ ...+ — 0
= 05+ Q=T — O + Q=g — Q=T + ... + Qj — Qi=T

= Q;.

Entéo, o polindmio (2.2) é igual ao polinémio p(z) = (a, ®x")D(an_1@x" 1)D. . .B(a,Oz").

Agora, suponhamos que exista outro jeito de escrever p(x) como um produto de

’

fatores lineares, o qual chamaremos de g(x). Note que se g(z) = @ (b; ® x") for a expansio

i=r'

de g(z), entdo temos " = r e n’ = n. Assim, podemos escrever:
9(2) =0a, 02" 0 (@6d,)0(@ed,_)O...0 @ d,),

tal que d;, < d;,_, <...<d,_, apds a reindexacao dos dj, se necessario. Expandindo este

produto obtemos
g@) = (b, 02" ® (bp1 O 2" H®...® (b ©z")

= (a,®2")®(a,od, 02" B (a,0d,od,_ 0z *)®...®(d,od,0d,_©...0d. o").

T

Note que as diferengas entre coeficientes os consecutivos de g(z) sdo nao decrescentes,

bn,l—bn:a;—i-d;—a;
=d, <d,_,
=a,+d, +d,_, —a,—d,
= bn—Z - bn—h

entao, pelo Lema 2.1.7, g é um polindmio de coeficientes minimos. Além disso, claro
que p # g, entao pelo Lema 2.1.5, p nao é funcionalmente equivalente a g. Portanto, a

fatoracao ¢ unica. [ |

Observacao 2.1.3. O Teorema 2.1.8 mostra que as raizes de p(x) sdo as diferengas
entre os coeficientes consecutivos. Como todo polindmio é equivalente a um polinémio de
coeficientes minimos, isto prova que todo polinémio tropical pode ser fatorado em termos

lineares.
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3  POLINOMIOS TROPICAIS DE DUAS VARIAVEIS

3.1 CURVAS TROPICAIS PLANAS

E natural que queiramos estender o estudo dos polinémios tropicais para polinémios
com mais de uma variavel. Por isso, neste capitulo, iremos explorar os polinémios tropicais

de duas variaveis e as curvas definidas por eles, chamadas curvas tropicais planas.

Definicao 3.1.1. Um polinémio tropical de duas varidveis é uma expressao da forma

d

p(z,y) = P (a; 02" 0y) = nilijn{ai,j + iz + jy}.
i+j=0 ’

Definicao 3.1.2. Definimos o grau de

d

p(z,y) = P (ai; 02" ©y)
i+5=0

como sendo o maximo das somas 7 + j para os coeficientes a; ; # oo.

Definicao 3.1.3. A curva tropical definida pelo polindémio

d
p(r,y) = P (ai; 02" ©y),
i+j=0
denotada por T}, é o conjunto dos pontos (g, yo) de T? (ou R?) para os quais existam

pares (i,7) # (k,1) que verifiquem p(zo, yo) = a;; + ixo + jYo = ax; + kxo + lyo, ou seja,

T, = {(z,y) € T% p(z,y) = a;j + iz + jy = ax; + kx + ly, para pares (i,5) # (k,1)}.

Para a visualizagdo de uma curva tropical, primeiro observamos que cada monoémio
pij(x,y) = a;; + iz + jy do polindémio tropical p(z,y) = min; j{a;; + iz + jy} define uma
fungao afim em R? cujo grafico é um plano em R3. O gréfico T', da fungdo definida por p
é entdo uma unido de superficies planas (semiplanos ou poligonos), ou seja, uma superficie

poliédrica. A curva tropical T}, é a projecao das arestas (intersegao de dois planos) de I,

Figura 8: Superficie poliédrica gréfico de p(x,y) = min{z + 3,y + 2,1}
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Chamamos a atencao para o fato de que que as funcoes afins definidas pelos

monomios de um polinémio tropical de duas variaveis sao da forma ax + by + ¢, com ¢ € R

ea,beN.

Curvas tropicais em T? definidas por polindmios de grau um sao chamadas de
retas tropicais. No exemplo a seguir mostraremos como é a representagao geométrica

de uma reta tropical.
Exemplo 3.1.1. Seja p(z,y) = (a®@z)® (bOy)®c = min{a+x,b+y,c}, onde a,b,c € R.

Temos que T), é formada pelos pontos (z,y) € R? que satisfazem:

(a) a+tz=b+y e a+x<c queresultaem y=x+a—b e = <c—a. Assim, os

pontos da semirreta

{(z,z+a—-0)| z < (c—a)}

fazem parte da curva tropical 7),.

(b) atz=c e c<b+y queresultaem z=c—a e y>c—b. Assim, os pontos da

semirreta

{lc—ay)ly=(c-b)}

fazem parte da curva tropical 7).

(c) b+y=c e c<a+x queresultaem y=c—0b e x> c—a. Assim, os pontos da

semirreta

{(zc=b)z>(c—a);

fazem parte da curva tropical T),.

A unido das semirretas dos itens (a), (b) e (c) forma a reta tropical 7}, representada

na Figura 9.

{(c-a,y)lyz(c-b)}

(c-b)

{(x,c-b)|x=z(c-a)}

(c-a)

{(x,x+a-b)|xs(c-a)}

Figura 9: Reta tropical definida por p(z,y) = (a @ 2) B (bOy) D¢
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A Figura 10 representa o grafico I';, do polinémio p(z,y) = (a©z) & (bOy)®c

em R?, cuja projecao das arestas em R? é a reta tropical.

Figura 10: Grafico I'y de p(z,y) = (a©x)® (bOy) dc

Observagao 3.1.1. No polinémio p(x,y) = (a ® z) ® (b ® y) @ ¢ do exemplo anterior, se
tivéssemos a = 00, b = 00 ou ¢ = 0o, a reta tropical definida por p(z,y) seria uma reta

usual do R2. De fato, para a = oo, terfamos:

p(r,y) = (0 ©z) & (bOy) & c=min{oo +,b+y,c} =
= min{oo, b+ y, ¢} = min{b+ y, c}.
Nesse caso, a reta tropical seria a projecao, em R?, da reta definida pela intersecao dos
planos b+ vy — 2z = 0 e 2 = ¢, ou seja, seria a reta y = ¢ — b, representada na Figura 11.

Analogamente, para b = oo, teriamos:
p(z,y) = (a©x) & (00 ©y) & c=min{a+z,00 +y,c} =
= min{a + z, 00, ¢} = min{a + z, ¢},

e, nesse caso, a reta tropical seria a projecio no R? da reta dada pela intersecao dos planos

a+x—z2=0ez=c, ouseja, seria a reta r = ¢ — a, representada na Figura 12.

Finalmente, para ¢ = oo,

p(z,) = (€0 2) & (bOy) & 00 =
= min{a + x,b + y,00} = min{a + z,b+ y}.

Entao, a reta tropical seria a projecao no R? da intersecdo dos planos a +2 — 2z = 0 e

b+y—2=0, que é areta y =z + a — b, dada na Figura 13.



31

(0.c-b)

Figura 11: Reta tropical definida por p(x,y) = (cc @) ® (b O y) ® ¢

(c-a.0) x

Figura 12: Reta tropical definida por p(z,y) = (a ©@z) ® (c0c ©y) ® ¢

{(x,x+a-b)|xeR}

Figura 13: Reta tropical de p(z,y) = (a ©z) ® (b O y) ® oo

Chamamos as retas tropicais que coincidem com retas usuais do R? de degeneradas.

A seguir, daremos um exemplo de uma curva tropical definida por um polinémio

tropical de grau dois.
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Exemplo 3.1.2. Considere o polinomio tropical de grau dois dado por:
pr,y) =20 20y eRey)®(1er)®3=min{2z,v+y,2y+2,1+z,3}.

A curva tropical T}, definida por p(z,y) é constituida de pontos (z,y) € R? nos quais o
minimo de p(z,y) é atingido pelo menos duas vezes, ou seja, pontos (x,y) € R? onde pelo

menos dois mondmios se igualam e p(x,y) atinge seu minimo.

Um ponto (z,y) € T, se, e somente se, satisfaz uma das condi¢oes a seguir.

20 =x+vy T =1y T =1y
20 <2y+2 r<y+1 0<1
(a) —= y = _3/ — =~
2 <1+=x <1 <1
20 <3 x < 3/2 x < 3/2.

Como todas as inequacoes acima sao satisfeitas quando x < 1, a semirreta

{(z,2)] © <1}

esta contida na curva tropical 7,. Geometricamente, interceptamos os planos 2z —z =
0Oex+y—2z =0, obtendo a reta r(z) = {(z,,2z); xr € R} C R3. Depois, analisamos
para quais valores de x essa reta esta totalmente abaixo dos demais planos que

compoe p(z,y). Observe que:

— r(z) é paralela ao plano 2y + 2 — z = 0 e estd contida no semiespago inferior

definido pelo plano z = 2y + 2 (Figura 14).

—-— = -
N

Figura 14: Reta r(x) e plano 2y +2 — 2z =0

— r(z) intercepta o plano 1+ — z = 0 no ponto A = (1, 1,2) e estd abaixo dele

sempre que z = 2z < 1, ou seja, para todo z < 1 (Figura 15).
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Figura 15: Posigao relativa da reta r(z) e plano 1 + 2 — 2 =0

— r(x) intercepta o plano z = 3 no ponto B = (%, %,3) e r(x) estd abaixo do

plano z = 3 sempre que x < % (Figura 16).

Figura 16: Posicao relativa da reta r(x) e do plano z = 3

Assim, para z < 1, r(x) estd no semiespago inferior definido pelos planos z = 2y + 2,
z=1+xez=3. Projetando r(z) = {(z,z,2z)|x < 1} C R3 no plano z = 0,

obtemos a semirreta {(z,z)|z < 1} € R%

20 =2y+2 y=x—1 y=x—1
20 < x4+ 20 < x + e<zrz4+x—1=2z—-1
2 <1+=x r <1 <1

2 <3 x < 3/2 x < 3/2.
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Como a primeira inequacao nao tem solugao, nenhum ponto da reta y = x — 1 esta na
curva tropical 7,. Geometricamente, assim como no item (a), interceptamos os planos
20 —2=0e2y+2—2z=0, obtendo a reta r(z) = (2z,2z — 1,4z) € R®. Porém, r(z)
estd contida no semiespago superior definido pelo plano z +y — z = 0 (Figura 17). Entao,

a projecao dessa reta nao pode faz parte da curva T,,.

Figura 17: Reta r(z) = (22,2z — 1,4z) e planox +y — 2 =0

20 =xz+1 r=1 r=1
2 < x+ xr < 1<

() = Y N Sy N Sy
20 <2y+2 r<y+1 0<y
20 <3 x<3/2 x < 3/2.

Neste caso, todas as inequagdes sao satisfeitas quando y > 1. Assim, a semirreta

{(Lyly=>1}
estd contida na curva tropical T,
20 =3 x=3/2 x=3/2
2v <z + x < 3/2 <
(d) <oty _)esy ] 3/2<y
20 <2y+2 r<y+1 1/2<y
2 <zx+1 r<1 r <1

Como a tultima inequagdo nao tem solugao, nenhum ponto da reta z = 3/2 estd na curva

tropical T,.



35

r+y =2y+2 y=x—2 y=x—2
T+ < 2z T > T >

(e) Yy = N 2y N 2y
z+y <l+=x y <1 r<3
r+y <3 xr<5/2 xr <5/2.

Como todas as inequagdes acima sao satisfeitas quando z < 5/2, a semirreta

{(x,x—2)| x < g}

estd contida na curva tropical T,,.

r+y =14z y=1 y=1
T+ < 2x T > T >
(f) Yy = N ZY N Y
r+y <2y+2 y>z—2 r <3
r+y <3 r <2 r < 2.

Como todas as inequacoes acima sao satisfeitas quando 1 < z < 2, o segmento de reta

{(z, D[ 1<z <2}

estd contido na curva tropical T,

r+y =3 y=3—x y=3—x

r+y <2 >y x> 3/2
(2) = =

r+y <2y+2 y>x—2 r<5/2

r+y <l+=zx y<l1 x> 2.

Como todas as inequagoes acima sao satisfeitas quando 2 < x < 5/2, o segmento de reta

{(:1:,3—3:)| 2§x§;}

estd contido na curva tropical T,

20+2 =14z r=2y+1 r=2y+1
20+ 2 <2z r>y+1 >0
2y+2 <z+y r>y+2 y>1
2u+2 <3 y<1/2 y<1/2

Como nao é possivel ter ao mesmo tempo y > 1 e y < 1/2, ndo existem valores de y
para os quais todas as inequacOes acima sao satisfeitas. Assim, nenhum ponto da reta

x = 2y + 1 esta na curva tropical T,,.
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2y+2 =3 y=1/2 y=1/2
u+2 <2 z>y-+1 x> 3/2
@ ¥ < ) ezy ] e=3/
U+2 <z+y x>y+2 x>5/2
2u+2 <1l+=x r>2y+1 x> 2

Como todas as inequagoes acima sao satisfeitas quando z > 5/2, o segmento de reta

(c)-=]

esta contido na curva tropical 7).

. 3 <2z x> 3/2 Tz >3/2

) N S
3 <r+y y=>3-—x y=>1
3 <2y+42 y>1/2 y>1/2

Como todas as inequacgoes acima sao satisfeitas quando y > 1, a semirreta

{29y >1}

estd contida na curva tropical T,,.

A unido de todas as semirretas e segmentos de reta dos itens (a), (c¢), (e), (f), (g),

(i) e (j) é a curva tropical T, que pode ser vista na Figura 18.

{aynlyzt}

{xM)[1sxs2}
{(x3x)[2sx<5/2}

{(x12) | x2 52}
-6 -5 —4 -3 -2 -1 (4] 1 2 3 4 5. 6 7 8 9 10 1

i {(xx-2) | x<5/2}

-3

4

Figura 18: Curva Tropical T,

A superficie poliédrica representada na Figura 19 é o gréfico I',, da funcao polinomial
definida por p(z,y) em R3. A curva tropical T}, representada na Figura 20, é a proje¢ao

em R? das arestas de T',.
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Figura 19: Grafico I';, do polinémio tropical p(z,y)

Figura 20: Curva Tropical T}, vista como a proje¢ao das arestas de I', no R?

Definicao 3.1.4. Uma curva tropical T}, é formada pela uniao de segmentos de reta ou

semirretas, chamados arestas, e de pontos, onde estas arestas se interceptam, chamados

vértices.

O conjunto 7}, contém um numero finito de arestas e um nimero finito de vértices.
Cada aresta de T, ¢ um segmento que conecta dois vértices ou uma semirreta com um

vértice como fim. No segundo caso, chamamos a aresta em questao de raio de T,,.
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Definicao 3.1.5. Seja T}, a curva tropical definida por
pry) = @ (u;010y),
(i,4)€Ap

onde A, é uma colegdo finita de pontos em R? cujas coordenadas sdo nimeros inteiros
positivos. Seja E uma aresta de T}, e E a aresta de I', (grafico da funcdo polinomial
definida por p) cuja projegao é E. A aresta E ¢ adjacente a duas faces de ', contidas em

graficos de duas fungoes afins
pij i (Ty) = g a5y e pr (T,Y) = Qi 2T+ oy,

onde (i1, j1) € (i2, j2) pertecem a A,. Chamamos de peso de E o niimero de pontos inteiros

contidos no segmento que conecta os pontos (i1, ji) € (ia, j2), menos 1.

Exemplo 3.1.3. No polinémio p(x,y) do Exemplo 3.1.2, a aresta E; := {(x, %) |z > g}

de T, ¢ a projecao da aresta Ey = {(x, %, 3) | x> g} de I',, que é adjacente as faces
z2=2y+2=240+2y e 2=3=3+0x+ 0y

de I',. Entao, neste caso, temos (i1, j1) = (0,2) e (ia, j2) = (0,0). O segmento que conecta
os pontos (0,0) e (0,2) possui trés pontos inteiros, a saber, (0,0), (0,1) e (0,2). Entao, o
peso da aresta Fy de T), ¢ 3 —1 = 2.

2"<i1=jl)

-3 -2 -1 0 (iz, ]2>

-2

Figura 21: Pontos inteiros do segmento que conecta (0,0) e (0,2)

Nao é dificil verificar que o peso de cada uma das arestas restantes da curva tropical

T, do Exemplo 3.1.2 ¢ igual a 1.

Quando o peso de uma aresta for maior do que 1, indicaremos seu valor na respectiva
aresta. Assim, a curva tropical 7}, serd representada como na Figura 22, indicando que a

aresta F; = {(x, %) |z > %} possui peso 2 enquanto as demais arestas possuem peso 1.
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Figura 22: Curva tropical T, com as arestas e seus respectivos pesos

A partir de agora, sempre que nos referirmos a curva tropical definida por um
polinémio tropical p(z,y), estaremos falando da unido dos vértices e arestas de T}, onde as

arestas sao fornecidas com seus respectivos pesos.

Definicao 3.1.6. Seja p(z,y) = @; jen, (@i © ' ®3’) um polindmio tropical. Para cada

(i,7) € A, chamamos de regido o conjunto:
o) = {(z,y) € R®: pla,y) = a;; © 2’ Oy},

Ou seja, a regiao o(; ;) ¢ o lugar geométrico dos pontos (z,y) € R? onde o minimo da

funcdo definida pelo polindmio tropical p(z,y) é assumido no mondmio a; ; ® ' ® y’.

Afirmamos que a unido das regides definidas pelo polinémio tropical p(z,y) é todo

o R?, isto é,

(i,3)€Ap
De fato, dado (zg,y0) € R?, p(zo,yo) atinge o minimo em pelo menos um mondémio
ary + kx + ly e, assim, (xo,%0) € okyy. Note que, se p(xo, o) atinge o minimo em dois
monomios ou mais, entao (zg,yo) pertence a curva tropical T}, por definicdo. Assim, a
intersecao de duas regides o(; ;) € o) ou € vazia, ou é uma semirreta (ou segmento de
reta) que compoe a curva tropical 7,. Dessa forma, podemos dizer que 7, define uma

subdivisao do R? em regioes. Chamaremos de 0, a subdivisao do R? definida por 7,.

No exemplo a seguir, mostraremos como encontrar as regioes definidas pelo polino-

mio tropical do Exemplo 3.1.2.

Exemplo 3.1.4. Para o polindmio tropical p(z,y) = 2> ® (z 0 y) D 20 3y*)® (10 z) P 3,



temos as seguintes regioes:

o0 = {(z,y) € R? : p(z,y)
oy = {(z,y) € R? : p(z,y)
o0 = {(z,y) € R? : p(z,y)
oo = {(z,y) € R? : p(z,y)
o0 = {(z,y) € R : p(z,y)
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p(z,y) = 2z}
p(z,y) =z +y}
tp(z,y) =2+ 2y}
p(z,y) =1+a}

p(x,y) = 3}

Como vimos no Exemplo 3.1.2, o grafico I', do polinémio p(x,y) é a superficie

poliédrica representada na Figura 23.

Figura 23: Gréafico I';, do polinémio tropical p(z,y)

Assim, o conjunto o(z0) € a projecao da face verde de I',, o(1,1) é a projecao da

face laranja, 0 2) ¢ a projecao da face azul, o(1,9) ¢ a projecao da face amarela e o) ¢ a

projegao da face rosa. Na Figura 24 estao representadas as regides definidas por p(z,y).

Figura 24: Subdivisao 0, do R? formada pela curva tropical T,
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3.1.1 Subdivisao Dual

Nesta secao vamos definir as chamadas subdivisdes duais das curvas tropicais e
estudar algumas de suas propriedades. Como veremos mais adiante, o termo dual vem de
uma relacao de dualidade existente entre esses novos objetos e a subdivisao ©,, definida
anteriormente pela curva tropical T}, ou seja, é possivel estabelecer uma bijegao entre os
elementos de ©,, e os elementos da subdivisao dual definida por 7. Antes de avancar, no

entanto, precisaremos de algumas defini¢oes e resultados sobre conjuntos convexos.

Definicao 3.1.7. Um conjunto C' C R™ é dito convexo quando dados dois pontos ¢, ¢y € C,

o ponto ¢z = ac; + (1 — a)cy € C, para cada « € [0, 1].

Definic¢ao 3.1.8. Dado z; € R", o; € [0,1] e i =1,...,p, tais que >F_, a; = 1, o ponto
P, a;x; é chamado combinag¢do convexa dos pontos z; € R", com pardmentros «;,

1=1,...,p.

Lema 3.1.1. Qualquer subespago vetorial do R™ é um conjunto convexo.
Demonstracgao: Se C' um subespago do R", entao para todo z,y € C' e a € R, temos:
(a) z+y € C,
(b) ax € C.
Em particular, para todo a € [0, 1], temos:
ar+(l—a)y=ar+y—ay=alr—y)+y € C,

pois y, (z —y) pertencem a C por (a) e a(z —y) € C por (b). |

Teorema 3.1.2. Sejam Cy,Cs, - -+, Cy conjuntos convexos do R™. Entao,

é um conjunto convexo.

Demonstragao: Se C' = (), entao é convexo por vacuidade. Caso contrario, sejam x,y € C.
Tomemos oy, s € [0,1], com ag+as =1. Sex,y € C =C1NCyN---NCy, entdo z,y € C;
para cada i = 1,--- , k. Logo, para cada i, temos ayx + asy € C;, pela convexidade de C;.
Entao, pela definicdo de intersecao de conjuntos, segue que a1z + ay € C', 0 que mostra

que C' é convexo. ]

Definicao 3.1.9. Sejam C e (5 subconjuntos do R". Definimos a soma de C} e O,

denotada por C 4+ Cs, por:

Cl+02:{01+62‘ cleCleCQEC’Q}CR".
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Lema 3.1.3. Sejam Cy e Cy subconjuntos convexos do R™. Entao, Cy + Cy € convexo.

Demonstragao: Se C' ou C for vazio, o resultado é imediato, uma vez que C' + (@ = C
para todo C' C R™. Por outro lado, para C; # () e Cy # ), sejam z,y € C1 +C e a € [0, 1].
Por defini¢do, x = 21 + x5, onde 21 € Cy e x5 € Cy e y = y1 + Y2, onde y; € Cy e yo € .
Seja z = (1 — @)z + ay. Assim:
z=(l—a)r+ay
= (1 — a)(zy + x2) + a(ys + y2)
=(1—a)r;+ay; + (1 — a@)zy + ays.

Sejam 213 = (1 — )z + oy e 2z = (1 — @)zy + ayy. Temos que z = z; + 2z, onde z; € C e

z5 € (Y, pela convexidade de C; e Cy. Portanto, C; 4+ C5 é um conjunto convexo. [ |

Teorema 3.1.4. Um conjunto C' C R™ é convezo se, e somente se, para quaisquer p € N,
v, €Ceq;€10,1],i=1,...,p, tais que >r_, a; = 1, a combinagao convexa 4| c;x;

pertence a C.

Demonstragao:

(<) Suponhamos que ¥, ayx; € C para quaisquer p € N, x; € C e o; € [0, 1],

i=1,...,p, tais que YF_; a; = 1. Em particular, para p = 2, temos:

2
Za2$2 = 1T + Qo € C,
=1

onde oy +ag =1 e ag, a9 € [0,1]. Assim, podemos escrever ap = 1 — oy, e:
2
20621’2 =ar1 + (1 —ag)xe € C.
i=1

Logo, pela Defini¢ao 3.1.7, C' é convexo.

(=) Reciprocamente, sejam C' convexo e x = >_0_| a;x;, onde p, oy e x; satisfazem

as hipéteses do enunciado.

Se p =1, temos a1 = 1 e, portanto, x = x1 € C.

Suponhamos que qualquer combinagao convexa de quaisquer j > 1 pontos de C
pertenca a C'. Vamos mostrar que parap=j+ 1, z € C.

Se aj41 = 1, entao a; = 0 para todo ¢ = 1,...j. Neste caso, temos:

j+1 A
T = Za,wi =t eC.
i=1
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Seja a1 € [0,1). Como 1 — a3 > 0, podemos escrever:

J+1 J+1 QT
xr = Oél-:[;i:(l_a. 1) v
z; T ; (1 —aj1)
J
o7}
= (1—ajt1) Z

= (1 —aj)

=1 = ojp1)y + 1241,

Ti + 01541

onde A
J
Q;
y=> ————1
z; (1 —aj41)
Seja f5; = a; /(1 — aj11). Entao, ; > 0, para todo i =1,...,7, e como
j+1 J
1= ZO% = ZOéi‘i‘OéjH,
i=1 i=1
segue que:

j J
Y A= =) Y =(1—a) (1 =) = 1.
i=1 i=1

Portanto, y ¢ uma combinagao convexa de j pontos de C. Pela hipotese de indugao,
y € C. Além disso, mostramos que x é uma combinacao convexa de dois pontos de C, y e

zj+1. Como C ¢é convexo, obtemos que x € C, o que completa a prova. |

Definicao 3.1.10. (Envoltéria Convexa) Seja C' C R"™ um subconjunto. A envoltéria
convexa (ou fecho convexo) de C, denotada por conv(C), é o menor conjunto convexo que
contém C'. Ou, equivalentemente, a intersecao de todos os conjuntos convexos de R™ que

contém C.

Definicao 3.1.11. Dado o polinémio tropical

plz.y)= P (a; 0" 0y),
(4,3)ENp

onde A, é uma colegao finita de pontos de R? cujas coordenadas sdo nimeros inteiros

positivos, denotamos A, a envoltéria convexa de A, em R?, isto é,
A, = conv(A,) C R%
Exemplo 3.1.5. Considere o polindomio tropical
s(z,y) =B30xr) @20y 5.

Neste caso, temos

Ay ={(0,0),(0,1),(1,0)},
como na Figura 25a. A envoltoria convexa A, desse conjunto é o tridngulo de vértices
(0,0), (0,1) e (1,0), que pode ser visto na Figura 25b.
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2
2
0,1
0.0 ©
1,0
(0,0) (1,9 0.0 o
-2 -1 o ) 1 2 2 i 0 9 2
-1 4
(a) Pontos do conjunto A (b) Envoltéria convexa Ag

Figura 25: Conjunto A, e sua envoltoria convexa

Exemplo 3.1.6. Para o polindémio
plry)=*@(z0y) 20y (101) 83
do Exemplo 3.1.2, temos

Ay ={(0,0),(1,0),(0,2), (1,1),(2,0)},

como na Figura 26a. A envoltéria convexa A, desse conjunto é o tridngulo de vértices
(0,0), (0,2) e (2,0), que pode ser visto na Figura 260.

(0.2)
26

(0,2)
20

JGR) ) a,1

g
°
E
2

-3 -2 -1 0 T (2’ O)

2 3
(1,0) (2,0) 2 -1 0 1
(1.0

(a) Pontos do conjunto A, (b) Envoltéria convexa A,

Figura 26: Conjunto A, e sua envoltéria convexa

Exemplo 3.1.7. Agora, considere o polinémio

rizy)=@oy)eoy)e(lor)es.
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Neste caso, temos
A, ={(0,0),(1,0),(0,2), (1,1)},

como na Figura 27a. A envoltoria convexa A, desse conjunto é o poligono da Figura 27b.

(0,2)
2

(1,1)

(0,0) ] i .0

(a) Pontos do conjunto A, (b) Envoltéria convexa A,

Figura 27: Conjunto A, e sua envoltéria convexa

Observacgao 3.1.2. Se tivermos p(x,y) um polinémio tropical de grau d onde ag o # o0,
ap.d # 00 € ago # 00, entao a envoltéria convexa A, de A, em R? é o tridngulo de vértices
(0,0), (0,d) e (d,0). Note que no polindémio

rz,y) =oyeR2ey)e(1ox)®3

temos agp = 00. Assim, mesmo r tendo grau 2, a envoltéria convexa A, nao é o tridngulo

de vértices (0,0), (0,2) e (2,0), como vimos no Exemplo 3.1.7.

A partir de agora, para simplificar, todos os polinémios de grau d considerados

neste texto vao satisfazer ago # 00, agq # 00 € aq0 7# 0.

Definigao 3.1.12. Seja p(z,y) = @(z‘,j)eAp(az‘,j ®z'®y’) um polindémio tropical. Considere
o conjunto:
Vo =A{(i,4,0i;5); (i,§) € Ay} CR.

Como V,, é constituido por uma quantidade finita de pontos no R?, a envoltéria convexa
conv(V},) é um poligono, ou um poliedro, em R®. Quando olhamos conv(V},) de baixo,
vemos as faces que sdo chamadas de faces inferiores. A projecao das faces inferiores de
conv(V,) em R? estd contida em A, e fornece uma subdivisdo de A,, que chamamos de

subdivisao dual ®,. Ver (6), Tropical Geometry.

Exemplo 3.1.8. Considere o polindmio tropical s(z,y) = (30 ) ® (2 y) ® 5. Neste
caso, temos Vs = {(1,0,3),(0,1,2),(0,0,5)} (Figura 28).
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Figura 28: Conjunto V; do polinémio s(z,y) = 30 x) @ 20 y)®5

Assim, conv(V;) ¢ o tridngulo de vértices (1,0, 3),(0,1,2),(0,0,5) em R?, como

podemos ver na Figura 29.

Figura 29: Envoltéria convexa do polindémio s(z,y) = (30 z)® (20 y) B 5

Vemos que conv(V;) possui apenas uma face. Assim, a subdivisao &4 de A, é igual

ao proprio tridngulo Ag. observe a Figura 30.
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Figura 30: Projecdo de conv(V;) no plano R? obtendo a subdivisao ®,

Representamos na Figura 31 a curva tropical s(z,y) = (30 2) & (20 y) ® 5 e sua

subdivisdo dual.

N

Figura 31: Curva tropical T e sua subdivisao dual
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Exemplo 3.1.9. Considere o polinomio p(z,y) =2*@® (z0y) 20y (10 z) &3
do Exemplo 3.1.2. Neste caso, temos V, = {(2,0,0),(1,1,0),(0,2,2),(1,0,1),(0,0,3)}.
Observe a Figura 32.

Figura 32: Conjunto V,, do polinémio p(z,y)

A envoltéria convexa conv(V),) desses pontos é o poliedro das Figuras 33 e 34, que

estd representado sob dngulos diferentes em cada uma das imagens.

0.0,

Figura 33: Envoltéria convexa conv(V},)
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Figura 34: Envoltéria convexa conv(V},)

Quando olhamos conv(V,) de baixo, vemos apenas as faces roxa, azul e marrom,

que sao as faces inferiores. Veja na Figura 35 o poliedro visto de baixo.

Figura 35: conv(V},) visto de baixo

Assim, a subdivisao ®, de A, é a projegao das faces inferiores de conv(V,) em R,

representada na Figura 36.
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Figura 36: Subdivisao ®, de A,

Representamos na Figura 37 a curva tropical p(z,y) =2 ® (z 0 y) & (20 y*) &
(1®z) @ 3 e sua subdivisao dual.

Figura 37: Curva tropical 7}, e sua subdivisao dual

Exemplo 3.1.10. As figuras 38 e 39 sdo mais exemplos de curvas tropicais e suas
subdivisoes duais. O polinomio tropical que define cada curva esta dado na legenda de

cada imagem.
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Figura 38: (1012)d (10)@ (z0y) dydrzd 1

Figura 39: * @ (-1023)® 30 2*) & (-20 1)

Defini¢ao 3.1.13. A projecao de cada uma das faces inferiores de conv(V,) define um
poligono IT na subdivisao dual ®,. Chamamos de vértices e arestas da subdivisao dual,

respectivamente, os vértices e arestas dos poligonos II C ®,,.

A subdivisao 6, do R? definda pela curva tropical T,, é constituida por trés
elementos: as arestas, os vértices e as regioes. Chamamos esses elementos de células de
©,. Do mesmo modo, a subdivisao ®, de A, também ¢ constituida por trés elementos: as

arestas, os vértices e os poligonos II C ®,,, que sao chamados de células de P,.
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Definicao 3.1.14. Seja o uma célula de ©,. Definimos o conjunto A, C A, como:
Ao ={(i,J) € Ap o Soiy}

Seja I/ uma aresta da curva tropical T,,. Entao I é a projecao de uma aresta E
em I', que esta contida na intersegao entre dois planos, a;; + iz + jy e ar; + kx + ly.
Assim, temos que E estd contida nas regioes o(; ;) € oy, e portanto Ag = {(i, ), (k, 1)},
ou seja, possui apenas dois elementos. E claro que para cada regiio 0,5 de ©,, o conjunto
Aoy =

conjunto Ay possui um ntmero n de elementos, que depende da quantidade de arestas

{(7,7)}, ou seja, possui apenas um elemento. Agora, se V' é um vértice de 7}, o

que saem de V.

Teorema 3.1.5 (Teorema da dualidade). Para qualquer polindmio tropical

p(z,y) = @ (a;i; © 2" ©y)
(i.3)€Ap
tal que A, € nao degenerado (isto é, nao estd contido em uma linha reta), exviste uma
dualidade entre ©, e ®, no sequinte sentido. Ewiste uma bijecao, invertendo inclusao, B

entre os elementos de ®, e os elementos de ©,, tal que:

(a) Para cada aresta E de ©,, o elemento B(E) é uma aresta de ®,, e as arestas E e

B(FE) sao perpendiculares;
(b) Para cada regido o jy de ©,, o elemento B(o( ;) € um vértice de ®,;

(¢) Para cada vértice V de ©,, o elemento B(V') é um poligono 11 de ®,,.

Demonstracao: A funcao B é definida da seguinte forma:

B:0,— &, (3.1)
o~ B(o) = conv(A,),

onde ¢ ¢ uma célula de ©,,.

As demonstragoes de que B(o) ¢ uma célula de @, isto é, que B estd bem definida,
e que B é uma bijegao, podem ser encontradas em (6). A afirmagao de que FE e B(FE) sdo

perpendiculares mostraremos a seguir.

(a) Segue da definicao, que uma aresta E de ©, é dada por E = 0y; j) N o(x), OU seja,
A g possui apenas dois elementos, (i,7) e (k,1). Dessa forma, B(E) = conv(Ag) é
um segmento de reta liga esses pontos. Por outro lado, E é a projecao da aresta E

de I',, contida na intersecao dos planos z = a; ; +ix + jy e z = ag; + kx + ly. Como
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(1,7) # (k,1), podemos supor sem perda de generalidade que j — [ # 0 e que

a;j +1x + jy = ap; + kx + ly

(1 =Dy = (ary —aij)+ (k—i)z
~(agg—aiy) | (k=i
PTG -n TG

)ZL‘
=

podemos concluir que

ECT@wy:{Qmmzjgﬂ+Qj:2%%fmx+w>meR}

Entdo, E estd contida na projecio de r(z,y) em R? que é a reta

gy = (g, (Ot = @ig) | (k—1)
o= (= 55 )

O coeficiente angular de 7'(z) é my = (k —4)/(j — ). Como o coeficiente angular da

reta que passa pelos pontos (i,7) e (k,1) é mg = (j —1)/(i — k), temos:

(k=i G- _ |

mi - My = .

=0 G-k

ou seja, as retas que contém as arestas £ de ©, e B(E) de ®,, sao perpendiculares,

e portanto, as préprias arestas também sao perpendiculares.

Observamos que, como para toda regiao o(; ;) de ©, o conjunto Ay, | possui apenas
um elemento, o (i, 7), temos que B(0(;j)) = conv(Ag, ) = (i,7), ou seja, um ponto.

Como B(o(; ;) ¢ uma célula de ®,, B(0(; ;) s6 pode ser um vértice de ®,.

Por fim, como B é bije¢ao, temos que se V' é um vértice de ©,, B(V') s6 pode ser

um poligono II de @,

Exemplo 3.1.11. A Figura 40 representa a dualidade entre ©, e ®, do polinémio do

Exemplo 3.1.2. Note que, cada vértice de T}, estd associado a um tridngulo de ®,, (vértices

e triangulos de mesma cor sao correspondentes), cada aresta de T, estd associada a uma

aresta de @, e este par é perpendicular (arestas de mesma cor sdo correspondentes) e cada

regido definida por 7}, estd associada a um vértice de @, (regides em branco e vértices em

preto).



Figura 40: Representagao da dualidade entre ©, ¢ @,

o4
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4 INTERSECAO TROPICAL

A geometria tropical se interessa, principalmente, em fornecer um modelo simples da
geometria algébrica. Por exemplo, teoremas basicos sobre a intersecao de curvas tropicais
precisam de uma bagagem algébrica claramente mais simples que os seus homologos

classicos. Neste capitulo, vamos ilustrar esse principio com o Teorema de Bézout.

Existem duas propriedades elementares das retas classicas que queremos estudar

na geometria tropical, a saber:

(1) Duas retas genéricas se cruzam em um tnico ponto;

(2) Por dois pontos diferentes no plano passa uma unica reta.

Primeiro, vamos considerar a intersecao de duas retas tropicais. Para a maioria
dos pares de retas, obtemos exatamente um ponto de intersecao, mas ha duas excegoes

notaveis, conforme ilustrado na Figura 41.

Figura 41: Intersecoes de retas tropicais

Nas duas primeiras imagens da Figura 41 obtemos um tnico ponto de intersecao, a
terceira mostra duas retas tropicais degeneradas paralelas que nao possuem intersecao, e a

quarta mostra duas retas distintas tropicais que se interceptam em infinitos pontos.

Lema 4.0.1. Sejam p(z,y) = @ jjen, (@i © ' ®y’) um polinémio tropical e L : R*> — R
a fungao afim definida por
(i,4) = i+ Bj 4+,
onde o, B,v € R sao constantes. Entao, a curva tropical definida por
g(z.y) = D ((ai; +L(i,j) 02" Oy)
(izj)eAP

pode ser obtida a partir da curva tropical T, por translagdo pelo vetor (—a, —f).
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Demonstragao: Pela forma que ¢(z,y) foi definida, temos

a@y)= @ (aij+oaitBj+y+ictjy)= min {ai;+ai+Fj+7+ic+jy}
(ivj)eAP ZJ P

=y+ min {a; +(a+2)i+(B+y)it =7+ D (ay;+(a+a)i+(8+y))
(R (1.9
=7+ D (0 (@+2) 0B +y))=7y+pl+ay+pH).
(i,4)€Ap
Note que somar 7 a polinémio tropical p(x,y) é transladar verticalmente seu gréfico,
I',. Mas, translagoes verticais de I', ndo alteram sua proje¢ao no R?, ou seja, as curvas

tropicais definidas por p(z,y) e p(x,y) + J sdo iguais. Finalmente, observamos que
(x0,y0) € T, = Projg=(I'y) & (20 — o, yo — B) € T, = Projg=(T),

ou seja,
(0, Y0) € T, < (0, y0) + (—a, =) € Ty

Portanto, a curva T; pode ser obtida a partir da curva T}, por uma translacao pelo vetor

(—Oé, _B) [ |

Proposicao 4.0.2. Dado qualquer par de pontos distintos A;, A, € R?, existe uma reta
tropical que passa por A; e Ay. Além disso, essa reta é Uinica se, e somente se, os pontos

nao estiverem em uma reta classica comum com vetor diretor (—1,—1), (1,0) ou (0, 1).

Demonstracao: Sejam A; = (z1,y1) e Ay = (x9,y2). Para todo ¢ € T o polindmio
tropical p(x,y) = (c—x1) @z @ (¢ — y1) ©® y ® ¢ é uma reta tropical cujo vértice é A;.
Tomando ¢ = 0 temos p(z,y) = (—x; ©x) & (—y1 © y) B 0. Se Ay estiver em um dos
raios de T},, provamos a existéncia. Se nao, A, estd contido em uma das regioes de ©,,.
Se Ay € 0(1,0), ao transladar 7}, ao longo da reta y = y; para a esquerda, mantemos A;
como ponto de T, e os raios {(z,z +y1 — x1)|xr < z1} e {(21,9)|y > y1} varrem toda
a regiao o(j ). Assim, em algum momento, um desses raios vai interceptar o ponto A,
(Figura 42a), provando a existéncia de uma reta tropical que intercepta A; e As. Os casos
para Ay € 0(p,1) € A2 € (o) sdo andlogos, onde no primeiro transladamos 7}, ao longo
da reta @ = x; para baixo (Figura 42b) e no segundo transladamos 7}, ao longo da reta
y = = + y1 — x1 na diregdo nordeste (Figura 42¢). Se pudermos encontrar duas retas
tropicais diferentes contendo A; e As, entao as duas retas tém um raio em comum, e a

unicidade segue.
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(a) (b) (c)

Figura 42: Translacoes da reta tropical sobre cada um de seus raios

Lema 4.0.3. Sejam T, e T, as curvas tropicais definidas pelos polinomios p(z,y) e q(x,y),

respectivamente. Entao:
1,01, =1,

onde T, € a curva tropical definida pelo polinémio tropical r(x,y) = p(x,y) © q(x,y).

Demonstracao: Primeiro, vamos mostrar que 7, C T, UTj,.

Sej — min {a;; + iz + ] y) = min {by, + kz + ly}, entd
ejam p(z,vy) (iglerkp{a,ﬁlﬂjy}eqw y) (;f,%gkq{ ki + kx + ly}, entdo

r(z,y) é dado por:

r(z,y) = min {a;; +iz+jy} © min {by; + kz + ly}
(k,1)EAq

(i,5)€Ap
o o : _ P
(Jﬁéﬂp{“ J iz +jyt+ (k{ggq{ ki + ko 41y}
= min {a;; +iz+ jy+ by + kx + ly}.
(4,5)€Ap
(k,))eAq

Seja (zo,Y0) € T,. Entao, existem (i1, j1), (i2, jo) € Ay € (k1,11), (ka,l2) € A, tais que:

@iy jy + 01120 + J1yo + biy gy + Eixo + Liyo = iy o + 1220 + Jolo + biy ity + Kaxo + layo

(4.1)

< aj; + 129 + Jyo + bry + kxo + lyo,

para todo (i,7) € A, e (k,I) € A,. Suponhamos que (z9,v9) ¢ T,. Entdo, existe
(i3,73) € A, tal que:

iy js + 1370 + Jayo < a;j + 1xo + JYo,

para todo (i,7) € A, tal que (4, 7) # (i3, j3). Em particular, se (i3, j3) # (i1, 1), temos:
Wiy s + 1320 + JaYo + by gy + kixo + Liyo < aqy 5, + 4120 + 1Yo + biy 1, + kizo + Liyo,

o que contradiz a equagdo 4.1. Analogamente, se (i3, j3) # (i2, j2), contradizemos a equacao

4.1. Portanto, (i1,7j1) = (i2,j2) = (i3,J3). De posse deste fato, podemos reescrever a
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equagao 4.1 da seguinte maneira:

Wiy jy + 13T0 + J3Yo + by 1y + k1o + Liyo = a4y gy + 1370 + J3Yo + biy1, + Koo + layo (4.2)
< a;j +ixo + JYo + brg + kxo + lyo,

para todo (7,7) € A, e (k,l) € A,. Dai, concluimos que
bkl,ll + kixo + Liyo = bk2’l2 + koxg + layo.

Suponhamos que ¢(xg,yo) nao atinja o minimo em by, ;, + kizo + liyy. Entdo, existe
(ks,l3) € A, tal que:

biy 15 + k3o + [3y0 < bi, 1, + k1o + L1yo.
Porém, se isso acontece, temos:
ig,gs T 13T0 + J3Yo + brgis + k3o + l3yo < @iy gy + 13%0 + J3Yo + by iy + k1o + liyo,
o que contradiz a equacao 4.2. Portanto,
biy 1y + k1o + Liyo = biy gy + kaxo + layo
< by + kxo + lyo,

para todo (k,l) € A, ou seja, (xo,yo) € T,. Assim, T, C T, UT,.

Agora vamos mostrar que T, UT, C T,. Seja (xo,yo) € T, UT,. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que (xg,vo) € T,. Entdo, existem (i1, j1), (i2,72) € A, tais que
(41, J1) # (i2, Jo) e

iy gy +01%0 + J1Y0 = Qiyjp T 120 + J2Yo
< a;; +ixo + Jyo,

para todo (7, j) € A,. Tomemos by, ;, +k1zo+0yo tal que by, 1, +k1z0+1yo < biy, +kxo+1yo
para todo (k,l) € A,. Entao:

iy gy + 1% + J1Yo + by, + k1o + liyo = Uiy jo + 1220 + J2yo + bi, 1, + k1o + Liyo
< a;; +1xo + Jyo + bi, 1, + k1xo + Liyo
< a;; +ixo + jyo + bry + kxo + lyo,

para todo (7,7) € A, e (k,1) € A,. Portanto, (xg,y0) € T;,, e T,UT, C T,.
Assim, temos que T, UT;, = T,. |

Definicao 4.0.1. Sejam T7 e Ty duas curvas tropicais em posicao geral, isto é, T} e T5 se
interceptam apenas em pontos internos das arestas. Seja A um ponto de intersecao de T}
com T5. A multiplicidade tropical de A como ponto de interseccao de T} com 15 é a area

do paralelogramo dual a A na subdivisao dual a T7 U Ts.
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Teorema 4.0.4 (Versdao tropical do Teorema de Bézout). Sejam T; e Ty duas
curvas tropicais de grau dy e dy em posicao geral. Entao, a soma das multiplicidades

tropicais dos pontos de interseccao de T e de Ty € igual a dyds.

Demonstragao: Seja T3 =T} UT,. Como 17 e T; estdo em posi¢ao geral, cada ponto
A e TyNTy, =T; éum vértice de T3 e, portanto, tem um poligono dual correspondente
em Op,. Este poligono dual deve ser um paralelogramo cujos pares de arestas paralelas
correspondem as arestas de T} e Ty que se interceptam em A. Se p;(z,y) e po(z,y) sdo,
respectivamente, os polindomios que definem as curvas 77 e Ty, pelo Lema 4.0.3, temos que
o polindémio ps(x,y) que define a curva T3 é dado por ps(z,y) = p1(z,y) @ pa(x,y). Dessa
forma, o grau da curva 75 é a soma dos graus de T} e T5, ou seja, d; + do. Assim, Ap, € 0
tridngulo de vértices (0,0), (d; + ds,0) e (0,d; + dz), cuja area é dada por:

(di + do)?

Area de Ag, = 5

Na subdivisao dual &7, de Ap, existem trés tipos de poligonos:

o Os correspondentes aos vértices de T7;
o Os correspondentes aos vértices de Tb;

o Os correspondentes aos pontos de intersecao entre T3 e T5.

As somas das areas dos poligonos que correspondem aos vértices de 77 ¢é a area de Ar,, que
é d?/2. Analogamente, as somas das areas dos poligonos que correspondem aos vértices de
T, é a drea de Ar,, que é d3/2. Entao, a soma das areas dos poligonos correspondentes aos
pontos de intersecao de T e T, ou equivalentemente, a soma das multiplicidades tropicais

dos pontos de de intersecao de T e T, é dada por:

B+2dy+dy B
9 9 9 M

Area de Ap, — Area de Ap, — Area de A, =
|

Exemplo 4.0.1. Vamos analisar a intersegao entre as curvas tropicais 7}, e T; definidas,
respectivamente, pelos polindmios p(z,y) = 2> ® (z O y) ® 20y ) ® (1O x) ® 3 e
q(z,y) = (1o 2) & (7/20y) & 4. Na Figura 43, podemos ver a curva tropical 7, (em
vermelho), a curva tropical T, (em azul) e A, o inico ponto de interse¢do entre elas. Sabemos
que T,,UT, é uma curva tropical definida pelo polinémio tropical s(x,y) = p(x,y) ©® q(z,y),

cuja subdivisao dual também esta representada na Figura 43.

O poligono da subdivisao dual corresponte ao vértice A da curva T, é o quadrado
cinza, cuja area é 2. Portanto, a multiplicidade de A é dois. Assim, a soma das multiplici-
dades tropicais dos pontos de intersecao de 7T}, e de T;, ¢ igual a 2, o que ja era esperado

pelo Teorema de Bézout, pois p(x,y) e q(z,y) tem graus 2 e 1, respectivamente.
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Figura 43: Curva tropical Ty = T, UT} e sua subdivisao dual

Abaixo apresentamos mais um exemplo de intersecao de curvas tropicais em posicao

geral.

Exemplo 4.0.2. A Figura 44 representa uma curva tropical formada pela unido de uma

curva de grau 2 (em vermelho) e de uma reta tropical (em azul) e sua subdivisao dual.

Ay

Figura 44: Intersecao de uma curva tropical de grau 2 e uma reta tropical
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma introducao a Geometria Tropical, fazendo um
paralelo com alguns resultados da geometria euclidiana e também da geometria projetiva.
Dentre outros resultados, apresentamos dois teoremas classicos dessas geometrias que
continuam validos na Geometria Tropical, a saber, o Teorema Fundamental da Algebra e

o Teorema de Bézout.
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