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RESUMO

O teorema de Hahn-Banach é um fundamental teorema da analise funcional que permite,
dentre certas condigoes, estender linearmente um funcional linear definido em um subespaco
de um certo espaco vetorial para o espago todo. Outras versdes para espagos vetoriais
normados, garantem extensoes lineares e continuas. Suas varias versoes desenvolvidas
contribuem no estudo de espagos vetoriais ordenados, operadores auto-adjuntos, espacos

separaveis, operadores somaveis, dentre outros iniimeros resultados.

Palavras-chave: Andélise Funcional . Funcionais lineares . Teorema de Hahn-Banach.



ABSTRACT

Hahn-Banach’s theorem is a fundamental functional analysis theorem that allows, among
certain conditions, to extend linearly a linear functional defined in a subspace of a certain
vector space to the whole space. Other versions for normed vector spaces, guarantee linear
and continuous stretches. Its various developed versions contribute to the study of ordered
vector spaces, self-adjunct operators, separable spaces, summable operators, among many

other results.

Key-words: Functional Analysys. Hahn-Banach Theorem.
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1 ) Introducao

A Analise Funcional é um ramo da matematica abstrata que teve seu desenvolvi-
mento durante o século XX, a partir de problemas de equagoes diferenciais ordinarias e
parciais. Esta area cumpre um importante papel de generalizar, dentre certas condigoes,
definicdes e resultados estudados no ramo da Algebra Linear. Os objetos de estudo da
algebra linear sdo os espagos vetoriais de dimensao finita estabelecidos sobre algum corpo
de escalares, sendo R ou C os corpos mais utilizados. Estuda-se operadores lineares que
possuem representacoes matriciais, onde cada entrada da matriz é um escalar do corpo
sobre o qual o espaco vetorial se encontra. Em andlise funcional estuda-se espagos de dimen-
sao infinita, onde seus operadores lineares nao necessariamente podem ser representados

através de matrizes.

Um dos resultados mais fundamentais e que pode ser considerado um dos precur-
sores da andlise funcional é o denominado teorema de Hahn-Banach, cuja descricao e
consequéncias sao os objetos de estudo deste trabalho. Outros resultados centrais desta
area da matematica sao os famosos teorema de Banach-Steinhaus, teorema da aplicacao

aberta e teorema do grafico fechado.

A andlise funcional ao mesmo tempo que é tao abstrata, pode cumprir um papel
mais concreto ao contribuir em diversos problemas da fisica. Algum de seus resultados
que tém uma gama de aplicagdes possuem demonstragoes significantemente simplificadas
utilizando-se o axioma da escolha, o lema de Zorn, o teorema da Categoria de Baire, que

sao alguns resultados importantes na teoria de conjuntos.



2  Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar defini¢oes e resultados importantes da teoria de
Anélise funcional. Abordaremos a definicao de espacos de Banach, assim como alguns
exemplos. Além disso, vamos apresentar aspectos dos chamados operadores limitados e
verificaremos que essa defini¢ao coincide com a definicdo de um operador continuo sobre um
espaco normado. Nesta mesma secao, veremos em que condigoes o espago dos operadores
lineares de um espago normado X sobre um espaco normado Y sera Banach. Na tltima
secao deste capitulo veremos uma abordagem dos chamados espagos de Hibert, que de
certa forma, generalizam os espagos euclideanos, estudados no campo da algebra linear.
Ao trabalharmos com espacos normados X, consideraremos que X é um espago vetorial

sobre o corpo K, onde K =R ou C.

2.1 Espacos de Banach

Definigao 2.1.1. (Espago Métrico) Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica é
uma aplicagao d : X x X — R, que associa a cada par ordenado (x,y) € X x X um

nimero real d(x,y), que satisfaz as sequintes propriedades para x,y,z € X :

1. d(z,y) =0 <=z =y;
2. d(z,y) = d(y,z);

3. d(z,y) <d(xz,z)+d(zy).

O par (X,d) é denominado de espago métrico.

Definigao 2.1.2. (Espag¢o Normado) Seja X um espago vetorial. Uma aplicagao || || :
X — R € dita uma norma em X se para todo x,y € X e para qualquer A € K, as sequintes

condigcoes sao satisfeitas:

1. ||z]| > 0;

2. A relagdo ||z|| = 0 implica x = 0;



3. Axll = [Alllll;

4o e+ yll < flzll + llyll-

O par (X,|| ||) € denominado de espago normado.

Exemplo 2.1.3. Espacos normados sao exemplos de espacos métricos. Considerando

(X, || ||) um espago normado, definimos a sequinte aplicagdio:

d: X xX — R

A aplicagao d é uma métrica para o espago X. Temos que (X, d) é um espago métrico.

Além disso, dizemos neste caso, que a métrica € proveniente da norma.

Exemplo 2.1.4. Para cada inteiro positivo n, consideramos o espaco vetorial K™. Para

x=(x1,...,2,) € K" ponhamos:

1
2
i

1l = (k)

2. [l = oo

n
8. ||l = Jal.
=1

Estes sao exemplos classicos de normas no espaco euclideano K™.

Exemplo 2.1.5. Seja X um espago normado. Vamos denotar por B(X) o conjunto de
todas as funcoes limitadas que vao de X em K. Podemos munir este conjunto com duas
operacoes fundamentais:

Se f,g € B(X), definimos (f + g)(z) = f(x)

z)+g(z), Ve e X
Se f € B(X),A € K, definimos (A\f)(z) = \f(x),

Ve e X.

O conjunto B(X) munido com as operagoes anteriores torna-se um espago vetorial.

Além disso, para cada f € B(X) podemos definir || f|| = sup | f(z)|. Afirmamos que || || é
rzeX

uma norma em B(X). De fato:

Demonstragio. 1. Para todo x € X temos que |f(x)| > 0. Assim:

If]l = sup [f(z)] = 0;
reX
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2. Assumindo que || f|| = 0 temos que sup |f(z)| = 0. Para cada x € X, note que:
reX

0<[f(2)] <sup|f(x) =0
zeX
Assim, para todo z € X:

[f(@)]=0= flz) =0=f=0
3. Sejam f € B(X) e A € K. Observe que:

M = gsclel)g!(Af)(x)!
= sup [\ (z)]
reX
= sup [A[[f(z)]
rxeX
- |A|§1€1§|f(w)l
= [AIf]

4. Sejam f,g € B(X). Usando desigualdade triangular, para cada x € X, sabemos
que:

(f +9)(@)] = [f(x) + g(z)| < [f(x)] +[g(2)]

Como f, g sao limitadas, para cada x € X, obtemos que:

(f +9) (@) < [f(2)] + lg()]| < I F]] + llgll

Logo:
sup [(f + 9)(@) < I/l + lgll = Ilf + gll < /1l + llg]

Concluimos que (B(X),| ||) € um espago normado.

Exemplo 2.1.6. Sejam a,b € R tais que a < b. Vamos denotar por Cla,b] o conjunto
de todas as fungoes continuas de [a,b] em K. Temos que Cla,b] é um subespaco veto-
rial de B(la,b]). Para cada f € Cla,b] considerando ||f|m = nax |f(x)| temos que
(Cla,bl, || |lar) € um espago normado.

Defini¢ao 2.1.7. (Sequéncia de Cauchy) Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos
que uma sequéncia (T,)neny C X € dita sequéncia de Cauchy se dado ¢ > 0 existe
no € N tal que:

d(xp, xm) <&, Yn,m >ng

Proposicao 2.1.8. Seja (X, d) um espago métrico. Toda sequéncia de Cauchy em X é

limitada.
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Demonstracio. Seja (x,)neny uma sequéncia de Cauchy em X. Por definigao, dado e = 1
existe ng € N tal que:
d(xp, xm) <1, Vn,m > ng

Em particular temos:
d(xp, xny) <1, VYn >mng

Considerando M = max{d(z,,, 1), d(Tpny, T2), ..., d(Tpy, Tny—1), 1}, teremos que:
d(xp, xny) < M, ¥YneN
Portanto, (z,)neny C X ¢ limitada. O

Definig¢ao 2.1.9. (Espago Completo) Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que X

¢ completo se toda sequéncia de Cauchy em X ¢ convergente em X.

Defini¢ao 2.1.10. (Espago de Banach) Um espago normado X € dito de Banach se

X é um espaco métrico completo com a métrica proveniente de sua norma.

Exemplo 2.1.11. O espago euclideano K™ munido com qualquer uma das normas:

1
n 2
1. ||$|| = (Z |I’Z|2> , X = (fL‘l,. .. ,Zl'fn) c Kn;
i=1

2. ||.T||1 - 112%}51|‘r2’7 €r = (xb s 7xn) S Kn;

n
8ozl =D |ail, v = (21,...,2,) € K"
i=1

€ um espaco de Banach.

Exemplo 2.1.12. O espago (Cla,b], || ||a) € um espago de Banach. De fato:

Demonstragio. Vamos mostrar que o espago (Cla,b], || ||ar) é completo. Seja (f,,)nen uma

sequéncia de Cauchy em (Cla,b],|| |[ar). Por definigdo, dado € > 0 existe ng € N tal que:
€
an - me < ga Vn,m = Mg
Assim:

ma [1,(2) = f(@)| < 5. VmmZng = [fu(a) = fule)] < 5. Vo 2 Va € a,b] ()
z€la,

Por (%), fixado x € [a,b] temos que (f,(7))nen é uma sequéncia de Cauchy em K. Como
K é completo, existe y = f(x) € K tal que f,(x) — f(z) quando n — oc.

Vamos definir a seguinte funcgao:

f:la,b] — K
f@) = lim fu()
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Vamos mostrar primeiramente que f € (Cla,b], || ||a)-

Dado ¢ > 0, por (x) temos que:
fo(z) — fnl(2)] < % Yn,m > ng, Va € [a, )
Fixando n € N e fazendo m — oo obtemos:

| folz) — F(2)] < % Vn > no,Vr € [a,0] (1)

, VYn >ng, Vo € [a,b] =

wlmw| ™

, VYn >ng, Vo € [a,b] =

Fixemos x¢ € [a, b].
Para cada n € N temos que f, é continua em [a,b]. Em particular, temos que f,, é

continua em xy € [a,b]. Assim existe § > 0 tal que:
£
@ = 2o < 0= [fuo(2) = fuo(z0)l <5 (2)

Dai, se |x — | <  temos que:

|f(x) = f(zo)] =
‘f(l’) - fno(m) + fno(x) - fn0($0) + fno(xo) - f($0)| <
[fro(2) = F(@)] + | o () = fro (20)] + [ (20) = f(20)| <
€ € €
g + g + g =£
Portanto, f é continua em xg.
Vamos mostrar agora que f, | g f.
Por (1) temos que:
Fule) = f(@)] < 5, Y0 2 no, Ve € [a,]
Logo:
max |fu(@) = f@)| < 5. Ynzng = |fu— Tl <5 Yoz

]

Os préximos resultados sao fundamentais para a constru¢ao de um importante

exemplo de Espaco de Banach:

Lema 2.1.13. Sejam p,q > 1 tais que %—l— % = 1. Entao:
T Xl

<=+, Vab>0
p q

Demonstragao. 1. Se ab = 0 entao o resultado é trivial,



2. Suponhamos que ab >0 (com a >0eb>0).

Observemos que:

ab = (a?)7(b7)7 = exp(In[(a”)7(b7)3]) = exp(In(a?)¥ + In(b%)7)

%lan) % %explnap—i—%

explnbd? = &

b
p+q'

13

exp(%ln af +

A desigualdade * é valida, uma vez que a fungdo exponencial é convexa.

(Veja [7], capitulo 9).

Proposicao 2.1.14. (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q > 1 tais que % +1=1.

Fizemos n € N. Entdao para todo ap,by, € K com k=1,...,n temos:

Lo 1
S lasbil < (Zrakw) (Zwk\q)
=1 =1 =1

q

Demonstragio. Podemos assumir que a; # 0 para algum ¢ (o mesmo vale para os b;). Para

cada k € {1,...,n} fixemos:

A=l g
P n
(Sor) (S
=1 j=1
Observemos que:
> A=
k=1 k=1
(Z ’aj|p)
j=1
Semelhantemente teremos que:
S BI=1
k=1
Pelo lema anterior temos que:
P q
ApB < =4 =k k=1,
Assim:
L AP " Bf1 1
ZAkBk < ZJ+ZJ:,+,:1
k=1 =1 P =4 P4
= Y AB,<1=)>
k=1 k=1 [ n
> lagl?
j:
1
n n p n
= D lab| < (Z |aj|p) (Z
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]

Proposicao 2.1.15. (Desigualdade de Minkowski) Sejam p € [1,00) en € N. Entdo
para todo ay, b € K, k=1,...,n temos:

1 1 1
n P n P n P
k=1 k=1 k=1
Demonstracio. Se p = 1, pela desigualdade triangular, teremos que:

|ay, + bi| < |ax| + x|, VE €K

Dai:

D ae + bl <7 faw] + o] =D lae] + D |bxl
k=1 k=1 k=1 k=1

Suponhamos que p > 1.
Escolhamos ¢ > 1 tal que % + % = 1. Observemos que:

Z |ak + bklp = Z |ak + bklpil‘ak + bk|

IN

ar + be|P " (lak] + |be])

ap + bklpil‘aﬂ -+ Z |&k -+ bklpil‘bk‘
k=1

k=1

n
> |
k=1
n
> |
k

i[M]=

: (Enow) (Er) (Emew) ()
(s () + ()

Na desigualdade *, usamos que (p — 1)q = p.

o) (bl (Xt o) ) (3 mr)

M:

1

||M:

Portanto:

Shnthb s (Z o +b’“|p>; (<,§ |aklp>; + (,; lbk|p>;)

k=1 k=1

Q=

Como (Z |ag, + bx|? ) > 0 podemos dividir a expressao anterior por esse termo, donde
k=1
obtemos:

1

3 =
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Isto é:

=

(o) = (Eme) ()
k=1 k=1 k=1

]

Exemplo 2.1.16. Seja 1 < p < oo. Vamos definir l, como o conjunto das sequéncias
o0
T = (Tn)nen C K tais que a série Z |z, P seja convergente. Vamos considerar esse

n=1
conjunto com duas operagoes:

Tr = (xn)nGI\b Y= (yn)neN € lp =r+y= (xn)neN + (yn)neN = (xn + yn)nEN
T = (Tp)nen; A € K= Ax = (Azy,)nen

Podemos mostrar que o conjunto [, munido com essas duas operagoes € um espago
vetorial. Vamos definir uma norma em l,,, mostrar que este é um espago completo, a fim

de concluirmos que l, é Banach.

Demonstracio. F: As operacoes:

xr = (:En)nENa Y= (yn)nEN € lp =T+ Yy = (ajn)nEN + (yn)nEN = (ajn + yn)nEN
T = (Tp)nen, A € K= Ax = (A2y,)nen

estao bem definidas. De fato:

(i) Sejam x = (xp,)nen € Iy, A € K. Observemos que:

DAzl = APzl = (AP Y |zal” < 00
n=1 n=1 n=1
Dal, (A\z) € [,.
(i) Sejam x = (Ty)nen, ¥ = (Yn)nen € lp. Fixemos n € N.
Como z,y € [, existem M, N > 0 tais que:
Sl <MY | < N
k=1 k=1
Pela desigualdade de Minkowiski temos que:
1 1 1 1 1
n 3 n 3 n P s P e D
(Slatul) < (L) + (k) < (Smr) + (Smr) <
k=1 . k=1 k=1 k=1 k=1
Mv» + N» VYneN
Elevando a p obtemos:
S |z + ykl? < (M7 + N3P < 00 Vn €N
k=1
Fazendo n — oo obtemos:

S okt gel? < (M7 + N3)” < o0
k=1
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Assim, z +y € [,.

Podemos mostrar que conjunto /, munido com essas duas operagoes ¢ um espaco
vetorial.

1
P

Se & = (x)nen € I, vamos definir ||z||, = (Z |$n|p>
n=1

F: || |l, ¢ uma norma em [,. De fato:

1. Para todo = = (x,) € [, temos que |z,| > 0, ¥n € N. Assim:

fall, = (z rxnrp) > 0,
n=1

2. Assumindo que ||z||, = 0 temos que (Z |xn\p> = 0. Logo:
n=1

o0
Z |z, [P =0
n=1

Entao:

|z, P =0, Vn e N—=|z,,| =0, Vne N= 12, =0, Vne N= 2 =0

3. Sejam z = (z,,) € [, e A € K. Assim:

o 1

Al = (Z |Axn|p)p
- (lew)p
o 1

- (|A|pzl|xn|p)p
o 1

- (ZH)

= Al

|

4. Sejam = = (z,),y = (yYn) € l,. Pela desigualdade de Minkowski, para cada n € N

fixado, teremos que:

1 1 1
n v voo(ao v
(zuwykrp) s(z mp) +(z|yk|f’) <
k=1 k k=1
1

|
=1
1 1
o0 D o0 p
< (Z mrp) n (Z mrp) — liel, + gl
k=1 k=1
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Isto é:

hSA

(Z |2k + ykl”) < llzllp + lyll,, ¥neN
k=1

Da expressao anterior segue que:

2 |k +yel” < (ll2lly + [lyllp)", ¥ €N
k=1

Fazendo n — oo obtemos que:

[e.o]

>z +uwl” < (lzllp + llylly)”
k=1
Logo:
1
0 3
ot ol = (3 bt seb) < el +
k=1
Dal, (I,,] ||,) é um espago normado.

F: (I, ] |lp) € completo. De fato:

Seja {"}ren C I, uma sequéncia de Cauchy.

Como {x*} é uma sequéncia de Cauchy em [,, dado € > 0 existe ny € N tal que:

|2* — 2|, <&, Vk,I>ng =

- 1
p
(W —xzwp) <o Vi mg
=1

Para todo k,l > ng e para todo i € N observamos que:

(Ja¥ — 2kP)s = |af — | < ||o* — 2l||, < &

Obtemos assim que a sequéncia coluna {z¥}rey é de Cauchy em K. Como K é completo,
concluimos que {z¥};cn é convergente para cada i € N fixado. Digamos z¥ — ;.

Definindo z = (z;);en, mostraremos que = € 1,,.

Como {z*}ren € uma sequéncia de Cauchy entido {x*}en é limitada. Logo, existe
M > 0 tal que:

1
||xk||p=(z|x§|p) <M VkeN
=1

Consequentemente:
1
n P
(Z yxfyp> < |lz*l, £ M, Vk€N,vn €N
i=1
1
Como a fungao f(y) = y# é continua e o somatério é finito, fazendo k — oo, teremos:

(Z mv)p <M, ¥neN
=1
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Agora, fazendo n — oo obtemos:
1
© P
i=1

1
0 I3
Assim, ||z, = (Z |xi|p> < 00, donde concluimos que = € [,,.
i=1
Para todo k,l > ngy e para todo n € N lembremos que:

ok Lp\7© k !
(z\xi —xirp) <l — 2], < 2
=1

1
Fixemos k € N com k > ng. Como a funcdo f(y) = y» é continua, o somatorio é finito e

que a func¢ao modular é continua, fazendo | — oo obtemos:
1
n P
(Z |z — xi|p> <e, Vk>ng,VneN
i=1

Fazendo n — oo teremos:

- 1
p
(Z |zF — xi|p> <e, Vk>ng
i=1

Logo, z* ‘ﬂf x.

Como (I, || ||p) é um espago vetorial normado completo, concluimos que (I,, ] ||,)

é um espaco de Banach.

]

Exemplo 2.1.17. Vamos definir I, como o conjunto de todas as sequéncias (x,)nen C K

tais que sup |z,| < co. Consideraremos duas operagoes sobre esse conjunto:
neN

T = (mn)nel\b Y= (yn)nEN € loo =T+ y= (xn)nEN + (yn)nEN = (xn + yn)neN
T = (Zp)neN € loo, A € K= Az = (Azp,)nen

Com essas duas operagoes temos que lo, € um espago vetorial.
Assim como no exemplo anterior, vamos definir uma norma nesse espago, mostrar que ele

¢ um espaco completo para podermos concluir que lo, € um espago de Banach.

Demonstracdo. F: As seguintes operagoes:

Tr = (xn)nENa Y= (yn)TLGN € loo = r+y= (xn)nGN + (yn>n€N = (xn + yn>n€N
T = (Tp)nen € loo, A € K= Az = (AT nen

estao bem definidas em [.
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(i) Sejam = = (p)nen € loo, A € K. Como x € I, existe M > 0 tal que:

sup |z,| < M
neN
Observemos que: sup |Az,| = sup |A||z,| = |A|sup |z,| < |A|M.
neN neN neN

Logo, \z € [
(ii) Sejam = = (Ty)nen, ¥ = (Yn)nen € loo. Como z,y € o, existem M, N > 0 tais que:
sup |[x,| < M, sup |y,| < N
neN neN
Observemos que:
sup |z, + yn| < sup |z,| + |yn| < sup|zn| +sup |y, < M+ N
neN neN neN neN

Assim, £ 4+ y € l.

Podemos mostrar que o conjunto /., munido das operacoes acima é um espago

vetorial.

A aplicacao:

| lo: X — R

r > ||z|leo = sup |z,
neN

¢ uma norma sobre o conjunto /.. Basta considerarmos X = N no exemplo 2.1.5.
F: (loos || |loo) € um espago completo. De fato:

Seja (z") C lo uma sequéncia de Cauchy em (I, || |loo). Por defini¢ao, dado e > 0
existe ng € N tal que:

[2" — 2™l <&, Vn,m >mng

Segue entao que:

sup |z — 27| <&, Vn,m > ng
jeN

Da expressao anterior obtemos:
2} — 2| <&, Vn,m >mng,Vj€EN (1)

Fixado j € N temos que (2} )nen C K é uma sequéncia de Cauchy. Como K é completo,
existe z; € K tal que 27 — x;, quando n — oo.

Vamos definir z = (z;)jen, onde z; = lim 27.

Fixemos n € N com n > ngy. Sabendo que a fun¢ao modular é continua, fazendo m — oo
obtemos que:

|z} —x5] <&, Yn >mng (%)
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Fixado j € N temos que (27%),en é Cauchy, logo é uma sequéncia limitada. Assim, para

cada n € N existe K,, > 0 tal que:
2} < K, VjeN

Notemos que:
2| = |zj + 2} — 23] < |20 — x| + |2]°] < e+ kny, ViEN
Logo:

sup |z;| < e+ ky,
JeN

Dai x € [,,. Além disso:
[Z]loc < &+ kng
Além disso, por (1) temos que: ||z" — || = sup |2} — ;] <€, Vn >ng
jeN

I llg

Assim, 2" — 1 € [.

Como (loo, || ||oo) € um espago vetorial normado completo, concluimos que (Ioo, || ||oo)

¢ um espaco de Banach.

O

Exemplo 2.1.18. Definindo ¢y o conjunto das sequéncias (z,)neny C K tais que x, —
0 € K, podemos garantir que co € um subespago fechado do espaco (loo, || |loo). FEsta

condi¢do nos garante que co munido com a norma || |« € também um espago de Banach.

2.2 Operadores Limitados

A seguir vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados relacionados a certos tipos
de operadores lineares. Vamos definir operador linear limitado e exibir uma equivaléncia
para essa definicao. Vamos ver em que condig¢oes o espaco dos operadores lineares limitados

entre dois espacos normados é um espago de Banach.

Definigao 2.2.1. (Operador limitado) Sejam X,Y espacos normados. Dizemos que um
operador linear T : X — 'Y € limitado se existir M > 0 tal que |T(z)|| < M||z||, Vz e X.

Teorema 2.2.2. Sejam X,Y espacos normados. SeT : X —'Y € uma aplicagdo linear,

as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. T € continua;
2. T € continua na origem;

3. T ¢ limitada.
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Demonstragio. (1) = (2)

Se T' ¢ continua entao 7' é continua em todos os pontos do dominio X. Em particular, T’
é continua em x =0 € X.

(2) = (3)

Suponhamos que T seja continua em x = 0. Por defini¢do, para ¢ = 1 existe > 0 tal que:
reX;|z|| <d=||T(x)] <1

Considerando = € X com x diferente de 0, tomemos y = 577 Assim, lly|| < 0. Portanto:

2||x

S 2
<1= grrlT@l < 1= 17 < 5l

Iyl <0 =Ty )|!<1:’|’ <2H H)

Considerando C' = % > (0 obtemos que:
1T ()| < Cll]

Se x = 0 obtemos:

I7(0)] = 0 = o]

Portanto:
|T(x)|| < Cllzf], VzeX

(3) = (1)

Vamos assumir que 7" seja limitada. Por defini¢ao, existe C' > 0 tal que:
[T < Cllzll, YeeX (%)

Para concluirmos que 7" seja continua mostraremos que 7" é Lipschitziana.

Seja x € X. Existem y, z € X tais que x = y + z. Por (x), temos que:
IT(2)[| < Cl=]-

Dai:
|1T(z —y)| < Cllz =yl

Usando a linearidade obtemos:
|T(z —y)ll < Cllz —yl| = |T(z) = T(y)l| < Cllz -yl

Como T atende a condicao de Lipschitz concluimos que 7' é uniformemente continua e em

particular, T é continua. O

Observagao 2.2.3. Seja (X, || ||) um espago normado. Em X as operagoes de adigio de

vetores e multiplicacdo por escalar sio continuas.
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Observacao 2.2.4. Considerando X um espaco normado, vamos denotar por:
Sx ={z € X;|z|| =1}
a esfera unitdria do espago X.

Teorema 2.2.5. (Espag¢o B(X,Y)) Sejam X,Y espagos normados. O espago vetorial
B(X,Y) de todos os operadores lineares continuos de X em 'Y é um espago normado, com

a norma definida por:

17 ()]
[T} = sup = sup [ T'(z)]]
rexlzf] - sesk
z#0
Demonstragio. 1. Para todo z € Sx temos que ||T'(x)|| > 0. Assim:

17|} = sup [[T(2)] = 0;

TESx
2. Assumindo que [|T']| = 0 temos que sup ||T'(z)|| = 0. Para cada x € Sx, notemos

z€eS

que: =X
0 < |T(z)|| < sup [[T(x)|| =0
TESx
Assim:
IT(x)|| =0, Ve € Sx = T(z) =0, Vx € Sx

Seja x € X com zx diferente do elemento 0. Tomando z = % segue pela expressao

lll

anterior que:

T(z):O:>T<HiH>:O:>HxluT(x):0:>T(x):0

Concluimos entao que:
T(x)=0,VreX
Portanto, T' = 0.
3. Sejam T € B(X,Y) e A € K. Observe que:

AT = sup [(AT)(2)]|

TESx

= sup [[AT'(z)]|
TESx

= sup [A|[|T(z)]
TESx

= |Al sup [|T'(z)]|

TESx

= AT

4. Sejam T, U € B(X,Y). Usando desigualdade triangular, para cada x € Sy, sabemos
que:
T+ U) ()| = IT(x) + U)[| < [T ()] + U ()]
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Como T, U sao limitadas, para cada xz € Sy, obtemos que:
1T+ U) (@) < 1T(@)| + [[U@)[ < T[]+ U]

Logo:
sup [[(T'+ U)(@)|| < [T + [|U]| = [IT + U]l < [|T]| + [|U]

TESX

[]

Teorema 2.2.6. Secjam X,Y espacos normados. Se 'Y é um espago de Banach entdo
B(X,Y) é Banach.

Demonstra¢io. Como B(X,Y) é um espago normado, resta-nos mostrar que B(X,Y") é

completo.

Seja (T),)nen uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y'). Por definigao, dado € > 0
existe ng € N tal que:

T — Tl <&, ¥Yn,m >mng
Sabendo que ||T'|| = sup [|T(z)]|, podemos reescrever a expressao anterior como:
TESx
sup [|Tn(x) — Thn(2)|| <€, Vn,m >ng
TESX

Dai segue que:
T (z) — Tn(z)|| <&, Vn,m >ng, Ve e Sx (%)

Fixando x € Sx, por (x), obtemos que (7,,(z)) é uma sequéncia de Cauchy em Y. Como
Y é um espago de Banach, existe y € Y tal que T, (z) — y) quando n — oco. Vamos
considerar y = T'(x).

Seja x € X, x # 0 fixado. Por (*) temos que (Tn (Hi—')) C Y é uma sequéncia de Cauchy.

Por definigdo, dado € > 0, existe nyg € N tal que:

(1) 5 ) < o
[l ] ]

Usando que T,,, T, sao lineares, obtemos que:

T (x) — T(2)|| <&, Yn,m >ng

Logo, (T,,(z)) é uma sequéncia de Cauchy em Y. Como este é um espago de Banach,
existe y € Y tal que T,,(r) — y. Vamos chamar y = T'(z) para x € X, x diferente de 0.
Se x = 0 temos que T, (z) = 0, para todo n € N. Portanto, }ZILI(I) T.(z) =0.
De acordo com o que fizemos acima, definimos a seguinte aplicacao:
T: X — Y
lim 7,,(x), sex#0

r — T(r)=q "7
0, caso x =0
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Para garantirmos que 7' € B(X,Y') devemos mostrar que 7 ¢ linear e continua.

1. T é linear. De fato:
Sejam z,y € X e A € K. Entao:

T(x+ Ay) = lim T,(z + Ay) = lim T,,(z) + A lim T,.(y) = T'(x) + AT'(y)

2. T é continua. De fato:

Por () temos que:
T (z) — Tn(z)|| <&, VYn,m >mngy, Vo e Sk
Fixando n € N e fazendo m — oo obtemos:

Jim || T, () — T(z)|| <&, Vn>mng,VeeSx =
[To(x) — lim T (z)|| <&, Vn2>ngVeeSx =
|Tn(x) — T(x)|| <e, VYn>mny,Vre Sk (xx)

Notemos que:
1T ()] = [Tng ()| < [[Tog(2) = T(2)[l, Vo € Sx
Usando (xx) e a desigualdade acima, temos:
IT(2)]] < [[Tno ()| + 6, Vo eSx =

sup [|T(z)]| < [Tl +& =

rESx

1T < Tl + €
Como T ¢é limitada concluimos que 1" é continua.
Por (k%) temos que:
|To(x) = T(2)]| <&, Vn>mng,Voe Sy

Logo:

T, —T|| <e Yn>n, =
T, — T € B(X,Y)

Portanto, B(X,Y’) é um espago de Banach. O
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A reciproca do teorema 2.2.6 é verdadeira. Porém, para mostrarmos esse fato,

vamos precisar do teorema de Hahn-Banach. Isso sera feito no capitulo 4 deste trabalho.

Abaixo vamos apresentar alguns exemplos de operadores lineares limitados.

Exemplo 2.2.7. (Operador Identidade) Seja X um espago normado nao-nulo. O

operador linear identidade I : X — X € um operador linear limitado com norma ||I|| = 1.

Exemplo 2.2.8. (Operador Nulo) Sejam X,Y espagos normados. O operador nulo

O : X — X € um operador linear limitado com norma ||O|| = 0.

Exemplo 2.2.9. Fizemos 1 <p <oo e A= (\,) €l,. A aplicagio:

¢ uma aplicagdo linear e limitada.

Demonstragio. (i) A aplicagdo D, estd bem definida. De fato:

Seja a = (a,) € ly. Assim, existe M > 0 tal que:
lallec = sup [a,| < M
neN

Fixando m € N, observamos que:

m n
Z [Antn | = Z [An [Pl |?

m
< > alllal
n=1
m
= llall% > Al

n=1

Elevando a % obtemos:
- 1 - 1
(z |Anan|p) < (nanzozwlp)
n=1 n=1
n N\
= Yl (z |An|p)
n=1
o 1
< M (ZIM”)
n=1

Como A\ = (\,) € [, existe N > 0 tal que:

1

<§) IM”)p <N

n=1



26

Fazendo n — oo obtemos:
1

(Z |)\nan|”)p <M <Z Mp)” < M.N

n=1 n=1

Logo, (Anan) € 1.

(ii) D, é linear. De fato:
Sejam a = (a,),b = (b,) € I ¢ a € K. Entao:
Dy(a+ab) = Dy((an)+ (aby)) = Dr((an + aby,))
= (Aula, + aby)) = (May) + a(Aby)
= D)\(CL) -+ OéD)\(b)

(iii) D, é limitada. De fato:

Fixando a = (a,) € [« observamos que:

DA, =

) p‘nan‘p> :

[

= (S llenr)
(
[

3=

hSA

5 \Anwnanzo)
n=1

) ol
= [[Allpllalle
Logo:
[Dx(a)llp < [[Mlpllalle, Va = (an) € lo

Portanto, D, é limitada.

Exemplo 2.2.10. (Uma aplica¢do nao limitada)
Seja X = {z : [0,1] — K; z é uma fungao polinomial}. Temos que X € um espago

vetorial sobre K. Além disso, podemos munir esse conjunto com a sequinte norma:

N: X — R
v el = max|a(t)]

A seguinte aplicagao definida sobre (X, | ||):

T: X — X
r — T(z)=2

¢ uma aplicagdo linear que ndao € limitada. T € denominado de operador derivacgao.
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Demonstragio. (i) T é um operador linear. De fato:
Sejam z,y € X e A € K. Entao:

T(x+Xy) = (x+X ) =2 +(\y) =2 + Xy =T(x) +\T(y)

(ii) O operador T" nao ¢ limitado. De fato:

Consideremos (2, ),eny C X uma sequéncia onde:

1. Para todo n € N temos:

we: [0,1] — K
t o x,(t)=t"
2. ||z, = max |z, (t)| =1, VneN.

te(0,1]

Fixemos n € N. Observemos que:

T(x,) =z

n

0,1] — K
t — a(t)=nt"!

Notemos ainda que:

1T (@) | = llz, ]| = max nft]" ™" =n

nl te[0,1]
Obtemos uma sequéncia (z,) em Sx onde ||T(z,)|| — oo quando n — oo. Logo,

T é um operador ilimitado.

O

Definigao 2.2.11. (Isomorfismo) Sejam X,Y espacos normados. Uma aplicagio linear

e continua T : X — Y € dita um isomorfismo se T € bijetora e T~! é continua.

Defini¢ao 2.2.12. (Isomorfismo Isométrico) Sejam X,Y espacos normados. T €
B(X,Y) é dito um isomorfismo isométrico se T' é um isomorfismo que preserva distincias,
isto €, para cada x € X temos:

[Tz]| = [l|

Nessas condicoes X e Y sao ditos isometricamente isomorfos.

Observacao 2.2.13. Sejam X,Y espagos normados.

A notagdo X ~Y wai denotar que X,Y sdo isometricamente isomorfos neste trabalho.

Defini¢ao 2.2.14. (Espag¢o Dual) Seja X um espago normado. O espago B(X,K)
representa o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos de X em K. Esse espaco

denotado por X*, ¢ denominado espaco dual de X .

Observacgao 2.2.15. Seja X um espaco normado. Pelo teorema 2.2.6 seque que o espago
dual X* = B(X,K) € um espago de Banach.
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Vamos agora apresentar alguns exemplos de espagos duais. Um dos exemplos que
sera apresentado é de que o dual topologico do espago [y é o espaco lo,. Para abordarmos

este exemplo, necessitamos definir base de Schauder.

Defini¢ao 2.2.16. (Base de Schauder) Seja (X,| |) um espago normado. Uma
sequéncia (e,) C X ¢é dita uma base de Schauder se para cada x € X existe uma unica

sequéncia de escalares (o) C K que satisfaz a sequinte condi¢ao: dado € > 0 existe ng € N

onde,
|z — (cer + ...+ aney)|| <&, Vn >ng
o0
Neste caso, vamos escrever x = Z -
n=1

Exemplo 2.2.17. Fizemos p € [1,00). Consideremos (e,) C 1, uma sequéncia definida
da sequinte forma:
e, =(0,0,...,0,1,0,...), VneN

1 na posicdo n-éstma

Temos que (e,) € uma base de Schauder para o espago l,,.

Demonstragio. Sejam x = (x,) € I, e £ > 0.

Como z € I, segue que Y _ |zx[” < co. Assim, existe ng € N tal que:
k=1

[e.9] n
S lael? =D |zkl?| < €, Y >ng
k=1 k=1

Da expressao anterior obtemos:

o
S JalP <€, Vn>ng
k=n+1
Por outro lado, notemos que:
|7 — (vie1 + ...+ zpen) |y = [lo—(21,...,2,,0,0,..)[]F
= ||(O7--'7O;l‘n+1;xn+27-~')||g
oo
= Z |£L’k|p < &P
k=n+1

para todo n > ny.

Logo, obtemos que:

|z — (z1e1 4+ ... +xpen)|lp <&, Vn>mng (%).

o0
Agora, vamos mostrar que x pode ser escrito de forma tinica como a série x = Z Tpn.

n=1
[eS) [eS)

Suponhamos que z = Z Tpen € T = Z Yn€n, sendo (y,) uma sequéncia de escalares em
n=1 n=1
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K, onde essas séries obedecem a condigao (x).

Existe n; € N tal que:
€
|z — (z1e1 4+ ... + xnen)|lp < 2 Vn > ny
Existe ny € N tal que:
€
Iz = (er + ..+ ynen)llp < 55 V0 2o

Tomemos ng = max{ni, ny}. Observamos que:

0 < |[(zre1+ ...+ zpen) — (y1€1 + ... FYnen)|lp <
€ €
|z — (zre1 4+ ...+ xnen)|lp + |z — (yrer + ..+ ynen)ll, < 3 + 53=6 Vn > ny
Como € > 0 é qualquer, concluimos que xj = yi, Vk € N.
Assim, os escalares da representacao de x sao Unicos. O

Exemplo 2.2.18. O dual topologico de ly € o espago l.

Demonstragio. Sabemos que a sequéncia (e,,) C [ onde:

e, = (0,0,...,0,1,0,...), VneN

1 na posicdo n-ésima

é uma base de Schauder para o espago [;.

Dado = = (zx) € 1y, existe uma tnica representagao:

oo
Tr = Z L)€
k=1

/ < 3 xkek>
k=1

= i v f(ex)
k=1

i TGk

k=1

Seja f € [;. Como f ¢ linear, notemos que:

f(x)

—
*
~

onde gy = f(ex), Vk €N,

Vamos mostrar a igualdade ().

Consideremos (s,,) a sequéncia da parciais da série Yz f(ey). Consideremos também
k=1
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S=fz)=f (Z :vkek). Para n natural, notemos que:
k=1

s =S| = z": v f(ex) — f (i $k6k>

— 0

n
Zxkek — X

k=1

IN

1/l

quando n — o0, ja que (e,) é base de Schauder para o espago [;.
Portanto, s, — S, donde concluimos que a igualdade () é verdadeira.

Como f é continua, notemos que:

gkl = [f(ex)] < I fllllexll = Il f]l, VE €N
Dai:
sup [gi| < || f]]
keN

LOgO, g = (gk>k€N € loo
Além disso:

lgllse < ILAI (1)

Por outro lado, fixemos b = (by)gen € ls. Definamos:
h: ll — K

r=(xp) —> Zxkbk
k=1

Queremos mostrar que h € (7.

(i) h estd bem definida. De fato:
Fixemos n € N. Como b = (by)ren € loo, existe M > 0 tal que:

1blloc = sup [bx] < M
keN
Observemos que:
Do lwbil = D el loe] < 37 [wnllbllee (%)
k=1 k=1 k=1

Como x = (xy) € [y, existe N > 0 tal que:

oo
k=1



Fazendo n — oo na expressao (*) obtemos:

> lwbe] < llblloo D Jzx] < M.N

k=1 k=1

Logo, h esta bem definida.

(ii) h é uma aplicacao linear. De fato:
Sejam x = (zx),y = (yx) € l1 e A € K.

Fixemos n € N. Assim:

NE

(xp + A\yg) b = Z Tebr + A Z Yrbr
k=1 k=1

k=1
oo oo

Como as séries Z by e Z yrbr convergem, fazendo n — oo obtemos:
k=1 k=1

hE

(.Ik + )\yk)bk = Z b + A Z Yib
k=1 k=1

i
I

Portanto:
h(z + Ay) = h(x) + Ah(y)

(iii) h é uma aplicagdo continua. De fato:

Fixando n € N observemos que:

> b <Y |kl bi|
=1

Fazendo n — oo obtemos:

> wpby| <Y x| [byl
=1

Para cada x = () € [; notemos que:

h(z)] =

00

Z xkbk
k=1

0o

>l bkl

k=1

o0
> lzellIbllo
k=1

oo

= [bllec > |l

k=1

= [bllollz]ls

IN

IN

Concluimos que h é continua. Logo, h € (.

Como |h(x)| < [|bllsol|®||1, Y2 € 11, obtemos que:

sup ()] < [[bllec = [|A]] < [[blloc

xESll
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Vamos definir o seguinte operador:

T: I — loo
fo— g=(f(ex))

Por construcao, T' é linear e bijetora.

Para cada x € [; temos:

@) = ‘f (ix)|
i_o: LGk

o0

< > lwllgel
k=1
[ee]

< > zwlllgllo
k=1

= zllllglls

onde g = f(ex) para todo k natural e g = (gx) = (f(ex)).

Tomando o supremo de todos os elementos = € .S;; obtemos que:

A <llgllee  (2)

Por (1) e (2) obtemos ||f|| = ||9]|o-
Assim, || T(f)|| = |lgllc = ||f|| para todo f € I}, donde concluimos que 7" ¢ uma isometria.

Portanto, [} e [, sdo isometricamente isomorfos.
O

Exemplo 2.2.19. Fizemos p € [1,00). O dual topoldgico do espago 1, € o espago l,, onde

% + % = 1. Uma demonstragao para esse fato pode ser vista em [1], capitulo 2.

2.3 Espacos de Hilbert

A teoria de espacos com produto interna é muito vasta e possui caracteristicas em
comum com o espago euclideano. Espagos com produto interno sao exemplos de espacos
normados. Os chamados espacos de Hilbert sdo espacos normados completos, cuja norma
¢é proveniente de um produto interno. Os espagos de Hilbert sao de extrema importancia

no estudo de aplicacgoes lineares e nao-lineares em analise funcional.

Defini¢ao 2.3.1. (Produto Interno) Seja X um espago vetorial sobre o corpo K. A
aplicagio ( ) : X x X — K que goza das sequintes propriedades:

1. {(z,z) >0, Ve X,
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2. (z,x) =0<= 2 =0, VrelX,

3' <x7y>:<y7x>7 vx?yeX;

4. (x+ Xy, z) = (7,2) + My, 2), Vr,y,2 € X; VAeK

¢ denominada produto interno sobre o espagco X.

Observacgao 2.3.2. Se X ¢é um espago vetorial que admite um produto interno { ), entdo

o par (X, ( )) é dito um espago com produto interno.

Definicao 2.3.3. (Norma proveniente de um produto interno) Seja (X,( )) um

espago com produto interno. Definindo:

Nl X — K
v — |zl = /(z,2)
obtemos uma norma para o espago X. O espago (X, | ||) é um espago normado, onde a

norma € proveniente do produto interno.

Observacao 2.3.4. Quando uma norma € proveniente de um produto interno vale a lei
do paralelogramo:
Iz +yll* + llz = ylI* = 2|z ]* + [ly[I*)

A seguinte desigualdade é de extrema importancia no estudo de espagos com

produto interno.

Proposicao 2.3.5. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (X,{ . )) um espaco

com produto interno. Entao:

[z, )| < \(z,2)\/(y,y), Yo,y X

Demonstragcio. Sejam z,y € X. Se (y,y) = 0 entdo y = 0. Dai:

(,y) = (2,0)=0
[(z,y)] = [0]=0
[z, )| < (@, 2)\/(y,9)

Vamos assumir sem perda de generalidade que y # 0. Definamos o seguinte vetor em X:

(z,9)y
(v, y)

Z =T —



Sabemos que (z,z) > 0. Observe que:

0<(z,2) =

<$ _(wyy <x7y>y>

(v, y) (v, y)

<.’L‘,$>— <$,y>< : >_ <Ji,y>< ,.1')

(y, ) (y,y)

[z, y)[?

Ty Y=

(2, 9)l® [yl | eyl

<ZE,JI> - -

(y, ) (y,y) (, y)

Portanto:

[, y)I*

(Y

‘ 2

(, )

IA
)
£
2D
£

[z, )| <\, 2)\/(y,y)

Definigao 2.3.6. (Espaco de Hilbert) Um espago com produto interno € dito um espago
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[]

de Hilbert se ele é um espaco de Banach com respeito a norma proveniente de seu produto

interno.

Observacao 2.3.7. Assumindo que (X,{ .)) € um espago de Hilbert, a desigualdade de

Cauchy-Schwarz pode ser reescrita como:

[z, < lzllllyll, Vo,yeX

Exemplo 2.3.8. (Exemplos de espagos de Hilbert)

1. O Espaco K™ é um espaco de Hilbert com o produto interno definido por:

=1

onde x = (&1, , &) ey = (M, ,Mn)-

2. Seja ly o conjunto de todas as sequéncias (T,)nen de elementos de K tais que Y |x,|?
n=1

CONnverge.

Observemos que a aplicacao:

7= (Tn)new € 1" — [z

Y
— <Z ]:L’n]2> €eR
n=1
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¢ uma norma em lo.

Temos que ly é um espago de Hilbert com o produto interno definido como :
n=1
onde x = (x,),y = (yn) € lo
Exemplo 2.3.9. Consideremos o sequinte funcional linear f : lo — R definido como:

f(x) = (z,a) = i%’@j

onde a = (av,) é um elemento fixado de ls.
Temos que o funcional linear f definido em ly € limitado. De fato:

Seja x € ls.

o0
Z Lj

=1

f(2)] =

= [{z, )| < lzl[llell = [f ()] < llz][[|ex]

Assim, para todo x € Sy, teremos:

[f(@)] < llall = sup [f(2)] <[]l = [[f]] < [l

TEO,

Por outro lado, observamos que:

‘f (nan)’ = ey = et

1A= fle]

Logo:

O seguinte resultado, de relevante importancia, sera enunciado sem sua demonstra-

¢ao:

Teorema 2.3.10. (Teorema de Riesz) Cada funcional linear limitado f em um espago

de Hilbert H pode ser representado em termos de produto interno por:

f(l') = <$,Z>,

onde z depende de f e é unicamente determinado por f e sua norma satisfaz:
121 = (/1]

A demonstragao do teorema de Riesz pode ser visto em [1], capitulo 3.
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Proposicao 2.3.11. Seja H um espago de Hilbert. A aplicacao definida como:

A H* — H
[ A =-

onde z ¢ dado pela representacdo de Riesz é bijetiva, conjugada linear e limitada.

Demonstragao. 1. A é injetiva. De fato:
Sejam f1, fo € H* tais que A(f1) = A(f2). Dal, temos que z; = zo. Além disso, dado

r € X temos que:
filz) = (z,21) = (x,20) = fo(z), Ve X.

Logo, f1 = fa.

2. A é sobrejetiva. De fato:
Dado z € H, definamos f : H — K dado por f(z) = (z,z2), Yo € H. Sabemos que

f é um funcional linear limitado. Temos ainda que z = A(f).

3. A é conjugada linear. De fato:
Sejam fi, fo € H* e a, f € K. Observemos que:

(afi + Bfo)(x) = afi(z) + Bfa(r) = alz,z1) + Bz, 2) = (v,a21) + (v,82) =
(x, 021 + Bza).

Assim, temos que:

Alafi + Bfs) = @z + Bzo = @A(f1) + BA(f2).

4. A é limitada. De fato:
Para cada f € H* temos que:

HACHI = 11211 Z 171

A igualdade (x) segue pelo teorema de Riesz.

Proposicao 2.3.12. Seja H um espaco de Hilbert. Definindo o produto interno:
(): H*XH* — K
(fi, f2) = (fi, f2) = (A(f2), A(f1))

onde A € a aplicacao dada na Proposicio 2.3.11, temos que H* é um espaco de Hilbert.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.2.6 temos que H* = B(H,K) é completo, ja que K é um
espaco completo. Vamos mostrar que a aplicagdo ( ) é um produto interno para H* e que

a norma em H* é proveniente desse produto interno.
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(i) ( ) é um produto interno para H*. De fato:
1. Sejam fi, f1 € H*. Entao:
(fi, ) = (A(f2), A(f1)) = (22, 21) 2 0

onde z1, z5 sao dados pela representacao de Riesz.

2. Seja f € H* tal que (f, f) = 0. Assim:
(A, AL = 0= (2,2) =0 = 2= 0
onde z é dado pela representagao de Riesz. Isto significa que para cada = € H:
f(@) = (,2) = (2,0) = 0

Logo, f =0.

3. Sejam fi, fo € H* e z1,29 € H dados pela representagao de Riesz. Temos que:

(fi.fa) = (A(f2), A(F))
{

(fi+Af2), f3) = (A(fs), A(fi + Af2))
= (A(fs), A(fr) + AA(f2))
= (A(fi) + AA(fa), A(f3))
= (A(f), A(fs)) + MA(f2), A(f))
= (A(f3), A(f1)) + MA(fs), A(f2))
= (f1.f2) + M[2, f3)

Portanto, ( ) é um produto interno em H*.

(ii)) A norma em H* é proveniente desse produto interno. De fato:

JU B = VAR AR =2 = 1121 2 111

para cada f € H*. (Na igualdade (xx) utilizamos o teorema de Riesz).
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3 Teorema de Hahn-Banach

O resultado que sera apresentado neste capitulo foi demonstrado por H. Hahn em
1927. Posteriormente, foi demonstrado de uma forma mais geral por Banach em 1929.
Por fim, em 1938, teve sua versao generalizada para espagos vetoriais complexos por H. F.
Bohneblust e A. Sobeczyk.

Este importante teorema nos diz que considerando um funcional linear em um
subespaco M de um certo espaco vetorial X sob o corpo K, podemos estendé-lo, sobre certas
condigoes, para todo o espaco X. As versoes para espacos normados permitem realizar
extensoes lineares e continuas. Ja as versoes geométricas do Teorema de Hanh-Banach

nos garantem separar subconjuntos de um espaco normado, através de hiperplanos.

Alguns conceitos importantes devem ser definidos previamente para entendermos

as demonstracoes dos resultados subsequentes, como se segue:
Defini¢ao 3.0.1. (Funcional sublinear) Denominamos funcional sublinear um
funcional real p sobre um espaco vetorial X que goza das sequintes propriedades:

o plz+y) <p(x)+ply),VryeX;

e plax) =ap(x),Va>0emR ez e X.

Definigao 3.0.2. (Conjunto parcialmente ordenado) Um conjunto M ¢ dito parci-
almente ordenado quando sobre ele esta definido uma ordem parcial, que é uma relagdo

bindria simbolizada por < e que satisfaz as sequintes propriedades:

1 Reflexividade: a < a, ¥V a € M;
2 Anti-simetria: se a < b eb<a, entdoa=>b¥ a,b e M;
8 Transitividade: se a < b eb<c, entioa <cV a,b,ce M.

Defini¢ao 3.0.3. (Cadeia) Um conjunto M é dito cadeia ou conjunto totalmente
ordenado quando M ¢é um conjunto parcialmente ordenado e seus elementos sao dois a

dois compardveis.
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Observacgao 3.0.4. Dois elementos x,y em uma cadeia (M, <) sao ditos compardveis se:
a<boub<a

Definigao 3.0.5. (Cota superior) Seja (M, <) um conjunto parcialmente ordenado e

C C M. Dizemos que a € M € uma cota superior do conjunto C' quando x < a, Vx € C.

Definicao 3.0.6. (Elemento Maximal) Sejam (M, <) um conjunto parcialmente orde-
nado e z € M. Dizemos que z é um elemento maximal de M se a condicao z < b para

algum b € M, acarretar z = .

Axioma 3.0.7. (Lema de Zorn) Seja M # () um conjunto parcialmente ordenado.
Suponha que cada cadeia C C M tenha uma cota superior. Entdo M tem pelo menos um

elemento mazximal.

3.1 Teorema de Hahn-Banach

Teorema 3.1.1. Sejam X wum espago vetorial real e p um funcional sublinear sobre X.

Seja [ um funcional linear definido sobre o subespaco Z de X que satisfaz:
flz) <plx) VzeeZ

Entio f tem wma extensio linear f: X — K que satisfaz:

flz) <p(x) VzelX.
Demonstracao. Dividiremos essa demonstracao em passos:

Passo 1: Seja E o conjunto de todas as extensoes lineares g, de f, satisfazendo a condicao:

g(x) <plx) Ve D(g)

onde D(g)(dominio de g) é um subespago vetorial de X.

E #10,ja que f € E. Em FE definimos uma ordem parcial: g < h significa que h é
uma extensao de g. Por defini¢do, D(h) D D(g) e h(x) = g(x), ¥V x € D(g).

Para qualquer cadeia C' C E definimos §(x) = g(x) se € D(g). Assim § é um

funcional linear com dominio D(§) = | J D(g).
geC

Passo 2: D(§) é um subespago vetorial de X.
De fato,

(a) Como D(g) = | D(g), temos que Ox € D(g), pois Ox € D(g),V g€ C.

geC



Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:
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(b) Sejam z,y € D(g), com x € D(g) ey € D(h) onde g,h € C. Entdao g < h
ou h < g. Dal, D(g) € D(h) ou D(h) C D(g). Supondo, sem perda de
generalidade, que D(g) C D(h), temos z,y € D(h). Uma vez que D(h) é um
subespago vetorial temos que = +y € D(h) C D(§). Logo, = +y € D(g).

(c) Sejam A € R e z € D(g). Entao, existe h € C tal que x € D(h). Como D(h) é
um subespago vetorial de X, temos que Az € D(h) C D(§). Logo, Az € D(g).

Segue de (a) — (¢) que D(§) é um subespago vetorial de X.

g esta bem definida.

De fato, seja zo € D(g1) N D(g2), com g1, go € C. Como C' é uma cadeia, temos que
g1 < g2 ou g < g;. Suponhamos, sem perda de generalidade que ¢g; < go. Entao,
D(g1) € D(g2) e dai go(x) = g1(x), V @ € D(g1). Em particular, gs(z) = g1(x0).
Logo, § estd bem definida.

g € linear. De fato

(a) Sejam z,y € D(g), com x € D(g) e y € D(h). Portanto g,h € C. Entao
D(g) € D(h) ou D(h) C D(g), ja que C' é uma cadeia. Suponhamos, sem perda
de generalidade que D(g) C D(h). Temos, assim, =,y € D(h) e, portanto:

g(z +y) = h(z +y) = h(z) + h(y) = §(z) + §(y)

(b) Seja 2 € D(j) e & € R. Entdo, existe h € C tal que € D(h). Assim,
azr € D(h) e g(ax) = h(ax) = ah(z) = aj(z).

Determinando f.
Para garantirmos que § € E, nos resta mostrar que §(z) < p(z) para todo = € D(g).

De fato, observemos que:
9(z) < p(z), Vg€ C,Vre D(g)
Dali, por defini¢ao de g, obtemos:

g(z) <p(x), VYxeD(g) c |J D(h)=D(j)

Notemos que g < g, ¥V g € C, ja que D(g) C D(g) = U D(h) e g(z) = g(z),
heC
YV z € D(g). Assim, § é uma cota superior para C. Pelo Lema de Zorn, E possui

um elemento maximal, digamos f € E. Desta forma:

f é um funcional linear;
f(a) = f(z), Vae D(f);
f(a) <p(z) Ve D(f).
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Passo 6: Vamos mostrar que o dominio de f é X, ou seja, D(f) = X.
Suponhamos que D(f) & X. Consideremos y, € X — D(f) e seja Y1 = D(f) @ [11],
onde [y1] é o subespaco vetorial gerado por y;. Como 0 € D(f) temos que y; # 0.
Para qualquer x € Y] podemos escrever: x = y+ ay, y € D(f), onde o € R. Agora,
definimos g; sobre Y; como: ¢1(y + ay1) = f(y) + ac, onde ¢ é uma constante real.
Vamos mostrar que g; ¢ um funcional linear. De fato, para o, v € R, sejam z, 2z € Y7,

assim z =y + ay; e 2 = w + yy;. Temos:

gz +z) = gi(y+ay +w+yy)
(y +w) + (@ +7)y1)
fly +w) + (@ +7)c

= fy) + f(w) + ac+ e
= (f(y) + ac) + (f(w) + 7¢)
= g1y +ay) + gi(w+yy1)
= q1(z) + 91(2).

91
91

g1(Bx)

91(B(y + ayr))
91(By + Bayr)
f(By) + pac
B(f(y) + ac)
= Boi(y +ayr)
= Boi(v).

(>

Se y € D(f) & D(g1), temos g1(y) = g1(y + 0y1) = f(y) + 0.c = f(y). Desse modo,

g1 estende f e g1 # f, pois D(f) & D(g1).
Agora, mostraremos que g; € E para algum ¢ € R, isto é, vamos mostrar que existe

¢ € R tal que g1(z) < p(x), V 2D(g1).
Sejam y, z € D(f). Entdo:

f)—f)=Ffly—=2) < ply—=)
< ply+yi—yi —2)
< ply+uy)+p(=y1 —2)

Assim,

—p(—=y — 2) = f(2) <ply+ 1) — fy),



onde y; € X — D(f) é fixado. Disso, temos:
sup [—p(—y1 — 2) — f(2)] < ply + 1) — ().
z€D(f)

Dai,

sup [—p(—y1 —2) — f(2)] < inf [p(y+m1) — F(y)].

zeD(f) yeD(f)

Tomando mg = sup [—p(—y; — 2) — f(z)] em; = inf [p(y+y1)
zeD(f) yeD(f)
que my < my.

Para ¢ € R com mg < ¢ < m; obtemos:

L —p(=y1 — 2) = f(z) <mo < ¢;

2. c<my <py+uyi) — fy)

Por fim, seja x = y + ay; € Y;. Analisemos os casos:

Caso 1: a < 0.

Considerando z = £, com y € D(f), temos por 1 que:

oy -2 ) < e
(o) or () < o
(oot () <
—playi +y) + fly) < —ac

Logo, 1(«) = g1(y + ayr) = f(y) + ac < plays +y) = p(x).
Caso 2: a =0.

Para o = 0 segue que & =y € D(f). Assim,

gi(x) = g1(y +0y1) = f(y) +0.c = fy) < ply) = pl).
Caso 3: a > 0.

Na expressao 2., substituindo y por £ teremos:

2w 1)
oo < n(?on)-0r(2)

ac < py+ay) — f(y). (*)

42

— f(y)], segue
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Portanto,
g1(z) = gi(y +ay)
2 f(y) +ac
< p(y + ay)
= plz)
Lgi(z) < pla).

Concluimos entao que g1(z) < p(z), V € D(g1). Logo, g1 € E. Mas, sendo ¢,
extensdo de f e ¢ #+ f, temos uma contradicao com o fato de f ser elemento maximal

de E. Portanto, D(f) = X. Isso conclui nossa demonstragao.

]

Observagao 3.1.2. A demonstracio do Teorema de Hahn-Banach foi construida utilizando-
se o Lema de Zorn como verdade. De fato, se na expressio ¢i(y + ayr) = f(y) + ac
tomdssemos f ao invés de f, obteriamos para cada ¢ € R uma extensio linear g, de f para
o subespago Zy = D(f) U [y1] e nds poderiamos escolher ¢ tal que g(x) < p(z), V © € Zj,
como podemos ver ao final da demonstracio com f no lugar de f.

Se X = 7y, nao hd nada a se fazer.

Se X # 7y nds podemos tomar y, € X — Zy e repetir o processo para estender f em
Zy = Z1 U ys] e assim por diante...

Isso nos da uma sequéncia de subespacos Zj, tais que Zy C Zy C ... e extensoes lineares
de f: 1,92, ..., com gj(x) < p(x), Vj € Ii

Se X = Z,,, fariamos n passos. Se X = U Z; poderiamos utilizar a técnica de inducao
Jj=1
matemdtica. Porém, se X nao tem tal representacao, precisamos do Lema de Zorn para a

demonstracao aqui apresentada.

3.2 Teorema de Hahn-Banach Generalizado

Teorema 3.2.1. Seja X um espago vetorial real ou complexo e p um funcional (de valores

reais) sobre X, o qual é subaditivo, isto €, para todo x,y € X, temos:

1. p(x+y) < plz) +py);

2. plaz) = |alp(x),Va € K.

Seja f um funcional linear definido num subespago Z de X e que satisfaz:

f(x)] <plz), YazeZ
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Entio f tem wma extensio f: X — K, satisfazendo:

|f(z)| < plz), VzeX.

Observacao 3.2.2. Sejam X um espacgo vetorial sobre um corpo K e p : X — K um

funcional subaditivo. Entdo, p(x) > 0, para todo © € X. De fato:

Da definicao de p temos que:

p(0.2) = [0|p(x) = 0.p(x) =0, Voe X.

Por outro lado, para qualquer x € X, notemos que:

0=p(0) = ple+ ()
p() + p(~)

([ 1A

0<2p(x) = 0<p(x), VeeX

Demonstracio. A prova desse resultado sera dividida em dois casos:

Caso 1:

Caso 2:

X é um espaco vetorial real.
Seja X um espago vetorial real. Observamos que f(z) < |f(z)| < p(x), V z € Z.

Pelo Teorema 3.1.1 existe uma extensao linear f de Z para X tal que

flz) <plx), VzelX.

A partir disso, teremos:

Assim,

Portanto, |f(z)| < p(x), V z € X.

X é um espacgo vetorial complexo.

Como f é funcional de valores complexos, podemos escrever f na forma f(z) =
fi(z)+ifa(x), x € Z, onde f e fy sdo funcionais lineares que assumem valores reais.
Vamos considerar primeiramente X e Z como sendo espacos vetoriais reais e denota-
mos esses espacos por X, e Z,, respectivamente. Isso significa que restringimos a
multiplicagao por escalares complexos a multiplicacao por escalares reais.

Como f ¢é linear em Z temos que f; e fo sdo funcionais lineares em Z,.. Além disso,

filz) < |f(z)],V x € Z,, pois a parte real de um niimero complexo nao pode exceder
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seu valor absoluto. Uma vez que |f(z)| < p(x), V = € Z, segue que fi(z) < p(x),
Vaoez,.

De acordo com o Teorema 3.1.1, f; admite uma extensao fl de Z, para X,, tal que
filz) <plz), Ve X,

Analisemos, agora, o funcional fs.

Observemos que para cada r € Z tem-se:

ifi(x) = falx) = i[fi(z) +ifa(x)]
= if(z)
= f(iz)
= filiz) +ifa(x).

A parte real de ambos os lados da expressao anterior nos diz que:

(a) —falx) = filiz) = folz) = —f1(iz), Vze Z.

Portanto:
(b) f(z) = fi(x) —ifi(iz).

Vamos escrever f(z) = fi(z) —ifi(ix), ¥V € X. Mostraremos, entdo, que f satisfaz

as condigoes do teorema.

1. f estende f.
Para z € Z:

2. f 6 um funcional linear sobre o espaco vetorial X.

(a) Para z,y € X:

z+y) —ifili(z +y))

fily) —ify(iz + iy)

fily) = ilfilix) + filiy)]
1( ) — zfl(z:c) - Zfl(%/)
ifilix) + [fily) — ifi(iy)]
+ fiy).

fla+y) =

}—‘

X

,_.

j

l

&
it

|
=

R

fi(
fi(x)
= fi(z)
(z)
(z) =
i)

T

|
=
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(b) Seja a € C. Assim, o = a + bi, com a,b € R. Assim:

flaz) = f((a+bi)x)
= fi(azx + biz) — ifi(iax — bx)
= afi(x) +bfi(ix) —ilafi(iz) — bfi(2)]
= (a+bi)[fi(x) —ifi(ix)]
= af(x).

3. |f(@)] < px),Vx e X.
Para qualquer z tal que f(z) = 0 temos que |f(z)| = 0 < p(z), pois 0 < p(x),
VarelX.
Por outro lado, seja z € X tal que f () # 0. Usando a forma polar para

complexos, podemos escrever:

Entao:

Como |f(z)| é real temos:

()] = flee™) = fi(ze™) < plze™) = [e*|p(z) = p(a).

3.3 Teorema de Hahn-Banach para Espacos Norma-
dos

Teorema 3.3.1. Seja f um funcional linear limitado sobre um subespago Z de um espaco

normado X . Entdo existe um funcional f € X* que estende f. Além disso:

1Fllx = 11f1lz,

onde || fllx = sup |f(2)], |z = sup |f(x)]-
zeX x€Z
llz]|=1 |lz||=1
Demonstragio. Se Z = {0} entdo f =0 e extensio f = 0. Seja Z # {0}.
Usaremos o Teorema de Hahn-Banach. Assim, devemos encontrar um funcional p adequado.
Para todo x € Z temos: |f(z)| < ||fllz||lx]]. Tomemos p(z) = || f|lz|lx||. Note que p é

definido para todo x em X. Além disso:

Lop(z+y) = Fllzlle +yll < [fllz(lzl + 1lyl]) = p(x) + p(y), Ve, y € Z;
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2. plax) = [[fllzllaxl] = el fllzlle] = [alp(z), Yo e K; Vo e Z.

Portanto, aplicando o Teorema 3.2.1, concluimos que existe um funcional f : X — K

que é uma extensao de f e satisfaz

[f(@)] < p(x) = | fllzllzll, ¥ zeX.

Tomando o supremo para todo x € X de norma 1, obtemos a desigualdade:
IFlx = sup 1F()] < £l
=1
Logo:
Ifllx < Wfllz (1)

Por outro lado, como f estende f, temos:

£z = sup £ < sup |F)] = 1 FlLx
llel=1 llzl=1
Dai:
Iflz<Iflx (2

Portanto, de (1) e (2) concluimos que:

111z = 1fllx

Observacao 3.3.2. Para espacos de Hilbert, consequir a extensao é mais simples.

De fato, seja H um espago de Hilbert e Z um subespago fechado de H. Consideremos
f:Z — K um funcional linear limitado. Pelo Teorema de Riesz, existe z € Z tal que
F(@) = {z,2), ¥z € Z, onde ||| = |2].

Definamos f: H — K por f(z) = (x,z). Temos que f é linear e limitado, pois

(@) = [z, 2)] < |2]ll|]

e, ainda,

£l = sup |f(2) < 12l = [I£]]

lzl|=1

Uma vez que | f|| < ||f|| (jd que | estende f), obtemos || f|| = | ]| = ||=]-

Note que, conforme observado acima, em espacgos de Hilbert a extensao requer o

Teorema de Riesz e nao depende do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 3.3.3. Sejam X um espagco normado e xg # 0 um elemento qualquer de X.

Entdo existe um funcional f € X* tal que:

Ifl=1 e flzo) = llaoll
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Demonstracao. Vamos considerar o subespago Z C X da seguinte maneira:
f: A — K
r=ary — f(x)=a|x

Mostraremos que f é linear. De fato:

Dados x,y € Z e a, 8, A € K, com x = axy e y = Sxy temos:

fle+y) = flazo+ fxo)
= flla+pP)xo)
= (a+ B[l
= allzoll + Bllxoll
= [flaxo) + f(Bxo)
= [fl@)+ f(y)

fQx) = f(Aax)

= Aallz
= M(axy)
= Af(z).

Agora, verificaremos que f é limitada e tem norma || f|| = 1. De fato:
|f (@) = [f(axo)| = lallzol| = [lazol| = [lz]|, Vz € Z
Tomando o supremo dos elementos em Z de norma 1, obtemos:

[fllx = sup [f(z)] = sup [lz]| = 1.
x€Z z€Z

llz][=1 llzll=1

O Teorema 3.3.1 nos diz que f tem uma extensio linear f : X — K, onde ||f|| = || f|| = 1.
Em particular, f(zo) = f(z0) = ||z0]. O

Corolario 3.3.4. Para cada x em um espago normado X, temos

e = sup L,
oA
F#0

Assim, se xg € tal que f(xg) =0 para todo f € X*, seque que xo = 0.
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Demonstracio. Do teorema anterior, escrevendo x ao invés de xg com o # 0 temos:

@) f@)] el .

sup

VT

Por outro lado, como f é limitado, |f(z)| < ||f|l||x||, ¥ = € X. Assim, obtemos:

o UL A
sex LI T sexs (S]]
F#0 f#0
s lz) = sup ‘f(x)’
rex= || f]]
J#0
Se x =0, temos f(x) =0, Vf € X*. Logo
flz
el =0 = sup
rex || f]]
F#0
_ W)l o
Se f(x) =0,Vf € X*, entdo sup o 0, o que implica ||z|| = 0 e, consequentemente,
x=0. [

3.4 Formas Geométricas

Nesta se¢ao apresentaremos duas formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach.

Todos os espagos utilizados nesta secao sao espagos vetoriais sobre R.

3.4.1 Preliminares

Para a compreensao e demonstragao dos principais teoremas dessa se¢ao apresenta-

remos, primeiramente, algumas defini¢oes e resultados fundamentais.

Definicao 3.4.1. Seja X um espaco normado.

1. Um ponto a € X ¢ dito de aderéncia quando a ¢é o limite de alguma sequéncia de

pontos (T )nen € X;
2. Chama-se fecho de X ao conjunto X formado por todos os pontos de aderéncia;
3. X ¢ fechado quando X = X;

4. Um conjunto F C X ¢ dito denso em X se ' = X.
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5. Um hiperplano é um conjunto da forma :
H={xeX: f(x) =a},

onde f € um funcional linear sobre X nao identicamente nulo e a € R. Diz-se entdo

que H é um hiperplano da equagio [f = a.

6. Dizemos que C' C X é um subconjunto convexo de X se dados x,y € C, temos
tr + (1 —t)y € C para todo t € [0, 1].

Proposicao 3.4.2. O hiperplano da equacao [f = o] € fechado se, e somente se, f é um

funcional linear continuo.

Demonstragio. Seja H o hiperplano de equacao [f = af.

(<) Seja f um funcional linear continuo no espago normado X. Queremos mostrar que
H D H, j4 que a outra inclusdo é 6bvia.

Seja x € H. Assim, existe uma sequéncia (z,,) em H tal que x,, — .

Uma vez que x,, € H, ¥Yn € N entao f(x,) = a ¥n € N. Pela continuidade de f segue que
f(z,) — f(z). Assim, pela unicidade do limite, concluimos que f(x) = «. Logo x € H.
Como = € H foi tomado arbitrario, H C H e, portanto, H é fechado.

(=) Suponhamos H fechado.
Seja C(H) o complementar de H em X. Como H é fechado segue que C(H) é aberto.
Seja xo € C(H). Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(z¢) < a. Como C(H) é
aberto, existe § > 0 tal que B(xg,d) C C(H), onde:

B(xzg,0) ={z € X : ||z — xo|| < I}

F: f(z) < a, Yo € B(xo,0).
De fato, suponhamos, por contradi¢do, que f(z;) > a para algum z; € B(xg,d). Con-
sideremos o segmento S = {(1 — t)zg + tzy : ¢t € [0,1]}. Seja y = (1 — t)xg + txy, onde

t= #% Temos que 0 <t < 1, caso f(x1) > a > f(x9). De fato:

flz) >a> flxg) =

f(z1) = f(zo) > a — f(xo) =
a— f(xg)

f(z1) = f(zo)
O<t<1

0< <l =
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Logo, y € S. Assim:

fly) = flQ =)o+ tai]
= (L—1)f(xo) +tf(21)
= f(wo) +t[f(21) — f(z0)]
- " a — f(xo) ) — flx
= f( 0)+—f($1) — F(xo) [f(z1) = f(zo)]
f(xo) + a — f(wo)

= «

Porém, como B(xg,d) é convexa segue que S C B(zg,0) C C(H). Logo, f(y) # a uma
contradigao.
Portanto, f(z) < a, Vo € B(xy,J).

F: f(zo +52) <o, Vz € B[0,1], s=$ > 0.
De fato, tomemos x = xg + sz.
Notemos que ||z — 2|| = ||lzo + sz — zo|| = ||sz]| = s[|z|| < s = < §. Assim:
x € B(x,0) = f(x) < a= f(xy+s2) <a, Vz € B0, 1].

F: f é limitado.

De fato, conforme a afirmacao anterior, temos:

flzo+s2) < « Vz € B[0,1]
flzo) +sf(2) < « Vz € B[0,1]
fz) < a_f(%) vz € BJo, 1].

Observemos, ainda, que z € B[0,1] = —z € BJ[0,1]. Assim, para todo z € B|0, 1]:

_ ) sef(z) 20
/(2] —{ —f(z) = f(=2) se f(z) <0

Portanto, |f(z)| = f(£z) < %@0) Vz € B0, 1].

Aplicando o supremo, obtemos:

sup |f()] < &=L @)
[Iz][=1 S

Portanto, f é limitado.

Assim, temos que f é um funcional linear continuo. n
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Definicao 3.4.3. Sejam A, B C X, onde X é um espago vetorial normado. Dizemos que

o hiperplano H da equagao [f = ] separa A e B no sentido
e amplo se :
fle) <a,VezeAe f(xr)>a, Vo € B;
e estrito se :

Je >0 tal que f(zv) <a—¢, Ve e Ae f(z)>a+e, Ve B.

Observacao 3.4.4. A defini¢io anterior pode ser interpretada geometricamente uma vez

que a separagdo significa que os conjuntos A e B estao situados em lados distintos mediante

=

ao hiperplano H:

3.4.2 Primeira Forma Geométrica

Para demonstrarmos o resultado principal desta secao precisamos de duas ferra-

mentas:

Lema 3.4.5. Sejam X espago normado e C C X um conjunto convexo e aberto tal que
0 € C. Para todo x € X define-se:

p(z) =inf{a >0:a 'z € C}.
Entao o funcional p atende:
1. p(Az) = Ap(x), Ve e X e A > 0;
2. C={reX px)<l1};
3. plz +y) <plx) +ply), Yo,y € X;

4. Eziste M € R tal que 0 < p(x) < Mjz||, Vo € X.

O funcional p(x) é chamado funcional de Minkowski.
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Demonstracao. 1. Sejam A €e Rt ez € X.
p(Az) =inf{a > 0:a Xz € C}.

Observemos que a "N =7'sa =y N\t al=N\)"Tsa=\
Foinf{\y > 0: vtz € C} = Ainf{y > 0: vy 'z € C}.

De fato, denotemos por M = {\y > 0: vy 'z € C}, N ={y > 0: vy 'z € C},
m =1inf M e n =inf N.

Vamos mostrar que m = An.

Como n = inf N segue que n < v tal que vy 'z € C. Assim, \n < Ay tal que
vtz € C. Logo, An é cota inferior para o conjunto M e, por definicao de infimo,
temos A\n < m e, assim, n < A7 'm.

Suponhamos n < A\~!'m. Logo, existe 75 € N tal que n < vy < A"'m. Sendo assim,
Mo < m. Noutras palavras, existe 7o > 0 tal que 7, 'z € C onde Ayy > 0 e My < m.
Isto é, Ay € M e Ay < m = inf M, absurdo.

Assim, A\n = m.

2. Mostraremos que os conjuntos C' e C' = {z € X : p(z) < 1} sdo iguais.

Seja x € C. Como C é aberto, por hipdtese, (1+¢)z € C para ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Consideremos A = {a > 0:a 'z € C}.

Tomando o' = (1 +¢) temos que o = 1%5 > 0 e, como a 'z € C segue que a € A.
Logo, p(z) =inf A < Tlrs < 1. Portanto, C C C".

Reciprocamente, seja x € C'. Assim, x € X e p(z) < 1.

Como p(z) = inf{a > 0: a~lz € C}, existe 0 < ap < 1 tal que o'z € C. Assim,
pela convexidade de C' e pelo fato de 0 € C, concluimos que x = ag(ag o) +(1—ap)0 €

C. Portanto C" C C e, dai, C" = C.

3. Sejam z,y € X e e > 0. Note que p (p(;§+5) - péﬁg <lep (p(yz;ﬂ) _ )

z Y
? p(x)+e? ply)+e €C.

Como ?)i convexo temos p(if% o+ &;)ZZZ € C VYVt € [0,1]. Em particular, para
p(x)+e

~ pl@)tpy)+2e’

Assim, pelo item anterior

temos:

(p(x) + &)z (p(y) + )y T4y .
(p(x) + py) +2¢)(p(x) +¢)  (p(x) +ply) +2¢)(p(y) +¢)  plx)+p(y) + 2

Novamente, pelo item anterior,
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Ty p(z +y)
i (P(x) +p(y) + 26) <! p(x) + p(y) + 2¢
= plz+y) <pl)+ply) + 2

= plz+y) <px)+py).

4. Como p(z) = inf{a > 0: o'z € C}, entdo p(x) > 0.
Como C' ¢é aberto e 0 € C entao existe r > 0 tal que B(0,7) C C. Assim, sejam
reXey= Mx Entao:

lyll = =—|lz] = = <
y = Tl = = T
2| 2

Logo, y € B(0,r).
Agora, tomando oy = M > 0 temos que ay x = FL =Y € B(0,r) Cc C.
Dessa maneira, para M = 2, temos que 0 < p(z) < ap = M||z|.

[]

Lema 3.4.6. Sejam X espaco normado e C' C X um conjunto converxo, aberto e nao-vazio.
Se xg ¢ C entao existe f € X* tal que f(z) < f(xy), Vo € C.

Em particular, o hiperplano de equagdo [f = f(xo)] separa {xo} de C' no sentido amplo.
Demonstracao. Temos duas possibilidades:

e 0, ou

e 0¢C.

Se 0 € C' consideremos p o funcional de Minkowski, G = xoR = {x¢r : r € R} e o funcional
g : G — R definido por g(x¢r) = r.

Segue do Lema anterior que p(xg) > 1.

F:g(y) < ply), Vy € G.
De fato, se r < 0 entao g(y) = g(xor) =r < 0 < p(zor) = p(y).
Caso contrdrio, se v > 0, entdo g(y) = g(xor) =r =711 <71r-p(x0) = p(xer) = D(Y).
Sendo p um funcional sublinear de X e g um funcional linear que esta definido para
o subespaco G = [x¢] satisfazendo ¢(y) < p(y), Yy € G segue, do Teorema de Hahn-
Banach, que existe uma extensao linear f : X — R satisfazendo f(x) < p(x), Vx € X e
f(z) =g(x), Vo € G.
Em particular, como g = ¢ -1 € G, temos f(z) = g(xo) = g(zo-1) = 1.
Pelo lema anterior, existe M > 0 tal que 0 < p(z) < M||z||, Vz € X. Logo,

sup |f(2)] = sup f(Ez) < ||81nlglp(i:v) < HSIJEM | +z| = Hsﬁ—le ]| = M
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Isto é, f é limitado e, portanto, continuo. Dai f € X*.

Por fim, seja x € C. Logo, f(z) < p(x) <1 = f(x), ouseja, f(x) < f(xy), Vz € C.

Vamos supor agora que 0 ¢ C. Fixando y € C' vamos considerar o conjunto:
D={z—-y:2eC}
Temos:
1. 0 € D;
2. D é convexo;

3. D é aberto;

W

Yo=mz0—y & D.
De fato,

1. Como y € C temos que 0 =y —y € D

2. Sejam w,z € D. Logo, existem wy e 2o em C tais que w = wyg —y e 2 = zg — Y.
Como C' é convexo segue que twy + (1 —t)zg € C, t € [0,1]. Consequentemente, com
t € [0,1], teremos:

(two+ (1 —t)z0) —y € D
(two+ (1 —t)z0) —y+0 €
(two + (1 —t)z) —y +ty —ty
two—ty+ (1 —t)zo— (1 —t)y
two —y) + (1 = 1)(20 — y)
tw+ (1 —1t)z

M M M M
SESESECES

Portanto, D é convexo.

3. D={x—y;x € C} éaberto.
Seja zg = wg —y € D, com wy € C. Como C é aberto, existe § > 0 tal que
B = B(wy,d) C C. Afirmamos que B(wy —y,9) C B —{y}.
De fato, se z € B — {y}, entdo z = v — y, com x € B. Entao ||z — (wy — y)|| =
|z —y —wo + y|| = ||l — wol| < d pois x € B. Logo, B —{y} C B(wy — y,0).
Por outro lado, se z € B(wy—y, ), podemos escrever ||z — (wy—y)|| < §. Chamando

zo = 2z +y, temos z = zy — y. Além disso:

lz0 — woll = l|z +y — woll = [z — (wo — y)|| <&
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Ou seja, zp € B. Logo, z = zo —y € B — {y} e temos B(wy — y,0) C B —{y}.
Podemos ver também que B(wy — y,0) = B —{y} € C —{y} = D. Assim, D é

aberto.

4. yo ¢ D, pois se yp = xg —y € D entao zo € C' o que contraria a hipdtese de que

(E0¢C

Segue de (1) — (4) da parte anterior da demonstragao, que existe h € X* tal que

h(z) < h(yo), Yz € D. Dessa maneira, temos:

reC=zx—yeD = hlr—y)<h(xg—1y)
< h(zo—y) = h(z) — h(y)
< h(zg) — h(y) = h(z) < h(xg), Yz € C

]

Podemos, agora, enunciar e demonstrar a Primeira forma Geométrica do Teorema

de Hahn-Banach.

Teorema 3.4.7. Sejam X um espaco normado, A, B C X dois conjuntos disjuntos,
converos e nao-vazios. Se A e B sdo abertos, entao existe um hiperplano fechado que

separa A e B no sentido amplo.

Demonstragio. Seja C =A— B ={a—bjac Aebec B}.

Como A e B sao convexos, segue que C' é convexo.

F: C' é nao-vazio e aberto.
De fato, temos por hipotese que A e B sao nao-vazios e abertos. Ainda, C' = A — B =

U (A —{y}). Logo C # 0 e aberto uma vez que C' ¢ a reunido de conjuntos abertos.
yeB
Ainda, 0 ¢ C, pois, do contrério, existiriam a € A e b € B tais que 0 = a — b, ou seja,

a = b, contrariando a hipotese de A e B serem disjuntos.Portanto, pelo lema anterior,
existe f € X* tal que f(z) < f(0) =0, Vz € C.
Isso nos diz que f(a —b) < f(0) =0,Va € A, Vb € B. Usando a linearidade de f temos

que:

fla)— f(b) <0,Ya € A, Vbe B

f(a) < f(b),Ya € A, Vb€ B

sug)f(a) < f(b),vbe B

fla) < sup f(a) < inf f5) < F(b)Va € A€ B

a€A

I



o7

sup f(a)+inf f(b)
2

Tomando a = , temos:

fla) <a< f(b), Vac A, Vbe B

Logo, o hiperplano [f = a] separa A e B no sentido amplo.

3.4.3 Segunda Forma Geométrica

Teorema 3.4.8. Sejam A C X e B C X dois conjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos.
Suponhamos que A seja fechado e que B seja compacto. Entao, existe um hiperplano

fechado que separa A e B no sentido estrito.

Demonstracio. Temos A, BC X; ANB=0; A=A,
Seja € > 0 e consideremos B(0,¢) = {x € X; ||z|| < €}. Observemos que:

(i) B(0,¢) é nao-vazio. De fato, 0 € B(0,¢);
(ii) B(0,¢) é aberto;

(iii) B(0,¢) é convexo.
Consideremos, agora, A. = A+ B(0,¢). Segue que:

(i) A. # 0, pois existe a = %-1— \(0/) € A.,ja que A # {0}, B(0,¢) # (;
S €B(0,e

(ii) A. é aberto.
De fato, de A. = A+ B(0,¢) temos que A. — A = B(0,¢) que é aberto.
Assim, seja x. € A., onde . = x + by, v € A, by € B(0,¢). Logo, z. — x = by, ou
seja, r. —xr € A, — A.
Como A, — A = B(0,¢) é aberto, existe 6 > 0 tal que B(x. — z,§) C A. — A.

Seja z € B(x.,0) e tomemos y = z — z. Dai,
ly = (e —2)| = [z =2 — (z. —2)[| = ||z — = <4,
ou seja, y € B(z. — x,0) C A. — A. Consequentemente,

y=z—x = z=x+4+y, v€AycA —A=B(0,¢)
= z€ A+ B(0,e) = A,
= B(z.,0) C A..
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(ili) A. é convexo.
Sejam x.,y. € A., assim:
xe=x+b,x €A b €B(0,¢)
Ye =y + by, y € A, by € B(0,¢)
Seja t € [0, 1].
ze=1—tz.+ty- = (1 —t)(x+b1) +t(y + b2) = (1 — )z + ty + (1 — )by + tho.
Como A e B(0,¢) sao conjuntos convexos temos que (1 —t)x +ty € Ae
(1 —t)by + tby € B(0,¢). Logo, 2. € A..

Portanto, A, é convexo.

Analogamente, mostramos que o conjunto B. = B + B(0,¢) é nao-vazio, aberto e

convexo.

Afirmamos que para € > 0 suficientemente pequeno, A. e B, sdo conjuntos disjun-
tos.
De fato, caso A, N B, # 0, Ve > 0, entao segue que Vn € N, A1 N B1 # ().
Para cada n € N, tomemos z, € A1 N Bi. Desse modo, temos? '
2 € AL =A+B(0,1) :>zn:an:—xn,n
2w € Bi= B+ B(0,1) = 2, = by + y,
onde a: €A x, € B(0, %), b, € B ey, € B(0, %)
Uma vez que (b,) é uma sequéncia em B, entao existe subsequéncia (b, ) tal que

b,, — b € B, pois B é compacto. Em A consideremos a subsequéncia (a,, ) de (a,). Note

que:
an, = bui |l = 120 = Ty = 2oy + Yl = N0 = T | < Nl + 2, | < g + 51 = e
Assim:

Entao, a,, — b e, como A é fechado, b € A, ou seja, b € AN B. Absurdo!

Logo, A. N B. = () para € > 0 suficientemente pequeno.

Como A., B. C X sado conjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos(para um certo £ > 0
adequado), pelo Teorema 3.4.7, existe um hiperplano fechado que separa A. e B. no
sentido amplo. Seja [f = «] tal hiperplano. Segue que:

f(te) < a < f(ye), Vi- € A, Vy. € B..

Onde z. =2+ b,y =y + by, x € A,y € Beby,by € B(0,¢).

Em particular, dado z € B(0, 1), temos que:

llzel| = ¢llz|| <el=¢



Isto é, ze € B(0,¢). Paraz € A ey € B, temos:

r+ze€ Ao —ze € A,

y+ze € Byy+ ze € B

De (3.1), para todo z € A e z € B(0,1) temos:

Por outro lado:

flx—ze)<a =
flx)—ef(z) <a =
a— f(x

~f() = £

Assim:
fo)l < _€f<x>, Vze B(0,1), Ve e A
De onde vem que:
<@ en —

€
flz) <a—elfll, Vze A

Usando (3.2), para todo y € B e z € B(0,1):

fly+ze)za =
f)+ef(z) 2a =
f(2) > a—gf(y .

1) < fly) —«a

Por outro lado:

fly—ze)2a =
fly)—efz) 2a =
i) > oz—gf(y) N

f(2) < fly) —«a

Entao:

1f(2)] < f(y)g_o‘, V2 e B(0,1), Yy € B

99
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De onde vem que:

<= yyep —

fly) z a+elfll, vyeB

Logo, podemos escrever:

fx) <a—e|f], Ve e A

f@) +elfl<a, VZeA =
f@)+SIf] < @) +elfl <o, Vo e A
f@)<a=ZIfl, vweA ()
Além disso:
fy) >a+e|f|, VyeB
fy)—elfl=a, yeB =

@) = I > F) =<l 2 . vy e B

fo)<a+ZIfl vyeB ()

As desigualdades (x) e (%) nos dizem que o hiperplano [f = a] separa A e B no sentido
estrito. [

O préximo resultado é muito 1util para se provar que um subespaco vetorial é denso.

Corolério 3.4.9. Se F' C X ¢é um subespago vetorial tal que F # X, entdo existe f € X*,

f #0, tal que
flx)=(f,xz)=0, VazekF

Demonstragio. Seja zo € X tal que xo ¢ F.
Aplicaremos o Teorema 3.4.8, com A = F e B = {xy}. Observemos que A, B C X,
ANB =@ e A, B sao convexos. Assim, existe f € X*, f # 0, tal que o hiperplano de
equacio [f = a] separa F e {x¢} no sentido estrito, isto é:
fla) <a—e <a< a+e< f(xy), VacA.
fla) <a< f(xg), VaeA.

Ainda, para todo A € R e para todo x € F' temos \x € F', ja que é subespaco vetorial de
X. Assim:

fAz) <a, YAeRVre F= Af(z)<a, YNeRVzeF

Desse modo, concluimos que f(z) =0,Vz € F.
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4 ) Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach.
Uma das aplicagoes apresentadas garante a extensao de funcionais lineares positivos em
espagos vetoriais normados. A segunda aplicacao do teorema serd para demonstrar que
operadores lineares limitados tém a mesma norma que seus adjuntos. Nas seguintes
se¢oes, o teorema de Hahn-Banach nos auxiliard no estudo dos espacos reflexivos e espagos

separaveis.

4.1 Espacos Vetoriais Normados

Nesta se¢do, vamos apresentar um resultado(teorema 4.1.13) que trata da exten-
sao de funcionais lineares positivos e que utiliza o teorema de Hahn-Banach em sua

demonstragao. Usaremos espacos vetoriais reais em toda a secao.

Defini¢ao 4.1.1. (Espago Vetorial Ordenado) Um espaco vetorial ordenado é um

par (E,<), onde E é um espago vetorial sobre R e < é uma relagao em E satisfazendo:

(a) v <z, VreFE;

(b) Sex <yey<zentioxr <z

(c) Sex<yez€FE, entiox+ z<y-+z;
(d) Sex <y eac]|0+00) entio ax < ay.

Defini¢ao 4.1.2. (Wedge) Se E é um espago vetorial, um Wedge é um subconjunto

nao-vazio P C E tal que:

(a) Se x,y € P entio x +y € P;
(b) Se x € P e« € |0,+00) entdo ax € P.

Proposicao 4.1.3. (i) Se (E, <) é um espago vetorial ordenado e P ={z € E; x > 0},
entao P é um Wedge.
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(ii) Sejam P um Wedge no espago vetorial real E e < é definido sobre E por
r<y&sy—xeP

Entao (E,<) € espago vetorial ordenado.

Demonstragio. (i) (a) Sejam x,y € P. Assim z,y > 0.
Pela propriedade (c) da defini¢ao 4.1.1 temos:

y=0+y<zx+y

Como 0 <y ey <zx+y, peloitem (b) da definicao 4.1.1, segue que 0 < z + y.
Entao, x +y € P.

(b) Seja x € P, a € [0,00). Entao:
0

a-0

0

IN

T

IA

a-x (propriedade(d))

IA

Q- T,
Portanto, axz € P.

(ii)) (a) x <z. Defato,z <z z—x=0¢€P.
0€ P, poisx € P, a =0 implicam 0.z =0 € P.

(b) Sejam z,y,z € E. Observemos que:
r<y&sy—xzeP

y<z&z—yepr”r
Como P é Wedge temos (y —x)+ (z—y) € P. Dai, z—x € P. Portanto, z < z.
(c) Sejam z,y,z € E.

r<y & y—xckP

& y—r—z4+z€P
& (y+2)—(x+2)eP

o (w+2) < (y+2).

(d) Sejam z,y € E, a € [0,00).

r <y y—xeP
aly—x)€eP
ay —ax € P

r ¥4

ar < ay.
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Definigao 4.1.4. Se (E,<) é um espago vetorial ordenado entiao P ={x € E; v > 0} ¢

chamado de Wedge de elementos positivos.

Proposigao 4.1.5. Sejam (E, <) um espago vetorial ordenado e P um Wedge de elementos
positivos. Entao, PN(—P) = {0} se, e somente se, dados z,y € F tais que x <y ey <zx

tem-se x = y.

Demonstragio. (<) Temos P ={x € E; 2 >0} e —P = {—x; x € P}.
Seja x € PN(—P). Entdio x € Pe x € —P.
r€—-P=—xcP.
reP=0<uz.
reEP=0<-zr=24+0<zx+(—2)=2<0.
Como 0 < z e x < 0 concluimos que x = 0.

(=) Suponhamos que PN (—P) = {0}.
Sejam x,y € F taisque x <y ey < x.
r<y=0<y—z=y—xeP.
y<zx=0<z-y=0<—-(y—2)=—-(y—zr)e P=y—z € —P.
Logo, y —x € PN(—P) = {0}. Portanto, z = y. O

Defini¢ao 4.1.6. Um cone em (E, <) é um Wedge P tal que PN(—P) = {0}.

s

Definig¢ao 4.1.7. Se (E, <) é um espaco vetorial ordenado, um subconjunto A de E é
dito cofinal se para todo x > 0 em E, existe um a € A tal que a > .
Um elemento e de E é uma unidade de ordem se para todo x € E existe um inteiro

positivo n tal que —ne < x < ne.

Definicao 4.1.8. Se (E,<) e (F,<) sao espagos vetoriais ordenados e T : E — F é

uma aplicagdo linear, entdo T' é positivo se T'(x) > 0 toda vez que x > 0.

Lema 4.1.9. Sejam (E,<) um espaco vetorial ordenado, P um Wedge de elementos
positivos e F um subespaco vetorial de E que € cofinal. Entao, By = F + P — P é um

subespago vetorial de E.
Demonstragio. Temos que P = {x € E;o2 >0} e —P = {—x;x € P}.
1. Como0e F,0€6 Pe0€ —Ptemosque 0 =0+0—-0 € Ej.
2. Sejam x,y € Fy. Assim, existem fi, fo € F, p1,pa € P e p3,py € —P tais que:
r=fi+p+ps

y=fo+p2+ps
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Assim:

r+y=fi+ fotp+p2t+ps+ps
cF eP c—P

SO0

Logo, z +y € E.

3. Sejam A € Rex € Fy. Existem f € F, p; € P e po € —P tais que:

r=f+p +po

Assim:
Ax = Af +Ap1 + Apy
—~~
er
Queremos garantir que A\r € Ej.
Se A >0 temos A\p; € P e Apy € —P.
Vamos supor que A < 0. Logo, —A > 0. Observemos que:

p € P P tedge —A\p1 € P= \p; € =P
pe—P = —peP Y\ (—p)eP=ApeP

Podemos escrever entdo:

Ar = Af +Ap1+ Ape €
~— ~— =~
€F eP e-P

]

Lema 4.1.10. Sejam (E, <) um espago vetorial ordenado e Ey o conjunto definido no
Lema 4.1.9. Entao, By =F — P=F+ P.

Demonstragao. Temos que Fy = F'+ P — P como no 4.1.9.

Fixando x € E; temos que existem f € F', p; € P e p, € —P tais que x = f + p; + po.

Como F' é cofinal, existe y € F tal que y > p;.

Observemos que y > p1 =y —p; > 0. Daly —p; € P.

Assim, py =y — (y —p1) € F — P.

Logo,z=f+p+ p1 € (F—P)+(F—P)C (F— P) acarretando que F; C F — P.
Y—_—— =~

€F—-P  €F-P
Por outro lado, temos que F' — P C Ei, donde concluimos que E; = F — P.

Como Fy, F sao subespagos vetoriais de F temos que —F; = E; e —F = F. Seja

r € F;. Como ja demonstrado, temos que £} = F' — P, assim existem f € Fepe —P
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tais que = = f + p. Observemos que:

f+p=flf€E1
~(ftp)=-veb =
—f—-p=—2e kb —

—e=—f+-p

~ =~

er epr

Logo, b4 C F'+ P.
Por outro lado, fixando y € F' 4+ P temos que y = f +p, onde f € F e p € P. Como:

SO0

segue que F'+ P C F,. Portanto, £} = F + P. n

Lema 4.1.11. Sejam (E, <) um espago vetorial ordenado e E; o conjunto definido no

Lema 4.1.9. Entdo, dado x € Ey existem y1,ys € F' tais que yo < x < ;.

Demonstracao. Seja x € FE,. Pelo lema 4.1.10 existem y; € F e p; € —P tais que

x = y1 + p1. Observemos que:
r=ypt+p=—=p=r-—-y—r-—ypE-P=y-—reP—y-—rv>20=y >z

Por outro lado, como F; = F + P, existem y, € F e py € P tais que x = ys + po.

Observemos que:
T=Yo+pp=p=CT—p=—=T—peEP=a—-1p>20= 12>y
Logo, y2 <z < y1. O

Lema 4.1.12. Sejam (F,<) um espago vetorial ordenado, Fy o conjunto definido no
Lema 4.1.9 ¢ f : F — R um funcional linear positivo. Definindo q : E; — R o funcional
dado por q(z) = inf{f(y); y € F, y > x}, temos que q é sublinear.

Demonstragio. i) O funcional

q: B — R
v +— q(z)=inf{f(y); ye F;, y >z}

estd bem definido. De fato:

Seja x € F1. O Lema 4.1.11 nos garante que existe y € F' tal que y > x. Para todo y € F,
onde y > x observamos que:
yzr=y—z2r—s=y—r>20= fly—2)20= f(y) - f(z) 2 0= f(y) > f(z)
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Como f(y) > f(x) para todo y € F tal que y > x, existe inf{f(y); vy € F; y > z} .
Portanto, ¢ esta bem definida.

ii) Sejam x1, 25 € E;

q(x1 +x2) = inf{f(y);y € F, y > 21 + 72}

q(zr) =inf{f(y);y € F,y >}

q(z2) = inf{f(y);y € F,y = x2}

Consideremos os seguintes conjuntos:

S={fsyer, y=z+a}

S1={fwhyer, y=>ua}
So={fW)y€F,y=>u}

Seja s1 € S, entdao s; = f(y1), 11 € F ey, >
Seja sy € Sy, entao so = f(y2), y2 € F e yg =

Observemos que:

fyi+yp) €S=s1+s=f(y)+ fl) €S=51+5CS
Como S; + Sy C 9, temos que inf S <inf Sy + inf Sy
Assim, g(z1 + 22) < q(z1) + q(22)

iii) Sejam A € Ry, z € £

q(Ar) ={f(y), y € F, y > Az}

() =Mfy)yeF ey>ua}

Consideremos os conjuntos:

S1={f(y); yeF, y=Ar}

So=A{f(y); yerF, y>ua}

a) Considerando A # 0

Seja s1 € Sy, assim s1 = f(y;) com y; € F ey, > \x
Como A # 0, temos:

A;E = f(A ) €9,

€F
Assim:

s1=f(y1) = fFOONT 1) = Af (A1) € ASe

Portanto, S1 C ASs

b) Considerando A =0

S1={f(y); yeF, y=0}

Como 0 € F'e f(0) =0 por f ser linear, concluimos que inf S; =0
Ora, Aq(x) = X inf Ss.

Como Sy = {0}, concluimos que Ag(x) = 0.

Portanto, g(Az) = Aq(x).
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Seja s9 € Sa, assim sy = f(y2) com yo € F e yy > x.
Ap2 =AM (y2) = f(Ady2) €S1eya > 2= Ay 2 A
Concluimos que A S, C 5.
Logo, q(A\x) = \g(x), ¥V = € Ej.
0

Teorema 4.1.13. Sejam (E, <) um espago vetorial ordenado e F um subespago vetorial de
E que € cofinal. Se f: FF — R € um funcional linear positivo, entdo existe um funcional

linear positivo f : E — R tal que f\p = f.

Demonstra¢io. Vamos definir o conjunto £y = F'+ P — P,onde P = {x € E;z >0} e

—P = {—=x;x € P}. Pelo lema 4.1.9 temos que F; é um subespago vetorial de E.
Pelo Lema 4.1.10 temos que Fy = FF+ P = F — P. Dali:

FC(F+P)CE

donde concluimos que F' é subespaco de Fj.

O Lema 4.1.12 nos possibilita definir um funcional sublinear ¢ : F; — R dado por
g(z) =inf{f(y);y € F, y >z}

F: f(y) <qly), Vy € F.De fato:
Fixando y € F' considere todos os elementos y; € F' tais que y; > y. Usando que f é um

funcional linear positivo, observemos que:

Yy =
0<y—y—

0< flyr —y) =
0< f(n) - fly) =
fw) < fly), Y >y

Assim:
fly) <inf{f(y);mn € F, 11 >y} = q(y)

Pelo teorema de Hanh-Banach 3.1.1 existe um funcional linear f : Ey — R tal que:
(1) f(z) <qlx), Vee B
(2) f(z)=f(x), Ve eF

F: f: Ey — R é positivo.De fato:

Seja x > 0. Assim, —x + x < —z, ou seja, 0 > —x.
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Observemos que:

q(—z) = inf{f(y);y € Fy>—x}
= inf{f(y)iye Fy+z—y>—-z+z—y}
= inf{f(y);y € F,x > -y}

Como 0 € F' e 0 < z segue que ¢(—z) < f(0). Entao:

Portanto, f é positivo. O

4.2 Operadores Adjuntos

Nesta secao vamos estudar os chamados operadores adjuntos. Dados X,Y espacos
normados e T': X — Y um operador linear limitado, apresentaremos a definicao do
operador adjunto 7™ : Y* — X*. Mostraremos que este operador é linear e limitado.
Além disso, utilizando uma das consequéncias do teorema de Hahn-Banach, mostraremos
que || T[] = [|T|

Definicao 4.2.1. Seja T : X — Y um operador linear limitado, onde X,Y sao espagos
normados. O operador adjunto T é definido por:
™: YY" — X*
g — Trg: X —> K
. — g(T(v))

Teorema 4.2.2. Seja T : X — Y um operador linear limitado, onde X,Y sao espagos

normados. O operador adjunto T* € linear e limitado. Além disso:
171 = (1T
Demonstragio. (i) O operador

T™: Y — X
g +— Trqg: X — K
z — g(T(x))
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é linear. De fato, sejam ¢;,9o € Y*, o, € R.

(T* (g1 + Bga))(x) = (agi + Bgs)T(x)
= ag(T'(z)) + Bg2(T(x))
= a(T*(g1))(@) + B(T"(g2))(x)
= [aT*(g1) + BT*(g2)](x), Vx € X.

Portanto:
T*(agr + Bg2) = aT(g1) + BT (g2)

(ii) 7™ ¢ limitado.

Fixando g € Y*, observemos que:
Tg(x)| = |g(T'(@))| < g7 (@) < gl |lll, V2 e X

Obtemos entao que:
IT*gll = sup [T*g(x)| < sup [|gll[|T[[|lz]| = llgll[IT]
A A

Tomando o supremo de todos g € Sy« obtemos:

17 < [T

(iii) Mostraremos agora que ||[T*| = ||T|-
Agora, por (it), basta mostrarmos que: [|[T*|| > || T
Pelo Teorema 3.3.3, para todo zy € X, com zy nao nulo, existe gy € Y* tal que:
lgoll = 1 € go(T'(wo)) = [|T'(wo)]-
Assim, go(T(z0)) = (T*go)(x) pela definicdo de operador T*.

Escrevendo fy = T"gp, obtemos:

1T (x0)ll = [9o(T'(x0))| = |fo(zo)| < [[foll llzoll = 1T goll llzoll < [T lgoll [[oll

Como ||go|| = 1 temos que, para todo g € X, || T(zo)|| < [|T%] ||xo]l (isto inclui
xg = 0). Sendo T' limitado, temos ||T(zo)|| < ||T|| ||zoll-

Como ||T|| = inf{C > 0; | T(x)| < C||z|, Vz e X} segue que [|T*|| > ||T].
Portanto, ||[T*|| = ||T]|.

4.3 Espacos Reflexivos

Vimos que se X é um espago de Banach entao seu espago dual X* também é

Banach. Consideremos agora X*™* = {f : X* — K; f linear e continuo} o chamado
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espaco bidual do espa¢o X. Como X** = B(X* K) e K é espaco de Banach, pelo teorema
2.2.6, concluimos que X** é Banach. Nesta secao vamos definir os espacos reflexivos e

utilizar ao longo da secao, consequéncias do teorema de Hahn-Banach.

Lema 4.3.1. Para cada x fizado no espago normado X a aplicacao:

gr: X* —> K
[ a.(f)=f(2)

é um funcional linear e continuo. Além disso, ||g.| = ||z||.
Demonstracao. Fixemos x € X.

(i) g. € linear. De fato:
Sejam @1, py € X*, A € K. Entao:

9e(p1 + Ap2) = (1 + Apa) ()
= 1(z) + Apa(7)
= (1) + Aga(ip2)

Assim, g, é uma aplicagao linear.

(ii) g, é continua. De fato: Vamos mostrar que g, atende a condigao de Lipschtiz. Para

cada ¢ € X* observemos que:

192()| = le(@)| < [lelll|]

Dai:
192 (2)] < Izl
Portanto, g, é continua.
(iii) [[gzl = [l=]|-
Segue pela definicao de norma de um operador linear limitado que:
9:(f flz fllll
ol = sp 2t = oup H 7 <onp B = e
f#0 f#0 f#0

Pelo teorema 3.3.3, existe um funcional f € X* tal que ||f||=1e f(x) = ||z].

Dai concluimos que ||g.| = ||z|.
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Lema 4.3.2. Vamos definir a sequinte aplicagdo:

c: X — X
r — Cx)=g¢,: X* — R
fo— f)

A aplicagdo C é um isomorfismo isométrico do espaco normado X sobre o espaco normado

C(X). Essa aplicagio é denominada aplicagdo candnica.

Demonstracao. Por definicao de C' temos:

c: X — X
r — Cx)=g¢,: X* — R
fo— f)

Pelo Lema 4.3.1 segue que C' esta bem definida.

(i) C é linear. De fato:
Se o, B € K e x,y € X observemos que:

gawtpy(f) = [laztPy) = af (x)+8[(y) = aga(f)+B9y(f) = (aga+Lgy)(f), V[ € X~

Assim:

Clax + By)(f) = gawtpy(f) = (age + Bgy)(f) = (aC(z) + SC(y))(f), Vfe X"

Dai:
Clax + By) = aC(x) + BC(y)

(ii) C é injetiva. De fato:
Suponhamos que C(z) = C(y). Assim:

Cl@)(f)=C(f), Vfe X® =
(Clz) =C)(f) =0, Vf e X* =
(g: — g)(f) =0, Vf € X* =
Gs—y(f) =0, Vfe X* =
flz—y)=0, Vfe X"
Pelo Corolario 3.3.4 segue que x — y = 0, donde concluimos que = = y.

Assim, C' ¢ uma bijecao de X sobre C'(X).
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(iii) [|C(@)[] = =], VzeX.

Pelo lema 4.3.1 segue que:

IC@) = llgall = llzll, V& e X.

Logo, C é um isomorfismo isométrico. m

Definicao 4.3.3. (Espagos Reflexivos) O espagco normado X é dito reflexivo se
C(X)=X", onde C: X — X** ¢é a aplica¢io candnica.

Se X ¢ reflexivo, ele é isometricamente isomorfo a X**.

Teorema 4.3.4. Se um espago normado X € reflexivo entao ele é completo (dai um

FEspago de Banach).

Demonstragio. Sabemos que o espago bidual X** é um espago de Banach, dai completo.
Sendo X um espago reflexivo sabemos que X** = C'(X). Pelo lema 4.3.2 temos que a
aplicagao C': X — C'(X) é um isomorfismo e, como C'(X) = X** é completo, segue que

X é completo. O]

Teorema 4.3.5. Todo espaco de Hilbert H ¢ reflexivo.

Demonstracdo. Queremos mostrar que a aplicacao C': H — H** é sobrejetiva. A aplicacao
A : H* — H definida na Proposi¢ao 2.3.11 é bijetiva, linear conjugada e limitada.
Lembremos também que H* é um espago de Hilbert, munido com o produto interno

definido na Proposicao 2.3.12.

Pelo teorema da representacao de Riesz, existe um unico fy € H* tal que g(f) =

(f, fo). Assim:
g(f) = {f fo) = (Afo, Af) (1)

Por outro lado,temos que f(x) = (x, z) onde z = A(f). Escrevendo zq = A(fy) teremos:
<Af07Af> = <.CI?0,Z> :f(l'o),VfEH* (2)

De (1) e (2) obtemos que g(f) = f(xo), ou ainda, g = C(z) pela definigdo de C. Sendo

g € H* arbitrario, temos que C' ¢é sobrejetiva, entao H é reflexivo. O

4.4 Espacos Separaveis

Nesta secao vamos definir espagos separaveis e apresentar alguns exemplos classicos.
Utilizaremos uma das versoes do Teorema de Hahn-Banach para mostrarmos o teorema
central dessa se¢ao, que nos diz que se um espago dual topolégico de um certo espago

normado é separavel entao o préprio espaco é separavel.
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Defini¢ao 4.4.1. (Conjunto denso) Um subconjunto M de um espago métrico X é
dito denso, quando M = X.

Definigao 4.4.2. (Espago Separdvel) Seja X um espago normado. X é dito separdvel

se existir um subconjunto M C X enumerdvel e denso em X.

Observagao 4.4.3. M ¢ denso em X, quando¥V x € X eVe >0, B(x,e)N M # .

Exemplo 4.4.4. 1. R ¢ separdvel.

O conjunto Q C R € enumerdvel e além disso Q é denso em R (isto é, Q =R).

. C € separdvel.
Considerando o conjunto A = {a + bi;a,b € Q}, temos que A € enumerdvel, além
disso, A = C.

. Um espago métrico discreto X € separdvel se, e somente se, X € enumerdvel.

Suponhamos X um espago métrico discreto (isto €, todos os seus elementos sao
isolados) é separdvel. Como X é separdvel existe um subconjunto M C X enumerdvel
e denso em X. Suponhamos que M # X. Assim existe v € X onde x ¢ M. Como
x € isolado existe e, > 0 tal que B(x,e,) = {x}. Mas sendo M = X temos que para
todo x € X e para todo 6 > 0, B(x,0) N M # 0, contradigio com o fato de que
B(z,e,) "M ={x} "M = 0. Logo, M = X e, portanto, X €é enumerdvel.

Reciprocamente, suponhamos X enumerdvel. Como X € um espaco discreto, X ¢é

fechado. Sendo X enumerdvel e X = X seque que X € separdvel.

. O espago l,, 1 < p < 400, é separdvel.
Seja M ={y €l,; y= (a1, az, ..., an, 0, 0,...); a; € Q; Vn € N}.

(i) M é enumerdvel.
Observemos que:

M=) M,

n=1
, onde M,, = {(z1, xa, ..., x,, 0, 0,...); z; € Q}.
My, ={(21,0,0,...); 71 € Q} 2 Q;
My = { (x1, 22,0,0,...); x1, 22 € Q} 2 Q x Q.
E a unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
(i) M ¢é denso em I,.
De fato, sejam dados x = (§;) € P e e > 0. Como a série

o lgP
j=
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converge, existe ng € N tal que
Z |£]|p 77 Vn > no
j=no+1

Como os racionais sao densos em R, para cada §; € R podemos obter a; € Q o

tao prozimo quanto se queira de §;.

Assim, podemos encontrar y = (ay,as, ..., a0n,,0,0,...) € M tal que
1
el \»
a;| <
& - ol < (5)"
Dai,
Z & —a;" < —
=1

Seque entao que:
) = le=olf = Yl6 -l

= Z|§J_T]J + Z & —njl”

7j=1 j=no+1
= Z|§]_T’]|p+ Z |§J|p
Jj=no+1
51’ eP
< - -
2 * 2
= P

Desse modo, d(z,y) < e, donde concluimos que y € B(x,e)(\ M. Portanto,

M =1,. Como M ¢é enumerdvel e M = l,,, seque que l,, é separdvel.

5. O espago lo nao € separdvel.
Lembremos que se x € ly, entao ||z| = sup{|z;|; j € N}.
Seja y = (a1, az, as,...) uma sequéncia tal que a; € {0,1}, ¢ € N. Notemos que

y|l = sup{la;|; 7 € N} < 1. Assim, y € I
J

Vamos associar a sequéncia (y,) com um nimero real § cuja representacdo é:

Sabemos que o intervalo [0,1] é nao-enumerdvel. Ainda, cada § representa uni-
camente um numero pertencente ao intervalo [0,1]. Assim, existem sequéncias
nao-enumerdveis de zeros e uns.

A métrica em lo, mostra que a distancia entre dois desses elementos (sequéncias)

distintos € 1.
nao se

W=

Para cada 1, tomando r = %, temos que as bolas de centro § e raio r =
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interceptam e, desse modo, temos um conjunto nao-enumeravel delas.

Se M é qualquer conjunto denso em l,, cada uma das bolas que nao se interceptam
devem conter algum elemento de M. Dai M ndo pode ser enumerdvel. Como M €é um
conjunto denso arbitrario, temos que lo, nao possui subconjuntos densos enumerdaveis.

Logo, 1, nao é separdvel.

Proposicao 4.4.5. Se M é um espago métrico separdvel entao todo subconjunto de M é

separdvel.

Demonstragio. Como M ¢é separavel, existe £ C M um subconjunto enumeravel e denso.
Seja S C M. Queremos mostrar que existe £; C S enumeravel tal que E; = S.

Sejam e € K, r € Q com r > 0.

Construiremos um conjunto F; formado pela escolha de um elemento s € B(e,7) N S
sempre que B(e,r) NS # (). Para s € B(e,7) NS, denotamos o elemento s escolhido por

(8)er-
Definamos Ey = {(s)ap}, onde a € E, b € Q7.

(i) By é enumeravel uma vez que E x Q% é enumerével (pois £ e Q* sao enumeraveis)
(S El = Fx @j_

(ii) Ey é denso em S.
Sejam z € Sed >0. Comox € SC M e E = M, existe uma sequéncia (e,) C E,
Vn e N tal que e, — x.
Vamos tomar ry € Q tal que 0 < oy < g.
Como e, — z, existe ng € N, tal que e,, € B(z,79), ¥V n > no.
Sendo d = d(z, e,,) vamos tomar r € Q tal que d < r; < 3.
B(eny,m1) C B(x,0).
De fato, seja y € B(ep,,r1).
d(y,z) < d(y, en,) +d(z,€00) <T1+d <7141 =21 <25 =0
Logo, B, = S.

]

Lema 4.4.6. Sejam X um espago normado, Y C X um subespaco proprio e fechado de
X, x0€ X =Y fizrado e 6 = d(xo,Y). Entio, existe f € X* tal que:

(i) fly)=0, Vyey;
(i) f(xo) =0;
(iii) || f]| = 1.
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Demonstragao. Vamos considerar Z o espago gerado por Y e por xg, isto é, Z =Y & [x).
Definimos sobre Z um funcional f:
f+ Z — K
zZ = ol

onde z = y + axp.

(i) f ¢ linear.
Sejam 21,25 € Z. Assim existem yi,y2 € Y e a7, as € K tais que z; = y1 + o120,

29 = Yo + qiaxp. Assim:
flz1+22) = f((y1 + aazo) + (Y2 + az0))
= f((y1 +y2) + (1 + az)xo)
= (a1 +ag)d
= o0 + agd
= fly1 + oazo) + f(y2 + a2z0)
= f(z1) + f(z2).

Sejam A € K, z; € Z. Observemos que z; = y; + a1zg onde y; € Y e a3 € K.

fAz) = f(AMyr + aazo))
= f(Ay1 + Aqzg)
£ \yd
= AMay0)
= My + arzo)
= M(2).
(ii) f ¢ limitada.
Fixemos z € Y & [x¢]. Entdo, z =y + axp, onde y € Y e a € R.
Se a = 0 temos f(z) = f(y + 0.x9) = 0. Nessas condi¢oes:

[f(2)] = 0 < |ly + O.zol| = ||zl

Consideremos a # 0.

Sabemos que § = d(x¢,Y) = 1161}f/ |7 — xo]]. Como Y é subespago de X temos que
g
(~1)5 €V, Daf
[f ()] =1f(y + azo)| = |ad] = |a]d = |a] inf [[7 — o]
Além disso:

= [ly + amo|| = [|2]

o inf 17— ool < Ja [
a;gyy ol < | Y~ %o
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Assim, temos que |f(2)| < ||z]|.

Tomando o supremo de todos elementos z € Z com ||z|]| = 1 obtemos ||f|| <1 (x).

(iii) O funcional f: Z — K, onde f(2) = f(y + axg) = ad, devera satisfazer:

Lolfll =1
2. flyy=0Vyey;

Como Z =Y & [x¢], cada z € Z possui uma representacao do tipo z = y + axg, onde

yeY eaeR ComoY éfechadoe d > 0 temos f # 0.

3 Paraa=1ey=0, teremos f(l.xg) =1.0 =9 > 0.

2 Para a = 0 temos z = y + 0.z e, portanto, f(z) = 0.
Logo, f(y) =0, VyeY.

1 Mostraremos que || f]| = 1.
F: Y contém uma sequéncia (y,) tal que ||y, — zo|| — J. De fato:
Pela defini¢ao de infimo, para n = 1 existe y; € Y tal que § < |y; — zo| < 0+ 1.
Para n = 2 existe y; € Y tal que d < |ys — xo| < d + %
Por indugdo, teremos y,, € Y tal que § < |y, — x| < I + %, VneN.

Seja z, = Yy, — xg. Observemos que f(z,) = —d para cada n € N. Além disso:
Ul sy MO G 80
2 P P R P

quando n — oo.
Entao [|f|| > 1, donde concluimos por (x) que || f]| = 1.

Pele teorema 3.3.1, existe f € X* tal que ||f| = ||f]| e f(z) = f(x) para todo
x € Z. Assim:

(i) fly)=fly) =0, VyeV;
(ii) ]E(mo) = f(l“o) = 0;
(iif) Il =[f] = 1.

O

Proposicao 4.4.7. Seja X um espago normado. Entdo, X € separdvel se, e somente se,

Sx € separdvel.

Demonstra¢io. (=) Supondo X separavel, existe um subconjunto M C X enumeravel e

denso em X. Vamos considerar o conjunto N = {H%H’ T € M} C Sx.

N é enumeravel por defini¢do, ja que M é enumeravel.
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Seja x € Sx. Sendo M denso em X, existe uma sequéncia (x,) C M tal que que

T
ll=

x, — x. Considerando a sequéncia y,, = 2 para todo x,, # 0 observamos que (y,) C N

e y, — x. Portanto, N = Sx. Assim, Sx ¢ separdvel.

(<=) Considerando Sx separavel segue que existe um subconjunto M C Sx

enumeravel e denso em X. Considerando ¢M = {qz; © € M} com g € Q definimos

Y = U qM.
q€Q

Como Y é definido como uma unidao enumeravel de conjuntos enumeraveis segue

que Y é enumeravel.

Fixemos z € X com z # 0. Temos que |[z]] =7 € R}. Como Q é denso em R,
existe uma sequéncia (g,) C Q tal que g, — 7.
Observemos que # € Sx. Portanto, existe uma sequéncia (w,) C M tal que w, — Z.
Tomando z, = g,w, obtemos que:
z
zn:qnwn—>r;:z:>znﬂz

Concluimos que Y = X. Logo, X é enumeravel. O

Teorema 4.4.8. Se o espaco dual X* de um espaco normado X € separdvel, entao X é

separdvel.

Demonstracio. Como X* é separavel entao Sy« é separavel, pela Proposicao 4.4.7. Seja

{fn; m € N} um subconjunto enumerével e denso em Sx-.

t: Para cada n € N existe =, € Sx tal que f,(z,) > 5. De fato:

1
2
Fixemos n € N. Notemos que:

[fnll = sup [ fu(z)] =1

TE€SX

Por defini¢do de supremo, dado ¢ = 3 existe z, € Sx tal que || f| — % < folxn) < || full-

Assim:

1
1—;<fn(xn)§1 —

;<fn(:c) <1

Seja Y = [z,; n € NJ.
F:Y é separavel. De fato:
Sejam A = {x,; n € N} e B={a+bi; a,b € Q}.
k

O conjunto § = {Z Aeag; k€ Ny N\, € B ay € A} é enumeravel, ja que os conjuntos
i=1
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A, B sao enumeraveis. Vamos mostrar que S é denso em Y.
Sejam x € Y e e > 0. Como = € Y existe uma sequéncia (z,) C [z,; n € N] tal que

r, — x. Entao, existe ng € N tal que:

£
|zn — 2| < 3 Vn > ny

Em particular, ||z,, — 2| < 5. Observemos que z,, = Z Na; onde \; € K;a; € A.
i=1

Fixemos 1 < i < k. Como B é denso em K existe b; € Q tal que:
— b < —
[ | 2k

k

Tomando y = > ba; temos que y € S. Além disso:
i=1

ly =zl = lly—2+2n, — Tno|

< Ny = ool + Nl — ||
k

= ZA_b ai| + |7n, — 2
k_

< 3= bl + llza, <l
i=1
k

= [Ai = bi| + (|20, — 2|
=1

PRI
2 2

Dai y € B(z,¢) NS, donde concluimos que S é denso em Y.

FX=Y.
Suponhamos que X # Y. Assim, existe 2o € X — Y. Pelo lema 4.4.6 existe f e X* tal
que || fl =1 e f(y) = 0 para todo y € Y.
Como {f,, n € N} é denso em Sx- existe n € N tal que || f, — f|| < 1. Observemos que:

[f(zn)] =

[fa(wn) = (falwn) = Flan)] >
[fo(@n)l = | falan) = flaa)] >
[fa(@a)l = I fa = Flllzall >
111
2 4 4

Absurdo, pois f(x,) = 0 para todo n € N.

Logo, X possui um subconjunto enumeravel e denso em X. Portanto, X é separavel.

]

Observacao 4.4.9. A reciproca do Teorema 4.4.8 nao é verdadeira. De fato, sabemos

que o espago ly € separdvel, porém seu dual topologico € o espaco ls, que nao é separdvel.
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4.5 Uma observagio sobre B(X,Y)

O Teorema 2.2.6 visto no capitulo 2 nos dizia que se X fosse um espago normado,
Y um espago de Banach, entao B(X,Y') seria Banach. Pretendemos nesta se¢ao apresentar
a reciproca deste resultado. Necessitaremos de uma consequéncia do teorema de Hahn-

Banach.

Teorema 4.5.1. Sejam X,Y espagos normados. Se B(X,Y') é Banach entao 'Y também

¢ Banach.

Demonstracio. Como Y é um espago normado, por hipdtese, resta mostrarmos que Y é

completo. Seja xo € X, xg # 0. Pelo Teorema 3.3.3, existe um funcional f € X* tal que

=1 (1
f(@o) = [[zol|
Em particular, tomando yy = =% temos que f(yo) = 1.

llzoll
Definamos o seguinte operador:

T: Y — B(X,Y)
y — Ty): X — Y
r — f(z)y

(i) T estd bem definida. De fato:
Fixemos y € Y. Sejam z1,2, € X, A € K. Entao:

T(y)(r1 + Azg) = f(x1+ Ax2)(y)
= flz)y + Af(22)y
= T(y)(z1) + A\T(y)(2)

Logo, T'(y) ¢ linear. Vamos mostrar que T'(y) é continua. De fato:

1f =)yl
[F (@)l

£z Ty
lzllllyll, VzeX

17 (y) ()]

2 IA

Logo, T'(y) € B(X,Y). Notemos que:

sup [T(y)(@)| <yl vyeY (¥

r€Bx
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(ii) T é linear. De fato:
Sejam y1,12 € Y e A € K. Assim:

Ty + M) (@) = f(@)(y1 + Aya)
= f(@)yr + Af(2)ys
= T(y1)(z) + AT (y2)(z)
= (T(y) + A\T(y2))(z), Vo e X

Portanto:
T(y1+ Ny2) = T(y1) + NT'(12)

(iii) T é continua. De fato:

Por () temos que:

1Tl = sup [[T(y)(@)| < |lyll, VyeY
r€Bx

Entao:
1T} = sup [T(y)l] <1
yE€By
Isto é:
1T <1 (%)

Portanto, T' é continua.

Sejam (y,) C Y uma sequéncia de Cauchy e € > 0.

Por defini¢ao, existe ng € K tal que:
[Yn = ymll <&, Vn,m =mng

Observemos que:

(%)
HT<yn) - T(ym)H = HT(yn - ym)H < HTHHyn - ymH < Hyn - ymH <e, Vn,m > ng

Logo, (T'(yn)) é uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y). Como B(X,Y') é Banach, existe
S € B(X,Y) tal que:

) =57s (@
Consideremos y = S(yo). Observemos que:

lym =l 2 11 (w0)-9m — S0

= [IT(yn)(w0) — S(yo)ll

= (T(ym) = S)(w0)|
< |1 T(n) = Slllwoll 20

Portanto, y, — y = S(yo) € Y, donde concluimos que Y é Banach. O
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