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RESUMO

Neste trabalho, estamos interessados em estudar duas estruturas algébricas especi-
ais, os Corpos Finitos e os Cédigos Corretores de Erros, onde a primeira é a base

sobre a qual boa parte da Teoria dos Cédigos esta desenvolvida.

O nosso estudo dos Codigos Corretores de Erros estd centrado numa classe especial
destes, os chamados c6digos lineares, dos quais apresentamos os Codigos Ciclicos,
BCH e de Goppa Classicos.

Palavras-chave: Algebra Abstrata. Corpos Finitos. Cédigos Corretores de Erros.



ABSTRACT

In this work, we are interested in studying two special algebraic structures, the
Finite Fields and the Error-Correcting Codes, where the first is the basis on which
much of the Coding Theory is developed.

Our study of the Error-Correcting Codes focuses on a special class of these, the
so-called linear codes, of which are presented Cyclic, BCH and Classical Goppa
Codes.

Key-words: Abstract Algebra. Finite Fields. Error-Correcting Codes.
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1 INTRODUCAO

A deteccao e correcao de erros presentes em informacoes que circulam por
intermédio dos mais diversos meios ¢ um dos desafios inerentes a vida em sociedade.
Nesse sentido, surge na década de 1940, no Laboratério Bell de Tecnologia, com
os trabalhos de Richard W. Hamming e C. E. Shannon, a Teoria dos Cddigos,
que possui como objetivo a elaboracdo de mecanismos capazes de permitir uma
transmissao confidvel de dados através de canais sujeitos a interferéncias, também

denominadas ruidos.

Algumas areas da Algebra Abstrata tiveram um papel importante para o
desenvolvimento da Teoria dos Cédigos, dentre as quais é possivel destacar a Teoria
dos Corpos Finitos, a teoria de anéis de polinomios sobre esses corpos, a Geometria

Algébrica e a Teoria de Grupos.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar alguns elementos da Teoria
dos Corpos Finitos e da Teoria dos Cédigos Corretores de Erro, com destaque para
os codigos lineares. Como exemplos destes tltimos, exibiremos os Codigos Ciclicos,
introduzidos por E. Prange, no periodo de 1957 a 1959, e W. W. Peterson em 1961;
os Cédigos BCH, desenvolvidos inicialmente por Alexis Hocquenghem e, de forma
independente, por Raj Chandra Bose e Dwijendra Kumar Ray-Chaudhuri, por
volta de 1960; e os Cdodigos de Goppa Classicos, desenvolvidos V. D. Goppa em

1970, como uma generalizagao dos Codigos BCH.

No Capitulo 2, apresentaremos os fundamentos algébricos, destacando

definigoes e resultados necessarios para o desenvolvimento do texto.

No Capitulo 3, exibiremos alguns dos principais resultados referentes a Teoria
dos Corpos Finitos, incluindo aqueles que sao importantes para o desenvolvimento

da Teoria dos Codigos Corretores de Erro.

No Capitulo 4, faremos uma introdugao aos Codigos Corretores de Erros,
apresentando na secao 4.1 os elementos gerais dessa teoria e na secao 4.2 os codigos
lineares. Além disso, na secao 4.3, exibiremos os Codigos Ciclicos, na sec¢ao 4.4, os

cédigos BCH, e por tltimo, na segao 4.5, os chamados Codigos de Goppa Cléssicos.
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2 FUNDAMENTOS ALGEBRICOS

O objetivo principal deste capitulo é estabelecer alguns topicos estudados em
Algebra Abstrata e que serdo tteis para o desenvolvimento e melhor compreenséo

do restante do texto.

2.1 UM POUCO SOBRE EXTENSOES DE CORPOS

Nesta secao, apresentaremos resultados de extensoes de corpos, que se
aplicam nao somente aos conjuntos que objetivamos aqui estudar, os corpos finitos,
mas também aos corpos de uma forma geral. Lembramos, para isso, que um corpo

¢ um anel comutativo com unidade no qual todo elemento nao nulo possui inverso.

Definicao 2.1.1. Sejam F' e K corpos. Dizemos que F' é uma extensao de K se
K for um subcorpo de F', isto é, K C F', (K,+) é subgrupo de (F,+) e (K \ {0},-)
¢ subgrupo de (F'\ {0}, ).

Observacao 2.1.2. Se I’ é uma extensao do corpo K, entdo as operagoes

+: FxF — F 0 KxF — F
e
(u,v) +— u-+wv (ANu) — A-u

fazem de F' um espaco vetorial sobre K.

Desse modo, chegamos a seguinte definicdo para uma extensao F' de K.

Definicao 2.1.3. Chamamos de grau da extensao a dimensao de F' como espaco

vetorial sobre K. Tal dimensao serd denotada por [F : K].

Definigao 2.1.4. Dizemos que F' é uma extensao finita de K se [F': K] < +oc.

Caso contrario, dizemos que F' é uma extensao infinita de K.

Teorema 2.1.5. Sejam K um corpo, F uma extensdo finita de K e L uma extensao

finita de F. Entao L € uma extensao finita de K, com

[L:K|]=|[L:F|[F:K].
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Demonstragio. Coloquemos m = [L : F], n = [F : K] e sejam {aq,...,n}
e {f1,...,Bn} bases do espago vetorial L sobre F' e do espago vetorial F' sobre
K, respectivamente. Entao todo a € L é uma combinagao linear do tipo a =
Y101 + oo + Y, onde v; € F, Vi = 1,...,m. Agora, escrevendo cada ; € F' como

combinacgao linear dos termos da base {51, ..., 5, }, obtemos a seguinte expressao:

m m n m n
N R ( 5) 0= 3 e
i=1 j=1

i=1 i=1j=1

onde r;; € K. Para concluirmos a demonstragao, basta mostrar que os elementos
Bjci, com 1 < i< m, 1< j<n,sado linearmente independentes sobre K. Dessa
forma, suponhamos que

m n

> sigBis =0

i=1j=1

com s;; € K. Entao,

e pela independéncia linear dos elementos «; sobre F', temos que
n
> siiBj = 0.
=1

Do mesmo modo, pela independéncia linear dos elementos 3; sobre K, temos que
s5;; =0, Vi=1,..m,Vj=1,..,n. |

Definicao 2.1.6. Sejam F' um corpo e X C F' um subconjunto qualquer. O
subcorpo gerado por X ¢é a intersecao de todos os subcorpos de F' que contém X.
Se K for um subcorpo de F' e X C F', entao o subcorpo gerado por K U X ¢ dito
corpo obtido de K adjuntando X e serda denotado por K (X).

Se o subconjunto X de F for finito, digamos X = {ay,...,q,}, entao

escreveremos K(X) = K(ay, ..., ).

Definicao 2.1.7. Dizemos que um corpo F' é uma extensao simples do corpo K
se existir o € F tal que F' = K(«). Neste caso, a é chamado elemento definidor de
F sobre K.
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Definicao 2.1.8. Seja F' uma extensao do corpo K. Dizemos que u € F' é algébrico
sobre K se existir p(x) € Klz|\ {0} tal que p(u) = 0. Caso contrario, dizemos que

u é transcendente sobre K.

Definicao 2.1.9. Dizemos que o corpo F' é uma extensao algébrica do corpo K
se u € F for algébrico sobre K, para todo u € F'. Se pelo menos um elemento de
F for transcendente sobre K, dizemos que F' é uma extensao transcendental (ou

transcendente) de K.
Como exemplo, temos que:

a) i € C é algébrico sobre Q. De fato, g(i) = 0, onde g(x) = 2* + 1 € Q|z];

b) C é uma extensao algébrica de R. Com efeito, dado a« = a+1ib € C, a, b € R,
temos que a — a = ib = o? — 2aa + a®> = —b* = a® — 2ac + a® + b* = 0.

Assim g(z) = 2° — 2az 4 a® + b* € R[z] ¢é tal que g(a) = 0;

¢) Q[v2] = {a+bv2;a, b € Q} é uma extensdo algébrica de Q. De fato, dado
a=a+bv2cQV2],a, beQ, temos que o —a = b2 = o® — 2aa + a® =
20 = a? — 2aa + a? — 26> = 0. Assim g(z) = 2° — 2ax + a* — 20? € Q[z] &
tal que g(a) = 0.

Definigao 2.1.10. Sejam « € F' um elemento algébrico sobre K. O polindmio
m(z) € K[x] monico de menor grau tal que m(a) = 0 é chamado polinémio minimo

de a e denotado por irr(a, K).

Segue da defini¢ao 2.1.10 que o polindémio minimal irr(a, K) é o unico
polindbmio ménico irredutivel que anula «. Além disso, se ¢(z) € K|[x] for tal que
q(a) = 0, entao irr(a, K)|q(x).

Teorema 2.1.11. Sejam F uma extensao do corpo K e o € F. Entdo a é algébrico

sobre K se, e somente se, K(«a) for uma extensao finita de K.

Demonstragao. Consideremos o homomorfismo

v: Klz] - K(«a)
f(@) = fla)
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que tem por imagem o conjunto

e por nucleo o conjunto

Ker(p) = {f(z) € K[z]; f(a) = 0}.

Primeiramente, suponhamos « algébrico sobre K. Temos entao que Ker(p) # {0}
(por defini¢ao). Ainda, K(«) corpo = K(«) dominio de integridade = Ker(p) é
um ideal primo. Sendo K[z] um dominio euclidiano, temos que K[z] ¢ um dominio
de ideais principais. Dessa forma, Ker(p) = (m(z)) é um ideal maximal, onde

m(z) € Klz] é irredutivel. Pelo 1° Teorema de Isomorfismos de Anéis, temos
Klx] K]
Ker(y) Ker(p)
é um corpo. Logo K|a] é um corpo (contendo K e «). Da definicao de K(«) e da

inclusdo K[a] C K(«), temos que K[a] = K(«).

Mostremos agora que B = {1,a, ...,a" '} é uma base de K[a] = K(«) sobre
t

= Im(p) = Kl|a]. Como Ker(p) é um ideal maximal, temos que

K, onde n = gr(m(z)). Com efeito, dado, a € KJa|, existe p(z) € K|z| tal que
a = p(«a). Sendo (K [z], gr) um dominio euclidiano, temos que existem ¢(x), r(z) €
K[z] tais que p(z) = q(x)m(x) + r(z), com r(z) = 0 ou gr(r(x)) < gr(m(x)) = n.
Dai, a = p(a) = r(a), onde r(z) = ap + a1z + ... + a,—12" ', a; € K, isto &,

n—1

a=pla)=a+aa+..+a,_1a" ", mostrando que B gera K[a] sobre K. Ainda,
se by + b+ ... + b1 =0, entdo p(x) = by + byx + ... + b,_12" ! é tal que
p(a) =0, com p(z) =0 ou gr(p(z)) <n—1<n=gr(m(x)). Mas se o segundo
caso ocorresse, teriamos uma contradi¢cdo com a minimalidade do grau de m(z)
(gerador de Ker(p)). Portanto, p(z) = 0, o que nos da que by = ... = b,_; = 0, isto
¢, B ¢ um conjunto L. I. sobre K.

Dessa forma, concluimos que K(«) = K[a] é uma extensao finita.

Por outro lado, se [K(«) : K] = n < 400, entdo qualquer subconjunto de K («) com
mais de n elementos é L. D.. Dai, {1, a, ..., "} é L. D. sobre K, donde existem
elementos ag, ..., a, € K, nao todos nulos, tais que ag + a1+ ... + a,a"™ = 0. Logo

a éraiz de p(x) = ag+a1x+ ... + a,z", 0 que nos dé que « é algébrico sobre K. W

Teorema 2.1.12. Toda extensdo finita de um corpo K é algébrica sobre K.
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Demonstragio. Seja L uma extensao finita de K e coloquemos m = [L : K]. Dado
a € L, os m+ 1 elementos 1, a, ...,a™ devem ser L. D. sobre K e assim, é possivel
obtermos uma combinagao linear ag+a;a+...4a,0™ = 0,coma; € K, Vi=1,....m
e com a; # 0 para algum i € {1,...,m}. Assim, se p(x) = a,,z™ + ... + a1 + ay,

temos que p(a)) = 0, isto é, a é algébrico sobre K. [ |

Exemplo 2.1.13. Seja K D Q tal que [K : Q] = m e seja p(x) € Q[z] um
polinémio irredutivel sobre Q de grau n. Se mdc(m,n) = 1, entdo p(x) é um

polindémio irredutivel sobre K.

Demonstragio. Seja o € Cuma raiz de p(x). Sabendo que Q[a] C K[a] e colocando
[K[a]: K] =re [K[a]: Qa]] = s, temos que [Q[a] : Q] =n e [K[a] : K] =71 =n.
De fato, pelo teorema 2.1.5, segue que [K[a] : Q[a]][Q[a] : Q] = [K[a] : Q] =
(Ko : K|[K : Q], isto é, sn = rm. Como mdc(m,n) = 1, segue que n|r. Mas
r < n (pois podemos enxergar o polindmio minimo de a sobre Q em K|z], de forma
que o polinémio minimo de « sobre K divide o polindmio minimo de « sobre Q) e,

portanto, n = r, o que resulta em p(z) irredutivel sobre K. |
2.2 CORPO DE DECOMPOSICAO

Defini¢ao 2.2.1. Sejam K é um corpo e f(z) € K[z]|. Dizemos que f(x) se fatora

em K[z] se f(x) pode ser escrito como o produto de fatores lineares

f(x) =clz — ay)...(z — ay),

com ¢, aq, ..., a, € K.

Nas condigoes da definicdo 2.2.1, temos que os zeros de f(z) em K sdo
exatamente os elementos aq, ..., a,,. Além disso, se I’ é uma extensao de K, entdo
f(z) também pertence a F|z]. Dessa forma, faz sentido falarmos na fatoracao de
f(z) em F[z], significando que f(x) é o produto de fatores lineares com coeficientes

em F.

Definicao 2.2.2. Sejam K um corpo e ¥ uma extensao de K. Entao ¥ é um

corpo de decomposi¢ao para o polindmio f(z) € Klz| se:
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a) f(z) se fatora em X[x];

b) Se K C ¥ C ¥ e f(x) se fatora em ¥'[z], entdo ¥ = ¥/, ou seja, ¥ ¢ o menor

corpo que contém K e todas as raizes de f(x).

Lema 2.2.3. Sejam K um corpo e f(x) € Klz| irredutivel. Entdo existem um
corpo F e a € F tais que K C F e f(a) =0. Além disso [F : K] = gr(f(z)).

Klx
Demonstragao. Consideremos o anel F' = L Como K é um corpo, K|z

{f(x))

é
dominio euclidiano e dessa forma um dominio de ideais principais. Logo f(z) ser
K]

Ty ©

um corpo. Os elementos de F sdo as classes h(z) = h(z)+ (f(x)), com h(z) € K[z].

um

irredutivel implica que (f(z)) é um ideal maximal, o que nos d& que F =

Para todo a € K C K|[x] (esta inclusdo ¢ um homomorfismo injetor que identifica
a € K com o polindmio constante a(z) = a € K|z]), é possivel construir a classe
@esebe K, b+#a, entdo a # b, j4 que f(z) possui grau positivo por nao ser
invertivel. A aplicacdo a +— @ fornece um isomorfismo de K sobre um subcorpo K;
de F', de modo que F' pode ser visto como uma extensao de K.

Dado h(z) = ag + a1z + ... + a,z™ € K|x], temos que

h(z) = ap + a1x + ... + apa™

=ay+a T+ ... +ax"

=ag+ T+ ... +a,T"

onde a ultima igualdade segue da identificacdo a +— @. Dessa forma, todo elemento
de F pode ser escrito como um polindmio com coeficientes em K aplicado ao
elemento Z. Como todo corpo que contém K e T deve conter elementos da
forma h(f) h(z) € K[z], temos que F C K(Z) = K[z], o que nos di que

K(T) = K[z] pela defini¢do de K(T). Ainda, se f(z) = by + b1z + ... + b,z",

entao

f@) = by + 01T+ ... + b, 7" =Dy + bz + ... + bpa” = f(x) =0.

Portanto, T é uma raiz de f(x) em F' e assim T é um elemento algébrico sobre K.
Por tltimo, (1/b,)f(z) = irr(z, K) nos da que [F : K| = n. |
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Corolario 2.2.4. Se f(z) € K[z] \ K, onde K é um corpo, entio existe uma
extensdo finita F' de K onde f(x) possui uma raiz. Além disso, [F : K] < gr(f(x)).

Demonstragdo. Seja p(x) um fator irredutivel de f(z) (tal fator sempre existe pois
K ser corpo = K|z] é dominio euclidiano = K|x] ¢ dominio de fatoragao tnica).
Qualquer raiz de p(z) é uma raiz de f(z). Pelo lema 2.2.3, existe uma extensao F'
de K, com [F : K| = gr(p(z)) < gr(f(x)), onde p(z), e consequentemente, f(z)

possui uma raiz. [ |

Lema 2.2.5. Sejam K um corpo e f(x) € Klz]\ K, com gr(f(x)) = n. Entao
eziste uma extensao F' de K, com [F : K| < nl, onde f(x) possuin raizes (contadas

com multiplicidade).

Demonstragao. Pelo corolario 2.2.4, existe uma extensao Fy de K com [Fy: K| <n
em que f(x) possui uma raiz «. Assim, em Fylz]|, f(x) fatora-se como f(x) =
(x — a)q(z), onde gr(q(z)) = n — 1. Por indugdo matemadtica, existe uma extensao
F de F, de grau no maximo (n — 1)! na qual g(x) possui n — 1 raizes. J& que as
raizes de f(z) s@o « ou as raizes de ¢(z), temos que F' contém todas as n raizes
de f(z). Além disso, [F': K| = [F : Fyl[Fy : K] < (n —1)! x n = nl. Portanto, o

resultado segue. |

Teorema 2.2.6. Se K é um corpo qualquer e f(x) € Klz|, entao existe um corpo

de decomposi¢io de f(x) sobre K.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema estd feita nos lemas 2.2.3 e 2.2.5,
notando-se que o corpo F' construido é o menor corpo que contém K e todas as
raizes de f(z). Com efeito, F' = K(oy, ..., 0,,), onde oy, ..., 0, sdo todas as raizes

(ndo necessariamente distintas) de f(x). [ |

Seja ¢ : K — F um homomorfismo injetor entre corpos. Definimos a

aplicacio i : K[z] — F[z] dada por

E(ao + a1z + ... + apz™) = i(ag) +i(a)x + ... + i(a,)z" .

Desse modo, ¢ ¢ um homomorfismo injetor e, mais ainda, se ¢ for um

isomorfismo, 7 também sera.
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Temos a unicidade do corpo de decomposigao de um polinémio f(z) sobre
um corpo K no sentido do teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada
em [4].

Teorema 2.2.7. Sejam i : K — K' um isomorfismo entre corpos. Sejam ¥ um
corpo de decomposicio de f(x) € K[x] e X' um corpo de decomposicio de i(f(x))
sobre K'. Entao existe um isomorfismo j : X — 3 tal que j|x = i. Em outras

palavras, as extensoes X e X' sdo isomorfas.

Como consequéncia do teorema 2.2.7, temos que corpos isomorfos possuem

corpos de decomposicao isomorfos.
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3 CORPOS FINITOS

O principal objetivo deste capitulo é realizar uma introducao aos corpos
finitos, apresentando algumas das suas propriedades mais importantes, entre elas
as que se referem as extensoes de corpos.

3.1 PRIMEIRAS DEFINICOES E PROPRIEDADES

Definicao 3.1.1. Seja A um anel. Definimos, para cada n € Z e para cada a € A,

0, se n=20
a-+..+a, se n>0

n-a= n vezes
(—a)+ ...+ (—a), se n<0.

-n vezes

Definigao 3.1.2. Seja A um anel. A caracteristica de A, denotada por char(A),
é o menor inteiro positivo n tal que n-a =0, Va € A. Se nao existir tal inteiro,

dizemos que a caracteristica de A é zero.

Proposicao 3.1.3. Seja (A, +, x) um anel com unidade.

a) Sen-1#0,Vn €N, entio char(A) = 0.

b) Se ezistirn € N tal que n-1 =0, entao char(A) = min{n € N; n-1=0}.

Demonstragio. a) Como nao existe n € N tal que n -1 = 0, temos que nao existe
ne€Ntalquen-a=0,Vae€ A. Logo char(A) = 0.

b) Seja n = min{n € N; n-1 = 0}. Entao, para todo a € A temos, de a = 1 X a, que
na=n-(Ixa)=1xa+...+1xa=(1+...41)xa=(n-1)xa=0xa=0.

n n
Como o n considerado é minimo no conjunto {n € N; n-1 = 0}, temos que ter

n = char(A). [ ]

Proposigao 3.1.4. Seja A # {0} um dominio de integridade. Entio char(A) =0

ou char(A) = p, onde p é um nimero primo.
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Demonstragio. Se char(A) = 0, entdo nada ha para mostrar. Caso contrario, como
A # {0}, existe um elemento ndo nulo em A, de modo que char(A) > 2. Se
char(A) nao for um nimero primo, entao é possivel escrever char(A) = m - n, com
m, n € Z,1 <m,n < char(A). Logo 0 = char(A)-1=(m-n)-1=(m-1)x(n-1).
Como A nao possui divisores de zero, temos que m-1 =0oun-1 =0, o que é

uma contradi¢ao pela proposicao 3.1.3. |

Corolario 3.1.5. Todo corpo finito possui caracteristica prima.

Demonstragao. Pela proposicao 3.1.3 basta mostrarmos que todo corpo finito possui
caracteristica positiva. Para isso, seja K um corpo finito e consideremos os multiplos
1,2-1,3-1, ... da unidade de K. Como K possui somente um nimero finito de
elementos distintos, temos que existem inteiros m, n € Z taisque 1 < m < n e

m-1=mn-1,ouseja, (n —m)-1=0 e assim K possui caracteristica positiva. B

Como exemplo de corpo finito com p elementos, onde p é um nimero primo,
temos o corpo Z, := Z/(p). Dado um ndimero primo p, sejam F, o subconjunto
{0,1,...,p — 1} dos inteiros e ¢ : Z, — F, a aplicagdo definida por ¢(a) = a, para
a=0,1,...,p — 1. Entao F,, com a estrutura de corpo induzida por ¢, é um corpo

finito, chamado corpo de Galois de ordem p.

Se K é um subcorpo de um corpo finito F,, sendo p um nimero primo,
entao K deve conter os elementos 0 e 1 e assim deve também conter todos os

demais elementos de IF,, ja que a adicao é uma operacao fechada em K.

Definigao 3.1.6. Sejam F' um corpo e K um subcorpo de F', com K # F. Entao
K é dito um subcorpo préprio de F'.

Definicao 3.1.7. Dizemos que um corpo F' é primo quando este nao contém

nenhum subcorpo préprio.

Pelo argumento acima, temos que o corpo finito F,, onde p é um ndmero
primo, ¢ um corpo primo. Um outro exemplo de corpo primo é o corpo QQ dos

numeros racionais.

O corpo F,, onde p ¢ um nimero primo, ainda desempenha um importante

papel na teoria dos corpos. Com efeito, todo corpo finito de caracteristica p contém
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uma “copia” de [F,, uma vez que o seu subcorpo primo ¢ isomorfo a [F),, conforme a

proposicao 3.1.8 a seguir.

Proposicao 3.1.8. O subcorpo primo de um corpo F' de caracteristica p, onde p é

um numero primo, é isomorfo a .

Demonstragio. Consideremos a aplicacao ¢ : Z, — I dada por ¢(n) =n-1. Em
primeiro lugar essa aplicacao esta bem definida. Com efeito, se m = m em Z,,
onde m e n sao dois inteiros, entao existe A € Z tal que n = m + Ap, de modo
quen-1l=m+Ap)-1=m-14+Ap)-1=m-1+X-(p-1) =m-1. Além
disso, a funcao ¢ ¢ um homomorfismo. Logo, sendo Z, e F' corpos, temos que ¢ é
um homomorfismo injetor e assim ¢(Z,) é um subcorpo de F isomorfo Z,. Como
qualquer subcorpo de F' contém 0 e 1, temos que qualquer subcorpo também ira

conter ¢(Z,). Logo ¢(Z,) é o subcorpo primo de F' e é isomorfo a F,,. [ |

Finalizamos essa secao apresentando um interessante resultado aritmético
da teoria dos corpos finitos, que pode ser demonstrado utilizando o Binémio de

Newton.

Proposicao 3.1.9. Seja F' um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p"™, n € N.
Sea,be F, temos que (a+b)? = a? £ 9.

Ainda, aplicando-se o principio da indugao e a proposicao 3.1.9, temos:

Corolario 3.1.10. Sejam F' um corpo finito de caracteristica p e ag, ..., a, elemen-
tos de F'. Se q = p", para algum r inteiro positivo, entio (ag+...+a,)? = al+...+al.

Além disso, se p(x) = ag + a1z + ... + a,z", entdo p(x)? = af + afx? + ... + alx™.
3.2 CARACTERIZACAO DOS CORPOS FINITOS

Lema 3.2.1. Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos.

Entao F possui ¢™ elementos, onde m = [F : K].

Demonstracao. Sabendo que F' pode ser visto como um espago vetorial sobre K,

temos que a dimensao do espago vetorial F' sobre o corpo K é finita, uma vez que
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F é um corpo finito. Colocando m = [F' : K|, temos que F' possui uma base sobre
K constituida por m elementos by, bo, ..., b,,. Assim, todo elemento de F' pode
ser escrito de forma tnica como aib; + asby + ... + a,,b,,, onde aq, ao, ..., a,, € K.
Para concluir a demonstragao, basta notar que, como K possui ¢ elementos, F

possui exatamente ¢ elementos. |

Teorema 3.2.2. Seja F' um corpo finito. Entdo F possui p" elementos, onde
p = char(F) en € a dimensao de F quando visto como um espago vetorial sobre o

Sew coTrpo primo.

Demonstracao. Como F' ¢ finito, sua caracteristica é um nimero primo p. Logo, o
subcorpo primo K de F' ¢ isomorfo a [F), e assim contém p elementos. O restante

da prova segue diretamente do lema 3.2.1. |

Proposicao 3.2.3. Se F' ¢ um corpo finito com q elementos, entdo, para todo

a € F, temos que a? = a.

Demonstracao. Se a = 0, entao a igualdade a? = a é satisfeita. Por outro lado, os
elementos nao nulos de F' formam um grupo multiplicativo de ordem ¢ — 1. Assim,
a’!'=1,Va e F, a+#0. Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por

a, teremos também a? = a, Va € F\ {0}, o que conclui a demonstragao. [ |

Proposicao 3.2.4. Se F' é um corpo finito com q elementos e K é um subcorpo

de F, entao o polinomio x4 — x € K[x] € fatorado em F[z] na forma

2—z=J](x—a)

a€F

e F' é um corpo de decomposicao de x? — x sobre K.

Demonstracio. O polindbmio ¢ — x de grau ¢ possui no maximo q raizes em F'.
Ainda, pelo proposi¢ao 3.2.3, temos que todos os elementos de F' sao raizes de
x?— . Assim, o polinémio z? — z fatora-se em F' e nao pode fatorar-se em nenhum
corpo menor, o que nos diz que F' é um corpo de decomposi¢ao do polinémio

! — . u
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Na sequéncia, serd apresentado o teorema de existéncia e unicidade dos

corpos finitos. Para tal, serdo fornecidas duas demonstragoes, uma teorica e

outra mais construtiva. Para a primeira forma de demonstracao, utilizaremos os

resultados até aqui desenvolvidos. J& para a segunda, serao necessarios os resultados

e definigoes a seguir.

Proposicao 3.2.5. Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(x) € Kx]| um

polindmio monico irredutivel de grau d. Consideremos o corpo F' = K|z|/{f(x)).

Entao temos que:

a) 1,7, 22, ..., 41 formam uma base de F' sobre K.

b) T =T em F.

¢) f(z) divide 29" — x em K|z].

— —, d—1 ~ .. ~ -
d) Os elementos T, T, ..., 0 de F sdo distintos e sio as raizes de f(z).

Demonstragio.  a) Dado p(x) € F, temos que existem polinémios ¢(z), r(z) em

b)

c)

K|z] tais que p(z) = q(x) f(x) + r(z), onde r(z) = 0 ou gr(r(z)) < d. Assim

p(x) = r(z). Como r(x) = ap + a1 + ... + a4_12%71, segue que

p(@) = g+ iz + o+ ag 1z = ag + T + ..+ aga T

o que mostra que {I, 7, 22, ..., 91} gera F sobre K. Agora, suponhamos

que ag + a1 T + ... + ag_12%1 = 0. Entao ap + a1z + ... + ag_12¢1 = 0, de
forma que f(x)|(ap+ a1 + ... + ag_1z¢). Como gr(f(z)) = d, isso s6 ocorre

=1 — (), ou seja, se ay = a; = ... = ag_1 = 0, de forma

se ag+aix+...+aqg—1x
que 1, 7, 22, ..., 41 é linearmente independente sobre K, o que conclui a

demonstracao.

Temos que F' é um corpo finito com ¢? elementos. Assim, pela proposicao

3.2.3, temos que 7 =7

Segue do item b.
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d) Consideremos o polindmio g(y) = (y —%)(y — z9)...(y — 7" ') € F[y]. Temos
do item b) que
9y = (' =) = 7). (g -7
= (' =)y -7y - )
=(y-7" )y -7)...(y =7 ) = (g(y))"-

Assim, se g(y) = by + b1y + ... + bgy?, temos que b; = bf, para todo i =0, ..., d.

)

d—1

Pela proposicao 3.2.4, temos que os coeficientes de g(y) pertencem a K, ou
seja, g(y) € K[y]. Como f(y) e g(y) possuem a raiz T em comum na extensao
F de K, temos que o seu mdc em Fy] é ndo constante e pertence a K[y]
(ver observacao 3.2.6 a seguir). Como f(y) ¢é irredutivel e ménico, entao
coincide com o mdc de f(y) e g(y), de forma que f(y) divide g(y). Sendo
f(y) e g(y) polinémios moénicos de mesmo grau, devemos ter f(y) = g(y).
Ainda, Pelo item ¢) dessa proposicao, sabemos que f(y) = g(y) divide y?* —y
em Ky, onde o tltimo polindmio nao possui fatores miltiplos em nenhuma
extensao de K. Logo as raizes =, 79, ..., 777" sdo duas a duas distintas, o

que completa a demonstragao.
[ |

Observacao 3.2.6. Essa observacgao visa fornecer uma explicacdo para uma das
passagens da demonstragdo da proposicdo 3.2.5. Sejam K um corpo e F' uma
extensao de K. Em virtude da unicidade do quociente e do resto na divisao
de polindmios em F[z], temos que dados dois polindémios f(z), g(x) € K|z], o
quociente e o resto de sua divisao em F[z] sdo os mesmos que em K[z|. Com isso,
pelo Algoritmo de Euclides temos que o mde de f(x) e g(z) em F[z]| coincide com

o mdc desses polindémios em K|[z].

Corolario 3.2.7. Sejam K wum corpo finito com q elementos e f(x) € K|x]

um polinomio irredutivel de grau d. FEntao d = min{j € N; 77 = Z}, onde
T € Klz]/(f(x)).
Demonstragdo. Segue do item d) da proposigao 3.2.5. |

Lema 3.2.8. Seja K um corpo qualquer. Dados m, n inteiros positivos, temos que

mde(z™ — 1, 2™ — 1) = gmdetmn) 1,
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Demonstragcio. Se m = n, entao o maximo divisor comum ¢é o polinébmio ™ — 1.
Caso contrario, suponhamos, sem perda de generalidade, que m < n. Pelo algoritmo
da divisdo em Z, temos que n = mq + r, onde 0 < r < m. Ja pelo algoritmo da

divisdo em K|x], temos que
" — 1= (2" = D) ("™ 2" ) f 2" — 1. (3.1)

Consideremos agora o Algoritmo de Euclides para o calculo do mdc de m e n:

n = mqg +1nr
m = TriQ2 + 179
Ts—1 = Ts(s + Ts—i—l

onde 141 = 0. Dessa forma mdc(m, n) = rs. Utilizando as igualdades anteriores,

temos que
2" =1 = (@™ —-1)Qi(x) + 2™ —1
2™ =1 = (2" = 1)Qz(x) + 2™ —1
gt =1 = (2" = 1)Qsp1 + 2" —1
onde Q;(z), i =1, ..., s+ 1, sdo polindémios como na equagao (3.1). Logo

de(l’m _ 1’ " — 1) =" 1= xmdc(m,n) _1.
|

Corolario 3.2.9. Seja K um corpo qualquer. Dados m, n, q inteiros positivos,

mde(m,n)

n m
temos que mde(x? — xz, 29 — x) = x4 — .

Demonstracao. Com efeito, pelo resultado anterior.

mde(z?" — z, 27" — x) =z mde(x? 7t — 1, 2771 - 1)
— g(zmde@ —ha" 1) )

mdc(n, m)

m(xqmdc(n’m)_l —1)=2a1 — .
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Lema 3.2.10. Sejam m, n, q inteiros positivos. Entdo (z7" — z)|(z?" — ) se, e

somente se, m|n.

Demonstragao. De fato, temos as seguintes equivaléncias:

m

(7 —2)|(27 — 2) mde(z?" —z, 29 —z) =27 — 2

mde(m, n)

x4

mde(m, n) =m

C A

m|n.
|

Proposicao 3.2.11. Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro

positivo. Em K[z temos a sequinte igualdade: 29" — x = [[ Ga(z), onde Ga(z) é
dln
o produto de todos os polinomios maonicos irredutiveis de grau d em K|z].

Demonstragio. Seja f(x) € Klz] um polindmio moénico irredutivel de grau d.
Como z¢" — x ndo possui fatores miltiplos (pelo mesmo argumento apresentado
na demonstracao da proposicao 3.2.5), basta provar que f(z) divide 29" — z se, e

somente se, d divide n.

Suponhamos que f(z)|(z¢" — x). Pela proposigao 3.2.5, temos
f(@)|mde(z® — z, 27" — ).

Como mde(z?" — z, 27" — x) = 29° — x, onde e = mde(n,d) < d, temos que
79 =T, o que pelo corolario 3.2.7 s6 ¢é possivel se e > d. Dessa forma, temos que
d = e = mde(n, d), donde d|n. Reciprocamente, se d|n, temos que (24" —z)| (27" —x).

Como f(z) divide 24" — 1z pela proposicio 3.2.5, segue que f(@)|(27" — ). [ |

Definigao 3.2.12. Seja K um corpo finito. Definimos I(n) como sendo o nimero

de polindmios monicos irredutiveis de grau n em K|[z].

Corolario 3.2.13. Seja K um corpo finito com q elementos. Entao, temos que

¢" =) dI(d).

dn
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Demonstragio. Basta comparar os graus dos polinémios na igualdade
1" —z =[] Ga(x).
d|
|

Teorema 3.2.14. Seja K um corpo finito com q elementos. Para cada nimero

natural n existe pelo menos um polinémio irredutivel de grau n em Klz].

Demonstra¢io. Para n = 1, temos que I(1) = ¢ > 0, pois existem ¢ possi-
bilidades para o coeficiente b em x+b e estes sdo exatamente os polinémios

monicos irredutiveis de grau 1. Para n = 2, temos que ¢ = I(1) + 2I(2),
¢ —q _ qlg—1)

donde 1(2) = 5 = i

1l=dy <..<ds <n,coms > 1, os divisores de n. Se K possuir ¢ elementos,

> 0. Suponhamos agora n > 2. Sejam

temos que

¢ =>"d I(d) = idi I(d;) +n I(n)
dn i=1

<Y O elfe)+nI(n)

i=1 eld;

= qui +n I(n)
i=1

ds
<> ¢ +nl(n)
i=0
qu+1 -1
] +nI(n) <q*™+nlI(n).
q —
Isso nos dé que nl(n) > ¢" —q% . Como d, divide n e d, < n, temos que n = \ d,,

com A > 1. Logo d, = n/\ < n/2 e ¢+t < ¢/**1. Dai,
nI(n) > q" —¢"*" =¢"(1 — ¢ /)
de forma que I(n) > 0. [

Teorema 3.2.15 (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos - Primeira Forma).
Para todo primo p e para todo inteiro positivo n existe um corpo finito com p"
elementos. Além disso, todo corpo finito com q = p" elementos é isomorfo ao corpo

de decomposi¢ao do polinomio x? — x sobre IF),.
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Demonstragio. (Existéncia) Para ¢ = p", consideremos o polinémio 2¢ — x € F,[z]
e seja [ um corpo de decomposi¢ao de x? — x sobre F,. Esse polinémio possui g
raizes distintas em F, j4 que a sua derivada é qz9' —1 = —1 # 0 em F,[z]. Seja
S ={a€ F;a? —a=0}. Entdo S é um subcorpo de F pois:

a) S contém os elementos 0 e 1;
b) a, b€ Simplicaem (a —b)?=a?—b! =a—beassima—beS;

c) Dados a, b€ S, b # 0, temos que (ab™)? = a?b™4 = ab™! e assim ab™! € S.

Por outro lado, x? — z deve se decompor em S ja que S contém todas a suas
raizes. Portanto F' = S e como S contém ¢ elementos, F' é um corpo finito com ¢
elementos.

(Unicidade) Seja F' um corpo finito com ¢ = p" elementos. Entdo F' possui
caracteristica p e assim contém I, como um subcorpo. Pelo proposicao 3.2.3, F
¢ um corpo de decomposicao de z? — x sobre F,. O resultado segue entao da

unicidade dos corpos de decomposicao apresentado no capitulo 1. |

Teorema 3.2.16 (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos - Segunda Forma).
Para todo primo p e para todo inteiro positivo n existe um corpo finito com p"
elementos. Ainda, dois corpos finitos com o mesmo numero de elementos sao

isomorfos.

Demonstragio. (Existéncia) Para todo niimero primo p e todo inteiro positivo n,
existe, pelo teorema 3.2.14, um polinémio irredutivel f(x) € IF, de grau n. Logo o
corpo F,/(f(x)) é um corpo finito com p™ elementos.

(Unicidade) Seja F' um corpo finito com p" elementos. Entao a caracteristica
de F' é p e F contém um subcorpo isomorfo a F, (proposicao 3.1.8). Assim, F'
¢ um espago vetorial de dimensao n sobre F,. Como F' ¢ um corpo finito com
p" elementos, temos pela proposicao 3.2.4 que todos os elementos de F' sao rai-
zes do polindmio z" — x. Seja f(x) € Fyz] um polindmio monico e irredutivel
de grau n, cuja existéncia estd garantida pelo teorema 3.2.14. Ainda, pela pro-
posi¢do 3.2.5 c), temos que f(z)|(2?" — z) em F,[z]. Logo, existe 3 € F tal

que f(B) = 0. Os elementos 1, 8, 5%, ..., 37! sao linearmente independentes
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sobre F,, pois, caso contréario, existiria um polinémio néo nulo r(z) € F,[z]
de grau menor do que o grau de f(z) tal que r(8) = 0. Pela observagao
3.2.6, temos que mdc(f(z), r(x)) # 1 em Fy[z]. Como f(z) é irredutivel, te-
riamos que ter f(z)|r(x), o que nao é possivel pois gr(r(z)) < gr(f(z)) = n.
Assim {1, 8, 52, ..., 87!} forma uma base de F sobre F,. Sabemos também
pela proposigio 3.2.5 a) que {1, 7, 22, ..., x"~1} é uma base de F,[z]/(f(z)) so-
bre F,. Definindo ¢ : F,[z]/(f(x)) — F pondo ¢(ap+ a1 + ... + ap_12" 1) =

ap + a1 + ... + a,_1 8", temos que ¢ estd bem definida. Com efeito, se

ap+ a1x + ... + ap_12" 1 = by + bz + ... + b,_12"" 1, entdo, para algum g(x) €
F,[z], temos que ag + a1 + ... + ap_12" ' — (bg + byz + ... + by,_12" 1) = f(x)g(2),
de modo que (ag+a18+ ...+ an_18""") = (bo+ b1+ ...+ b1 3"7") = f(B)g(B) = 0,
ou seja, ag+ a1 B+ ...+ ap_18" = by +bS+...+b,_15" L. Ainda, por construcio,
© é sobrejetora. Para completarmos a prova, resta-nos mostrar que ¢ preserva a
adi¢ao e a multiplicagdo. Pela lei de formacao da funcao ¢ é possivel perceber que
ela preserva a adicdo. Agora, dados u(z), v(z) € F,[z]/{f(z)), u(x), v(z) € Fylx],
existem ¢(x), r(z) € Fplz] tais que u(x)v(z) = f(z)q(z) + r(z), com r(x) = 0

ou gr(r(z)) < n. Logo, u(z)v(z) = r(x) e u(B)v(B) = r(B), o que mostra que
p(u(z)o(z)) = r(B) = u(B)v(B) = p(u(z))p(v(z)). u

Terminamos essa se¢do com a definicao de elemento primitivo de um corpo
finito.

Definicao 3.2.17. Um elemento a de um corpo finito F, é chamado elemento

primitivo se F} = {1, o, o?, ..., a7}, ou seja, a ordem de « é igual a ¢ — 1.

E possivel provar que todo corpo finito possui pelo menos um elemento

primitivo. Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada nas referéncias
[1] e [7].

3.3 EXTENSOES DE CORPOS FINITOS

Proposicao 3.3.1. Seja p um numero primo. Um corpo F' com p" elementos

contém um subcorpo K com p™ elementos se, e somente se, m|n. Nesse caso, existe
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um unico subcorpo com a referida propriedade, e seus elementos sao as raizes em

F do polinémio zP" — x.

Demonstragcio. Suponhamos que F' e K sejam corpos com p” e p™ elementos,
respectivamente. Sabemos que os elementos de F' sdo raizes do polindémio z*" — z,
enquanto os elementos de K sdo raizes do polinomio z?" —z. Dai temos que K C F
se, e somente se, (2P — z)|(2?" — x), o que, pelo lema 3.2.10, ocorre se, e somente

se, m|n. [ |

Corolario 3.3.2. Seja q uma poténcia inteira de um numero primo p e sejam
m, n inteiros positivos. O corpo Fyn contém um subcorpo isomorfo a Fym se, e
somente se, m|n. Neste caso, tal subcorpo € unico e seus elementos sao as raizes

m
de x¥ —x em Fym.

Demonstragio. Escrevamos ¢ = p". Entao ¢" = p™ e ¢"™ = p'"™. Como rm|rn se,

e somente se, m|n, temos que o resultado segue da proposicao 3.3.1. |

Proposicao 3.3.3. Sejam F um corpo finito, K um subcorpo de F' e 3 € F.

a) Se m = gr(irr(8, K)), entdo 1, 8, ..., ™! é uma base de K(3) sobre K.
Em particular, [K(5) : K] =m.

b) Se K possui q elementos, entdo 31" = 3 e B #* BY parai, =0, ..., m—1,
i # j. Além disso, irr(8, K) = (x — B)(z — B9)...(x — B9 ).

¢) Eziste o € F tal que F = K(«).

Demonstragio. a) Essa prova encontra-se na demonstragao do teorema 2.1.11.
b) A demonstracao desse item pode ser encontrada na referéncia [7].

¢) Se a é um elemento primitivo de F', entdo F' = K(«). [ |
3.4 RAIZES DA UNIDADE

Definicao 3.4.1. Uma raiz n-ésima da unidade num corpo F' ¢é uma raiz em F do

polinémio z" — 1.
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Proposicao 3.4.2. Sejam F' um corpo finito com q elementos e n um inteiro

positivo que divide ¢ — 1. Entdo existe um elemento v € F tal que

"= 1= (2~ 1)@ — )& — )l =",

onde 1, v, 72, ..., v* ! sdo dois a dois distintos.

Demonstracio. Seja o um elemento primitivo de F. Logo a? ™! =1 e o™ # 1 para
todo 0 <m < g— 1. Se n = 1, nada temos para provar. Suponhamos agora n > 2.
Escrevendo v = a5 € F, temos que 1, v, 72, ..., ¥"~! sio raizes de 2" — 1. Ainda,
essas raizes sdo duas a duas distintas, pois caso contrario, se v = 47 para algum

q—1
n

par de inteiros (i, j) tais que 0 <i < j < n —1, entdo aV™% =777 =1, 0 que

é uma contradicao, pois (j — i)q < q — 1. Isso conclui a demonstracao. |

Corolario 3.4.3. Seja K um corpo finito com q elementos e n um inteiro positivo
tal que mde(n,q) = 1. Entdo existem uma extensao F de K e um elemento v € F

n—l)

tais que x" — 1 = (x — 1)(x — ) (x —7?)...(x —y"7Y), com 1, v, 4%, ..., ¥ ! dois a

dois distintos.

Demonstracio. Se n = 1, nada temos para provar. Suponhamos agora que n > 2.
Como mdc(n, q) = 1, temos que § é invertivel em Z,. Sendo Z,, finito, entdao no
conjunto {g, ¢%, ¢°, ...} hé certas repeti¢oes. Sejam dessa forma i, j tais que ¢' = ¢
e j > i. Como q é invertivel, temos que g~* = (g~ ') € Z,,. Portanto d = j —i ¢ tal
que ¢¢ = 1. Seja m um inteiro positivo tal que g™ = 1. Entdo existe uma extensio
de K com ¢™ elementos. Assim n|(¢™ — 1), de modo que o resultado segue pela

proposicao 3.4.2. [ |

Observacao 3.4.4. Se no corolario 3.4.3 considerarmos m o menor inteiro positivo

que satisfaz g™ = 1, entao o corpo Fym serd o menor corpo onde 2" — 1 se fatora.

Definicao 3.4.5. Nas condi¢oes da observacao 3.4.4, denominados o corpo Fym de

corpo de raizes de " — 1.

Observacao 3.4.6. Se n e a caracteristica p de K nao sao primos entre si, podemos
escrever n = n'p", onde mde(n’, p) = 1. Assim, 2" — 1 = (2 — 1)?", de forma

que « é uma raiz n-ésima da unidade se, e somente se, o é uma raiz n’-ésima da
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unidade. Aplicando o coroléario 3.4.3, é possivel garantir que existe uma extensao F'
de K e um elemento v € F, raiz n’-ésima da unidade tal que 2" — 1 = (2" —1)?" =
[(z—1)(z—7)...(y" D], com 1, v, ¥, ..., 7" " raizes n'-ésimas da unidade duas

a duas distintas.

Definicao 3.4.7. Uma raiz n-ésima da unidade que nao é raiz m-ésima da unidade

para nenhum m < n serd chamada raiz n-ésima primitiva da unidade.
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4 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Neste capitulo apresentaremos alguns elementos da teoria dos cddigos corre-

tores de erros. Denotaremos por [F, o corpo finito com ¢ elementos.

4.1 INTRODUCAO AOS CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Vejamos que um idioma é um exemplo familiar de um cédigo corretor de
erros. Seja A o conjunto de todas as letras do alfabeto da lingua inglesa acrescido
do espaco em branco. Uma palavra desse idioma pode ser considerada como um
elemento do conjunto A%, onde 45 é o tamanho da palavra mais longa existente na
lingua inglesa. Nesse caso, estamos inserindo as letras dessa palavra nas primeiras
entradas da 45-upla e completando o restante com espagos em branco. Denotando
por I o conjunto de todas as palavras dessa lingua, o fato desse conjunto ser um
subconjunto préprio de A* faz, de certa forma, que I seja um cédigo detector
e corretor de erros. Para ilustrar tal fato, suponhamos que ao tentar escrever
uma palavra escrevamos “machematics”. Uma vez que essa palavra nao pertence
a I, é possivel detectar a ocorréncia de um erro e, como a palavra que “mais se
assemelha” a essa é “mathematics”, é possivel corrigir o erro cometido. Vale ainda
ressaltar que esse exemplo de codigo nao é muito eficaz. De fato, se pretendéssemos
escrever “let” e por algum motivo essa palavra fosse escrita como “get” ou “set”,
nao haveria possibilidade de detectarmos o erro. A razao disso é que nesse codigo

existem muitas palavras “préoximas” uma das outras.

A figura a seguir apresenta os elementos da teoria estudada.

FONTE

CODIFICADOR

— DA

FONTE

Figura 1 — Mecanismo dos cédigos corretores de erros

CODIFICADOR
DE
CANAL

CANAL

DECODIFICADOR
DE
CANAL

DECODIFICADOR
DA
FONTE

USUARIO
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O exemplo a seguir facilitard a compreensao dos elementos apresentados na

figura 1.

Exemplo 4.1.1. Consideremos a peca torre sobre um tabuleiro de xadrez e supo-
nhamos que seja possivel controlarmos o movimento dessa peca eletronicamente,
de forma que ao fornecermos um dos comandos Norte, Sul, Leste ou Oeste, a peca
se desloque para a casa adjacente indicada pelo comando. Os quatro comandos

acima poderiam ser codificados como os elementos de F3 da seguinte forma:
Norte — (0, 0) Sul — (1, 0)

Leste — (0, 1) Oeste — (1, 1).

O codigo anterior é denominado codigo da fonte. Suponhamos agora que esses
pares ordenados devam ser transmitidos via ondas de radio e que o sinal no caminho
possa sofrer interferéncias, de forma que seja possivel enviarmos a palavra (0, 0)
e recebermos a palavra (0,1). Neste caso, buscamos recodificar as palavras, de
modo a introduzir redundancias que permitam detectar e corrigir possiveis erros.

Podemos, por exemplo, recodificar as palavras anteriores da seguinte forma:
(0, 0) — (0,0,0,0,0) (1,0)+ (1,0,0, 1, 0)

(0,1) —(0,1,0,0,1) (1,1)— (1, 1,0, 1, 1).

Nessa recodificagao as duas primeiras posi¢des reproduzem o codigo da fonte e as
demais posi¢oes sao as redundancias introduzidas. Esse novo cédigo é denominado
c6digo de canal. Como exemplo temos os canais de radiofrequéncia, os canais de

microondas, cabos, fitas magnéticas e os discos de armazenamento.

O objetivo das préximas segOes sera apresentar alguns elementos tedricos
da deteccao e correcao de erros e da transformacao de codigos da fonte em codigos

de canal.

4.1.1 Meétrica de Hamming

Definigao 4.1.2. Um alfabeto A é um conjunto com um niimero finito de elementos.
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Até o inicio da secao 4.2, A ird denotar um alfabeto e a cardinalidade de A,
denotada por | A[, serd simbolizada por g.

Definicao 4.1.3. Um codigo corretor de erros é um subconjunto préprio de A,

para algum nimero natural n.

Queremos agora atribuir um sentido mateméatico para a proximidade das

palavras de um codigo. Para isso, consideremos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4.1.4. Dados dois elementos v = (uy, ..., uy,) € v = (vy, ..., v,) em A",

a distancia de Hamming entre u e v é definida como
d(u, v) = |{i; u; # v;, 1 <i < n},
onde |B| denota a cardinalidade do conjunto B.

A partir de agora, d(u, v) ird denotar a distancia de Hamming entre u e v.

Exemplo 4.1.5. Consideremos o alfabeto como sendo o conjunto F5 e consideremos,
na notacao da definicao 4.1.4, n = 5. Se considerarmos o c6digo de canal do exemplo

4.1.1, temos que
d((1,0,0,1,0),(0,1,0,0,1)) =4

d((0, 0, 0, 0, 0),(0, 1, 0, 0, 1)) = 2.

Proposicao 4.1.6. A distancia de Hamming é uma métrica.

Demonstragcio. Com efeito, seja n € N. Se d : A" x A" — R é a distancia de

Hamming, entao d satisfaz:

a) Positividade: d(u, v) >0, Vu, v € A"

A cardinalidade de um conjunto é sempre um nimero inteiro nao negativo.
b) Simetria: d(u, v) = d(v, u), Vu, v € A"

De fato, d(u, v) — |{is u £ v 1 < i <}l = |{is v £ s 1 < 0 < n}| =
d(v, u).
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¢) Desigualdade Triangular: d(u, v) < d(u, w) + d(w, v), YVu, v, w € A"
De fato, dados u, v € A", a contribuicao das i-ésimas coordenadas para
d(u, v) é igual a zero, se u; = v;, e igual a um, se u; # v;. Assim, dado
w € A", se a contribuigdo das i-ésimas coordenadas para d(u, v) for zero,
teremos que essa contribuicao é sempre menor ou igual as contribuicoes das
i-ésimas coordenadas para d(u, w) + d(w, v) (=0, 1, 2). Se a contribuicao
das i-ésimas coordenadas para d(u, v) é um, temos que u; # v;, de modo que
nao ¢ possivel termos u; = w; e v; = w;, o que nos da que a contribuicao das
i-ésimas coordenadas para d(u, w) + d(w, v) é sempre maior ou igual a um,

que é a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas para d(u, w) + d(w, v).

Observacao 4.1.7. Em virtude da proposicao 4.1.6, temos que a distancia de

Hamming é muitas vezes também chamada métrica de Hamming.

Definicao 4.1.8. Sejam n € N, a € A" et > 0, t € R. Definimos o disco e a

esfera de centro a e raio t como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a, t) ={u € A" d(u, a) < t}

S(a, t) ={ue A" d(u, a) = t}.

Lema 4.1.9. Para todo a € A" e para todo numero natural r > 0, temos que

.
D=3 (M-
=0
Demonstragio. Mostremos inicialmente que |S(a, i)| = (’Z) (¢ — 1)". Com efeito,
S(a, i) = {u € A™; d(u, a) = i} implica que se u € S(a, ©), entdo u possui i entradas
que sao distintas das respectivas entradas de a. Assim, para determinarmos o
nimero de elementos de S(a, i), pelo principio multiplicativo, basta conhecer o
numero de possibilidades de se escolher ¢ entradas entre n e multiplicar pelo ntimero
de possibilidades de se preencher essas ¢ entradas de modo a garantir que todas sejam
distintas das respectivas entradas em A. Isso nos da o resultado desejado. Ainda,

S(a, i)NS(a, j) =0, sei # j. Logo |D(a, r)| = i |S(a, i)] = i <7Z> (¢g—1)" =

i=0 =0
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Definigao 4.1.10. Seja C' um codigo. A distdncia minima de C' é o niimero
d = min{d(u, v);u, v € Ceu # v}.

Exemplo 4.1.11. Se considerarmos o codigo de canal do exemplo 4.1.1, é possivel

perceber que a distancia minima é 2.

Defini¢ao 4.1.12. Dado um cédigo C' com distancia minima d, define-se x =

d—1 o .
—5 | onde [t] representa a parte inteira do niimero real t.

Lema 4.1.13. Seja C um cédigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢ sdo palavras
distintas de C, entio D(c, k) N D(c, k) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista z tal que x € D(c, k) N D(¢, k). Entao
d(z, ¢) < ked(z, d) < k,oqueresultaem d(c, ') < d(c, z)+d(z, ) < 2k < d—1.

Mas isto é uma contradicao, pois a distancia minima do codigo é d. |

Teorema 4.1.14. Seja C' um cédigo com distancia minima d. FEntao C pode

L d—1 ,
corrigir até Kk = 5 erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracdo. Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do codigo cometemos t erros,
com t < R, recebendo a palavra r, entdo d(r, ¢) < k. Pelo lema 4.1.13, temos que
a distancia de r a qualquer outra palavra de C' é maior do que x. Isso determina c
univocamente a partir de r. Sendo a distdncia minima do codigo igual a d, podemos
introduzir até d — 1 erros sem encontrar outra palavra do cédigo (pois assim a
palavra r recebida tera distancia para ¢ menor ou igual a d — 1 e, portanto, nao ira

pertencer ao c6digo). [ |

Exemplo 4.1.15. No cédigo do exemplo 4.1.1, como d = 2, temos que ¢é possivel

detectar até 1 erro, mas nao é possivel corrigir erros.

Definigao 4.1.16. Sejam C' C A™ um codigo com distdncia minima d e Kk =
[d;ﬂ O cédigo C serd dito perfeito se | J D(ec, k) = A™.

ceC
Observagao 4.1.17. Um codigo C sobre A possui trés pardmetros fundamentais
[n, M, d] que sdo, respectivamente, o seu comprimento, o seu niimero de elementos

e a sua distancia minima.
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4.1.2 Equivaléncia de Cdédigos

Definicao 4.1.18. Seja n € N. Dizemos que uma funcao F' : A" — A™ é uma
isometria de A™ se ela preserva distdncias de Hamming, isto é, se d(F'(x), F(y)) =

d(xz,y),Vx,ye A"

Proposicao 4.1.19. Toda isometria de A™ é uma aplicacio bijetora.

Demonstragdo. Seja F' : A" — A™ uma isometria. Dados z, y € A" tais que
F(z) = F(y), temos que, d(F(x), F(y)) = d(F(z), F(z)) = 0. Mas F é uma
isometria e assim d(z, y) = d(F(z), F(y)) = 0, de forma que x = y. Logo F
¢ injetora. Como A" é finito, segue que F é sobrejetora. Portanto, F' é uma

bijecao. |

Proposicao 4.1.20. Sejam F e G isometrias de A" e I : A" — A" a funcgao
identidade. Entdo:

a) I é uma isometria de A™.
b) F~1 é uma isometria de A™.

c) F oG éuma isometria de A™.

Demonstragio. a) Segue diretamente da defini¢ao da funcgao identidade.
b) Sendo F' uma isometria temos que F' é uma bijecao e dessa forma possui uma

inversa F~!. Assim, dados z, y € A" temos que

c) Dados z, y € A", temos que
d(FoG(z), FoG(y)) = d(F(G(x)), F(G(y))) = d(G(z), Gy)) = d(z, y)
pois F' e GG sdo isometrias. |

Definicdo 4.1.21. Sejam C e C' C A" cbdigos. Dizemos que o cédigo C' é

equivalente a C” se existir uma isometria F' de A™ tal que F(C) = C".
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Proposicao 4.1.22. A equivaléncia de codigos € uma relagio de equivaléncia.

Demonstracao. Com efeito:

a)

A equivaléncia de c6édigos é uma relagao reflexiva.
Pela letra a) da proposigao 4.1.20, todo cédigo C' é equivalente a si mesmo,

pois I(C') = C, onde I é a aplicagao identidade.

A equivaléncia de cédigos é uma relacao simétrica.

De fato, pela letra b) da proposicao 4.1.20, temos que se F' é uma isometria,
entdo F~! é uma isometria. Assim, se C' e C" sdo cédigos de A™ tais que
Cé equivalente a (', entao existe F' isometria tal que F(C) = C’, de forma
F~1(C") = C, ou seja, C" ¢é equivalente a C.

A equivaléncia de c6digos é uma relacao transitiva.

De fato, utilizando a letra c¢) da proposicao 4.1.20, temos que se C, C’, C”
sao codigos de A™ tais que C' é equivalente a C" e C" é equivalente a C”, entao
existem isometrias F' e G satisfazendo F(C) = C" e G(C") = C”, de modo
que Go F(C) =G(F(C)) = C", ou seja, C' ¢é equivalente a C”.

Observagao 4.1.23. Decorre da definicdo que dois codigos equivalentes possuem

0S mesmos parametros.

Exemplo 4.1.24. Apresentaremos aqui dois exemplos importantes de isometrias.

a) Se f: A — A éuma bijecdo e ¢ é um nimero inteiro tal que 1 < ¢ < n, entdo

a aplicagao T} : A — A", dada por
T}(alv L) an) = (ah ey (i1, f(ai)7 Q15 -ees an)a
¢ uma isometria.
Com efeito, sejam u, v € A" tais que u = (uy, ..., up) € v = (v, ..., Uy).
Entao
d(Tj(u), Tj(v)) =

d((“la ceey Uj—1, f(ul)v ui-i—la ...,Un), (Ul7 ceny Vi1, f(vi)a Ui—i-la ...,Un)).
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Como f é uma bijecao, se f(u;) = f(v;), entdo u; = v;. Como f é uma fungao,
se f(u;) # f(v;), entdo u; # v;. Logo a contribuigao de f(u;) e f(v;) para
d(T}(u), T}(v)) é a mesma que seria obtida se substituissemos f(u;) por u; e

f(v;) por v;. Portanto
d(T3(u), THv)) = d((u1, ..., un), (v1, ..y vy)) = d(u, v).

b) Sejam I, := {1, ..,n} e m : I, — I, uma bijegdo (7 é chamada uma
permutagao). A aplicacdo permutacao de coordenadas, T, : A" — A", dada
por Tr(aq, ..., an) = (Ar(1); -y Gr(n)), € UMa isometria.

De fato, sejam u, v € A", u = (uy, ..., u,) € v = (vq, ..., v,). Entao

d(TW(U)7 TW(U)) = d((uﬂ-(l), ceey uw(n)); (Uﬂ(l)’ e fuﬂ(n)>>
= |{7T<i>;uﬂ(i) # Ur(i), 1 <1< n}|

Como 7 é uma bijecao, temos que

{7(0);ur() # Vrayy L <E<n} = {17 =7(0), Un(i) 7 Vn(i), 1 <0 <0}
= {jiu; #v;, 1 <j<nh
Logo (T, (u), Tx(v)) = d(u, v).
Teorema 4.1.25. Seja F': A" — A™ uma isometria. Entdo existem uma permu-
tagdo 7 de I, e bijecoes f; de A, 1 =1, ..., n, tais que F =T, o T}l o..oT}.
Demonstragao. Essa demonstragdo pode ser encontrada na referéncia [7]. |

Corolario 4.1.26. Sejam C e C' dois codigos de A™. Temos que C' e C' sao

equivalentes se, e somente se, existem uma permutacao w de I,, e bijecoes fi, ..., fn

de A tais que C" = {(fr1)(Zx1))s -r frm)(@zm))); (21, .., Tn) € CF.

O corolario 4.1.26 motiva o resultado a seguir.

Proposicao 4.1.27. Dois codigos de comprimento n sobre um alfabeto A sao
equivalentes se, e somente se, um deles pode ser obtido do outro mediante uma

sequéncia de operacoes do tipo:
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a) Substituicao das letras numa dada posi¢io fiza em todas as palavras do cidigo

por meio de uma bijecao de A.

b) Permutacdo das posicoes das letras em todas as palavras do cddigo, mediante

uma permutagdo fixa de I,.

4.2 CODIGOS LINEARES

4.2.1 Primeiras Defini¢coes e Propriedades

Consideraremos a partir de agora o nosso alfabeto como sendo o corpo finito
[Fy. Assim, para cada nimero natural n, obtemos um espaco vetorial [ sobre F,

de dimensio n.

Definigao 4.2.1. Dizemos que um codigo C' C Fy ¢ linear se C' for um subespago

vetorial de IF;‘.

Exemplo 4.2.2. O codigo apresentado no exemplo 4.1.1 é um cddigo linear. Com
efeito, o alfabeto neste exemplo é o corpo Fy e 0 codigo é o subespago vetorial de

5 imagem da transformacdo linear T : F3 — F3 dada por
T(x1, x2) = (21, 22, 0, 71, T2).

Observacao 4.2.3. Iremos relacionar agora o nimero de elementos de um codigo
linear C' sobre F, com a dimensao k desse cddigo. Para isso, seja {v1, ..., vx} uma
base de C' sobre IF,. Entao todos os elementos de C' sao da forma A\jv; + ... + A\gvy,
onde \; € F,, Vi =1, ..., k, de modo que C possui ¢” elementos. Dessa forma,

temos que k = log,M, onde M := |C| = ¢*.

Definigao 4.2.4. Dado z € F}, temos que o peso de x ¢, por defini¢ao, o nimero
inteiro w(x) := |{4; x; # 0, 1 <i < n}l.

Observacgao 4.2.5. Com base na defini¢ao 4.2.4, temos que w(z) = d(z, 0).

Definigao 4.2.6. Dado C C Fy um cédigo linear, define-se o peso de C' como
sendo w(C) := min{w(x);x € C'\ {0}}.

Proposigao 4.2.7. Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Entdo:
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(I) VZL', /S FZ7 d([L’, y) = W(ZL’ - y)

b) d=w(C).
Demonstrac¢io. a) Com efeito, temos que

d(z, y) = [{i; @i # yi}| = {is 2 — 4 # 0} = w(z — ).

b) Tal afirmagao segue do fato de que para todo par de elementos x, y em C' com
x#y, temse z=o—y € C\{0}ed(x, y) =w(z). [ |

Observacao 4.2.8. Em virtude da proposicao 4.2.7, temos que, em codigos lineares,

a distancia minima serd muitas vezes também denominada de peso do c6digo linear.

Exemplo 4.2.9. Descricao de um cédigo linear como ntcleo e como imagem de

uma transformacao linear

a) Representagdo de um cédigo linear C' como imagem de uma transformagao

linear (ou forma paramétrica do subespago C').

Seja {v1, ..., vy} uma base de C. Consideremos T : IF’; — [, dada por
T(xy, ..., x) = x101 + ... + 2vE. Temos que T' é uma transformacao linear
injetora. Além disso, C'= Im(T). Dessa forma, fornecer um cédigo C' € Fy de

dimensao k é equivalente a dar uma transformacao linear injetora T : IF’; — Iy
e definir C' = Im(T).
b) Representagdo de C' como ntcleo de uma transformagao linear.

Sejam C’ um subespaco de Fy tal que C® C" =} e {vy, ..., v,_} uma base
de C'. Dado v € ', podemos escrever v como v = Y101 + ... + Yp—kUn—k-
Consideremos H : C & C' — FZ"“ dada por

T(+ ) = T(u+ 101 + - + YnkVk) = (1 - Ynot)
Temos entdao que H é uma transformacao linear cujo ntcleo é C.

Definigao 4.2.10. Sejam C' e C’ dois cédigos lineares em Fy. Dizemos que C e

('’ sdo linearmente equivalentes se existir um isometria linear 7" : [y — F} tal que

T(C) = C".
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Observagao 4.2.11. Se 7 é uma permutacao de [,,, entdao a aplicagdao T, : A" —
A", dada por, Tr(aq, ..., an) = (arq), -, r(n)) € linear. Temos também que se
fi:Fg—=TF, i=1, .., n,sao bijecoes e T} A" — A" 1 =1, ..., n, sao aplicagoes
dadas por T}(al, oy Q) = (a1, .y a1, fla;), aiy1, ...y ay), entao TTronl1 o..oT}
é linear se, e somente se, cada f; é linear. Ainda, temos que uma fungao f : F, — IF,
¢ linear se, e somente se, existe um elemento ¢ € F, tal que f(z) = cx, Vo € F,.
Das observagoes anteriores e do corolario 4.1.26 temos que dois cddigos lineares C' e
(' sao linearmente equivalentes se, e somente se, existem uma permutagao 7 de I,

e elementos ci, ..., ¢, € Fy tais que C" = {(c1Z=), -y Colr(n)); (@1, ...y ) € CF.

A observagao 4.2.11 nos leva ao resultado a seguir.

Proposicao 4.2.12. Dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se, e so-
mente se, cada um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de

operacoes do tipo:

a) Multiplica¢io dos elementos numa dada posigio fixa por um escalar nao nulo

em todas as palavras.

b) Permutagdo das posicoes de todas as palavras do cédigo, mediante uma per-

mutagdo fixa de I,.
4.2.2 Matriz Geradora de um Cédigo

Definigao 4.2.13. Seja C' C F um c6digo linear. Chamaremos de parametros do
cédigo linear C' a terna (n, k, d), onde k ¢ a dimensao de C' sobre F,, e d representa

a distancia minima de C.

Definigao 4.2.14. Seja C' C F} um cddigo linear. Se B = {vy, ..., vy} é uma base

ordenada de C', consideremos a matriz

U1 V11 V12 ... Uip

Vg Vk1 Vk2 - Ukn

A matriz G é chamada matriz geradora de C' associada a base B.
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Observagao 4.2.15. Sejam C' C Fy um co6digo linear e G a matriz geradora de
C' associada a base ordenada B = {vy, ..., vx}. Seja T : IE"; — [} a transformagao
linear injetora dada por T'(z) = #G. Entdao T(F}) = C, de modo que é possivel
considerar, de acordo com o que foi introduzido no exemplo 4.1.1, IF’; como sendo
o c6digo da fonte, C' o cddigo de canal e T' uma codificagao. Reciprocamente, é
possivel construirmos codigos a partir de matrizes cujas linhas sejam linearmente
independentes. De fato, se G é uma matriz que satisfaz essas condigoes, é possivel
definirmos um c6digo como sendo a imagem da transformagao linear 7T : F’; — Iy
dada por T'(x) = zG.

Observacao 4.2.16. Como duas bases de um certo espago vetorial podem ser

obtidos uma da outra através de uma sequéncia de operacoes do tipo:

e Permutacao de dois elementos da base;
e Multiplicagao de um elemento da base por um escalar nao nulo;

e Substituicao de um elemento da base por ele mesmo somado com um muiltiplo

escalar de outro vetor da base

temos que duas matrizes geradoras de um codigo linear C' podem ser obtidas uma

da outra por uma sequéncia de operagoes do tipo:

e Permutacao de duas linhas da matriz;
e Multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo;

e Substituicdo de uma linha por ela mesma somada com um miultiplo escalar

de outra linha.

Exemplo 4.2.17. Consideremos K = I, e seja

Q

Il
o O =
S = O
_ o
_ = O
o O =
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Se T : Fy — T} for dada por T(x) = zG, é possivel obtermos um cédigo C
definindo C := T(F3). Assim, temos, por exemplo, que T'(1,1,0) = (1, 1, 1, 1, 1).
Suponhamos agora que tenha sido dada a palavra (0, 1, 0, 1, 0) do cédigo de canal
e pretendemos encontrar a respectiva palavra do cédigo da fonte. Para isso, temos

que resolver o sistema G = (0, 1, 0, 1, 0), ou seja,

%1:0
1’2:1
{L’1+CL’3:O

To+ a3 =1

cuja solucao é dada por z1 = x3 = 0 e o = 1. Esse sistema de equacoes é um
sistema simples de ser resolvido, fato que nao ocorre de uma forma geral. Contudo,
realizando uma sequéncia de operagoes do tipo indicado na observagao 4.2.16, é

possivel encontrarmos a matriz

1 0011
G=[01010
00110

geradora do mesmo cédigo C'. Com essa nova matriz, para determinarmos os
vetores do cddigo da fonte olhando apenas para os vetores do cédigo de canal, basta

considerarmos as trés primeiras entradas dos vetores dos cédigos da fonte.

Definigao 4.2.18. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo C' C Fy de
dimensao k estd na forma padrao se G = (Idg|A), onde Idj é matriz identidade

k x ke A é uma matriz de ordem k x (n — k).

Observagao 4.2.19. Fixado um cédigo linear C', nem sempre é possivel encon-
trarmos uma matriz geradora para este codigo que esteja na forma padrao. Como

exemplo desse fato, temos o c6digo em F5 de matriz geradora dada por

0010 1
000T10]
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Contudo, quando permutamos também as colunas da matriz anterior, é possivel

obtermos a matriz

1 0001
01 000
que é a matriz geradora de um cédigo C” equivalente a C.

A observacgao acima nos mostra que, se além das operacoes apresentadas na

observacgao 4.2.16, acrescentarmos

e Permutacao de duas colunas;

e Multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo.

¢é possivel obter o seguinte resultado.

Teorema 4.2.20. Dado um cddigo C, existe um codigo equivalente C' com matriz

geradora na forma padrdo.

Demonstracao. A ideia dessa demonstragao foi apresentada na observacao 4.2.19.

Uma prova formal deste resultado pode ser encontrada na referéncia [7]. n

4.2.3 Cobdigos Duais

Definigdo 4.2.21. Sejam u = (uy, ..., u,) € v = (v1, ..., v,) elementos de Fy.

Definimos o produto interno de u e v como sendo (u, v) = u1vy + ... + UpUy.

Observacao 4.2.22. A operacao definida acima possui as propriedades usuais de

produto interno, isto é, é uma operacao simétrica e bilinear.

Definigao 4.2.23. Seja C' C Fy um co6digo linear. Definimos
C’l:{vEFZL; (u,v) =0,Vu e C}.

Lema 4.2.24. Seja C' C Fy um cédigo linear com matriz geradora G. Entdo
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a) C*+ é um subespago vetorial de Fy;

b) r € Ct & Gt =0.

Demonstragio. a) Em primeiro lugar, C*+ # (), pois a n-upla com todas as entradas

nulas pertence a C*. Sejam agora u, v € C*+, z € C e X € F,. Entdo
(u+ v, ) = (u, ) + Mv, z) =0,

0 que mostra que u 4+ Av € C*. Portanto C'* é um subespaco vetorial de F}.

b) (=) Seja x € C*. Entdo, para todo u € C, {u, ) = 0. Em particular,
para todas as linhas de G, vy, ..., vg, que constituem uma base de C, temos que
(v;, x) = 0,4 € {1, ..., k}. Logo,

(v, x) 0
Ga' = : =
(g, ) 0

(<) Se Gz = 0, entdao x é ortogonal a todos os elementos de uma base de C. Pela

bilinearidade do produto interno, temos que = é ortogonal a todos os elementos de

C. Logo x € C+. [ |

O lema 4.2.24 nos diz que o conjunto C* é também um cédigo linear.

Definicao 4.2.25. Seja C' C F; um codigo linear. Entao o codigo linear Cté
chamado c6digo dual de C.

Proposigao 4.2.26. Seja C C Fy um cddigo de dimensao k com matriz geradora
G = (Idi|A) na forma padrao. Entao

a) dim(C*) =n —k.

b) H=(-A'ld, ) é uma matriz geradora de C*.

Demonstragio. a) Pelolema 4.2.24, & = (x4, ..., 7,,) € C* se, e somente se, Gz = 0.
Ainda
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[ T + a,(:llxkﬂ + ...+ agll)mn
(Idp|A)x" =0 < : =0
| Tk T+ a,(fglxkﬂ + ...+ ag“)xn
i 1 ] Lh+1
& +A =0
K T
[ T1 ] Tp41
& =-A
| Tk | Tn

Portanto, C possui ¢"* elementos, que sdo justamente as possiveis escolhas de

Thtt, -y Tn. Logo C* tem dimensdo n — k.

b) Como as linhas de H sao linearmente independentes em virtude do bloco Id,,_y,
temos que essas geram um subespaco de dimensao n — k. Ainda, as linhas de H
sao ortogonais as linhas de GG, de forma que o espago gerado pelas linhas de H esta
contido em C+. Agora, uma vez que esses subespacos tém a mesma dimensdo, eles

coincidem, o que mostra que H = (—A!|Id,_;) é uma matriz geradora de C+. W

Lema 4.2.27. Seja C' um cddigo linear em Fy. Para toda permutagio o de

{1, ..., n}, para todo X\ € F,\ {0} e para todo j =1, ..., n, temos que
a) (T,(C)* = T,(CH);
b) (T(C)*F =T{.(CH).

Demonstragio. a) Sejac = (ci, ..., ¢,) € (T,(C))*. Entédo, dado u, € T,(C), temos
que Uy = (Ug(1), -y Uo(n)), ONde u = (uy, ..., u,) € C, de modo que (c, u,) = 0.

Mas dessa forma, c,-1 = (¢,-1(1); -y Co-1(n)) € C*, pois
(¢, ug) =0 = (Co—1, Ug—105) = (Co-1, u) =0,

onde u € C' é fixo, mas arbitrario. Logo, concluimos que ¢ = T,(c,-1) € T,(C4).

Reciprocamente, dado ¢, € T,(C*), temos que ¢, = (Co(1)s -y Con)), sendo
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que ¢ = (c1, ..., ¢,) € Ct. Dai, dado uy = (Up(1)s -y Uom)) € T,(C), onde

u = (uy, ..., up) € C, temos que (¢y, uy) = (¢, u) = 0.

b) Seja ¢ = (c1, ..., cn) € (TL(C))*. Entdo, dado uy € TJ(C), temos que
Uy = (U, ooy Ujo1, AU, Ujpr, ooy Up), onde u = (uy, ..., u,) € C, de modo que
(¢, up) = 0. Mas dessa forma, ¢y = (1, ..., ¢j_1, A}, Cji1, -y Cn) € CF, pois
(cx, u) = (¢, up) = 0. Concluimos que ¢ = TY_,(cx) € T, (CF), pois u é arbitrario.

Reciprocamente, dado cy-1 € T/{_I(C’L), temos que
~1
C\—1 = (Cl, vy Cj—1, A Cj, Cjg1y «ny Cn),

onde ¢ = (c1, ..., ¢,) € C*. Dado uy = (U1, «oy Uj—1, AU, Uj1, ooy Up) € T (C),

onde u = (uy, ..., u,) € C, temos que {cy-1, uy) = (¢, u) = 0. [ |

Proposigao 4.2.28. Sejam C' e D dois cédigos lineares em Fy. Se C' e D sao

linearmente equivalentes, entdo C+ e D+ sdo linearmente equivalentes.

Demonstracao. Se C' e D sao codigos linearmente equivalentes, entao existem uma
permutacgio o de {1, ..., n} e cy, ..., ¢, € Fy\ {0} tais que D = T, 0T o...oT? (C).

Dai, pelo lema 4.2.27 temos que o resultado segue, pois
DY = (T, 0T o..oT!(C))" =T,o0 T,oro0..0 T (Ch).
[ |

Corolario 4.2.29. Seja D um cddigo linear em ¥y de dimensdo k. Entdo D+ ¢

um codigo de dimensdo n — k.

Demonstracao. Pelo teorema 4.2.20, o cbédigo D é equivalente a um cédigo C,
também de dimensao k, com matriz geradora na forma padrao e, portanto, pela
proposigao 4.2.26, segue que dim(Ct) =n — k. Pela proposigao 4.2.28, temos que

D+ é equivalente a C'*, e, dessa forma, também tem dimensdo n — k. |

Lema 4.2.30. Suponhamos que C' seja um codigo de dimensao k em Ty com matriz
geradora G. Uma matriz H de ordem (n — k) X n com coeficientes em IF, e com

linhas linearmente independentes é uma matriz geradora de C* se, e somente se,

GH'=0.
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Demonstragao. Com efeito, as linhas de H geram um subespaco vetorial de Fy
de dimensao n — k, que é a dimensdo de C*. Por outro lado, representando por
hi, ..., hy_r € por gi, ..., gi, respectivamente, as linhas de H e de G, temos que
(GH"Y);; = (gi, hj). Portanto, GH' = 0 equivale a dizer que todos os vetores do
subespaco gerado pelas linhas de H estdo em C*. Por outro lado, esse subespaco
tem a mesma dimensdo de C+. Logo GH! = 0 se, e somente se, C* é gerado pelas
linhas de H. [ |

Corolério 4.2.31. Seja C um cédigo linear. Entdo (C+)*+ = C.

Demonstracio. Sejam C' e H, respectivamente, as matrizes geradoras de C' e C+.
Logo GH' = 0. Assim 0 = (GH")" = (H")'G"' = HG". Isso mostra que G é a

matriz geradora de (C+)*, donde segue o resultado. |

Proposicao 4.2.32. Seja C' um cddigo linear e suponhamos que H seja uma matriz

geradora de C+. Temos dessa forma que v € C' se, e somente se, Hv' = 0.

Demonstragio. De fato, pelo lema 4.2.24, temos que v € C' = (C+)* se, e somente
se, Hv' = 0. [

Definigao 4.2.33. Seja C um cédigo linear. A matriz H geradora de C* é chamada
de matriz teste de paridade de C.

Definigao 4.2.34. Dados um cédigo linear C' com matriz teste de paridade H e

um vetor v € Fy, chamamos o vetor H v! de sindrome de v.

Exemplo 4.2.35. Seja C' o cédigo sobre Fy com matriz geradora

)

I
o O =
oS = O
_ o O
S = =
—_ O =
—_ = O

Como G esta na forma padrao, temos, pela proposicao 4.2.26, que a matriz teste

de paridade H é dada por
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=

Il
S = =
_ O
= O
o O =
S = O
= o O

Sejam u = (1,0,0,1,1,0) ev = (0, 0,0, 1, 1, 0) € FS. Entao

Hu' =

o o o
)
A
I
—_

fato que nos dé que v € C, mas v ¢ C.

Proposicao 4.2.36. Seja H uma matriz teste de paridade de um codigo C'. Temos
que o peso de C' € maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de

H sdo linearmente independentes.

Demonstrag¢io. (=) Suponhamos que w(C') > s e que H tenha s — 1 colunas linear-
mente dependentes, a saber h'', h'2, ..., h's=1. Dal, existiriam ¢;,, ¢y, ..., ¢;,, € F,

nao todos nulos tais que
ci,h™ +ci,h” + ...+ ¢ b =0.

Portanto (0, ..., ¢y, ..., ¢i,_,, ...) € C e consequentemente w(C) < s —1< s, 0
que seria uma contradi¢ao. Portanto quaisquer s — 1 colunas de H devem ser
linearmente independentes.

(<) Seja ¢ = (cy, ..., ¢,) uma palavra nao nula de C' e sejam h', ..., h™ as colunas
de H. Como Hc! = 0, temos que 0 = Hc! = Zn:cihi. Sabendo que w(c) é o

i=1
nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se w(c) < s — 1, terfamos pela

igualdade anterior uma combinagao linear nula de um nimero ¢ de colunas de
H, com 1 <t < s—1, 0 que é uma contradicdo. Logo w(c) > s e, portanto,
w(C) = s. [ |

Teorema 4.2.37. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos
que o peso de C € igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao

linearmente independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.
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Demonstrag¢io. (=) Supondo w(C) = s, temos, pela proposicao 4.2.36, que todo
conjunto de s — 1 colunas de H ¢é linearmente independente. Por outro lado,
devem existir s colunas linearmente dependentes, pois caso contrario, pela mesma
proposigao citada acima teriamos w(C) > s + 1.

(<) Pela proposigao 4.2.36, temos que w(C) > s. Mas w(C) nao pode ser maior do
que s, pois neste caso, novamente pela proposicao 4.2.36, terfamos que quaisquer s

colunas de H sao linearmente independentes, o que é uma contradicao. [ |

Corolario 4.2.38 (Cota de Singleton). Os parametros (n, k, d) de um codigo

linear satisfazem a desigualdade d < n —k+ 1.

Demonstragcio. Se H é uma matriz teste de paridade, entao ela tem posto n — k.
Pelo teorema 4.2.37, temos que se a distancia minima de C' é d, entao quaisquer
d — 1 colunas de H devem ser linearmente independentes e devem existir d colunas
de H linearmente dependentes. Como posto de H é n — k, temos que existe
pelo menos um grupo de n — k colunas de H linearmente independentes e que
qualquer quantidade maior de colunas é linearmente dependente. Assim, podemos
ter d—1 = n—k, se quaisquer n — k colunas de H forem linearmente independentes,
oud—1 < n—Fk se existir um grupo de n— k colunas de H linearmente dependentes.

Dessa forma, temos que d — 1 < n — k, de modo que o resultado segue. |

4.3 CODIGOS CICLICOS

4.3.1 Primeiras Defini¢coes e Propriedades

Representaremos a partir de agora um elemento em Fy por (Toy ey Tpo1)-

Definigao 4.3.1. Um codigo linear ' C Fy serda chamado de codigo ciclico se,

para todo ¢ = (¢, ..., ¢,—1) € C, 0 vetor (¢,_1, Co, ...y Cp2) € C.

Observagéao 4.3.2. Com base no que jd foi visto até aqui, um codigo linear C' C Fy

serd um codigo ciclico se dada a permutagao 7 de {0, ..., n — 1} de lei de formagao

(i) =

1—1, se 121
n—1, se 1=0
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tivermos
Tr(coy s Cne1) = (Cr(0)s Cr(1)s s Cr(n—1)) = (Cn1s Co, -y Cnz) € C
para todo (co, ..., ¢,—1) € C, ou seja, T(C) C C.
Exemplo 4.3.3. Seja v € Fj. O espago vetorial
(v) = {agv + a1 T (V) + .. + @y 1 T (v); a; €Fy, Vi=0, ..., n — 1}
é um codigo linear ciclico, notando-se que 1" = Id.
Definigao 4.3.4. Denotaremos por R, o anel das classes residuais de F,[x] médulo

Fy[]

o polinémio z" — 1, isto é, R,, = W
x ——

Observacgao 4.3.5. De acordo com a definicao 4.3.4, temos que um elemento

f(xz) € R, é da forma f(z) = {f(z) + g(z)(a™ — 1); g(z) € Fy[z]}. Podemos

atribuir a R, uma estrutura adicional de espago vetorial sobre F, definindo a

multiplicacdo por escalar por Af(x) = Af(z). Neste caso, a dimensao de R, sobre
F,éne{l, 7, .., 2"} é uma base de R, sobre IF,. Logo, F ¢é isomorfo a R,

através da transformagao linear v : Fy — R, dada por

v(ag, a1, ..., Gp_1) = ag + a1 + ... + @p_1x" L.

Temos dessa forma que todo codigo linear C' C Fy pode ser transportado para R,
mediante o isomorfismo v e neste espaco estudado. A vantagem desse processo é

que em R, temos uma estrutura, além da de espago vetorial, de anel.

4.3.2 Cébdigos Ciclicos

Iremos nessa secao caracterizar os codigos ciclicos em R,,. Para isso consi-

deraremos T} e v as aplicagoes definidas como na secao 4.3.1.

Observagao 4.3.6. A transformacao linear T, pode ser traduzida em R, da
seguinte forma: se ¢ = (co, ..., ca-1) € Fy, entdo Tr(c) = (cp-1, Co, -, Cn2) €

v(Tr(c) =ch1+cox+ ...+ Cpox™ 1 =T o+ + ... + 12t =T - v(c).

Lema 4.3.7. Seja V' um subespago vetorial de R,,. Entao, V € um ideal de R, se,

e somente se, V € fechado pela multiplicacao por T.
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Demonstragio. Se V é um ideal, entao V ja é, em particular, fechado para a
multiplicagdo por T. Reciprocamente, suponhamos que V seja fechado para a

multiplicagao por Z. Como V é um subespago vetorial, basta mostrarmos que

f(z)-g(x) € V para todos f(z) € R, e g(x) € V. Com efeito, se g(z) € V, sendo V/

um subespago vetorial, temos que a-g(x) € V, para todo a € F,. Como por hipétese

Z-g(z) = xzg(x) € V, segue, por indugdo, para todo n € N, 27 - g(z) = a"g(z) € V.

Logo, escrevendo f(z) = ag + a1x + ... + ap_12" 1,

f(@)-g(x) = apg(x) + a1Tg(x) + ... + ap_12"tg(z) € V.

A observagao 4.3.6 e o lema 4.3.7, demonstram o teorema a seguir.

Teorema 4.3.8. Um subespago C' C Fy ¢ um codigo ciclico se, e somente se, v(C)

¢ um ideal de R,,.

Observagao 4.3.9. Como F,[z] é um dominio de ideais principais, temos que

R, também o serd, de forma que C' C Fy ¢ um codigo ciclico se, e somente se,
v(C) = (g(z)), onde g(z)[(z" — 1).

Observagao 4.3.10. Pelo corolario 3.1.10, temos que se p = char(F,) e n = mp°,
com mdc(m, p) = 1, entdo 2" — 1 = (2™ — 1)?". Como a derivada de 2™ — 1 é
ma™ ! £ 0, o polindmio 2™ — 1 nao tem fator em comum nao constante com
a sua derivada, de forma que z™ — 1 nao possui fator muiltiplo algum. Logo,
™ —1 = fi...f,, onde os f; sdo polindmios monicos, irredutiveis e dois a dois
distintos, de modo que a decomposi¢ao de ™ — 1 em fatores irredutiveis é [V S fr.
Assim, 2 — 1 possui (p® + 1)" divisores monicos. Sabendo que existe uma bije¢ao
entre os ideais de R, e os divisores monicos de x™ — 1, temos que R, possui
exatamente (p® + 1)" ideais. Em particular, se mdc(n, p) = 1, entdao p* = 1, de

forma que R,, possui 2" ideais.

Observacio 4.3.11. E importante notarmos que R, nao é um dominio de inte-
gridade. Com efeito, (zx — I)(z" '+ 2" 24+ ...+ +1)=2"—-1=0.

Para os resultados a seguir, g(x) é um divisor de 2™ — 1 e h(x) =
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Teorema 4.3.12. Seja I = (g(x)) C R, onde gr(g(z)) = s. Entdo

{9(), zg(x), 2%g(z), ..., 2"~ 1g(x)}

¢ uma base de I sobre IFy.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, o conjunto

{9(), zg(x), 2%g(z), ..., 2"~ 1g(x)}

é um conjunto linearmente independente. Com efeito, se

ap - g(x) +ay - xg(x) +ag - 22g(x) + ... + ap_s_1 - 2" 1g(x) =0,

entdo (g(z))(ap + a1z + ... + ap_s—12"=3~1) = 0. Logo, para algum d(z) € F,[z],
temos que g(x)(ap + a1z + asx® + ... + ap_s 12" °7Y) = d(z)(2" — 1), ou seja,
ag + a1z + asx® + ... + ay_s_ 12" = d(z)h(x). Como o grau de h(z) én —se
n—s>n—s— 1, teremos que ag + a1 + asx® + ... + ap_s_12"*"1 = 0, de modo

que ag = a1 = Ay = ... = Ap_s_1 = 0.

Resta-nos agora mostrar que

{9(2), zg(x), 2%g(z), ..., z"~"g(x)}

é um conjunto de geradores de I. Com efeito, se f(x) € I, entao f(z) = d(z) - g(x),

de forma f(x) = d(z)g(x) mod (2™ — 1). Pelo algoritmo da divisao temos que
d(z) = c(x)h(x) + r(z), com r(x) = ag + a1z + ... + ap_s_12" 1. Logo,

=
o
Il
.
—~
Ny
2,
&
i

(@)h(x)g(x) + r(w)g(x) mod (a" — 1),

=
a¥
Il
PN
E
=
S
|
N
_|_
=
8
~—
)
—
&
Il

r(z)g(z) mod (z" — 1).

Portanto,

f(x)=ag-g(x)+ay zg(x)+as-229(x) + ... + apn_s_1- 2" 5 1g(x).

Corolario 4.3.13. Dado um cédigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).
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Demonstragio. Seja I = v(C). Logo, I é gerado com um espago vetorial sobre F,
por 9(z), 29(), .
se v = v~ (g(x)), entdo temos que C' é gerado por v, Ty (v), ..., T2*"(v), ou seja,
C = (v). [ |

zn=s~1g(x), onde g(x) é um divisor de 2™ — 1 de grau s. Dai,

Corolario 4.3.14. Seja g(x) = go + g1z + ... + gs2°. Se I = (g(z)), entao a

dimensdo de I sobre T, é igual an — s e o cédigo C = v='(I) tem matriz geradora

v(g(x)) g G - gs 0 .. 0
G _1(95'9 )) _ 0 go gll ?s 0
vt (ans1g(x)) 0 . 0 g g1 - s

Defini¢ao 4.3.15. Sejam K um corpo e f(z) € K[z] um polindmio de grau n.

1
Define-se o polinémio reciproco de f(x) como sendo o polinémio f*(z) = a™f(—).
x

Lema 4.3.16. Sejam K um corpo, f(x) = ag + a1z + ... + a,2™ € Klz] um

polinémio monico de grau n e f*(x) o polinémio reciproco de f(x). Entdo

a) f*(x) =an + an 17+ ... + a1 + apx™, de forma que f*(x) € K|z].

f(z), entdo g*(z)|f*(x). Como consequéncia,

b) Se g(x) € Klz| € tal que g(x)|
|(z™ —1).

se g(x)|(z™ — 1), entao g*(x)
Demonstragio.  a) Temos que f (%) = qg +a1% +...+a, (%)n = qag +a1% + ...+
anz%, de forma que f*(x) = 2" f (%) = apx™ + a1 2™ + ... + a,,.

b) Seja g(x) € Klz] tal que g(x)|f(x). Entdo, existe h(z) € Klz]| tal que

S
gr(h(x)) = n—gr(g(z)) e f(x) = g(x)h(x), de modo que f (1) =g (1) ().

Logo
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o que nos da que ¢g*(z)|f*(x). Em particular, se f(z) = 2" — 1 e g(x)|f(z),
entdo ¢*(z)|f*(x). Mas como f*(x) = —f(x), temos que g*(x)|f(z).

Observagao 4.3.17. Para o caso especifico em que estamos estudando, temos que
se 2" —1 € F 2] e g(x) é um polindmio que divide 2" — 1, isto é, g(x) é o polinémio
gerador de algum c6digo ciclico C, entao ¢g*(z) também divide 2z — 1, de modo
que g*(x) é o polinémio gerador de algum cddigo ciclico.

Teorema 4.3.18. Seja C = v=(I) um cddigo ciclico, onde I = (g(z)) e g(x) é

n_

g(z)

um divisor de x™ — 1 de grau s. Se h(z) = . entdo C+ é um cédigo ciclico

tal que C*+ = v=1(J), onde J = (h*(x)).
Demonstracao. Escrevamos
gx)=go+ gz + ..+ g2’ e h(x)=ho+hx+..+h, a"°

Como gr(h(z)) =n — s, temos que h,_s # 0. Sejam

9 91 - g5 0O
a|
0O ... 0 g0 1 - Gs
(§]
s hp_s 1 ho 0
o 0 hn',s hnis,l h'o
T S S S

Como h,,_s # 0, temos que as linhas de H sao linearmente independentes. Seja

{e1, -, en} a base candnica de Fy. A i-ésima linha de G é G; = goe; + ... + gs€iys,
1 <i<n-—s, ea j-¢ésima coluna de H' é H; = hy_sej + ... + ho€jin_s, para
1 < j < s. Suponhamos que ¢ < j. O produto interno de G; por H; é dado por
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Gj—iln—s + gj—i—ihn—s—1 + ... + Gn—shj_;, com 0 < j —i < s — 1. Mas essa soma
é precisamente o coeficiente de 2"~ no produto g(z)h(z) = 2™ — 1. J4 que
1<n—s+j7—1i<n—1, temos que esse coeficiente é igual a zero. O caso de j < i
pode ser provado de forma andloga. Fica entdao provado que GH' = 0, donde pelo

lema 4.2.30 segue que H é uma matriz geradora de C+. Agora, notemos que

v (h*(x))
ao| e
VA T @)
Dai, pelo teorema 4.3.12, temos que C*+ = v~1(.J), onde J = (h*(x)). [

Corolério 4.3.19. A matriz teste de paridade de C = v=(I), onde I = {(g(x)), é
dada por

hpes Rp—s_1 ho 0
H— 0 hn.fs hnisfl h.[)
0 0 hp—s hp_s—1 ... ho
" —
onde =ho+ hix+ ...+ hp_sx™ 5.
9(x)

4.3.3 Cébdigos Ciclicos Definidos por Anulamento

Seja dado um cédigo ciclico C' C Fy, onde mde(n, q) = 1. Sabemos que C
pode ser visto como um ideal v(C') = {g(z)) no anel R, onde g(z) € F,[z] divide
"™ — 1. Seja F' um corpo finito que contém I, e sobre o qual o polinémio 2™ — 1 se
fatora em fatores lineares ménicos distintos (ver corolario 3.4.3). Sejam vy, ..., .

as raizes de g(z) em F que sdo, portanto, duas a duas distintas.
Proposicao 4.3.20. Com as notacoes e condicoes apresentadas no inicio dessa

secao, temos que

v(C) = (9(x)) = {f(z) € Ry f(en) = ... = flen) = 0}.
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Demonstragio. Temos que f(z) € (g(x)) se, e somente se, existe c¢(z) € F,[z] tal

que f(q:;n:_ gl(x) - ¢(x), de forma (2" — 1)d(z) = f(z) — ¢(x)g(x) e, chamando
h(z) = 9@ (z) = (c(x) + d(x)h(z))g(x). Assim, f(z) € (g(x)) se, e somente
se, existe ¢(x) € F,[z] tal que (z)g(x) = f(z), o que é equivalente a condigdo

f(a;) =0, para todo i = 1, ..., r. Isso mostra o resultado. [ |

Observacao 4.3.21. Pela proposicao 4.3.20, temos que

v(C) = (g(x)) = (mme(irr(aq, Fy), ..., irr(a,, F,))).

Observacao 4.3.22. Com a proposicao 4.3.20 podemos determinar a matriz teste

de paridade de um codigo ciclico C' de forma mais simplificada. De fato, seja

n—1
f(x) = > aja’ € Fylz]. Entdo f(z) é um elemento de (g(x)) se, e somente
7=0
n—1 )
se, f(a;) = > ajal =0 (%), para todo ¢ = 1, ..., r. Pode-se entdo descrever o
7=0
c6digo ciclico C' definido pelo polinémio g(z) como sendo o conjunto dos elementos
a = (ag, ..., a,—1) € Fy tais que ag + a0y + asa? + ... + a,_1a"t = 0, para todo
i =1, .., r, ou seja, o conjunto dos elementos a = (ao, ..., a,_1) € IFZ tais que
Ha' = 0, onde
ol .. oot
—1
i a ab oo
al al ... ar!

A matriz apresentada acima nao é a matriz teste de paridade de C', uma vez
que as suas entradas estao em /' e nao em F,. Com o intuito de determinar a matriz
teste de paridade de C', olhemos para F' com espago vetorial sobre F, de dimensao
finita d. Dessa forma, podemos representar os elementos af € F como vetores

n—1 n—1
colunas (o) € F¢, de modo que (*) é equivalente a 0 = <Z aja§> =Y aj{al).

J=0 J=0

Definindo a matriz
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(@) (az) o (a77h)

temos que a € C se, e somente se, H'a' = 0.

Como as linhas de H' nao sao necessariamente linearmente independentes,
escolhemos um conjunto maximal de linhas linearmente independentes, de modo

que obtemos uma matriz teste de paridade H do cédigo C.

Notemos ainda que o nimero maximo de colunas linearmente independentes
de H é o mesmo que o de H' e coincide com o de H. Assim, a distadncia minima
de C' pode ser determinada calculando o maior ntimero d tal que quaisquer d — 1

colunas de H sao linearmente independentes.

4.4 CODIGOS BCH

Teorema 4.4.1 (Bose - Chaudhuri - Hocquenghem). Sejam F, um corpo finito
com q elementos e n € N tal que mdc(n, q) = 1. Seja F' um corpo onde "™ — 1 se
decompoe em fatores lineares e seja v € F' uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
Seja C' um cddigo ciclico com polinémio gerador

g(x) = mme(irr(y*, F,), ..., irr(y*7072 F,)),
coma >0 ed < n. Entao, a distancia minima de C € pelo menos d e a dimensdo
de C sobre IF, € pelo menos n —m(d — 1), onde m é a dimensdo de F sobre IF,,.
Demonstragio. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [7]. W

Definicao 4.4.2. Os cédigos ciclicos com a forma apresentada no teorema 4.4.1

sao denominados cédigos BCH. O ntimero ¢ é dito peso estimado do codigo BCH.

Definicao 4.4.3. Sejam [F, um corpo finito com ¢ elementos, n € N tal que
mdc(n, g) =1 e F uma extensao de F, que contém uma raiz n-ésima primitiva da

unidade 7. Entao definimos

n—1
Cr,(n, 0) = {(ao, oy 1) € FY; Zam“ =0,7=1,.., 06— 1},
i=0
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ou seja, o codigo BCH definido pelo polinémio
g(z) = mme(irr(y, B, ..., irr(y°7, Fy)).
Observagao 4.4.4. Notemos que se § < ¢, entao Cy,(n, §') C Cg,(n, §).

Teorema 4.4.5. Sejam F, um corpo finito com q elementos, n € N tal que

mde(n, q) = 1, e F uma extensao de F, que contém uma raiz n-ésima primitiva

da unidade . Entao (ao, ..., an—1) € Cg,(n, 0) se, somente se,
n—1 5—1 _ o —j(6-1)
Z ajvj(‘s_l)m 7 . =0.
=0 z =
Demonstragio. Por definigao, temos que (ao, ..., an—1) € Cr,(n, ) se, e somente

5—1 [n—1
se, Z (Z aﬂij ) 2" = 0. Reescrevendo a identidade acima, obtemos

i=1 \j=0
60—1 [n—1 - ] 60—1 [n—1 - ] 6—2 —1 )
0= Z aj,y'Lj =1 Z Z aj,)/lj xzfl =z Z Clj’}/(kJrl)J Ik
i=1 \j=0 i=1 \j=0 k=0 \j=0
donde

k=0 \j=0
n—1 6—2 )
= a P}/J((S 1) (Z f)/*](é- k Q)xk>
7=0 k=0
B n—1 | j(5—1)$671 5 §(6-1)
= 2%7 =
i=0 =7

4.4.1 Polinémios g-Lineares

Definicao 4.4.6. Um polinémio g¢-linear sobre F,» ¢ um polindmio monico da

forma

L(z) = Zlixqi € Fym|z].
=0
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Exemplo 4.4.7. Os polinémios z? e 27 + 29 4 x sdo exemplos de polinémios

g-lineares sobre Fym.

Observacao 4.4.8. Todo polinomio g-linear sobre Fym induz a transformacao

linear L : Fym — Fym, dada por L(x) = Z lixqi, sobre F,. Com efeito,
i=0

r

L(ox+y) = Z Lo +y)"
_ i}li((ax)qi + %)

= l; (oﬂixqi) +1; (yqi)
0

s |l

-
s |l

r

- li(a:cqi) + Z(:) ll-(yqi)

i=0

-
Il

T

= « li(xqi) + Z li(yqi)
i=0

=0

— aL(z) +L(y)

para todos z, y € Fym e o € F,. Dessa forma, as raizes de um polindomio g-linear
constituem um subespaco vetorial de F,» sobre [F;, pois o conjunto dessas raizes ¢

o nucleo da transformagao linear apresentada acima.
Lema 4.4.9. Seja V' um subespago vetorial de Fym sobre IF,. Entao, o polinomio
L(z) = [] (z — B) é ménico, g-linear sobre Fym e de grau ¢", onde h é a dimensao

Bev
de V' sobre IFy.

Demonstragio. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [7]. W

4.4.2 Peso de um Cdédigo BCH Primitivo

Definigao 4.4.10. Um c6digo BCH em Fy, onde n = ¢™ — 1 para algum m € N,

sera chamado cédigo primitivo.

Observagao 4.4.11. Notemos que em cddigos primitivos temos mdc(n, q) = 1.
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Nesta se¢ao, daremos uma estimativa melhor do que o peso estimado para

a distancia minima de um coédigo BCH primitivo.

Definicao 4.4.12. Sejam [F, um corpo finito com ¢ elementos, n € N tal que
mdc(n, ¢) =1 e F uma extensao de F, que contém uma raiz n-ésima primitiva da
unidade 7. Seja a € F, um vetor de peso w e sejam a;,, ..., a;, as suas coordenadas
nao nulas. Definimos o polinémio localizador de a como sendo

lo(x) = ﬁ(l —44r) € Flxl.

J=1

Observacao 4.4.13. Nas condi¢oes da definicao 4.4.12, temos que o grau do
polinémio I,(z) é w(a) e os zeros desse polindémio sdo raizes da unidade por serem

inversos de raizes da unidade.

Lema 4.4.14. Sejam I, um corpo finito com q elementos, n um inteiro positivo tal

que mdc(n,q) =1 e F' uma extensao de F que contém uma raiz n-ésima primitiva

da unidade . Seja l(z) = > Iz’ € Flz] de grau w. Entdo l(x) é o polinémio
§=0

localizador de uma palavra de coordenadas iguais a 0 e 1 de peso w de Cr,(n, §) se,

e somente se, sao verificadas ambas as condicoes a sequir:

a) As raizes de l(x) sao raizes n-ésimas da unidade distintas.

b) l; =0 para todo j < 6 — 1 e j nao divisivel por p.

Demonstragio. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [7]. W

Proposigdo 4.4.15. Seja C' = Cr, (n, d) um cédigo BCH. Suponhamos que n =
g™ — 1, para algum m € N, e que § = ¢" — 1, para algum inteiro h, com h < m.
Entao C tem peso d = 4.

Demonstragio. Se v um elemento primitivo de ' = [F;m entao

F*={1,v9% ..}

e 7 € uma raiz n-ésima primitiva da unidade em F. Como pelo teorema 4.4.1

temos que d > 0, segue que para concluirmos a demonstragdo basta exibirmos
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um elemento a € C' de peso §. Seja V um subespaco vetorial de F' sobre I, de

dimensdo % e consideremos o polindmio L(z) = [] (z — 8). Pelo lema 4.4.9, temos
Bev
que L(z) é um polindmio g-linear de grau ¢" e, portanto,

L(z) =27 + cp12? + ...+ cou.

Notemos que ¢y # 0, uma vez que L(z) tem x = 0 como raiz de multiplicidade
1 (pois cada elemento de V' é raiz de multiplicidade 1 de L(z)). Consideremos o

polinémio reciproco de L(z),
L*(x) = thL(x_l) =1+cp 12?7 gt

Esse polinomio de grau ¢ — 1 satisfaz as condices a) e b) do lema 4.4.14. De fato,
para todo 0 < i < h — 1, temos que p = char(F,)|(¢" — ¢"~7), o que mostra que
L*(x) satisfaz a condicao b) do lema 4.4.14. Ainda, como as raizes de L(x) sdo
raizes n-ésimas da unidade, temos pelo lema 4.3.16 que as raizes de L*(x) também
0 sdo, 0 que mostra que L*(z) satisfaz o item a) do lema 4.4.14. Portanto, por esse
mesmo resultado, existe uma palavra a € C' de peso 4, cujo polindémio localizador é

o polindmio L*(x). Assim, temos d = 4. [ |

Teorema 4.4.16. Seja C' = Cy, (n, 0) um cédigo BCH primitivo. Entdao C tem

peso d no mdximo igual a qd — 1.

Demonstragio. Seja h o inteiro positivo tal que ¢"! < 6 < ¢" — 1. Como os
cédigos BCH sao encaixados, temos que C' contém um cédigo C’ com peso estimado
q" — 1. Pela proposicio 4.4.15, temos que o peso de C' é ¢" — 1. Portanto
d<q¢"—1<q¢6—1. [ |

4.4.3 Polindbmio Gerador de um Cédigo BCH

Seja C' um coédigo BCH sobre o corpo F, definido pelas raizes n-ésimas da

a+6—2

unidade ~¢, ..., ~y , onde vy é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, numa

extensao F' de F,. Para determinar

g(z) = mmce(irr(y?, Fy), ..., irr(7a+6_2, F,))
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é preciso determinar os polindmios irr(y’, F,) para qualquer valor de j. Pela

proposicao 3.3.3, temos que
d;—1

irr(, F,) = (@ =) = (7)) lz = (7)),

onde d; é o menor inteiro positivo tal que (77 )qdj =7, isto é, d; é o menor inteiro
positivo tal que j¢% = jmodn. Portanto, a determinacio de irr(y?, F,) passa

pela determinacao do conjunto
C;={jqd" € Zp; t € Z, t > 0},

cujos elementos sao os expoentes a que devemos elevar v para achar todas as raizes
de irr(+?, F,).

Proposicao 4.4.17. Os conjuntos C; satisfazem:

a) Se C;NC; #0, entao C; = Cj.

b) A unido de todos os C; € igual a Z,.

Demonstragio. a) Se C;NC; # ), entdo existem r e s inteiros ndo negativos
tais que i¢" = j¢°. Dessa forma, supondo r > s, temos que ig"~* = j, pois
mdc(n, ¢) = 1. Isso nos da que C; C C;. Por outro lado, pelo teorema de Euler,

temos que ¢¥(® = 1, onde ¢ é a funcao de Euler. Multiplicando a igualdade

iq"—5 = j por ¢', onde t é tal que t + (r — s) = ky(n), para algum k € N, obtemos

J¢" = iq"5qt = igtt(=9) = jghe(n) = j(g#M)k =i o que nos d4 que C; C C;.
Portanto C; = Cj.
b) Como cada C; esta contido em Z,, temos que a sua unido também estda. Por

outro lado, m € C,,, para todo m € Z, fato que mostra a outra inclusao. |

Definigdo 4.4.18. O conjunto C; = {jq' € Z,; t € Z, t > 0} é chamado de classe

de ciclotomia de j modulo n.

Exemplo 4.4.19. Consideremos n = 20 e ¢ = 3. O menor inteiro positivo m tal

que 2™ = 1 mod 20 é m = 4. Seja o um elemento primitivo de Fg;. Entdo v = o
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é uma raiz 20-ésima primitiva da unidade em Fg;. As classes de ciclotomia médulo

20 sao

Co
Ch
Cs

Ainda, dy =4, dy =4, dy =4, d5 = 2, dig = 1, di1 = 4, de modo que

irr(y,

irr(ny, Fs3)

z'r'r(fy4, Fs3)

Fg)

= iTT(’yg, F3)

= ir'r(’yG, F3)

= z’r'r’(fyg, F3)

irr(fy5, F3)

= ’i?"?”(’)/15, ]F3>

= arr(y", F3) = irr(y°, F3)

= @-7@E-7) -7z -7

= (2= =) =")(z ="

= (z =@ =)z =)z —+")
irr(y*, Fsy) = irr(y'®, Fs)

(z =) (@ = 7" (@ — ¥ (z — 4*@)
(x =)z =) (& —7"%)(x — 7™

(x =)z =) (& =" (& — ")
irr(y'2, Fs) = irr(y'°, Fs)

(z =) (@ = ') (@ — ') (z — )
(x =" (@ =)z =) (& —+')

(x =" (@ =) (& —7)(x ="
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irr(y?, Fs) = (z—=7")

irr(y', Fy) = irr(y3, F3) = irr(y"", F3) = irr(y'?, Fy)
= (=) =)@ — )@ — 1)
= (z—y")(@—1")(z = ") (@ —+*)
= (z =@ =)z =)z —~")
Assim, por exemplo, o c6digo BCH gerado pelo polindémio

g(.??) = mmc(z'rr(fy, F3)7 iTT(”727 ]F3>7 irr(737 F3)7 iTT(’}/4, F3)7 ?;7’7”(’)/5, ]F3>>
= drr(y, F3) - "7”(727 F3) - "7‘(747 IF3) 'iTT(75a F3)

é o codigo Cr, (20, 6), que tem distdncia minima d > 6.

4.5 CODIGOS DE GOPPA CLASSICOS

Com auxilio do teorema 4.4.5, é possivel definirmos os codigos BCH de
uma forma que pode ser generalizada e cuja generalizacao nos fornece os chamados

c6digos de Goppa cléassicos.

Definigao 4.5.1. Seja F' um corpo finito, extensao do corpo F,. Sejam ¢(z) € F|[z]
e L = {ag, ..., ap_1} C F, com oy # o, se i # j, e p(a;) # 0, para todo

1 =20, ..., n — 1. Definimos

n—1 _ )
I_\]Fq(La @) = {(607 (RS Cn71> € FZ; Z Ci(p(a»ilw = 0} .
i=0 r=
Observagao 4.5.2. Nas condi¢oes da defini¢ao 4.5.1, temos que ', (L, ¢) é um
subespago vetorial de [y e, dessa forma, um c6digo linear.

Definicao 4.5.3. O conjunto apresentado na defini¢ao 4.5.1 é chamado codigo de

Goppa classico sobre [Fy.
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Exemplo 4.5.4. Se considerarmos Fy, F, n e v como na sec¢ao 4.4, se

(s ooy 1) = (1,77, .., A~ (D)
e se p(x) = 2°7!, entdo pelo teorema 4.4.5, I'r (L, ¢) é o cédigo BCH que
corresponde as raizes da unidade v, ..., Y°~!, ou seja, é o codigo ciclico que esta

associado ao polinémio

g(z) = mmce(irr(y, Fy), ..., irr(75_1, F,)).

4.5.1 Matrizes Teste de Paridade para Cdédigos de Goppa Classicos

Pretendemos nesta se¢do encontrar a matriz H que determina por condigoes

de anulamento o cédigo I'r, (L, ).
Seja

5
p(x) = pa?,
j=0

com @5 # 0. Entao

p(x) — pla) 2‘5: - ) — o

r—a = -«
4 J J
€T — (v
= O—i-Z(,Oj
o r—a

@1 + P2 + a) + p3(2® + za + a®) + ... +

+ st 2 Pa+ 2o+ a0

(g1 + waa + w3a* 4 ... + s’ N2 +

+ (2 + 3o+ pda® + ...+ psa® Dt + L+ (ps)z

= § ( i gpjaj_l_t) z'.

t=0 \j=t+1

Portanto, (co, ..., ¢a—1) € I'r,(L, ) se, e somente se,
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0 que ocorre se, e somente se,

n—1 )
> (90(%)_1 > @ja‘g_l_t) ¢ =0,

i=0 j=t+1

para todo 0 <t < § — 1. Dessa forma, escrevendo

(o)~ s p(am-1)"" s
() M (ps—1 + wsa0) . @lan—1) " (P51 + Pstn-1)
B = ' z ,
5 5
plan) ™ e L plon1)"1 0l
=1 j=1 ]

temos que ¢ € I'g, (L, ¢) se, e somente se, Bc' = 0. Como s # 0, apés realizarmos

uma sequéncia de operacoes elementares sobre as linhas de B, obtemos a matriz

p(ap) ™! plam—1)7"
o olag)ag o plan_1) tay g
gp(ao)*lag_l gp(an_l)’lozi__%L

de modo que ¢ € I'r (L, ¢) se, e somente se, Het = 0.

Se F' = F,, entao H ¢ uma matriz teste de paridade de Ir, (L, ), de

modo que se chamarmos Ag, (L, ¢) o cbdigo gerado pela matriz H, temos que

Ar,(L, ) = (Tr, (L, @))*.
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Caso contrério, cada elemento da matriz H pode ser escrito como um
vetor coluna de comprimento m com entradas em F,, olhando /' como um espaco
vetorial de dimensao m sobre F,. Assim, é possivel obter uma matriz H' tal que
c € I'n,(L, ) se, e somente se, H'¢" = 0. Uma vez que as linhas de H' nao
necessariamente linearmente independentes, H' pode ainda nao ser a matriz teste
de paridade de I'p, (L, ). Contudo, tomando um conjunto maximal de linhas

linearmente independentes, obtemos a matriz teste de paridade H de I'r, (L, ¢).

Teorema 4.5.5. Seja F' uma extensdao do corpo Fy, tal que a dimensao de F' sobre
F, é m. Sejam ¢(x) € Flx], com gr(p) =9, e L = {ag, .., an_1} C F, com
a; # o, se i # j, e p(a;) # 0, para todo i =0, ..., n — 1. Entdo I'r (L, @) € um

codigo de dimensdo k > n —md e com distancia minima d > § + 1.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado é analoga a do teorema 4.4.1, que

pode ser encontrada na referéncia [7]. [

4.5.2 Matriz Geradora de um Cdédigo de Goppa

n—1 .
Definigao 4.5.6. Escreveremos »  —— = 0mod ¢(z) quando existirem polind-

=0 t

~—

n—1 )
mios a(z) e b(x) primos entre si tais que p(z)|a(z) e > G _ alz :

Zr—a b(x)

Proposigao 4.5.7. Seja F' uma extensao do corpo F,. Sejam ¢(x) € F|x], com
gr(p) =0 e L = {ag, ..., a1} C F, com o; # a, sei # j, e p(a;) # 0, para
todo i =0, ..., n — 1. Entdo temos que

n—1

I'r, (L, p) = {(CO, ey Cnm) €T Y A Omodgp(m)}.

i—0 r — O

Demonstracao. Notemos que

L L (st

Tr — Oy

r—a;  pla)

) mod p(x).

n—1

Se C'= {(co, oy Cno1) €FD Y G _ Omodgp(x)} e c=(co, ..., Cn—1), €NLAO

i=0 ¥ T Qi
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ceC & im_'a.EOmodgo(;c)
nl . o) — (o))
- z‘Z(:) p(a;) < T — ) = 0mod p(x)
n—1 —C; (P(iC) @(051) B
- %@(%‘)( T — >_0

n—-1 _ . )
onde a pentltima equivaléncia decorre do grau de f(z) = > ( Cz) (go(x) gp(al)>
i=0 P i

ser menor do que o grau de p(z). [ |

Proposigao 4.5.8. Uma matriz geradora do cédigo I'v (L, ¢) €

(o) e(an-1)
h/(O&Q) h/(an71>
plao) plon-1)
W (ag) " Wom) " |
(,0(04[)) an—l—é @(an_l) an—l—é
L W(ag) ° W (o) T
n—1
onde h(z) = [[(z — ;).
=0
Demonstragdo. Em primeiro lugar, temos que ¢ = (co, ..., ¢o—1) € I'r, (L, @) se, e
n—1 ’ b
somente se, existe b(z) € Flz| tal que » G _ (x)@(x)’ conforme esta expli-
=0 T — G h(x)

cado na observagao 4.5.9. Portanto, para determinar um elemento ¢ € I'r (L, ¢),
precisamos apenas encontrar b(z) € F[z| que satisfaga a ultima igualdade. Assim,

temos que
n—1

ba)o(a) = h(e) S —— =3 e [[(x — o).

i=0 T Qi 0 pk
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n—1

Sabemos também que h'(z Z H xr — ay,), de modo que
=0 k#i

ZH = ax) = [ (0 — ).
i=0 ki k]
Logo, para cada j =0, ..., n — 1,

bay)o(as) = 3 e [Ty —an) = ¢ [L(a; — ax) = e’ (ay).

i=0  k#i k#j

n—1—40

1
Sabendo que gr(b(z)) < n—1—4, é possivel escrevermos b(z) = > b;z". Portanto,

i=0
: c;h' (o) " i .
para cada j =0, ..., n — 1, temos que ———= = b(a;) = Z bia;. Assim,
p(ay) i=0
N\ n—1-4 ) n—1—4¢ Nt
h (aj) i=0 i=0 h (aj)
Dessa forma, ¢ € I'g, (L, ¢) se, e somente se, existe (by, ..., by_1_) € F"° tal que
[ () plan-1) ]
h () R (ctp—1)
p(ap) p(an-1)
f &%) / Qp—1
C = (bo, ceey bnflfg) h (QO) h (an—1>
QDI(O[()) Oé(r)zflfé %(an_l Oéz:%ié
L h (ao) h (Oén—l J

Observagao 4.5.9. Pretendemos aqui fornecer uma explicacdo para a primeira

equivaléncia apresentada na demonstragao da proposicao 4.5.8. Para isso, consi-

deremos as hipéteses da mesma. Dado ¢ = (cy, ..., c,—1) € F}, podemos escrever
n—1
C; Pz
Z e = ( ) Assim
Zr—o  h(x)
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celg, (L, p) = 1;((;;)) = Z((g, onde p(z)|a(z) e mde(a(zx), b(x)) =1
= P(2)b(z) = a(z)h(x), com p(z)|a(z) e mdc(a(x), b(x)) =1
= ()| P(x)
= P(z) = ¢(2)Q(x)

, como mdc(p(x), h(x)) =

b(x)p(x) "f ¢ _

Por outro lado, se existe b(z) tal que

h(z) =r—o
1, pois a; nao é raiz de p(x) para nenhum 7, temos que é possivel simplificar o
ociente b(z) de forma a obte a expressao tal que b(z) b(z) co
uociente ——= rm I uma expr u = m
! () b M h@) T Wy

mdc(V' (x), h'(x)) = 1. Isso nos da uma expressao que satisfaz a defini¢do 4.5.6.
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