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RESUMO

Teoria de Categorias pode ser usada para analisar como diferentes objetos interagem
entre si. Dessa forma, é natural pensar que existe uma grande quantidade de aplicagoes
na fisica. Nesse trabalho, discutiremos os basicos de Teoria de Categorias, tentando
explorar as principais defini¢oes e resultados, comecando com uma discussao sobre as
bases filosoficas da Teoria, passando pelas primeiras defini¢oes, chegando aos teoremas
mais importantes que conectam funtores, limites e adjuncoes de funtores, para aplicar
em um contexto fisico, a saber, para analisar a estrutura da representacao dos Grupos
de Lorentz e Galileu no Espago-Tempo. Dessa forma, conseguimos mostrar a conexao
funtorial entre as duas de forma consistente com o Principio da Relatividade. Como essas
estruturas estao intimamente conectadas com morfismos entre referenciais, o formalismo
categérico parece ser ideal para a analise e o ensino desses conceitos. Acreditamos que
essa perspectiva possa fornecer grande valor pedagégico, devida a seu poder explicativo
extenso. Com isso, esperamos despertar o interesse dos leitores para o tema de Categorias

e ainda inspirar novos desenvolvimentos na intersecao entre Categorias e fisica.

Palavras-Chave: Teoria de Categorias. Teoria da Relatividade. Grupos de Galileu

e Lorentz



ABSTRACT

Category Theory can be used to analyse how different objects interact between
themselves. It is therefore natural to think that there exists a plethora of applications in
Physics. In this paper, we discuss the basic concepts of Category Theory, trying to explore
the main definitions and results, beginning with a discussion about the philosophical base
of the Theory, going through the first definitions and arriving to the most important
theorems that connect functors, limits and adjoint functors, to apply in a physical context,
namely, to analyse the structure of the representations of the Lorentz and Galileo groups.
Doing this, we are able to show the functorial connection between both in such a way
that remains consistent with the Principle of Relativity. Because these structures are
intimatelly connected to morphisms between frames of reference, the categorical formalism
seems to be the ideal start line to analyse and teach this concept, which we believe gives
a great pedagogical value, as it has an extensive explicative power. With this, we hope to
ignite the interest of the readers to the subject of Category Theory and hope to inspire

new innovations in the intersection between categories and physics.

Keywords: Category Theory. Theory of Relativity. Galileo and Lorentz Groups.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho é uma continuacao natural de uma sequéncia de artigos sobre a filo-
sofia operacional, onde a utilizamos para construir grandezas fisicas, (1, 2, 3, 4). Para isso,
definimos o espaco fisico por meio de classes de equivaléncia de corpos rigidos, sugerindo
que diferentes referenciais inerciais definem diferentes espacos. Uma consequéncia dessa
construcao, é que definicoes comumente usadas na fisica devem ser interpretados de uma
maneira diferente, em particular, como faremos nesse trabalho, devemos interpretar os
grupos de Lorentz e Galileu como um grupoide conectado, que, apesar de ser categorica-
mente equivalente a um grupo, oferece uma interpretacao que se encaixa no formalismo
categorico, mudando também a interpretacao de que os grupos de Lorentz e Galileu
representam operagoes de simetria no Espaco-Tempo. Assim, acreditamos que certa parte
da construgao feita aqui pode ser utilizada para estudar a geometria do Espago-Tempo, que
ainda nao tentamos formular. Além disso, sugerimos que esse formalismo pode ter valor
pedagdgico, em particular, separando alguns dos conceitos que se confundem na literatura
de fisica sobre Relatividade Especial. Geralmente, na fisica, nao é feita uma distingao clara
entre o sistema de coordenadas e as transformacoes de Lorentz e Galileu, o que resulta em
uma mistura de conceitos que, apesar de fornecer uma forma simples de se fazer calculos,
limita o entendimento dos estruturas fundamentais sendo trabalhadas, o que restringe o
entendimento daqueles interessados nos fundamentos da fisica, porém acreditamos que
Teoria de Categorias oferece uma forma clara de separarmos esses conceitos, resolvendo

esse problema.

A constituicao desse trabalho é baseada principalmente nos livros (5, 6, 7, 8) que
tratam de Teoria de Categorias, sendo o iltimo uma das referéncias em portugués.! Além
disso, existem varias tentativas de conectar Teoria de Categorias com modelos fisicos.
Alguns desses trabalhos podem ser encontrados em (9, 10, 11), que usamos como inspiracao

para o nosso texto.

Esse trabalho, esta separado em duas se¢oes principais, a primeira tratando de
Teoria de Categorias e a segunda da nossa tentativa de modelar os grupos de Lorentz e
Galileu, além de conceitos ligados com a Teoria da Relatividade, categoricamente. Por ser
um tépico bastante extenso, nao discutiremos todos os assuntos em Teoria de Categorias.
Tentaremos, contudo, fornecer toda a bagagem necessaria para podermos justificar nossa
construcao final. No final, separamos uma secao para uma discussao sobre como podemos
adicionar sobre a nossa formulacao dos Grupos de Lorentz e Galileu, mencionando como
tentamos prosseguir a partir dela. Em especial, existe um assunto de grande importancia

em Categorias, conhecidos como representaveis. Para aqueles interessados, sugerimos os

1 Esse trabalho estd baseado principalmente em livros escritos em inglés. Dedicamos o Anexo

A para colocar os termos originais em inglés e como decidimos traduzi-los.
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textos (5, 7). O primeiro por apresentar brevemente e com detalhes os assuntos categdricos
principais e o segundo como uma referéncia mais detalhada, que menciona representdveis

relativamente cedo no texto.
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2  Basicos de Teoria de Categorias

2.1 Uma breve introducao historica

O conceito de Categorias surgiu de um trabalho feito pelos matematicos Sauders
Mac Lane e Samuel Eilenberg em 1942 com o titulo “Natural isomorphisms in group
theory” (12). Nele, Mac Lane e Eilenberg fizeram uma colaboragio para aplicar processos
computacionais de grupos desenvolvidos por Mac Lane a um problema de Topologia
Algébrica proposto por Eilenberg. Os métodos usados eram aqueles encontrados em
Teoria de Extensao de Grupos aplicados em grupos de Homologia. No desenvolvimento
do trabalho, se tornou claro para eles que alguns homomorfismos de grupos poderiam
ser classificados como “naturais”. Assim, com a intencao de fomalizar o conceito de
uma “Transformacao Natural”, Mac Lane e Eilenberg escreveram um artigo chamado
“General theory of natural equivalences” (13). Para definir formalmente uma Transformagao
Natural, era necessario definir o dominio e o contra-dominio dessa transformacao, que
foram denominadas funtores. Pela mesma razao, foi necessario definir Categoria como

uma estrutura sobre a qual funtores sao definidos.

Inicialmente, Categorias foram deixadas de lado, ja que o foco do trabalho era o
estudo de Transformagoes Naturais. Elas eram tratadas apenas como um conceito auxiliar,
util para a manipulacao de funtores. Essa atitude puramente préatica para esse conceito
esta relacionada também com o fato de que Categorias nao estavam bem-definidas pelo
modelo axiomatico ZFC (isso é, o modelo axiomadtico de Zermelo-Frenkel com o Axioma da
Escolha), pois nao seria possivel definir uma Categoria de conjuntos, j& que nao existe um
“conjunto de conjuntos”. Mac Lane e Eilenberg, consideraram o uso do sistema axiomético
NBG (isso é, o modelo axiomatico de Von Neumann-Bernays-Godel), onde a distin¢ao
entre conjuntos e classes poderia fornecer uma fundacao mais sélida para a definicao de

Categoria.

Durante os anos iniciais dessa Teoria, isso €, nos anos 50, o estudo de Categorias se
reduzia ao estudo de Transformacoes Naturais em estruturas Algébricas (onde encontramos
varios exemplos). No final dos anos 50 e comego dos 60, o matemadtico Lawvere, sugeriu que
seria possivel usar Categorias nas areas de légica e nas prépria Fundacao da Matematica
(14). Indo para Berkeley e estudando légica sob Alfred Tarski e seus alunos, Lawvere
tinha como objetivo principal encontrar uma fundagao melhor para a Mecanica de meios

continuos. Sobre isso, Lawvere disse!

1 “The foundation of the continuum physics of general materials, in the spirit of Truesdell,

Noll, and others, involves powerful and clear physical ideas which unfortunately have been
submerged under a mathematical apparatus including not only Cauchy sequences and coun-
tably additive measures, but also ad hoc choices of charts for manifolds and of inverse limits
of Sobolev Hilbert spaces, to get at the simple nuclear spaces of intensively and extensively
variable quantities. But, as Fichera lamented, all this apparatus gives often a very uncertain
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“A fundacao da Fisica Continua de materiais gerais, no espirito de Trues-
dell, Noll, e outros envolve ideias fisicas poderosas e claras que infelizmente
foram submersas em um aparato matematico, incluindo nao sé sequéncias
de Cauchy e medidas aditivas enumeraveis, mas também escolhas ad hoc de
parametrizacoes para variedades e de limites inversos de Espacos de Hilbert
de Sobolev, para chegar nos simples espagos nucleares de grandezas variaveis
intensas e extensas. Porém, como Fichera lamentava, todo esse aparato se
encaixa frequentemente mal nos fenomenos. Esse aparato pode ajudar na
resolucao de certos problemas, mas os problemas e os axiomas necessarios
podem ser enunciados de forma direta e clara? E isso nao resultaria em uma
descricao mais simples e igualmente rigorosa? Essas eram as questoes para
as quais eu havia comecado a aplicar o método de topos nas minhas aulas
de 1967 em Chicago. Era claro que era necessaria certo trabalho na proépria
nogao de topos para atingir esse objetivo. Eu passei 1961-62 com os légicos de
Berkeley , acreditando que escutar os experts em fundagoes pudesse ser um ca-
minho para esclarecer questoes fundamentais. (Talvez meu primeiro professor
Truesdell teve uma convicgao similar 20 anos antes, quando ele tinha passado
um ano com os légicos de Princeton.) Apesar da minha crenga ter diminuido,
aprendi sobre construcoes como o Forcamento de Cohen que também parecia
necessitar de uma simplificagao se quiséssemos que grande nimeros de pessoas

as entendessem bem o suficiente para avangar nesses assuntos (15).”

Assim, Lawvere completou a sua tese de doutorado, orientado por Eilenberg, sobre
as fundacoes da Algebra Universal, propondo desenvolver uma nova teoria sobre uma
“Categoria de Categorias” em vez de utilizar uma base em teoria de conjuntos. Esse trabalho
demonstrou que Teoria de Categorias apresentava caracteristicas mais fundamentais do que
era pensado antes. Como exemplo, podemos ver uma breve explicacao de como podemos
criar uma teoria axiomdtica baseada em Categorias em (16). Com isso, Categorias

comegaram a ser aplicadas em diversas areas, como Légica e Computagao.

A fala de Lawvere representa bem uma das principais motivacoes desse trabalho,

fit to the phenomena. This apparatus may well be helpful in the solution of certain problems,
but can the problems themselves and the needed axioms be stated in a direct and clear
manner? And might this not lead to a simpler, equally rigorous account? These were the
questions to which I began to apply the topos method in my 1967 Chicago lectures. It was
clear that work on the notion of topos itself would be needed to achieve the goal. I had
spent 1961-62 with the Berkeley logicians, believing that listening to experts on foundations
might be a road to clarifying foundational questions. (Perhaps my first teacher Truesdell
had a similar conviction 20 years earlier when he spent a year with the Princeton logicians.)
Though my belief became tempered, I learned about constructions such as Cohen forcing
which also seemed in need of simplification if large numbers of people were to understand
them well enough to advance further.”
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ja que ele resultou de uma tentativa de fornecer uma explicagao alternativa para conceitos

fundamentais utilizados na fisica. A medida que estudamos Categorias, percebemos que

existem diversas aplicacoes na fisica que se encaixam perfeitamente nesse formalismo, o que

é um tanto surpreendente, considerando que suas origens se encontram em Matematica

Pura que, frequentemente, parece nao ter aplicacbes no mundo real. Por outro lado,

talvez essa coincidéncia seja evidéncia de uma correlacao entre Matematica Pura e Fisica

mais profunda, o que se alinha com o que é sugerido em (17). De qualquer forma, é

inquestiondvel a grande aplicabilidade de Teoria de Categorias em Fisica, como vemos em
(10, 9, 18).

2.2 Conceitos fundamentais

Como dito anteriormente, o conceito de Categorias estd relacionado com a prépria

base da matematica e, portanto, devemos tomar bastante cuidado quando tentamos

descrever as bases sobre as quais essa teoria deve ser construida. Sabemos também de

(16) que é possivel escrever um sistema axiomatico baseado apenas em Categorias. Apesar

disso, vamos daremos aqui uma fundacao para a Teoria de Categorias baseada na Teoria

de Conjuntos, mais especificamente, vamos precisar de algumas extensoes para o sistema

ZFC como NBG e MK, que introduzem o conceito de classes. Como esse nao é o foco

desse trabalho, vamos dar apenas algumas introducoes heuristicas para alguns termos que

usaremos adiante.

Comecamos com o conceito mais basico: conjuntos. Vamos assumir que existem

certos objetos chamados conjuntos, que sdo os mesmos que usamos no dia-a-dia. Assumi-

mos também que, para conjuntos A, B e uma familia (X;);, onde I é um conjunto, as

seguintes propriedades sao satisfeitas:

(i)

Para cada propriedade P, podemos criar o conjunto {a € A | P(a) (a tem a propriedade P)}.

Podemos criar o conjunto #(A) de todos os subconjuntos de A, chamado conjunto

das partes de A.

Existe o conjunto {A, B}, cujos elementos sao A e B.
Existe o par ordenado (A, B).

Existe a uniao Au B ={c|ce A ou ce B}.

Existe a intersecao An B ={c|ce Ae ce B}.

Existe o produto cartesiano Ax B ={(a,b) |ac A ebe B}.
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(viii) Existe o complementar relativo A\ B={aec A|a¢ B}.
(ix) Existe o conjunto B4 das fungoes® f: A — B.
(x) Existe a imagem da fun¢ao indice {X; | i€ I}.

(xi) Existe a uniao U X; = {x | x € X; para algum i € ['}.
1el

(xii) Existe a intersecao N X; ={z |z e X, Viel}.
1el

(xiii) Existe o produto cartesiano [1X;={f:1— UX;| f(:) e X; VieI}.
iel

iel
(xiv) Existe a uniao disjunta |J(X; x {i}).
iel

Além dessas propriedades, pedimos que seja possivel criar os conjuntos N, Z, Q, R

e C.

Frequentemente, teremos que tratar de Categorias como: “a Categoria dos Con-
juntos”, “a Categoria dos Espagos Vetoriais”, “a Categoria dos Espagos Topolégicos” e
inclusive “a Categoria das Categorias”, entre outras. Porém, sabemos que nao existe uma
entidade como “o Conjunto dos Conjuntos”, pelo paradoxo de Russell. Para formalizar

essa ideia, vamos introduzir o conceito de classes, como introduzido no sistema NBG.

Definicao 2.2.1. Uma classe € uma “colecao” tal que

(i) seus membros sao chamados conjuntos®;

(i1) para cada propriedade P, podemos criar a classe de todos os conjuntos com

propriedade P;
(11i) dadas n classes X1, X, Xp, a énupla (X1, Xo,-+, X,,) € uma classe;
(iv) todo congunto é uma classe;

(v) nao existe uma aplicag¢do sobrejetiva de um conjunto para uma classe.

Usamos func¢éo no sentido usual definido em Teoria de Conjuntos. Evitamos a defini¢ao
formal por brevidade.

A palavra conjunto aqui estd sendo usada no sentido de Teoria Axioméatica de Conjuntos, onde
consideramos apenas conjuntos como objetos nao-definidos. Ao longo do texto, denominaremos
os membros de classes pela palavra ”elementos*, como é comum para conjuntos. A motivacgao
para isso é poder definir conjuntos como um caso particular de classes, como mencionaremos
mais adiante. Para uma construgdo mais detalhada, veja (19).
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Da propriedade (iv), podemos caracterizar uma classe como prépria, quando ela
nao é um conjunto e a propriedade (v) sugere que existe uma diferenga de “tamanho” entre
classes e conjuntos, ou seja, conjuntos sao, em alguns contextos, chamados de classes

pequenas e classes préprias sao chamadas de classes grandes.

A propriedade (i7) sugere que existe uma classe maior que todas as outras: a classe

de todos os conjuntos. Chamamos essa classe de Universo e é denotada por U.

Finalmente, em alguns contextos, precisamos de uma nog¢ao maior do que a de
classes. Assim, introduzimos o conceito de um conglomerado que devem satisfazer as

seguintes propriedades:

1. toda classe é um conglomerado;

2. para cada propriedade P, podemos formar o conglomerado de todas as classes com

a propriedade P;

3. conglomerados sao fechados para as operagoes analogas as que temos para conjuntos

como uniao, intersecao, etc.;

4. conglomerados devem satisfazer o Axioma da Escolha para Conglomerados*:
para cada aplicacao sobrejetiva entre conglomerados f : X — Y, existe uma aplicacao

injetiva g: Y — X tal que fog=1idy.
Apo6s essa nota sobre Teoria de Conjuntos e as bases sobre a qual estamos cons-

truindo nossas definigdes, podemos comecar com os basicos de Teoria de Categorias.

2.3 Categorias

Comegamos com a definigao de Categorias. A motivacao principal é encontrar uma
maneira de analisar como certas estruturas de certo tipo interagem entre si. Assim, temos

a

Definigao 2.3.1. Uma Categoria é uma quddrupla A = (O, hom,id, o), onde

(i) © é uma classe cujos elementos sao chamados objetos de A ;

(#7) hom € uma classe tal que,

(a) para cada par de objetos A, B € O, existe uma classe de mapas (ou morfismos
ou setas) f: A — B de A para B, denotada por A(A, B), que sao disjuntos

par a par;

4 O Axioma da Escolha para Conglomerados é uma forma mais forte do Axioma da Escolha

em ZFC.
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(b) para cada trinca de objetos A, B,C' € ©, temos uma opera¢ao

A(A,B)x A(B,C) — A(A,C)
(f,g) = gof

chamada composi¢cao, que é associativa, isso €, para A,B,C,D € © e f €
A(A,B), g¢ A(B,C) ¢ he A(C, D), temos ho(go f) = (hog)o f;

(¢) para cada objeto A € O, existe um mapa ids: A — A chamada identidade tal
que, para cada fe A(A,B), lpof=fols=f.

Observacao 2.3.1. Podemos também denotar © por ob.A.

Observagao 2.3.2. Para objetos A, BeobA e f e A(A, B), dizemos que A é o dominio

e B é o contra-dominio de f.

Frequentemente vamos usar as mesmas notagoes que usamos para conjuntos quando

tratamos de Categorias. Por exemplo, podemos escrever A € A para denotar um objeto

de A ou f e A para denotar um mapa (desde que o dominio e o contra-dominio estejam

explicitos).

1)

Apresentamos agora alguns exemplos de Categorias.

A Categoria Set tem como objetos conjuntos e, para objetos (conjuntos) A, B €
ob(Set), o conjunto Set(A, B) é o conjunto das fungoes entre A e B, a operagao
composigao é a prépria composicao entre fungoes e, para cada conjunto, a identidade

é a funcao identidade no conjunto.

A Categoria Grp tem como objetos grupos e seus morfismos sao homomorfismos de

grupos.
A Categoria Ring tem anéis como objetos e homomorfismos de anéis como morfismos.

Vecty tem espagos vetoriais sobre o corpo K como objetos e aplicacoes lineares

como morfismos.

A Categoria Rel tem como objetos pares (X, R), onde X é um conjunto e R é uma
relagao em X. Os morfismos sao aplicagoes que preservam a relacao, isso €, dados
objetos (X, R),(Y,S) € Rel, um mapa f: (X,R) — (Y,S) é uma fungdo f: X — Y
tal que, Rz’ implica que f(z)Sf(x").

Em geral, Alg(£2) tem como objetos Q-algebras e 2-homomorfismos como mapas,

onde Q = {n; € N | i € [ um conjunto}. Uma Q-élgebra é definida como um
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par (A, (w;)ir), onde cada w; : A% — A é uma operacao n-aria em A e um -

homomorfismo f : (A, (wi)ier) — (A, (&)ier) é uma funcdo f: A — A tal que o

diagrama
R
Ani —— Ani
lwi \L‘Uz
AL i
comuta.

7) Top é uma Categoria com espagos topoldgicos como objetos e aplicagoes continuas

como morfismos.

8) Dadas duas Categorias A e B, podemos definir uma Categoria A x B, cujos objetos
sao pares (A, B), onde A€ obA e B € obB e, para (A, B),(A’,B") € ob(A x B) os
mapas sao pares (f,g), onde f:A— A’ eqg: B— B’

9) Dizemos que uma Categoria A ¢é discreta, quando, para cada par de objetos
A, B e A, tais que A # B, temos A (A, B) = @. Graficamente, Categorias discretas

podem ser representadas por
ida idg ide
(L (L (L
A B C

10) Existe a Categoria 1, que possui apenas um elemento e o tnico morfismo é a
identidade.

Os exemplos 2 - 6 sao chamados mais especificamente de construtos. Informal-
mente, os objetos da Categoria sao conjuntos com certas estruturas adicionadas e cujos
mapas mantém essa estrutura entre objetos. Existe uma defini¢cao formal para estrutura,
que pode ser encontrada em (20). Nesse trabalho vamos usar palavras como estruturas e

propriedades no sentido usado normalmente em contextos matematicos.

Categorias podem ser caracterizadas de acordo com seus “tamanhos”. Uma
Categoria pequena é uma Categoria cuja classe de objetos é um conjunto (classe
pequena), caso contrario, dizemos que é uma Categoria grande. Além disso, podemos

dizer que uma Categoria A é localmente pequena, quando, para cada par de objetos
A,Be A, aclasse A(A, B) é um conjunto.

Essa ultima definicao é inspirada por um fato notavel sobre Categorias, a saber,

que elas podem ser definidas omitindo-se objetos. Intuitivamente, isso pode ser feito, pois
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existe uma bijecao entre as identidades na Categoria e os seus objetos. Para uma definicao
de Categoria independente de objetos, sugerimos o livro (6). Devido a essa definigao,
conseguimos construir um sistema axiomatico independente do ZFC, baseado em Teoria de
Categorias. Os exemplos que demos anteriormente, sao Categorias localmente pequenas.
Veremos mais adiante também exemplos de Categorias pequenas, mas nao avangaremos
no topico de Categorias grandes, ja que elas demandam um nivel de detalhe muito maior e
fogem dos nossos objetivos nesse trabalho. Brevemente, um exemplo de Categoria grande

¢é a Categoria Cat, cujos objetos sao Categorias pequenas.

Retornamos agora, para as caracteristicas categdricas mais béasicas. A seguinte

definicao sera fundamental para o final do nosso trabalho.

Definicao 2.3.2. Dada uma Categoria A e objetos A, B € A. Dizemos que um mapa
feA(A, B) € um isomorfismo, quando existe um mapa g € A(B,A) tal que go f =ida

e fog=1idg. Nesse caso escrevemos A= B.

Dada g como na definigao acima, podemos chama-la a inversa de f, que denotaremos

por f~1, devido a seguinte

Proposicao 2.3.1. Seja A uma Categoria e A,B e A. Se f: A— B ¢ um isomorfismo

em A, entao f~! € unica

Demonstragao: Sejam ¢,¢' € A(B,A) tais que g'o f =go f=idse fog' = fog=idp.

Assim, temos que
g'=yg'cidpg=go(fog)=(g'cf)og=idacg=g.
Logo, a inversa de f é tunica. m
Nos exemplos anteriores, podemos encontrar isomorfismos. Por exemplo,

1) Na Categoria Set, isomorfismos sao fungoes bijetivas.
2) Em Grp, isomorfismos sao isomorfismos de grupos.
3) Em Ring, isomorfismos sao isomorfismos de anéis.

4) Em Vecty, temos isomorfismos lineares.

5) Em Top, os isomorfismos sdo homeomorfismos.

Um exemplo importante de Categoria que surge da definicao de isomorfismo é o de

um grupo. Dado um grupo G qualquer, podemos interpretar G como uma Categoria com
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um unico objeto e cujos todos os mapas sao isomorfismos. Mais precisamente, denotamos
por A o tnico objeto da Categoria §. Assim, temos que G' = G(A, A), isto é, os elementos
do grupo passam a ser vistos como mapas na Categoria, o produto no grupo se torna a
composicao na Categoria e a identidade do grupo se torna o mapa identidade na Categoria

. Essa definicao de grupos pode ser vista no seguinte diagrama:

)
¢S

Note que, aqui nao exigimos nada sobre o objeto. Nos primeiros exemplos de Cate-
gorias que demos aqui, os objetos ou sao conjuntos puros ou conjuntos que possuem algum
tipo de estrutura, porém esse nao é necessariamente o caso. Por exemplo, considerando o
grupo diedral D,,, o objeto na Categoria pode ser interpretado como um poligono de n
lados e os morfismos como as operacoes de simetria sobre ele. Esse é um belo fato sobre
Teoria de Categorias que leva a Teoria de Grupos para suas origens como as operacoes de

simetria em certos objetos.

Esse exemplo, juntamente com a observagao que fizemos sobre a definicao de
Categorias independente de objetos, nos mostra um fato importante: objetos nao sao
fundamentais em uma Categoria. De fato, poderiamos ignorar completamente o objeto
no exemplo acima. As estruturas de interesse sao todas encontradas no conjunto dos
morfismos. Usualmente, eles sao mantidos simplesmente por um motivo pratico, a saber,
a manipulacao de Categorias se torna mais simples quando consideramos objetos, além de
estarmos acostumados com a ideia de que um morfismo necessita de um dominio e um

contra-dominio.

Retirando o requisito de que cada morfismo em grupo, visto como Categoria, seja
um isomorfismo, obtemos uma representacao categérica para um mondide, isto é, um
conjunto com uma operacao bindria, cujos elementos nao necessariamente possuem uma

inversa.

Mondides tém sido muito utilizados em Teoria de Recursos (11). Dizemos que
uma Teoria de Recurso é um mondide simétrico. O exemplo classico para essa Teoria
é o recurso Chem de atomos e transformagoes quimicas. Quando consideramos uma

transformacao quimica como
2H2 + 02 — QHQO,

vemos que a soma ¢ representada em um mondide pela operacao bindria e a seta representa
o sinal de igual no mondide. E claro que, ja no exemplo acima, vemos a necessidade
de certas estruturas mais delicadas, como uma forma de quantizar dado recurso, isto é,

alguma maneira de expressarmos que 2H, representa uma quantidade maior de recursos



20

do que H,. Além disso, considerando certas transformacoes mais delicadas como
luz UV
203 E— 302,

precisamos ainda de maneiras de representarmos o uso do catalisador luz UV. Essa area
tem ganhado muita popularidade em areas relacionadas a fisica como Teoria Quantica de

Informacao e Termodinamica (21, 22, 23).

Antes de partir para o proximo exemplo, vamos relembrar algumas definicoes.
Consideremos um conjunto M e uma relacao R em M. Para todos a,b,c € M, dizemos

que R é:

(a) reflexiva quando aRa;
(b) transitiva quando aRb e bRc = aRc;
(c) anti-simétrica quando aRb e bRa = a = b;

(d) conexa quando aRb ou bRa.
Assim, dizemos que R é

1. uma pré-ordem quando é reflexiva e transitiva;
2. uma ordem parcial quando é reflexiva, transitiva e anti-simétrica;

3. uma ordem total quando é transitiva, anti-simétrica e conexa (note que a conecti-

vidade implica na reflexividade).

Com as defini¢oes acima, podemos partir para o nosso iltimo exemplo de conjunto
que pode ser visto como Categoria é um conjunto pré-ordenado (ou parcialmente ordenado
ou totalmente ordenado). Consideremos um conjunto (S, <) pré-ordenado. Definimos a
Categoria &, cujos objetos sao os elementos de S e, dados objetos a,b € &, temos que
8(a,b) é o conjunto vazio ou um conjunto unitario. No primeiro caso, escrevemos que
a £ b e no segundo, dizemos que a < b. Assim, dado a € S, S(a,a) = {id,}, ou seja, a < a.
Agora, dados a,b,c € § tais que a < b e b < ¢, existem tnicos f € S(a,b) e g€ S(b,c) e
pela composi¢ao na Categoria, temos go f € §(a,c), isso é, a < ¢. Portanto, a pré-ordem
¢ mantida na Categoria. Note que nesse exemplo os morfismos na categoria nao sao
aplicacoes como na maioria dos exemplos de categorias que demos aqui. Nesse caso, os
mapas sao apenas uma forma de descrevermos propriedades de um conjunto - que ja
sabemos como descrever por conjuntos - no formalismo categérico. Assim, esse exemplo

fornece uma boa representagao do nivel de abstragao utilizado em Teoria de Categorias.

Terminamos os conceitos basicos de Categorias com uma definicao fundamental.
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Definicao 2.3.3. Seja A uma Categoria. Definimos a Categoria dual de A, denotada
por A, tal que ob(A) = ob(A%) e, dados objetos A,B € A° e f e A*(A,B), entio
feA(B,A). As identidades sao mantidas, e a lei de composi¢io € dada por go°P f = fog,

onde o°P € a composi¢ao em A°P e o a composi¢ao em A.

Assim, a Categoria dual de A mantém os objetos de A e troca a orientacao
das setas. Veremos alguns exemplos de como Categorias duais se comportam quando
mencionarmos funtores. Por enquanto, apresentamos uma ideia em Teoria de Categorias,

baseada na definicao acima.

Principio da Dualidade: Seja P uma propriedade. Se P ¢é valida para todas as

Categorias, entao P°P é valido para todas as Categorias.

Informalmente, P°P é a propriedade obtida quando trocamos o sentido de todas as
setas que aparecem no enunciado de P. O principio nos fornece uma maneira simples de

obtermos resultados analogos para Categorias duais.

2.4 Funtores

Como foi dito anteriormente, objetos em Teoria de Categorias tomam um papel
secundario, sendo o principal interesse estudar o comportamento dos morfismos entre os
objetos. Seguindo essa ideia, vamos descrever agora como podemos mapear Categorias.

Assim, introduzimos o conceito de funtor.

Definicao 2.4.1. Sejam A e B Categorias. Um funtor F': A — B consiste de:

(i) uma fungao® ob(A) — ob(B), que associa a cada objeto A de A um objeto de B,
denotado por F(A);

(i) para cada par de objetos A, A" € A, temos uma fungio A(A, A") — B(F(A), F(A")),
que associa a cada mapa f: A— A" um mapa F(f): F(A) — F(A'), tal que

(a) para A, A", A" e A e AL A A em A, temos F(go f)=F(g)o F(f)S;

(b) para Ae A, F(ida) = idp(a).

Observagao 2.4.1. Na Categoria Cat, apresentada anteriormente, os morfismos sao

funtores entre Categorias pequenas.

Do fato que, um funtor preserva compostas e identidades, conseguimos a seguinte

Aqui, usamos a palavra funcdo para uma aplicagdo entre classes. Como esse conceito coincide
com o de funcao para classes pequenas, estamos usando o mesmo termo para ambos.
Usamos a mesma notagao para a lei de composicao em A e B, mas elas podem ser leis
diferentes.
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Proposicao 2.4.1. Sejam A, B Categorias, A,A' ¢ A e F : A — B um funtor. Se
f:A— A" é um isomorfismo em A, entao F(f): F(A) — F(A") € um isomorfismo tal
que F(f)' =F(f™).

Demonstracao: Como f é um isomorfismo, existe f=1 e A(A’, A) tal que f~to f=idy

e fo f~l=idy. Assim, temos

F(f')oF(f)=F(f"of)=F(ida) = idpa)

F(f)oF(f")=F(fof™)=F(ida) =idp(a,
ou seja, F'(f) é um isomorfismo e, pela unicidade do morfismo inverso, temos que

F()7=F). 0

Consideremos, agora, alguns exemplos importantes de funtores, que usaremos

adiante.

1) Dada uma Categoria A, o funtor identidade, id 7 : A — A, é definido por id 7 (A) =
A, para todo A € A e idz(f) = f para toda f e A(A, B).

2) Dados grupos @ e #, vistos como Categorias, um funtor ® : ¢ — # é um homo-
morfismo de grupos. Com efeito, seja G € ¢ o tnico objeto de ¢ e H € # o tnico
objeto de #, temos que ®(G) = H. Assim, dados f,g € G(G,G), temos que

D(go f)=2(g) o 2(f),

ou seja, ® preserva o produto de grupos.

3) Analogamente, um funtor entre mondides 7711 e 1 vistos como Categorias, é um

homomorfismo de mondides.

4) Dadas Categorias A e B, dado qualquer objeto de B € B, podemos definir o
funtor constante como, Cp : A — B por Cg(A) = B para todo A € A e, para
CB € ﬂ(A,A,), F(f) = ZdB

5) Dados uma Categoria localmente pequena A e um objeto A € A, podemos definir o

hom-funtor covariante, 7 (A,-): 4 — Set, onde
A(A,-)(B) = A(A,B)
e, para f € A(B,C),
A(A,=)(f) = A(A, f): A(A, B) — A(A,0),
onde A(A, f) é definida por A(A, f)(g) = fog.
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6) Analogamente, dados uma Categoria localmente pequena A e um objeto A € A,

podemos definir o hom-funtor contravariante, A (-, A) : A°? — Set, onde
A(=,A)(B) = A(B, A)
e, para f € A°°(B,(C),
A(=,A)(f) = A(f,A) : A(B, A) — A(C, A),
onde A(f, A) é definida por A(f, A)(g)=go f.

7) Dadas Categorias localmente pequenas A, B e C e funtores F': A — Be G: B — C,

podemos definir o funtor composto por
GoF: A —C,

definido em objetos por G o F(A) = G(F(A)) e em morfismos f : A — A’ por
GoF(f)=G(F(f)):G(F(A)) — G(F(A")).

Como vemos nos exemplos acima, funtores sao tipos de mapeamentos entre es-
truturas matematicas, que em certos casos coincidem com a prépria nogao de funcao,
como vemos nos exemplos 2) e 3) (similarmente a eles, um funtor entre conjuntos pré-
ordenados, vistos como Categorias, é uma fungao que preserva ordem). Seguindo essa
ideia, gostariamos de definir algum tipo de propriedade analoga ao conceito de aplicacao

injetiva e sobrejetiva. Assim, temos as seguintes definicoes:

Definicao 2.4.2. Sejam A e B Categorias. Um funtor F : A — B € dito fiel, quando,
para A, A’ € A a fungao A(A,A") — B(F(A), F(A")) € injetiva.

Definicao 2.4.3. Sejam A e B Categorias. Um funtor F': A — B € dito pleno, quando,
para A, A’ € A a fungao A(A, A") — B(F(A), F(A")) é sobrejetiva.

Seguindo o paralelo com Teoria de Conjuntos, podemos pensar em certas formas

de inclusao de Categorias.

Definicao 2.4.4. Sejam A, B Categorias. Dizemos que A é uma subCategoria de B

quando
(i) obA < obB;
(ii) para cada par de objetos A, A’ € obA, temos A(A, A") c B(A, A");

(i11) para cada objeto A € obA, idy € B(A, A) (isso €, a identidade em A é mesma
identidade de B);
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(iv) para cada par de morfismos f: A— A" e g: A" — A" a composta goz f = gog f

(isso €, a composicio em A € a restri¢io da composi¢io em B ).

Temos ainda um caso especial da definicao acima.

Definicao 2.4.5. Uma subCategoria A de B é dita uma subCategoria plena quando,
para cada par de objetos A, A" € ob A, tivermos A(A,A") = B(A, A").

Definicao 2.4.6. Seja A uma subCategoria da Categoria B. Definimos o funtor in-

clusao v: A — B por:

(i) para cada objeto A em A, 1(A) = i(A), onde i : 0bA - B denota a aplicagdo

inclusao de conjuntos;

(i1) para cada morfismo f: A — A', «(f) = j(f), onde j: A(A,A") > B(AA") € a

aplicacao inclusao de conjuntos.

Como a aplicagao inclusao ¢é injetiva, temos que o funtor ¢ é fiel. Além disso, ele

serd pleno se, e somente se A é uma subCategoria plena.

Podemos citar os seguintes exemplos de subCategorias:

1. Toda Categoria A pode ser vista como uma Categoria plena de A .

2. Dadas Categorias A e B e um funtor F': A — B, temos que a classe de objetos de
B dados por F'(A) para todo A € A, junto com os morfismos F'(f), com f: A — A’
em A forma uma subCategoria de B. Assim, seguindo a notacao de conjuntos,

chamamos essa subCategoria de imagem de F por A e a denotamos por F(A).
3. A Categoria Ab, de grupos abelianos, é uma subCategoria plena da Categoria Grp.
4. Por sua vez, a Categoria Grp é uma subCategoria de Mon, a Categoria de mondides.

5. As subCategorias de um grupo G (visto como uma Categoria) sao os subgrupos de

G. Analogamente, as subCategorias de um Monoéide sao submondides.

6. Consideremos as seguintes Categorias:

(a) Top de espacos topoldgicos e aplicagoes continuas;
(b) Haus de espagos de Hausdorff e aplicagoes continuas;

(¢) Tych de espacos de Tychonoff e aplicagoes continuas.
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Temos que Tych é uma subCategoria plena de Haus e, por sua vez, Haus forma

uma subCategoria plena de Top.

Note que nao precisamos dizer nada sobre a fungao ob A — 0bB, quando definimos
funtores plenos e fiéis pois, como ja observamos anteriormente, existe uma bijecao entre

os objetos e as identidades. Dessa forma, temos a

Proposicao 2.4.2. Seja F': A — B um funtor entre as Categorias A e B. Se F ¢ fiel

(pleno), entao a fungdo ob A — obB € injetiva (sobrejetiva).

Demonstragao: Sejam [7 = {ids | A€ 0bA} e Iy = {idg | B € 0bB}, os conjuntos das

identidades de A e B, respectivamente. Assim, a funcao
PYa - [ﬂ - 0bﬂ7

definida por ¢ 7(id4) = A, é bijetiva. De fato, se tivermos A = A’, entdo, temos id4 = id 4/,
pela unicidade da identidade. Além disso, pela definicao de Categoria, dado um objeto
A de A, existe id tal que ¢ 7(ida) = A. Portanto, ¢ 7 e pg sao bijetivas. Por hipdtese,
para cada par de objetos A, A’ € A, a funcao

Laay s A(AAY) — B(F(A), F(A))
é injetiva (sobrejetiva). Dessa forma, dado um objeto A € A, a restri¢ao
Caml, Lz — Ircay
também serd. Assim, para um objeto A € A, a composta
o7 oLanli, opg: obA — obB
¢ injetiva (sobrejetiva). O

E importante observar a diferenca entre os conceitos de um funtor pleno ou fiel e o
de uma funcao injetiva ou sobrejetiva. Para ilustrar essa disting¢ao, consideremos uma
Categoria discreta A com apenas dois objetos. Um funtor F : A — 1 é fiel, porém, as
duas identidades de A sao levadas na identidade de 1. Podemos representar esse exemplo

com o seguinte diagrama:

.R(}
o
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Assim, vemos que o conceito de fidelidade e plenitude podem ser considerados
“locais”, ja que eles dizem respeito a forma como o funtor atua em uma “parte” da
Categoria. Maiores detalhes sobre “localidade” da plenitude serao tratados em breve, veja
a Definigao 2.4.8.

Definicao 2.4.7. Sejam A e B Categorias e F': A — B um funtor. Dizemos que F €
um tsomorfismo quando existe um funtor G: B — A tal que Go F =1dz e F oG =1dg.

Nesse caso, dizemos que A e B sao Categorias isomorfas e denotamos por A = B.

Proposicao 2.4.3. Se F': A — B é um isomorfismo tal que Go F =idyz e F'oG =1dyg

com G:B — A, entao G € o unico funtor com essa propriedade.

Demonstracao: Consideremos G,G': B — A tais que G'oF'=GoF=idgz e FoG'=

F oG =idg. Assim, temos que

G'oF=GoF (G'oF)oG=(GoF)oG
G'o(FoG)=Go(Fo@)
Gloing:GOid@

G'=G.

by

]

Pelo resultado acima, podemos falar da inversa de F' e, nesse caso, denotamos G

por F-L.

Proposicao 2.4.4. Sejam A e B Categorias. F : A — B é um isomorfismo se, e

somente se, F' € fiel, pleno e uma bijecao nos objetos.

Demonstragao:

(=) Sejam A, A’ € A objetos. Consideremos a fungao
A(AA") — B(F(A),F(A")).
Dados f,g € A(A, A") tais que F(f)=F(g), entdo temos que
F(f)=F(9)=F ' (F(f)=F"(F(9)=f=y9,
ou seja, F' é injetiva. Seja, agora, h € B(F(A), F(A’)). Assim, o mapa
FU(h)s A= FU(F(A)) — FY(F(A7) = A,
ie., F-1(h) e A(A,A"). Além disso,

F(FY(h) =h
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e, portanto, A(A, A’) — B(F(A),F(A")) é sobrejetiva.

(<) Ja vimos que, se F for fiel e pleno, entdao a funcao entre os objetos de B
é injetiva e sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Assim, para cada objeto B € B existe um
tnico objeto A € A tal que F'(A) = B. Além disso, como F é pleno e fiel, para cada
g: B — B’ existe um tnico morfismo f: A — A’ com F(A) =B e F(A’) = B’ tal que
F(f)=g. Dessa forma, podemos definir um funtor G : B — A tal que, para cada B € B e
g: B — B’ tal que,

(i) G(B) = A, com A sendo o tnico A com F(A) = B;
(ii) G(g) =f, com f sendo o tinico mapa f: A — A’ com F(f): F(A)=B — B' = F(A").

Finalmente, por construcao, temos que Go F =idz e F o G = idg. Logo, G = F! e,

portanto, F' é um isomorfismo.

]

Podemos encontrar alguns exemplos simples de Categorias isomorfas a partir dos

exemplos dados anteriormente.

1. Dados dois grupos isomorfos, vistos como Categorias, ja sabemos que um homomor-
fismo entre eles é um funtor. Assim, um isomorfismo entre grupos pode ser visto

como um isomorfismo de Categorias.

2. Analogamente, um isomorfismo entre mondides pode ser interpretado como um

isomorfismo de Categorias.

Existe um outro conceito quando tratamos da aplicagao entre os objetos de duas

Categorias, relacionado com a sobrejetividade.

Definicao 2.4.8. Sejam A e B duas Categorias e F': A — B um funtor. Dizemos que F'
¢ essencialmente sobrejetivo (em objetos) quando, para todo B € B, existe A € A
tal que F(A) = B.

Essa defini¢ao permite definir uma relacao entre duas Categorias mais fraca do

que isomorfismo, que veremos mais adiante.

Introduziremos agora um conceito fundamental da matematica, formalizado cate-
goricamente: estrutura. Frequentemente, dizemos algo como “um grupo é um conjunto
munido de uma operacao de multiplicacao com as propriedades: ...”, porém raramente
diferenciamos entre um grupo, por exemplo, e o conjunto “base” sobre o qual definimos a
operacao de multiplicacao. O processo de retirar a estrutura de certo conjunto, fornecendo

o conjunto base dele, é funtorial, assim como o processo de adicionar estrutura.
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Existem algumas defini¢oes possiveis para estrutura que podemos encontrar em
Teoria de Modelos. Para uma breve discussao do assunto sugerimos (24), enquanto em

(25) encontramos uma discussdo mais detalhada do assunto.

Primeiramente, devemos separar algumas ideias que normalmente consideramos
como estrutura. Fazendo isso, percebemos que podemos agrupar estruturas de certos

modos diferentes. Para exemplificar, consideremos # um espaco de Hilbert sobre o corpo

K.

2

1) Propriedade: é uma caracteristica intrinseca do objeto. No caso de #, a comple-

tude do espaco é uma propriedade.

2) Estrutura: é algum tipo de objeto adicionado. Em #, o produto interno é uma

estrutura.

3) Coisa’: é algum outro conjunto adicionado paralelamente ao objeto principal. Para

# uma coisa adicionada é o corpo K.

Nao entraremos muito na diferenca entre esses conceitos, mas gostariamos de chamar
atencao para eles nesse trabalho, uma vez que frequentemente misturamos todas essas
definicoes em palavras como “propriedade” ou “estrutura”. De fato, esses termos se
confundem frequentemente. Por exemplo, note que a completude de um espago ¢ uma
propriedade, porém ela é definida a partir de sequéncias que, por sua vez, necessitam
de uma topologia, que é uma estrutura. Além disso, a prépria estrutura de um produto

interno é um mapeamento com contradominio sendo a coisa K.

Definicao 2.4.9. Sejam A e B Categorias e F': A — B um funtor. F é chamado de
funtor esquecimento, quando “esquece” alguma estrutura, propriedade ou coisa. Mais

precisamente:

(i) F' esquece somente propriedade, quando € fiel e pleno;
(ii) F esquece somente estrutura, quando é essencialmente sobrejetivo e fiel;

(i1i) F esquece somente coisas, quando é essencialmente sobrejetivo e pleno.

Nesse trabalho, quando tratarmos de funtores esquecimento, geralmente estaremos

nos referindo a funtores da forma U : 4 — Set, que sao funtores que esquecem todas as

7 Usamos a palavra coisa como traducao da palavra inglesa “stuff”. Nao encontramos nenhum

texto em portugués que tratasse desse termo e optamos por essa traducao, por estar associada
a ideia de “coisa publica”, ou seja, tudo o que estd ligado ao governo.
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estruturas acima e fornece apenas o conjunto base do objeto do dominio do funtor. Como

exemplos de funtores esquecimento, temos

1) U:Grp — Set atua em um grupo fornecendo o conjunto dos elementos do grupo
sem a operacao de produto, e atua em homomorfismos de grupos fornecendo apenas

a funcao definida pelo homomorfismo.

2) U : Ring — Set atua da mesma forma que o funtor acima, fornecendo os conjuntos

e as funcgoes de base quando tratamos de anéis.

3) O funtor U : Vectg — Set esquece a estrutura vetorial e fornece o conjunto base de
cada espaco e, para cada transformacao liner em Vecty, esquece a linearidade da

aplicacao e passa a ser vista como uma funcao entre conjuntos.

4) O funtor Vectx — Ab leva espagos vetoriais nos grupos abelianos, esquecendo o
corpo sobre o qual o espaco vetorial é construido e a operagao de multiplicacao por
escalar. Assim, esse funtor esquece coisas e estrutura (note que nao esquece somente

um ou outro).

5) O funtor U : Ab — Grp, o funtor inclusao, simplesmente esquece que um grupo é
abeliano. Dessa forma, esse funtor esquece somente propriedade (de fato, esse funtor

é pleno e fiel).

Analogamente ao que fazemos com funtores esquecimento, podemos adicionar
estrutura a um conjunto. Essa ideia é um pouco menos intuitiva do que o que fazemos
com funtores esquecimento. Por exemplo, podemos tomar um conjunto e criar , a partir
dele, um grupo, que chamamos de grupo livre. Esse processo é porém um tanto mais
complicado do que tomar um grupo e esquecer a operacao de produto nele. Veremos,
porém, que existem alguns resultados sobre Categorias que nos permitem garantir a

existéncia de um funtor livre a partir de um funtor esquecimento.

Como um exemplo de um funtor livre, podemos considerar o exemplo que deu
origem a seu nome, a saber, o funtor F': Set — Grp, que, para cada conjunto, fornece o
grupo livre gerado por ele e leva fungoes em homomorfismos, definidos em cada letra de
cada palavra encontrada no grupo livre. Mais precisamente, consideremos os conjuntos
S={w,z,y,z} e T ={u,v} e afungao f:{w,x,y,z} — {u,v}, definida por f(w) = f(z) =
f(y) =ue f(2) =u. Denotando o funtor livre por F : Set — Grp, os elementos do
grupo F(S), chamadas palavras, sdo escritos como uma sequéncia dos elementos de S,
por exemplo, yw?xz?zy, onde as poténcias denotam o mesmo elemento seguidos, ou seja,

23 = zxx. Além disso, colocamos também inversos de cada elemento e uma identidade e,
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de forma que g~'g = e, para todo g € S. Assim, f se torna um homomorfismo de grupos

quando, atuamos com f em cada letra da palavra, isso €,

flywa?zy) = f(y) f(w)* (@) f(2) f(y) = w*uPvu = u’vu.
Portanto, o funtor livre, define, de fato, um funtor.

Uma construcao analoga pode ser feita para espacos vetoriais. Seja K um corpo.

O funtor livre F': Set — Vectk é definido da seguinte maneira:

(i) para cada conjunto S € Set, o espago vetorial F'(S) é definido como o espago gerado
por somas
Z AsS,
seS

onde A\, e K Vs € S e existe apenas um numero finito de Ay # 0. Além disso, definimos

a soma e a multiplicacao por escalar, por

Z AsS + Z [LgS = Z()\S + [1s)S;

seS seS seS

e, para k € K,

kY Ass = (kAs)s;
seS

(ii) para cada fungao f:S — T, definimos a aplicagao linear F(f): F(S) — F(T) por

F(f)(QAs8) =D Asf ().

seS seS

Assim, esse mapa é de fato linear, pois

FO(QAss+ 2 1ss) = FOP(Q (s + 15)s)

- Tt
P RORWINIO
= FU)E A+ FO)E o)
e, para k € K,
PO S A8) = FID(E0A)8) = SUA(3) =k T AS(5) = KF(I(E A

Logo, F' define um funtor.

Podemos fazer isso também para espacgos vetoriais, isso é, dado um conjunto

podemos definir um espaco livre gerado por ele, definindo um funtor livre.

Associado ao conceito de funtor esquecimento, temos a seguinte definicao:
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Definicao 2.4.10. Seja X' uma Categoria. Uma Categoria concreta sobre I é um
par (A,U), onde A é uma Categoria e U : A — I € um funtor fiel. Quando X = Set,

chamamos a Categoria concreta de construto.

Nos exemplos de Categorias que vimos anteriormente mencionamos a palavra
construto, pois eles se encaixam nessa definicao. Na definicao acima, o funtor U é um

funtor esquecimento, e a Categoria X' é chamada Categoria base.

Com o conceito de funtores, podemos definir um novo tipo de Categoria, que serd

importante mais adiante.

Definicao 2.4.11. Sejam A, B e C Categorias e ' : A — C, G : B — C funtores.

Definimos a Categoria virgula, (F = G), como uma Categoria com:

1. trincas (A,f,B) como objetos, onde Ae A, BeB e f:F(A) — G(B) em C;

2. pares (a,b) como mapas (A, f,B) — (A’,g,B’), ondea: A— A" em A eb: B — B’

em B, tais que o diagrama

F(A) 2% pean
o
aB) 29 a(B)

comuta.

Normalmente, a Categoria virgula é representada graficamente por:

A

Ir

B s
Mostremos, agora, que Categorias virgula sao de fato Categorias. Para isso,
devemos mostrar que a composicao estd bem definida e que para cada objeto, existe

uma identidade. Assim, sejam A, B e C Categorias localmente pequenas e F': A — C e
G : B — C funtores.

1. Composicao esta bem definida: sejam (A, f,B),(A’,g,B"),(A",h,B") € (F =
G) e morfismos (a,b) : (A, f,B) — (A’,g9,B") e (a',b") : (A',9,B") — (A", h, B"),

definimos a composigao (a’,b')o(a,b) = (a'ca,b’ ob). Assim, temos que os diagramas

F(A) 29 pran Feay 29 peamy

/| L L [

a(B) £ G(B a8y 9% qmy
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comutam, ou seja,
goF(a)=G(b)o f e hoF(a')=G()ey.
Assim,
G(t)ogoF(a)=G)eG(b)of < (G(')eg)eF(a)=G(b)oG(b)of

< hoF(a')oF(a)=G(")oG(b)o f
< hoF(a'oca)=G(b ob)of,

onde usamos que funtores preservam a composicao. Dessa forma, o diagrama

FA) 2 pan

il I

c(B) 28 (B

comuta e, portanto, o par (a’ o a,b’ ob) é um morfismo (A, f, B) — (A", h, B").

2. Identidades: para cada objeto (A, f, B) € (F' = G), temos que o par (id4,idg) é
a identidade em (F = ). Com efeito,

F(A) 2 poay

| I

G(B) £ ¢(B)

comuta, ou seja, (ida,idg) é um morfismo (A, f, B) — (A, f, B). Além disso, dado
algum outro objeto (A’, g, B’) e um mapa (a,b): (A, f, B) — (A’,g, B’), temos, do

item acima, que

(a,b) o (ida,idg) = (acida,boidg) = (a,b)

(idA/,idBl) o (CL, b) = (idA/ oa, idB/ o b) = (a, b)
Logo, (ida,idg) é, de fato, a identidade em (F = G).

Vamos definir agora um caso particular importante de uma Categoria virgula. Para
isso, devemos notar que, dada uma Categoria A, e um funtor F': 1 — A, a imagem de F
¢ apenas um tnico objeto de A e sua respectiva identidade id4. Assim, funtores com a
Categoria 1 representam um tunico objeto do contra-dominio. Devido a esse fato, se [

denota o unico elemento de 1 e F(I) = A € A, entdo podemos denotar F' por A.
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Definicao 2.4.12. Sejam A uma Categoria e A € A um objeto de A. A Categoria
fatia de A sobre A é a Categoria virgula (idz = A), onde A € visto como um funtor

1—-A.

Graficamente, a Categoria fatia é representada por

1

A

idq

A —— A

Os objetos de (idz = A), sa@o trincas (X, f,I), com Ae A, [ele f: X — A.
Como 1 possui apenas um objeto, os objetos sao essencialmente pares (X, f) e mapas
(X, f) — (X', g) sdo morfismos £ : X — X', tais que

X 5 xv

LA

A

comuta.

Analogamente, podemos definir a Categoria cofatia trocando as setas no dia-

grama acima, de forma que

X X

f/
g

A

comuta.

Queremos, agora, comparar propriedades de funtores atuando em uma Categoria

com funtores atuando na Categoria dual relacionada. Para isso, comecamos com a seguinte

Definicao 2.4.13. Sejam A e B Categorias. Um funtor F : A°? — B ¢ dito contrava-

ritante. Analogamente, um funtor F': A — B ¢ dito covariante.

Seguiremos com alguns exemplos de funtores co- e contravariantes que aparecem

frequentemente e demonstram a importancia de uma definicao formal.

1) Como ja vimos anteriormente, temos os hom-funtores co- e contravariantes. Um
exemplo de um funtor contravariante desse tipo é o funtor espago dual, (-)* :
Vecty — Vectg, que para cada espago vetorial V' sobre K, V* é o espaco das
aplicacoes lineares V' — K e, para cada morfismo f:V — U em Vecty, F(f):
V* — U~ é definido por F(f)(q) = qo f (lembrando que f:V — U em Vecty
significa que f:U — V em Vecty).
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2) O funtor conjunto das partes covariantes, # : Set — Set, definido por:

(i) para cada conjunto A € Set, P(A) é o conjunto das partes de A;

(ii) para cada morfismo f: A — B, Pf =P(f): P(A) — P(B), é definido por
Pf(X)=f(X), aimagem direta de X € A por f.

3) Analogamente, definimos o funtor conjunto das partes contravariante, Q :
Set”” — Set, definido por:

(i) para cada conjunto A € Set, Q(A) = P(A), o conjunto das partes de A;

(ii) para cada morfismo f: A — B, Qf = Q(f): 2(A) — Q(B), é definido por
f(X) = f-1(X) a imagem inversa de X € B por f (devemos lembrar que

f:A— Bem Set” se, e somente se, f: B— A em Set).

Um caso particular de funtor contravariante com Set como seu contradominio é

chamado

Definicao 2.4.14. Seja A uma Categoria. Um funtor F : A°® — Set é chamado

pré-feize.

Como um exemplo de pré-feixe, consideremos um espaco topolégico M. Seja
O(M) o conjunto dos abertos de M com a ordem parcial de inclusdo. Como ja vimos
anteriormente, podemos ver O(M') como uma Categoria, onde os objetos sdo abertos de
M e, dados A, B € O(M), existe uma tnica aplicagao f: A — B se, e somente se, A € B.

Um pré-feixe no espago M é um pré-feixe do tipo F': M — Set, definido por

(i) para cada Ae O(M), temos que F(A)={f:A—R]| f é continua};

(ii) para cada f:U — U’ (isso é, U € U’) o mapa F(f): F(U") — F(U) é a restri¢ao

das aplicagbes continuas de F'(U’) para U.

2.5 Limites e Colimites

Até esse momento, usamos certos diagramas para caracterizar a estrutura de uma
Categoria, cujo uso fornece uma ideia intuitiva 1til da estrutura interna da Categoria. E
claro que, nem sempre podemos fazer isso devido ao tamanho de certas Categorias. Para

continuar o uso de diagramas, formalizaremos o que essa palavra significa.

Definicao 2.5.1. Sejam A e I Categorias. Um diagrama de formato I é um funtor
D : I — A. Nesse caso, chamamos a Categoria I de esquema do diagrama. Além disso,

quando I é pequena (finito), dizemos que D € um diagrama pequeno (finito).
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Diagramas, com essa definicao, podem ser pensados como uma forma de nomearmos
os objetos na Categoria. Mais precisamente, podemos pensar, por exemplo, na Categoria

I pelo seguinte diagrama (diagrama aqui significa apenas a representagao e nao o funtor
D)

o —> 0 &— o

Assim, o diagrama D : I — A pode ser visto como uma escolha de elementos e morfismos

em A com

AL Bt ¢

g
A

vistos como uma subCategoria de A.

Observagao 2.5.1. Com essa definicao, todo funtor é um diagrama de algum tipo, porém
usamos a palavra diagrama para indicar que estamos mais preocupados com a estrutura
induzida pelo funtor na Categoria no contra-dominio de D do que com a prépria estrutura

do esquema.

Nesse trabalho, especificamente, trabalharemos em geral com diagramas finitos,

como fol o caso até esse momento.

Quando trabalhamos com Categorias, para tratar da grande quantidade de objetos
e morfismos que podem existir nela, tentamos trabalhar com o que chamamos de pro-
priedade universal, isso é, trabalhamos com propriedades que podem ser generalizadas

para todos os objetos da Categoria.

Definicao 2.5.2. Sejam A uma Categoria, I uma Categoria pequena e D : I — A um

diagrama.

(i) Um cone de D em A é um objeto A € A e uma familia de morfismos (fr: A —

D(I))jer, tais que, para todo morfismo u: I — J, o diagrama

D(I)
fr
A D(u)
fi
D(J)

comuta. Nesse caso, denotamos o cone por (A EIq D(1))rer e chamamos o objeto A

de vértice do cone.
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(ii) Um limite de D em A é um cone (L = D(I))er tal que, para todo cone (A I,

D(I))er, ewiste um tinico mapa f: A — L tal que o diagrama

D(I)
e
A= L s L
—,
D(J)

comuta, ou seja, temos wro f = fr para todo I € I. Nesse caso, chamamos os

morfismos 7y de projegoes do limite.

Mudando a Categoria I, o esquema do diagrama, obtemos tipos diferentes de
limites. Vamos separar alguns desses tipos especiais de limites e daremos exemplos para

cada um desses casos.

Definicao 2.5.3. Sejam A uma Categoria e 2 a Categoria discreta com dois objetos

distintos. Um limite do diagrama D :2 — A é chamado de produto em A .

Observagao 2.5.2. A Categoria 2 pode ser representada por

8 (L

Um cone de D, nesse caso, ¢ um diagrama

D(I)

D(J)
pois nao existem morfismos entre I e J.

O nome produto na definicao acima foi escolhido baseado no exemplo principal
dessa estrutura na Categoria Set: o produto cartesiano. Mostremos que o produto

cartesiano é um produto na Categoria Set.

Com efeito, sejam conjuntos A, B € Set tais que A = D(I) e B = D(J). Para

algum conjunto C' e morfismos f:C' — A e g: C' — B, consideremos os cones

A A
/ /
C AxB
\ x
B B
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onde os mapas m4 : Ax B — Aeng: Ax B — B sao as projecoes canonicas, isso €,
wa(a,b) =a e mp(a,b) =b. Afirmamos que existe um tnico morfismo f: C — A x B tal

que o diagrama

comuta. De fato, podemos tomar f = (f,g), definido por (f,¢)(c) = (f(c),g(c)) para

cada c € C. Nesse caso, temos que, para todo c e C,
(mao (f,9))(c) =ma(f(c), g(c)) = f(c)
(m5 o (f.9))(c) =mp(f(c),9(c)) = g(c),

mostrando que o diagrama comuta. Suponhamos, agora, que existisse f :C— Ax B tal

que Tao f=fempo f=g. Bscrevendo f(c) = (z,y), temos que
f(e) = (rae )(e) =ma(e,y) ==
g(c) = (rpo f)(c) =mp(z.y) =y,
ou seja,
fe) = (z,9) = (£(¢), 9(c)) = f(©),
Logo, (f,g) ¢é de fato o tinico morfismo com essa propriedade.

Podemos, analogamente, mostrar que os seguintes objetos sao produtos.

1) Dados X,Y € Top, X x Y, dotado da topologia produto, é um produto em Top.
2) Dados V,U € Vectg, V & U é um produto em Vectg

3) Dados G, H € Grp, G x H, com o produto definido termo a termo, é um produto
em Grp.

Um outro exemplo interessante de produto aparece dentro de um conjunto parcial-

mente ordenado. Seja S um conjunto parcialmente ordenado.

Definicao 2.5.4. Um limite inferior dos elementos x,y € S é um elemento s € S tal

que s<x e s<Yy.

Definicao 2.5.5. Seja e € S. Dizemos que e € um encontro de x ey quando € um limite

inferior mazximal, isso €, para todo limite inferior s de x ey temos que s < e.
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Quando consideramos S como uma Categoria, o encontro (caso exista) é um

produto em S. De fato, como s <x,y, e <x,y e e < s, temos que existem morfismos tnicos

§—x
55—y
e—x
e—y

€ — S.

Pela unicidade dos morfismos na Categoria, temos que o diagrama

comuta. Além disso, f é o inico morfismo com essa propriedade, pelo mesmo motivo.

Alguns exemplos desse tipo de estrutura podem ser encontrados em

1) Em (R, <), visto como uma Categoria, o produto dos elementos z,y € R é o nimero

min{x,y}.

2) Seja S um conjunto e (P(S5),<) visto como uma Categoria. Sejam X,Y € P(95).

Temos que o conjunto X NnY é um produto em (P(S5),<).

3) Em N, podemos considerar a relagao de divisdo como uma ordem parcial. Com

efeito, para a,b,n € N, temos que
(i) nln;
(ii) Se aln e nja, entdo a =n;

(iii) Se alb e b|n, entao aln.

Assim, podemos ver (N, |) como uma Categoria. Dados elementos z,y € N, o

produto de x e y é o mde(z,y).

A nocao de produto pode ser generalizada para mais de dois objetos. Para fazer
isso, consideremos um conjunto I. Podemos ver I como uma Categoria discreta, onde
cada elemento é um objeto e os tnicos morfismos sao identidades. Um produto nesse caso

é um limite de um diagrama D : [ — A, onde A é uma Categoria.
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Em Set um produto do diagrama D : [ — Set é o produto cartesiano

HX'L'7

1el

juntamente com as projecoes canonicas, 7; : [] X; — X;. Para todo cone (A LA Xi)ier, O
el
tnico morfismo f: A — [T X; é a aplicacao (f;)is. O diagrama abaixo representa tal
iel
generalizagao para o produto.

D(3)

Um exemplo importante dessa generalizacao é quando consideramos a Categoria
(R, <) e uma familia de elementos (z;);e;. Nesse caso, o encontro da familia serd justamente

o infimo do conjunto {x; |ie€ I}.
Consideremos agora a Categoria [E, com dois objetos e dois morfismos representada

por
° ﬁ )
(omitimos as identidades na representacao).

Definicao 2.5.6. Seja A uma Categoria. Um equalizador de D em A é um diagrama
D:E— A.

Denotando os objetos de E por [ e J, um cone de D é um objeto A € A e morfismos
f:A— D(I), g: A— D(J) tal que o diagrama

D(I)

D(J)

comuta. Assim, temos que so f=geto f=g, ouseja, sof=tof. Objetos e morfismos
com essa propriedade sao chamados de garfos ou pré-equalizadores e o diagrama pode

ser reescrito como

A—L5 D) —= D(J)
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Um limite desse diagrama é um objeto E € A com as projecoes 7y : E — D(I),
7wy E — D(J) tais que somy =my e tom =my, ou seja, somy =tom. Assim, podemos

representar o limite pelo garfo
E — D(I) :t; D(J)
Além disso, como E é um limite, temos ainda a propriedade de que para todo garfo

A—L5 D) :t; D(J)

existe um dnico morfismo f: A — E tal que o diagrama

D(I)

comuta. note que, esse diagrama ¢ equivalente ao triangulo comutativo superior no
diagrama de limite. Como as aplica¢bes A — D(J) e E — D(J) podem ser encontradas

a partir de 7y e f, podemos omitir o triangulo comutativo inferior.

Temos os seguintes exemplos de equalizadores:

1) Na Categoria Set, dados dois conjuntos X,Y € Set e morfismos s,t : X — Y,
temos que o conjunto E = {z € X | s(x) = t(z)}, juntamente com a aplicagao
inclusao i : £ = X, é um equalizador de s e t. Com efeito, para todo = € F/, temos

soi(x)=toi(x), ou seja, temos um garfo
E—s X—23Y
t

Seja, agora, um conjunto A€ Sete f: A— X tal que so f =to f. Assim, temos

que, para todo a € A,

(sof)(a) = (te f)(a) < s(f(a)) =t(f(a)),

ou seja, f(a) € E, para todo a € A. Dessa forma, temos que o diagrama

comuta. Além disso, suponhamos que exista f :A— FE tal que f=io f . Nesse
caso, para todo a € A, temos f(a) = i(f(a)) = f(a). Logo, f = f e, portanto, E é

um equalizador.
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Sejam G, H grupos em Grp e ¢ : G — H um homomorfismo. Denotando por
e : G — H o homomorfismo trivial (isso é, (g) = e, Vg € G, onde e é o elemento

neutro de H). Nesse caso, a aplicagao inclusao ker p = G forma um garfo
i P
ker p —— G ;; H

Com efeito, para todo g € ker ¢, temos (poi)(g) =e=(c0i)(g). Seja, agora, um
grupo A € Grp e ¥ : A — ker ¢ um homomorfismo tal que ¢ o1 = o01. Nesse caso,

para todo a € A, temos que

(pov)(a) =(eo9)(a) =e,

ou seja, ¥(a) € ker p para todo a € A, isso é, o diagrama

comuta. Além disso, suponhamos que exista 1& : A — kerp tal que i o 1& =1). Assim,

para todo a € A,

¥(a) = (iod)(a) = d(a).

Logo, ¢ = zﬁ e, portanto, ker ¢ é um equalizador em Grp.

Sejam V,U € Vectg espacos vetoriais sobre K e 7,5 : V — U aplicacoes lineares.
Consideremos a aplicagdo T'- S : V — U, definida por (T - S)(v) =T (v) - S(v). O

espaco vetorial ker(7' - .S) junto com a aplicagao inclusao forma um garfo
ker(T - 8) <=V %; U
Com efeito, para todo v € ker(T - .S), temos que
(T=5)(w) =T(v) - S(v) = (Tei)(v) - (Sei)(v) =0,

ou seja, (T'oi)(v) = (Soi)(v). Afirmamos, ainda, que ker(7T —S) é um equalizador.

De fato, dado um garfo
f T
A——V ? U
temos que, para todo a € A,

(To f)(a) = (S f)(a) = (T-5)(f(a)) =0,
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ou seja, f(a)eker(T - S). Assim, o diagrama

comuta. Finalmente, suponhamos que exista f: A — V tal que io f = f. Assim,

para todo a € A,

f(a)=(io f)(a)= f(a),
isso é, f = f. Logo, ker(7T - S) é de fato um equalizador em Vecty.

Um conceito relacionado com a construcao acima é a seguinte

Definicao 2.5.7. Seja A uma Categoria. Dados objetos X,Y,Z € A e morfismos
f:Y—=2Z¢egh:X — Y. Dizemos que f é um morfismo ménico quando, se
fog=foh, entao g=h.

Note que, a definicao de um morfismo monico se assemelha aquela de injetividade
de funcoes. De fato, a propriedade monica é uma generalizacao da nogao de uma aplicagao

injetiva, como podemos ver no seguinte resultado.

Proposicao 2.5.1. Sejam Y, Z € Set conjuntos e f:Y — Z um morfismo. Assim, f €

monico se, e somente se, f € injetiva.

Demonstragao: (=) Sejam 1,y € Y tais que f(y1) = f(y2). Consideremos as aplicagoes

dy = {n} — {y1} e idy : {52} — {y2} definidas por idi(y1) = y1 e ida(y2) = y2. Assim,

temos que
(f oidi)(y1) = f(y1) = f(y2) = (f 0 id2) ()
e, como f é moénico, temos que id; = idy, ou seja,
yr =idy(y1) = idz(y2) = y2.

Logo, f é injetiva.
(<) Reciprocamente, sejam X € Set e g,h: X — Y funcgoes tais que fog= foh.

Como f é injetiva, temos que, para todo x € X,

(feg)(x) =(feoh)(z) = g(x) = h(x)

para todo x € X. Logo, g = h e, portanto, f é monico. O
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Dada uma Categoria A, temos o seguinte resultado, relacionando morfismos
monicos e equalizadores.

Proposicao 2.5.2. Seja (E, f) um equalizador de s,t: X — Y. Assim, f é monico.

Demonstragao: Seja A uma Categoria e o, f € A(D, F) tais que foa = fo . Assim,

temos que

so(fea)=(sef)oa=(tof)oa=to(foa),

ou seja, foa (e fof) forma um garfo com s e t. Como f é um equalizador, existe um

tinico morfismo f: D — E tal que
fof=foa=fop.

Como f é tinico com essa propriedade (isso é, tal que fo f = foa) devemos ter o = f = f,
pois foa=foae fof=foa. m

Agora, vamos definir o tltimo tipo de limite de interesse em uma Categoria. Para

isso, vamos considerar a Categoria P, representada por

e — > e

Definicao 2.5.8. Seja A uma Categoria e consideremos o diagrama D : P — A. Um
quadrado de pullback ou pré-pullback é um cone de D e chamamos de pullback um
limite de D.

Podemos representar um pré-pullback pelo diagrama comutativo

ALy

d

X — 7
onde A é o vértice do cone. Um pullback pode ser visto no diagrama comutativo

f2

onde f: A— P é o tinico morfismo que faz com que o diagrama comute.
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Consideremos o seguinte exemplo de pullback. Sejam X,Y,Z € Set conjuntos e
mapas f: X — Zeg:Y — Z. Consideremos o conjunto P = {(z,y) €e XxY | f(z) = g(y)}

e as projecoes canonicas m(x,y) = x e my(x,y) =y. Assim, temos que o diagrama

J LN, Ve

“i ig

XT>Z

comuta. De fato, para todo (z,y) € P, temos
(gom)(x,y) =g(y) = f(x) = (fom)().
Seja, agora, A € A tal que

p2
—

=
P
N 4 <

f

comute. Nesse caso, temos, para todo a € A,

(gop2)(a)=(fopi)(a),

ou seja, o par (pi(a),ps(a)) € P. Dessa forma, o mapa f: A — P definido por f(a) =

(p1(a),p2(a)) faz com que o diagrama

P2

comute, pois, para todo a € A, temos

(m20 f)(a)
(10 f)(a)

m2(p1(a), p2(a)) = pa(a)
mi(p1(a), p2(a)) = pi(a).

Suponhamos, agora, que exista f: A — P. Nesse caso, temos

(ma0 f) = pa(a)
(miof)=pi(a),

ou seja, para todo a € A,

f(a) = (pi(a),p2(a)) = f(a).
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Logo, f é tnica com essa propriedade.

Outro exemplo importante de pullback sao imagens inversas. Consideremos con-
juntos X,Y € Set, Y’ € Y um subconjunto de Y e f: X — Y. Denotemos por X’ a
imagem inversa de Y por f,isso é, X' ={z € X | f(x) e Y'}. A restrigao de f ao conjunto

X’ junto com as inclusoes i : X' - X e j: Y’ - Y formam um quadrado comutativo

X7 flxr vy’

{ b
X ——Y

Afirmamos que X’ é um pullback. Com efeito, consideremos outro quadrado comutativo

Al sy

ol b
XT>Y

Note que, para todo a € A, temos que

(feg)(a)=(joh)(a),

que pertence a Y’ (pois h(a) € Y’). Assim, g(a) € f~1(Y) = X’ para todo a € A. Dessa

forma, o diagrama

comuta, pois, para todo a € A (iog)(a) =g(a) e

(flxreg)(a) = (feg)(a) = (j o h)(a) = h(a).

Suponhamos, agora, que exista um mapa ¢ tal que

comuta. Assim, temos que

(i0g)(a)=g(a)
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para todo a € A, isso é, g = g. Logo, X' = f~1(Y") define um pullback em Set.

Como um ultimo exemplo de interesse, vamos mostrar que interse¢oes também
definem pullbacks em Set. Sejam A, B,C € Set conjuntos tais que A, B ¢ C. Assim,
o conjunto A n B junto com as inclusoes nos conjuntos A e B definem um quadrado

comutativo

AnB <ty

J

Q=

A l

Como temos An B =1["1(B), pelo exemplo anterior, sabemos que An B é um pullback em
Set.

Vamos, agora, definir as estruturas duais aos conceitos acima. Até esse ponto,
nao explicitamos os conceitos duais de cada definicao e exemplo, pois normalmente elas
nao oferecem resultados muito diferentes dos esperados. Aqui, porém, veremos que uma
simples mudanca na diregao das setas dos diagramas acima geram exemplos bem distintos
dos que vimos acima. Assim, definiremos aqui esses conceitos duais, que também serao

utilizados a frente.

Comecamos com o conceito dual ao de limite.

Definicao 2.5.9. Sejam A uma Categoria localmente pequena, I uma Categoria pequena
eD:1I— A. Consideremos o diagrama D°P : I’ — A°. Um cocone de D é um cone

de D°P e um colimite de D ¢ um limite de D°P. Mais precisamente:

(i) Um cocone de D em A € um objeto A € A e uma familia de morfismos (f;: D(I) —

A)er, tais que, para todo morfismo u:1 — J, o diagrama

D(I)
D(u)

D(J)

comuta. Nesse caso, denotamos o cocone por (D(I) EIA A)er € chamamos o objeto

A de vértice do cocomne.

(ii) Um colimite de D em A ¢é um cocone (D(I) ™5 C)ier tal que, para todo cocone
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(D(I) &, A)per, existe um unico mapa f: C — A tal que o diagrama

D(I)

D(u)

D(J)

comuta, ou seja, temos fom; = fr para todo I € I. Nesse caso, chamamos os

morfismos m; de coprojecoes do colimite.

Novamente, definiremos alguns exemplos importantes de colimites.

Definigao 2.5.10. Seja A uma Categoria. Um limite do diagrama D : 2 — A é chamado
um coproduto em A .
Coprodutos sao representados pelo seguinte diagrama:
D(I)
\
S
i
D(J)

Consideremos, agora, a seguinte definicao.

Definicao 2.5.11. Sejam A, B € Set conjuntos. Definimos a uniao disjunta de A e B

como o conjunto

AUB =(Ax{0})u(Bx{1}).

Além disso, sejam ig: A— AuB eig: B — Au B definidas por i4(a) = (a,0) e
ip(b) = (b,1).
O conjunto A U B juntamente com as aplicagbes i4 e ig formam um coproduto em

Set. De fato, dado qualquer conjunto X € Set e mapas f: A — X e g: B — X, considere
omapa f:AuB — X definida por

(2= /) > =0
g(x), se z=1,

onde z € {0,1}. Nesse caso, temos que, para todo a € A,

fla) = (foia)(a)
g(b) = (fein)(b),
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ou seja, o diagrama

comuta. Além disso, suponhamos que exista um morfismo f :Au B — X que faca o

diagrama comutar. Nesse caso, temos, para todos a € A e b e B,

fla) = (foia)(a)=f(a)=(foia)(a)=Ff(a)
fb) = (foin)(b)=g(b) =(foin)(d)=f(b),

ou seja, f = f e, portanto, f é dnica. Logo, Au B é um coproduto em Set.

Observacao 2.5.3. Certos livros denotam a uniao disjunta de A e B por A+ B. Assim,
como esse é um dos exemplos principais de coprodutos categéricos, alguns autores usam o

nome soma para o coproduto.

Sejam, agora, V,U € Vectyg dois espacgos vetoriais sobre K. Consideremos as
inclusdes iy : V =V & U eiy: U — V@ U definidas por iy(v) =v+0 e iy(u) =0+ u.
Dado um terceiro espaco vetorial W € Vecty e aplicacoes lineares T:V — W S:U — W,
consideremos o mapa f: V @&U — W definido por f(v+u) =T (v)+S(u). Primeiramente,
como f é uma soma de aplicacoes lineares, entdo temos que f é linear. Além disso, temos,

para todos veV eueU,

fv+0)=T(v) +S(0) =T (v)
?(0 +u) =T(0) +S(u) =S(u),

(foiv)(v)
(f oiv)(u)

ou seja, o diagrama

comuta. Para mostrar a unicidade, consideremos f:V & U — W que faca o diagrama

acima comutar. Nesse caso, temos, para todos veV e ue U,

(foiv)(v) =T(v) =T(v) +5(0) = f(v +0)
(f oiv)(u) = S(u) =T(0) + S(u) = F(0+u),

f(v+0)
f(0+u)
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ou seja, f = f e, portanto, f é unico. Logo, V @ U é um coproduto em Vectg.

Note que, nesse caso, a soma direta é tanto um produto, como vimos anteriormente,
quanto um coproduto. Em contraste, vemos que em Set produtos e coprodutos sao, em

geral, diferentes.

Outro exemplo interessante de coproduto ocorre na Categoria Algy de R—Algebras
e homomorfismos de R-algebras, onde R é um anel. Sejam A, B € Alg, e A® B o produto
tensorial de A e B. Consideremos as inclusoes i4: A — A® Beig: B — A® B definidas
porig(a) =a®lp eig(b) =14 ®0b. Seja, agora, C' € Algy e os morfismos f: A — C e
g:B— C. Seja f: A® B — C definida por f(a®b) = f(a)g(b). Assim, temos que o

diagrama

comuta, pois, para todo a € A e be B, temos

(foia)(a)=fla®1p)=f(a)lp = f(a)

(foip)(b)=Ff(la®b)=14b=g(b).

Note que, por definigao, para todo r € R e a1 ® by, a3 ® by € A ® B, temos

Ff(r(aiaz ® biby))
f(raiaz)g(bibz) = rf(ax)f(az2)g(bi)b(bs)
r?(al ® b1)7(a2 ® bg),

7(7’((11 ® bl) . (CL2 ® bg))

onde usamos o fato de que f e ¢ sdo um homomorfismos de R-algebras. Assim, f é um

homomorfismo e é, portanto, um elemento de A(A® B,(C').

Seja, agora, f: A® B — (), tal que o diagrama comuta. Assim,

foias=f e foig=g,
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ou seja, para todo a®be A® B,

fla®b) = f((a®1p)-(14®D))
= fla®1p)f(1a®b)
= (foia)(a)(foip)(D)
= f(a)g(b)
= (foia)(a)(foin)(b)
= fla®lp)f(1a®Db)
= f((a®1p)-(1a®b)) = f(a®b),

onde usamos que f e f sao homomorfismos de R-dlgebras. Assim, f = f e, portanto, f é

unica. Logo, A® B é um coproduto em Algp.

Interessantemente, nao podemos dizer o mesmo para V ® U para espacos vetoriais
em Vectg. Isso acontece, pois precisamos da nogao de bilinearidade para o produto
tensorial, o que nao é encontrado dentro da Categoria Vectk, cujos morfismos sao

aplicagoes lineares.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, vamos encontrar os coprodutos em
um conjunto parcialmente ordenado visto como uma Categoria. Assim, consideremos um

conjunto (.5, <) dotado da relagao de ordem parcial <.

Definicao 2.5.12. Dados x,y € S um limite superior dos elementos x e y é um

elemento tal que s€ S tal que v <s e y < s.

Definicao 2.5.13. Seja j € S. Dizemos que j € uma jungao de x ey quando € um limite

superior minimal, isso €, para todo limite superior s de x ey, temos j < s.

Mostremos que uma juncao j é um coproduto. De fato, seja s € S um limite
superior de x e y. Assim, como cada morfismo na Categoria S é tinico, temos que o

diagrama

Y
comuta. Além disso, o morfismo j — s é tnico pela construgao da Categoria, ou seja, a
jungao j é um coproduto em (5, <).

Podemos generalizar juncgoes para conjuntos arbitrarios de objetos. Nesse caso,

quando consideramos o conjunto (R, <) como uma Categoria, temos que, dado qualquer



o1

subconjunto limitado inferiormente X € R, a jungao de X é o supremo de X e serd também

um coproduto em (R, <).
Continuamos para o proximo colimite de interesse.

Definicao 2.5.14. Seja A uma Categoria. Um coequalizador é um colimite do dia-
grama D :E — A.

Assim, dados conjuntos X,Y e morfismos s,t: X — Y, um cogarfo de set é
um morfismo f:Y — C, tal que fos= fot, que pode ser representado pelo diagrama

comutativo
t f
X :;S Y — C

Como exemplo, consideremos conjuntos X,Y € Set e mapas s,t: X — Y. Sejam
R; relagoes de equivaléncia em Y tais que s(x) ~ t(x) para todo x € X, indexadas pela
familia I. Assim, temos que
R=NRi
iel
é a menor relacao de equivaléncia tal que s(x) ~ ¢(x). A projecao candnica 7:Y — Y/r,
definida por 7(y) =7 a classe de equivaléncia de Y, é um coequalizador de s e t. Com

efeito, para todo x € X, temos
(mos)(x) =7(s(x)) = m(t(z)) = (wot)(x),
ou seja, o diagrama
X :t; Y — Y/g
comuta. Além disso, dados um conjunto A € Set e um mapa f:Y — A tal que

fos=fot.

Definamos o mapa f:Y/r — A definido por f(7) = f(y). Primeiramente, mostremos que
f estd bem-definido. De fato, consideremos a relacao de equivaléncia induzida por f, isso
é, y1~r Y2 < f(y1) = f(y2). Como f é tal que fos=fot, temos que, para todo = € X,
f(s(z)) = f(t(x)), ou seja, s(x) ~¢ t(z). Como R é a menor relacdo tal que s(z) ~ t(x),
temos que R ¢ Ry, onde Ry ¢ a relagao induzida por f. Dessa forma, se (21, 22) € R, entao
(z1,22) € Ry e, portanto, se T1, T3 € R tais que Ty = T3 (isso ¢, tomando dois representantes

da mesma classe) temos que x; Ryxo, ou seja,

Fla1) = f(21) = f(22) = f(2),
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o que mostra que f é bem-definida, pois qualquer representante da classe tem a mesma
imagem por f. Além disso, temos (fom)(y) = f(¥) = f(y), para todo y € Y, isso é, o

diagrama

Y —"— Y/r

DN

A

comuta. Finalmente, para mostrar a unicidade de f, consideremos o morfismo f:Y/r — A

tal que fo 7w = f. Assim, temos que

(fem)(y) = (fom)(y),

para todo y € Y, ou seja, f(7) = £(7), para todo 7 € Y/r. Logo, f é tnica e, portanto, 7 &

um coequalizador em Set.

Como fizemos anteriormente, podemos caracterizar morfismos pela seguinte de-

finigao.

Definicao 2.5.15. Seja A uma Categoria. Dados objetos X,Y,Z € A e morfismos
f: X =Y eg h:Y — Z. Dizemos que f ¢ um morfismo épico quando, se go f =ho f,

entao g = h.

Quando consideramos a Categoria Set, temos o seguinte resultado relacionado a

morfismos épicos.

Proposicao 2.5.3. Dados X,Y € Set conjuntos e f: X — Y um morfismo. Assim, [ €

épico se, e somente se, f € sobrejetivo.

Demonstragao: (=) Suponhamos que f nao seja sobrejetivo. Nesse caso, existe yg €Y
tal que nao existe z € X com f(x) =yy. Consideremos o conjunto Y u{Y} e o morfismo
g:Y — Y u{Y}, definido por

Y, se Y+ Yo

Y, se y=1yp.

9(y) =

Assim, temos, para todo x € X,

(idy o f)(x) = (g o [)(2),

ou seja, como f é épico, temos que g = idy de onde concluimos que yo =Y €Y. Como nao

podemos ter um conjunto contendo ele mesmo, temos uma contradi¢ao. Logo, f é épico.

(<) Sejam Z € Set e g,h: Y — Z morfismos tais que

gof=hof.
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Assim, como f é sobrejetiva para todo y € Y, existe x € X tal que y = f(z). Dessa forma,

para todo y € Y, temos

9(y) = (go [)(x) = (he f)(x) = h(y),
ou seja, g = h. Logo, f é épico. m

Observacao 2.5.4. A demonstracao acima ¢é valida em ZFC, onde pedimos axiomati-
camente que nao exista um conjunto que contenha ele mesmo como um elemento, isso

6,
Ar:xen.

Existem, porém, sistemas axiomaticos que nao usam esse axioma. Nesse caso, teriamos que
achar algum a tal que a ¢ Y e a demonstragao segue da mesma forma, onde a contradigao
surge do fato de que a =yp €Y mas a ¢ Y. Como o objetivo desse trabalho nao é entrar
nas sutilezas filosoficas de cada sistema axiomatico, deixamos essa observacao como uma

curiosidade.

Agora, podemos conectar morfismos épicos e coequalizadores em uma Categoria

A pelo seguinte resultado.

Proposicao 2.5.4. Seja A uma Categoria, A,B,C e A e f: B — C um coequalizador

dos morfismos s,t: A — B. Assim, f é um morfismo épico.

Demonstracao: Seja D e A e o, 3 : C'— D morfismos tais que

aof=pof.

Como f é um coequalizador de s e t, temos que

(aof)os=(ao f)ot,

ou seja, oo f forma um cogarfo de s e t. Assim, como f é um coequalizador, existe um

tinico f:C — D tal que

Fof=aof.

Como f ¢ tinica com essa propriedade, temos a =3 = f (pois fo f=ao f= Lo f). Logo,

f é épico. O]
Finalmente, podemos definir o préximo colimite notéavel.

Definicao 2.5.16. Seja A uma Categoria. Um colimite do diagrama D : PP — A ¢

chamado um pushout em A.
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A Categoria esquema P pode ser representada por

e —— > o

Aqui, mudamos a posicao do objeto no canto inferior direito simplesmente para mantermos

certa simetria entre os esquemas P e P.

Definicao 2.5.17. Seja A uma Categoria. Um quadrado de pushout ou pré-pushout
¢ um objeto A e A e morfismos f1: X — A e fo:Y — A tais que o diagrama

comuta. Nesse caso, denotamos o pushout pela tripla (A, f1, f2).

Da definicao acima, temos que um pushout é um pré-pushout (S,pi,ps) com

a propriedade universal de, para todo pré-pushout (A, fi, f2), existe um tnico mapa

f S — A tal que o diagrama

comuta.
Consideremos a Categoria Set. Assim, dados X,Y € Set conjuntos, temos o

seguinte pré-pushout.

Xny —> 5y

o b

X — XuY
JIX

Mostremos que X UY é um pushout. Seja (A, f1, f2) um pré-pushout tal que fioix = fooiy.
Definimos f: X UuY — A definida por

fi(a), seae X
fo(a), seaeY

fla) =
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Assim, o diagrama

f1

comuta. Resta mostrar que f tnica. Seja f: X UY — A tal que fojy = f1 e fojx = fo.

Assim, temos, para todo z € X eyeY,

(foix)(x) = fi(z) e (foiv)(y)=faly),

ou seja,

f(a)
f(a)

fi(a), se ae X
fa(a), se aeY.

Assim, temos f = f e, portanto, f é o unico morfismo que faz o diagrama comutar. Logo,

X uY é um pushout em Set.

Para terminar nossa discussao sobre limites e colimites, consideremos a seguinte

definicao de Categoria.

Definicao 2.5.18. Definimos a Categoria vazia, denotada por @, como uma Categoria

sem objetos ou morfismos, isso €, a classe de objetos e de morfismos € o conjunto vazio.

Quando tratamos de limites e colimites, como & é uma Categoria pequena, podemos
pensar em um diagrama que tem a Categoria vazia como dominio. Nesse caso, definimos

os limites de D da seguinte forma.

Definigao 2.5.19. Seja A uma Categoria e D : @ — A . Dizemos que um colimite de D
¢ um objeto inicial ¢ um limite de D é chamado um objeto terminal. Quando um

objeto € simultaneamente inicial e terminal, dizemos que é um objeto zero.

Assim, temos que um limite (ou colimite) do diagrama D é um objeto L € A tal

que, para todo objeto A € A, existe um tnico morfismo f: A — L (ou f: L — A).

Como um exemplo de objetos inicial e terminal, consideremos a Categoria Set.
Para cada conjunto X € Set, existe uma tunica funcao v : @ — X chamada a fungao vazia.
Assim, @ é um objeto inicial em Set. Por outro lado, dado qualquer conjunto unitério, {a},
para cada conjunto Y € Set, existe uma tnica func¢ao ¢:Y — {a}, a fungao constante,
ou seja, conjuntos unitarios sdo objetos finais. Na Categoria Grp, o conjunto trivial {e}

¢ um objeto zero. Com efeito, para cada grupo G € Grp, o homomorfismo constante
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¢ : G — {e} énico. Além disso, como todo homomorfismo deve satisfazer p(e) = e, existe
uma unica forma de definir um morfismo v : {e} — G colocando 1(e) = {eg}. Assim, {e}

é um objeto terminal e inicial, ou seja, {e} é um objeto zero.

Proposicao 2.5.5. Seja A uma Categoria. Se I,1' € A sdao objetos iniciais, entao I = 1.

Demonstracao: Como [ e I’ sao iniciais, existem morfismos tinicos f: 1 — I'e f': ' — I.
Assim, temos que fo f e A(I',)1") e f'o fe A(I,I). Como I e I’ sdo iniciais, os inicos
morfismos em A (I,I) e A(I',1") sao id; e idp, de onde concluimos que f'o f =id; e
fo f'=idp. Logo, f'= f~! e, portanto, I = I'. O

Analogamente, objetos terminais em uma Categoria sao isomorfos. Isso significa

que objetos terminais e iniciais sao Unicos a menos de isomorfismo.

Podemos, ainda, enfraquecer a definicao de objetos terminais e iniciais, retirando

o requerimento de unicidade.

Definicao 2.5.20. Seja A uma Categoria. Um objeto L de A ¢é dito fracamente
inicial, quando, para todo objeto A € A, existe algum morfismo f: L — A. Analogamente,
quando, para todo A € A, existe algum morfismo f: A — L, dizemos que L € fracamente

terminal.

Assim como objetos iniciais e terminais sao tipos de limites, objetos fracamente
iniciais e terminais sao exemplos de limites e colimites fracos, do diagrama vazio.
Essencialmente, limites e colimites fracos sao limites que nao exigem a unicidade do

morfismo entre o limite e o vértice de cada cone na Categoria.

Definicao 2.5.21. Um conjunto S, de objetos de uma Categoria A, é chamado um
conjunto fracamente inicial, quando, para todo A € A, existe algum morfismo f :
S — A, para algum S € S. Analogamente, quando existe um morfismo f: A — S, para

algum objeto de S € S, dizemos que S € fracamente terminal.

Limites e colimites em Categorias nem sempre existem e, quando existem, nao
necessariamente temos limites para qualquer diagrama. Assim, é interessante classificar

Categorias de acordo com o tipo de limites que nelas existem.

Definicao 2.5.22. Seja A uma Categoria e I uma Categoria pequena.

(i) Dizemos que A tem limites de formato I quando, para todo diagrama D : I — A,

existe algum limite de D em A.

(i) Dizemos que A é completa quando tem limites de formato I para toda Categoria

pequena I .
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Acabamos de ver que limites sao estruturas (coloquial) definidas em Categorias.
Queremos, agora, estudar como funtores interagem com limites. Em outras palavras,
gostariamos de investigar como imagens de limites por um funtor se comportam na

Categoria contra-dominio. Comecamos com a seguinte definicao.

Definicao 2.5.23. Sejam A,B Categorias, I uma Categoria pequena e F': A — B um
funtor. Dizemos que F' preserva limites de formato I quando, para todo diagrama
D:I— A, se LY D(I) é um limite de D em A, entao (F(L) F(—pf))(FOD)(I) é um
limite de F'o D em B.

Definicao 2.5.24. Dizemos que um funtor F : A — B preserva limites quando F

preserva limites de formato I para toda Categoria pequena I.

Definicao 2.5.25. Seja I uma Categoria pequena. Dizemos que um funtor F : A — B
reflete limites quando, para todo diagrama D : I — A, se F(L) Flep) (FoD)(I) € um
limite de F o D em B, entio (L D(I)) € um limite de D em A.

As defini¢oes para colimites sao andlogas e as omitiremos aqui.

Como exemplo, consideremos a Categoria Grp e o funtor esquecimento U : Grp —
Set. Mostremos que U preserva produtos (isso é, limites de formato 2). Com efeito,
ja sabemos que em Grp, o produto dos objetos G, H € Grp ¢é o grupo G x H, com o
produto definido por (g1, A1) - (g2, h2) = (9192, hihs), junto das projegoes pg: G x H — G
e py : G x H— H, definidas por pg(g,h) =g e pu(g,h) = h. Essas projegoes sao, de fato,
homomorfismos e, portanto estao na Categoria.

Como o funtor U esquece a estrutura de grupo, temos que U(GxH) = U(G)xU(H).
Assim, devemos mostrar que U(G) x U(H), com as projegoes U(pg) e U(py) sao limites.
Como U(pg) e U(py) sao as projegoes canonicas do produto cartesiano, sabemos que
U(G) x U(H) é o produto categérico dos conjuntos U(G) e U(H). Assim, o funtor

esquecimento U : Grp — Set preserva limites.

Ainda, funtores podem ter a seguinte propriedade.

Definicao 2.5.26. Sejam A, B Categorias e F : A — B um funtor. Dizemos que F
cria limites de formato I, quando, para qualquer diagrama D : I — A, se (B L Fo
D(I))jer € um limite do diagrama FoD em B, entdo existe um tnico cone (A5 D(I))er
de D em A, tal que F(A) =B, F(p;) =q; para todo I € I, que é um limite de D em A.

Podemos, ainda generalizar a definicao acima com a

Definicao 2.5.27. Sejam A, B Categorias e F : A — B um funtor. Dizemos que F

cria limites, quando F' preserva limites de formato I para toda Categoria pequena I.

Podemos conectar os conceitos de preservar e criar limites pelo seguinte resultado.
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Lema 2.5.1. Sejam A, B Categorias, F : A — B e I uma Categoria pequena. Assim, se
B tem limites de formato I, bem como F' cria limites de formato I, entao A tem limites

de formato I, assim como F preserva limites de formato I.
Demonstragao: Como B tem limites de formato I, existe um limite
(M = D(I))rer,
para todo diagrama D : I — B. Em particular, existe um limite
(M % Fo D(I))ar,

para todo diagrama D : I — A. Agora, como F cria limites, para cada diagrama

D : I — A, existe um unico cone
(L2 FoD(I))rex

que é um limite de D em A e tal que F'(L) =M e F(p;) = q; para todo I € I. Assim, A

tem limites de formato I.

Além disso, como o limite é tinico para cada diagrama D : I — A, entao, para
todo limite (L 25 D(I));er, temos que

(F(L) ™ F o D(I))1er = (M % F o D(I)) 11
é um cone em B. Logo, F' preserva limites. O

Corolario 2.5.1. Sejam A, B Categorias, F : A — B. Assim, se B tem todos os limites,
bem como F' cria todos os limites, entao A tem todos os limites, assim como F' preserva

todos os limites.

2.6 Transformacoes Naturais

Como ja dissemos anteriormente, a definicao de Categorias e funtores foi criada
para ajudar no estudo de transformagcoes naturais. Discutiremos esse conceito desse ponto
em diante. Note que, poderiamos ter introduzido a definicao de transformacao natural
muito mais cedo nesse trabalho. Escolhemos essa ordem por ser a ordem crescente de
abstracao, pois, assim como funtores sao mapas entre Categorias, transformagoes naturais
podem ser vistos como mapas entre funtores e, dessa forma, mostram caracteristicas em

comum entre diferentes objetos da matematica, por isso, naturais.

Definicao 2.6.1. Sejam A e B Categorias e F,G : A — B funtores. Uma trans-

formacgao natural a: F — G ¢é uma familia, (as: F(A) — G(A))aea, de morfismos
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em B indezxadas pelos objetos de A, que satisfazem a sequinte condi¢cao de naturali-

dade: para cada morfismo f: A— A" em A, o diagrama

F(A) 22 pan

o] Lo

comuta. Nesse caso, chamamos os morfismos ay de componentes de .

Observagao 2.6.1. A notacao «a : F' — G é usada para lembrarmos de que, em certo
sentido, estamos mapeando o funtor F' em G. Ela nao deve ser confundida com o que
fazemos com conjuntos, onde devemos mostrar como uma funcao atua em cada elemento

do dominio.

Consideremos os seguintes dois exemplos de transformagoes naturais.

1) Dadas Categorias A e B e um funtor F': A — B, existe uma transformagao natural
9p: F — F, definida pela familia de morfismos (idpay: F(A) — F(A))aen. Para
mostrar que essa familia define, de fato, uma transformacao natural, basta notar

que, para cada f: A — A’, o diagrama

FA) 29 pany

F(A) 4 F(A)
comuta.

2) Consideremos as Categorias CRing de anéis comutativos e Mon de mondides.
Temos que o conjunto de matrizes com entradas em R, denotado por M, (R), forma
um mondide. Além disso, para cada homomorfismo de anéis ¢ : R — S induz um
homomorfismo de mondides entre ¢ : M, (R) — M,(S), atuando por ¢ em cada

entrada das matrizes de M,,(R), Mais precisamente, se [r;] € M, (R), temos

Y([r:]) = [o(r:)] € M, (S).

Como ¢ é um homomorfismo de anéis, ¢/, definido dessa forma, mantém o produto e
a identidade, ou seja, ¢ um homomorfismo de mondides. Assim, podemos definir um
funtor M,, que leva cada anel comutativo R no monéide M,,(R) e cada homomorfismo
de anéis ¢ : R — S no homomorfismo de mondides M, (p) : M,,(R) — M,(S).

Além disso, existe um funtor esquecimento U : CRing — Mon que esquece a

operacao de soma e mantém o produto.
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Agora, para cada matriz de M,,(R), podemos tomar o determinante da matriz,
que é um elemento de R. Assim, para cada R € CRing, existe um morfismo

detg : M,(R) — U(R). Ainda, sabemos que o determinante satisfaz as propriedades:

(i) para cada A, Be M,(R), temos detg(AB) = detg(A)-detr(B)

(i) se Iz € M,(R) é a identidade, entao detr(Igr) = 1g, a identidade em R.

Assim, o morfismo detg é um homomorfismo de mondides. Agora, sejam ¢ : R — S

um homomorfismo de anéis e [r;] € M,,(R). Dessa forma,

dgt oM, (¢)([ri]) dgt([@(ri)])

n

= Z Eil...in(,ﬁ(TLil)"'Sp(rn,in)

11,02, 0 =1

n
= ¥ Z EirinTLin " Tnyip

11,02, 00 =1

= podet([ri])
= Ulp) o det([ri]),

ou seja, o diagrama

Mo (R) XL ap ()

detRl ldets

U(R) — U(S)

comuta. Logo, o determinante de uma matriz com entradas em um anel comutativo

R é uma transformacao natural.

Consideremos as Categorias M AbLie, de grupos de Lie abelianos de matrizes,
AlgLie, de algebras de Lie, e Grp. Sabemos que, para cada GG € M AbLie, existe
uma algebra de Lie g associada a G. Além disso, para cada morfismo ¢ : G — H,
a diferencial d¢ : g — b é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Isso define um
funtor Alg : M AbLie — AlgLie. Agora, como toda algebra de Lie é um espaco
vetorial, temos que elas sao grupos com a operacao de soma. Assim, existe um
funtor esquecimento U : AlgLie — Grp. Existe, ainda, um funtor esquecimento
V : MAbLie — Grp que esquece a estrutura de Lie, mantendo apenas o produto

do grupo.
Consideremos os funtores, U o Alg : M AbLie — Grp e V : MAbLie — Grp.

Afirmamos que a exponencial de matrizes e : U o Alg — V' é uma transformagao

natural. De fato, notemos que, como estamos considerando grupos de Lie abelianos,
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temos que o comutador de cada par de matrizes na algebra de Lie associada é zero,

ou seja, a exponencial satisfaz

e, dessa forma, temos que a exponencial é um homomorfismo de grupos. Além disso,
podemos mostrar que, para cada G, H € M AbLie e suas dlgebras de Lie associadas

g,h € Alglie, a exponencial satisfaz o seguinte diagrama comutativo

U(g) —2 U(p)

V(G) Vo V(H)

Logo, a exponencial é uma transformagcao natural. Como a exponencial tem a mesma
definicao para qualquer dlgebra de Lie, temos que a familia de morfismos que define

a transformacao natural é constante.

Como uma transformacao natural define um mapa entre funtores, nés podemos

ainda compor transformagcoes naturais. Consideremos as Categorias A e B, os funtores

F.G,H: A — B e as transformagoes naturais a: F'— G e f: G — H. Assim, existem
familias de morfismos (a4 : F'(A) — G(A))aeca € (Ba: G(A) — H(A))aex, tais que, para

todo morfismo f: A — A’, o diagrama

F(A) 225 pan

oa| L

G(A) 22 Gan

b v

H(A) 5 H(A)

comuta. Dessa forma, a familia de morfismos (74 = 4 0 @4)4ez em B faz o diagrama

F(A) 225 pan

| X

H(A) o H(A)

comutar. Assim, definimos a transformacao natural foa : FF — H como a familia de

morfismos (84 © aa)aex-

Note que, do exemplo 1) e do fato de que podemos compor transformagoes naturais,

podemos definir uma Categoria de funtores, cujos objetos sao funtores A — B e seus

morfismos sao transformacoes naturais.
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Definicao 2.6.2. Dadas Categorias A e B e funtores F,G : A — B, dizemos que uma
transformacao natural o : F — G € um isomorfismo natural quando existe uma
transformacao natural f: G — F tal que foa=9r e aof=9q. Nesse caso, dizemos

que F' e G sao naturalmente isomorfos e dizemos que [ é uma inversa de o.

Proposicao 2.6.1. Sejam A e B Categorias, F,G : A — B funtores e a : FF — G
uma transformacao natural. Assim, o € um isomorfismo natural se, e somente se, as

componentes de o sao isomorfismos.

Demonstracao: (=) Como « é um isomorfismo natural, existe §: G — F tal que
Boa=9p eaof =Yg Dessa forma, temos que S40ay = idpa) € a0 Ba = idga,
ou seja, para todo A € A, temos que 34 = ', ou seja, cada componente de o é um

isomorfismo.

(<) Como ay é um isomorfismo para cada A € A, consideremos a familia de
morfismos (o' : G(A) — F(A))aenx em B. Seja f: A — A’ um morfismo em A. Como

a é uma transformacao temos que o diagrama

F(A) 29 pean

aa| L

G(A) =0 G(A)
comuta, de onde concluimos que aqr 0 F(f) = G(f) o aa. Dessa forma, temos
ayoF(f) = G(f)oas=agoayoF(f)oay

= ayoG(f)oascay' = F(f)oay

= ayoG(f),

ou seja, o diagrama

P(A) o F(A)

comuta, mostrando que a familia (a : G(A) — F(A))aex define uma transformagao
natural, que denotamos por ! : G — F. Agora, como aAoaAI =idg(a) € a;lloaA =idpay,

temos que

1

aocal=9s e altoa=dp.

Logo, a é um isomorfismo natural.
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Corolario 2.6.1. Se a é um isomorfismo natural, entao sua inversa é unica.

Demonstracao: Seja §: G — F uma inversa de «. Da demonstragao da proposicao

acima, vemos que as componentes de [ devem satisfazer
Baoay=idpay e aqo By =idga).

Como sabemos, que a inversa de um morfismo em uma Categoria é tinica, temos que

Ba =o' para todo A € A. Logo, a transformagao natural inversa de « é tnica. O]

Do coroléario acima podemos falar da inversa de a que denotaremos por a!.

Quando tratamos de duas Categorias, ja vimos anteriormente que podemos falar
de Categorias isomorfas, quando existe um funtor entre elas que admite uma inversa.
Podemos, agora, definir um conceito mais fraco que isomorfismo de Categorias usando

transformacoes naturais.

Definicao 2.6.3. Sejam A e B Categorias. Uma equivaléncia entre A e B é composta

por:

(i) um par de funtores F: A — B e G:B — A;

(i1) um par de isomorfismos naturais € : F o G —idg en:idgz — Go F.

Nesse caso, dizemos que as Categorias A e B sao equivalentes (denotadas por A ~B)

e chamamos os funtores F' e G de equivaléncias.

A principal diferenca entre equivaléncia e isomorfismo de Categorias é nao exigir a
igualdade dos funtores F'o G =idg e Go F =idz. A igualdade de funtores é, em geral,
bem mais restrita do que um isomorfismo natural. Assim, equivaléncias aparecem com

mais frequéncia, porém ainda preservam varias propriedades entre Categorias.

Teorema 2.6.1. Sejam A e B Categorias. Um funtor F : A — B € uma equivaléncia se,

e somente se, F' € pleno, fiel e essencialmente sobrejetivo.

Demonstracao: (=) Como F é uma equivaléncia, existe um funtor G : B — A e
isomorfismos naturais ¢ : F oG — idg e n:idyz — G o F, isso é, para todos A, A’ € A,

B,B'eBe f:A— A g: B— B’ os seguintes diagramas comutam:

FoG(B) =29 poc(n) A—T a

B———— B G o F(A) o Go F(A)
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F é fiel: Sejam F(f1),F(f2) € B(F(A),F(A")) tais que F(f1) = F(f2). Assim,

aplicando o funtor G nessa igualdade, obtemos

(*)
GOF(fl):GOF(f2) =T]A/0f1077;11=7]A/0f20n;;1='f1=f2,

onde usamos o segundo diagrama em (*). Logo, F' é um funtor fiel. Note que, por

um argumento analogo, conseguimos mostrar que G ¢ fiel.

F é pleno: Seja g € B(F(A),F(A’)). Definamos o morfismo f ¢ A(G(B),G(B'))

por f = 17&1( B © G(g) one(p)- Pelo segundo diagrama comutativo acima, temos que

Nay o f=GoF(f)onam),

ou seja,
NGB © 7751(3') oG(g)onam = (GoF)(f)onam)
= G(9) onam) o Mgy = (GoF)(f)
=G(g) = (GoF)(f)
g = F(f).

onde usamos que G é fiel em (*). Logo, F' é um funtor pleno. Por um argumento

analogo, podemos mostrar que G também é pleno.

F é essencialmente sobrejetivo: Seja B € B um objeto. Como ep: F(G(B)) —
B é um isomorfismo, temos que F(G(B)) = B, para todo B € B. Logo, F é
essencialmente sobrejetivo. Analogamente, podemos mostrar que G ¢ essencialmente

sobrejetivo.

(<) Queremos definir um funtor G : B — A que seja uma equivaléncia com F'.

Assim, para cada B em B, como F' é essencialmente sobrejetivo, sabemos que existe

algum objeto de F cuja imagem por F' é isomorfa a B. Escolhendo um desses objetos, o

definimos como G(B). Além disso, denotamos por g o isomorfismo entre F'(G(B)) e B

(isso é, ep : F(G(B)) — B). Seja, agora, um morfismo g € B(B, B"). Sabemos que

F(G(B)) 2 B B2 P(G(B))

¢ um morfismo em B(F(G(B)), F(G(B"))). Como F ¢ pleno, existe f € A(G(B),G(B"))

tal que F(f) =¢eg ogoep. Assim, definimos G(g) = f. Assim, com essa defini¢ao temos

que

G(idp) = idg(B),
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pois, como F' é um funtor, temos
F(’Ldg(B)) = ZdF(G(B)) = Eél o ZdB oEpR.
Agora, para morfismos g; € B(B, B’) e g» € B(B’, B"), temos que

G(g2091) = G(g92) © G(1),
pois, temos que
F(G(gaog1))=cgnogeogioep=cgnogrocpocgogiocp=F(G(g2)) o F(G(q1)).

Logo, G define um funtor.

Consideremos, agora, a familia de morfismos (¢p)pgeg. Dados B, B’ € B e um

morfismo ¢ : B — B’, temos que
FoG(g)=cpogoes,
ou seja, o diagrama

FoG(B) =Y pog(nr)

sgi \LaB,

!
B———B
comuta. Logo, ¢: F'o G — idg é um isomorfismo natural.

Finalmente, tomemos objetos A, A’ € A e um morfismo f: A — A’. Como
F(A),F(A") € B, temos que o diagrama

FOGOF(A)FOGOF f)FOGOF(A’)

5F(A)l \LEF(A’)

F(A) ——7— F(A)

comuta, ou seja,
eray o FoGoF(f)=F(f)ocr. (2.1)

Como ep(ay: FoGoF(A) — F(A) e F é fiel, existe um morfismo f4 : Go F' — A tal que
F(fa) = ep(ay. Além disso, como ep(4y é um isomorfismo e F' é fiel, temos que f4 é um
isomorfismo. Definimos, entao, a familia de mapas 74 = f;': A — G o F(A). Assim, da

equacgao (2.1), temos

F(na)oFoGoF(f)=F(f)oF(ny')= F(nyoGoF(f))=F(fony").

Como F é fiel, obtemos,

Ny oGoF(f)=fony,
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ou seja, o diagrama

A;)A/

m| L

GoF(A) G D GoF(A")

comuta. Logo, 1 :idyz — G o F é um isomorfismo natural e, portanto, ' e G sao

equivaléncias de Categorias. O]

2.7 Adjuncoes

Nesse momento, podemos definir um dos conceitos fundamentais em Teoria de

Categorias, que aparece frequentemente.

Definicao 2.7.1. Sejam Categorias A e B e funtores F': A — B e G: B — A funtores.
Dizemos que F € um adjunto esquerdo de G, e que G é um adjunto direito de F' (e

denotamos por F'+ G ) quando, para cada A€ A e B € B, existir uma bije¢ao

“:B(F(A),B) — A(A,G(B))

= f
g < g

tal que, para todos g€ B(F(A),B), qe B(B,B"), fe A(A,G(B)) epe A(A", A), temos

qog=G(q)og e fop=[foF(p).

Observagao 2.7.1. Note que, como ~ é uma bijegao, temos, para todo g € B(F(A), B) e
fe A(A,G(B)), que

g=ge [=F
Além disso, dizemos que f é a transposta de f.

A bijecao descrita acima e a condicao de naturalidade, podem ser representadas

da seguinte maneira:
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onde a seta vermelha representa o isomorfismo ~.

Um exemplo importante de adjuncao de funtores sao funtores esquecimento e livres.
Em geral, temos que para Categorias de algebras, funtores livres sao adjuntos esquerdos

dos funtores esquecimento.
Ainda podemos definir adjuncoes de duas formas diferentes. Para a primeira delas,

devemos considerar as seguinte definicao.

Definicao 2.7.2. Seja F' 4 G uma adjuncgao entre as Categorias A e B. Assim, para
cada Ae A e Be®B, definimos os mapas

na =idpay € €p=idgp).

Proposigao 2.7.1. Consideremos a adjunc¢do da defini¢ao acima. Assim, as familias de

morfismos (nNa)acx € (€B)Bes definem transformagoes naturais

nN:iidg —GoF e €:FoG — idg.

Demonstragao: Para cada A, A’ € A, B,B" € B, fe A(A,A") e g B(B,B’), temos
que
idpan o F(f) = F(f) oidpay e idasyoG(g) = G(g) oidgs)-

Como

Naro f=NwoF(f)=idpryo F(f) e goeg=G(g)ogp =G(g) oidgp),
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e, por outro lado,

GoF(f)cidpay=GoF(f)ona
’idg(Br) OFOG(Q) =Epr OG(g).

F(f) ° ZdF(A)
ida(py o G(g)

Assim, temos

naof = maof=idgoF(f)=F(f)oidpay=GoF(f)ona
goep = goep==G(g)oidgn) =idgmyoG(g) =ep oG(g),

ou seja, os diagramas

A—7=> S w FoG(B) B9 poc(nr
'r]Al lnA’ EBl \L&‘B/
GoF(A) sy Go F(A) B———— B

comutam. Logo, (¢5)peg € (74)acx definem transformagoes naturais
e:FoG —idg e n:idg — GoF.
]

Definicao 2.7.3. As transformacoes naturais n:idgz — GoF ec: F oG — idg sao

chamadas unidade ¢ co-unidade, respectivamente.

Lema 2.7.1. Seja uma adjuncao F' 4 G, com unidade e co-unidade n e . Assim, 0s

triangulos
F(A) 2% poGo F(A) G(B) P Go FoG(B)
i‘m lEF(A) Z‘m lG(EB)

F(A)
comutam, para todos Ae A e B e ®B.
Demonstragao: Temos que

ercay © F(na) = idgop(a)y ©Na =Ma = idp(a)

G(eB) o Na(p) = €B °idpoc(B) = €B = ida(B),
mostrando que os triangulos comutam. O]

Definicao 2.7.4. Os diagramas no lema acima sdo conhecidos como as tdentidades

dos triangulos.
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Lema 2.7.2. Seja F' 4+ G uma adjuncao entre as Categorias A e B com unidade n e
co-unidade €. Assim, para todos g: F(A) — B e f: A— G(B), temos

G=G(g)ona e [=epoF(f).
Demonstracgao: Com efeito, temos que

g=goidpay=G(g)oidpay=G(g)ona

[=ideyo f=idgpyo F'(f)=cpoF(f).

]

Teorema 2.7.1. Sejam A, B Categorias e F : A — B, G : B — A funtores. Assim,
F — G se, e somente se, existe um par de transformac¢oes naturais n :idy; — Go F e
e: F oG —idg satisfazendo as identidades dos triangulos. Além disso, as adjuncoes e 0s

pares de transformacgoes naturais sao unicamente determinados.

Demonstragao:

(=) Definimos as familias de morfismos 14 = idp(ay € €p = % para cada A € A
e B € B, respectivamente. Pela proposicao 2.7.1 e o lema 2.7.1, existem transformagoes
naturais que satisfazem as identidades dos triangulos. Além disso, a definicao dos
morfismos 74 e eg como as transpostas das identidades define essas transformagoes

naturais unicamente.

(<) Dados A€ A e B € B, definimos as aplicagoes

[:B(F(A),B) — JA(A,G(B))
g — T(g9)=G(g)ona

A:A(A,G(B)) — B(F(A),B)
fo= A(f)=epe F(f).

Afirmamos que essas aplicagoes sdo mutualmente inversas. Com efeito, para g € B(F'(A), B)

e feA(A G(B))

Aol(g) = A(G(g) °ona) =epo F(G(g) ona) =epo (FoG)(g) ona

o A(f)=T(epe F(f)) = G(epo F(f)) e F(na) = G(e) o (G o F)(f) o F(na).
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Agora, como 7 e € sao transformacgoes naturais, os diagramas

FoG(F(A) 299 poc(B) A—7t 6B
EF(A)\L lgB ﬂA\L iﬂG(B)
F(A) ——— B GoF(A) s GoF(G(B))

comutam, ou seja,

epo(FoG)(g)=gocry e namyof=(GoF)(f)ona.

Assim, temos

Aol(g)=cpo(FoG)(g)oF(na)=gocryo F(na)

FoA(f)=G(ep)o(GoF)(f)ona=G(er)onam)° f.

Agora, pelas identidades dos triangulos, temos

FA) 29 po o p(A) G(B) L2 GooG(B)
im \LEF(A) idm iG(EB)
F(A) G(B)

de onde concluimos que
eray© F'(na) =idpay e G(eg)ona) = ida(s)-
Assim,

AoT(g)=cpo(FoG)(g)oF(na) =gOEFRA) o F'(na) =goidpay=g

FoA(f)=G(ep)o(GoF)(f)ona=G(ep)onam o f=idamy o f =1

Portanto, A~! =T, ou seja, I': B(F(A), B) — A(A,G(B)) é um isomorfismo.

Vamos denotar I'(g) =g e I'"1(f) = f. Devemos mostrar que I satisfaz a condicio
de naturalidade. Dados g € B(F(A),B), e B(B,B’), f € A(A,G(B)) epe A(A", A),

temos

Gog=G(gog)ona=G(q)oG(g)ona=G(q) o7

fop=cpoF(fop)=epoF(f)oF(p)=foF(p).
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Logo, F' 4 G.

Resta mostrar que essa é a tnica adjuncao gerada por n e €. Suponhamos que
existe um isomorfismo I'V: B(F(A), B) — A(A,G(B)) Para isso, note que, pelo Lema
2.7.2, temos

g=T(9)=G(g)ona=T1"(9)

[=T7(f)=epo F(f)=T"""(f),
isso é, a adjungao é a unica determinada por esse par. O

O teorema acima nos da uma definicao alternativa para adjungoes.

Mostraremos, agora, que podemos definir adjuncoes utilizando Categorias virgula

e funtores. Para isso, consideremos a seguinte definigao.

Definicao 2.7.5. Sejam A, B Categorias e G : B — A um funtor. Para um objeto
A e A, podemos definir a Categoria virgula (A= G) de forma que

(i) os objetos de (A = G) sao pares (B,f), onde Be®B e f: A— G(B);

(ii) um morfismo q: (B, f) — (B', f') € um morfismo q € B(B, B') tal que, o diagrama

A—L5 qB)

N lc@)

G(B’)
comuta.

Como o objeto A € A pode ser unicamente determinado pelo funtor A:1 — A (se
I é 0 1inico objeto de 1, temos A(I) = A), a Categoria virgula acima pode ser representada

pelo diagrama comutativo:

B

le

1— A

Teorema 2.7.2. Sejam A, B Categorias e F : A — B, G : B — A funtores. Assim,
F 4 G se, e somente se, existe uma transformacao natural 0 : idz — G o F tal que,
para todo A € A, (F(A),na) € inicial em (A = G). Além disso, as adjungoes e as

transformacoes naturais sao unicamente determinados.
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Demonstragao:

(=) Seja n :idy — G o F a unidade da adjungdo. Dado A € A e B € B,
consideremos os pares (F(A),n4),(B,f) € (A = G). Tomemos o morfismo ¢ = f €
B(F(A),B). Assim, temos

f=1f=7=qoidr)=G(q)°na,
ou seja, o diagrama

A" GoF(A)

I

G(B)

comuta, ou seja, q: (F(A),n4) — (B, f) é um morfismo em (A < G). Para mostrar
unicidade, suponhamos que exista ¢': (F(A),n4) — (B, f) em (A= G) tal que G(¢') o

N4 = f. Assim, temos
f=G(¢)ona=q oidpa=¢,

ou seja, § = f¢' e, como a transposta é uma bijecao, temos ¢ = ¢. Portanto, ¢ é tnico.
Logo, (F(A),na) é um objeto inicial em (A = G). Além disso, como a unidade da
adjuncao é unicamente determinada para cada adjuncao, n é inico morfismo com essa

propriedade para a adjuncao F' 4 G.

(<) Como 14 é inicial em (A = G) para cada A € A temos que existe um tinico

morfismo ¢ : F'o G(B) — G(B) tal que o diagrama

G(B) 22 GoFoG(B)

m ic:(m

G(B)

para cada B € B. Assim, definimos e = ¢ para cada B € B. Primeiramente, mostremos
que a familia (e5)peg define uma transformagao natural. Para isso, note que o diagrama

acima implica que G(ep) o Ng(p) = idg(p). Assim, temos, para ¢ € B(B, B’), que

G(qoep)onam) =G(q) o G(er) onay = G(q) oidag) = G(q),

ou seja, goep: FoG(B) — G(B') é um morfismo (F o G(B),nqm)) — (G(B'),G(q)).

Por outro lado, temos que o diagrama

G(B) L GoFoG(B)

G(epr
dm l(w

G(B)
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comuta pela definigdo de eg,. Além disso, como 7 é uma transformagao natural, temos que

aB) — 9, (B

nG(B)\L inG(B’)

GoFoG(B) 70 q)G oFoG(B")

comuta, isso é, G o F o G(q) o ey = Napy © G(q). Assim, combinando esse diagrama,

com o diagrama acima, obtemos

G(epr o FoG(q)) ona(m) G(ep) oG oFoG(q)onas)
= G(€B')°77G(B')°G(Q)

= idgpy o G(q) = G(q),

ou seja, egroFoG(q) : FoG(B) — B’ é um morfismo (FoG(B),ne)) — (G(B'),G(q)).
Como (G(B),ng(p)) ¢ inicial, temos

qonggB,oFoG(q)
e, portanto, o diagrama

FoG(B) =Y poq(nr)

sBl \L&B,

—_—

B Z B’

comuta para todo ¢ : G — G’, mostrando que a familia () gy define uma transformacgao
natural ¢ : F'o G — idg.

Agora, queremos mostrar que as transformacoes naturais € e 7 satisfazem as
identidades dos triangulos. Notemos, primeiramente que pela definicao de g, temos, para

cada B € B, que

G(B) =2 GoFoG(B)

i‘m iG(sB)

G(B)

comuta, ou seja, uma das identidades dos triangulos é satisfeita. Para mostrar a outra,

notemos que o diagrama

Ay Go F(A)

" lG(idF(A))
GoF(A)
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comuta. Por outro lado, como 7 é uma transformacao natural e pela identidade do

triangulo ja mostrada, os diagramas

A—" 5 GoF(A) GoF(A) “E% GoFoGoF(A)
WA\L lﬂGoF(A) idc$} iG(EF(A))
GoF(A) —— GoFoGoF(A) G o F(A)

GoF(A)
comutam. Dessa forma, temos que

G(eray) o GoF(na)ona
= G(gF(A)) O NGoF(A) C 1A

G(epay o F(na)) ona

= idgop(A)NA = NA-

Assim, como os morfismos ep(ay 0 F(na) : F(A) — F(A) e idpa) : F(A) — F(A) sao
ambos morfismos (F(A),n4) — (F(A),na) e, como (F(A),n4) € inicial em (A = G),

temos

er(ay © F(na) = idp(ay,

mostrando que o diagrama

F(A) 29 g6 Go F(A)

. EF(A)
’m l

F(A)
comuta. Portanto, as transformagoes naturais 7 e € satisfazem as identidades dos triangulos

e, pelo Teorema 2.7.1, temos que (7, ) definem uma unica adjungao F — G. O

2.8 Teorema Geral do Funtor Adjunto

Adjuncoes apresentam varias propriedades interessantes para o estudo de Catego-
rias. Daremos, agora, alguns resultados que unem o conceito de adjungoes com boa parte

do que ja fizemos até esse momento.

Lema 2.8.1. Seja F 4 G uma adjungdao entre as Categorias A e B. Assim, F' preserva

colimites e G preserva limites (ambos pequenos).

Demonstragao:

Primeiramente, mostremos que F' preserva colimites. Seja I uma Categoria pequena

tal que para todo diagrama D : I — A exista um colimite

(D(I) ™ C)pex
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de D em A. Assim, aplicando o funtor F' nesse limite, obtemos um cocone
F(pr)

(FoD(I) =" F(C))rer

de F oD em B. Queremos mostrar que esse cocone é um colimite em B. Assim, tomemos

um segundo cocone
(FoD(I) % B) 1

de F oD em B. Para cada I € I, temos que f; € B(F o D(I),B) e, como F - G, temos
que f; e A(D(I),G(B)). Assim,

(D(1) &5 G(B))1ar

é um cocone de D em A. Dessa forma, como (D(I) 2 C) ey é um limite, existe um tinico
mapa ¢ € A(C,G(B)) tal que o diagrama

D(I)
\ f1
) C -l S G(B)
/ 7
D)

comuta. Agora, como F 4 G, temos que A (C,G(B)) 2 B(F(C), B), ou seja, ¥ é o tinico
mapa em B(F(C), B). Além disso, como o diagrama acima comuta, temos v o p; = fr

para todo I € I. Assim,
1 =E=¢0p1 ZEOF(Z?I),
isso ¢, o diagrama

FoD(I)

FoD(J)

comuta, mostrando que (F o D(I) Foy) F(C))rer ¢ um cocone em B. Logo, F preserva

colimites.

Para mostrar que G preserva limites o argumento é completamente analogo. Seja

I uma Categoria pequena tal que, para todo D : I — B, exista um limite

(L D)) per



76

de D em B. Aplicando o funtor G nesse limite, obtemos um cone em A
(G(D) ) GoD()ar

Mostrar que G preserva limites significa mostrar que esse cone é um limite de G o D em
A. Seja (A ILGo D(1))rer um cone em A. Consideremos a classe A (A, G(L)). Como

G ¢é um adjunto direito, e denotando seu adjunto esquerdo por F': A — B, temos que
A(A,G(L)) 2B(F(A), L),

pois F' -4 G. Agora, note que para cada I € I, temos

fre A(A,Go D(I)),
ou seja, temos

freB(F(A),D(I)).
Assim, temos que

(F(A) & D(D))rer
define um cone do diagrama D : I — B em B. Dessa forma, como
(L= D(I))1er

¢ um limite em B, temos que existe um unico morfismo ¢ : F(A) — L, e, portanto, como
A(A,G(L)) 2B(F(A),L), temos que o transposto @ é o inico morfismo em A (A, G(L)).

Além disso, como o diagrama

D(I)
f1
F(A) ———————f—>L% D(u)
i \
D(J)

comuta, temos que f; = p; o ¢, para todo I € I. Assim, pela naturalidade da adjuncao,

temos
fr=fr=prop=G(pr)°p,

isso é, o diagrama

Go D([)
fr /
— G(pr1)
A= F G(L) GoD(u)

G(ps)
fs \

GoD(J)
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comuta, para todo I € I. Logo, (G(L) “w o D(I))er é um limite em A e, portanto,

G preserva limites. O

Antes de enunciar o préximo resultado, notemos que a definicao de um diagrama
pode ser generalizada para Categorias arbitrarias (ou seja, que nao sejam necessariamente
pequenas, como fizemos até esse ponto). A definigdo para esse caso é a mesma, salvo
que os objetos da imagem do diagrama nao formam necessariamente um conjunto. Para
demonstrar o préximo resultado, utilizaremos um caso muito especifico de um diagrama
desse tipo, a saber, o diagrama gerado pelo funtor identidade. Precisaremos, também, falar
de um limite do diagrama identidade. Apesar da defini¢ao ser completamente analoga,

vamos repeti-la aqui por conveniéncia.

Definicao 2.8.1. Seja A uma Categoria. Consideremos o diagrama idyz : A — A.

Assim,

(i) Um cone do diagrama idz é um objeto e uma familia de morfismos, (K I4 A) pen

tal que, para todo Ae A e f: A— A’ o diagrama

A
T
K f
Far
AI

comuta.

(i) Um limite desse diagrama é um objeto e wma familia de morfismos, (L *3 A)acx,
tais que, para todo cone (K 4 A)aea e f: A— A, existe uma tnica p: K — L que

faz o diagrama

A
fa /
pAa
K= %, ;
par
far \
A

comutar.

Lema 2.8.2. Seja A uma Categoria completa, localmente pequena. Se A tem um conjunto

fracamente inicial, entao A tem um conjunto inicial.

Demonstracao: Seja S ={I,| A e A} um conjunto fracamente inicial em A. Notemos

que, como A ¢é localmente pequena e S é um conjunto, temos que S é uma Categoria
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pequena. Dessa forma, o funtor inclusao ¢: S — A define um diagrama pequeno em A,

que possui um limite, pois A é completa. Denotamos esse limite por

I
(L =2 I))xea.

Afirmamos que L é inicial em A . Primeiramente, notemos que, para todo A € A, temos

que existe algum )\g € A, tal que existe um morfismo h,, : I, — A, ou seja, para todo

A e A, existe algum A € A tal que hy o p;, € A(L,A). Isso mostra que L é um objeto

fracamente inicial em A.

Agora, vamos mostrar que

é um cone em A. Assim, consideremos f: A — A’ em A. Como S é um conjunto
fracamente inicial, existem A\, A\’ € A e morfismos hy : [y — A e hy : [,y — A’. Além
disso, como A é completa, podemos considerar o pullback de (A’, f o hy, hy ), dado pelo

diagrama comutativo

PL’)]X

gl I

’
I s A

Ainda, temos que existe um A’ € A tal que existe um morfismo hy~ : I» — P, de forma

que temos o seguinte diagrama

g (111) o

\ 14
I o s A

note que, a regiao (/) comuta, pois L é um cone do diagrama ¢, a regiao (/1) comuta

por construcao e (II7) comuta por ser um quadrado de pullback. Assim, esse diagrama é
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comutativo e, portanto, temos

fo (h‘)\ Opl/\) = (h/\’ Oij,),
para todo f: A — A’. Assim,
hxopr,

(L - A)Aeﬂ

é um cone de id 7. Isso significa que o diagrama

L
e
L pry
Pry
Iy

comuta para todo A € A e para todo f: L — L, isso é,

YN o fr = Di,-

Além disso, ainda por ser um cone de idz em A, temos que o diagrama

comuta, para todo f: L — A e para algum A € A. Assim, temos
hxopr o fr=T.

Porém, pelo que foi observado acima, temos que py, o fr, = pr, para todo A € A e todo
fr: L — L. Assim, temos que f = hyopy,, ou seja, hyopy, é o inico morfismo em A (L, A).
Logo, L é um objeto inicial.

]

Concluiremos essa secao com o seguinte resultado central,

Teorema 2.8.1 (Teorema Geral do Funtor Adjunto). Sejam A uma Categoria, B
uma Categoria localmente pequena completa e G : B — A um funtor. Se, para cada A € A,
a Categoria (A= G) tem um conjunto fracamente inicial, entdo G admite um adjunto

esquerdo se, e somente se, G preserva limites.
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Demonstragao:

(=) Como B é completa, para toda Categoria pequena I, para todo diagrama
D : I — B existe um limite de D em B. Assim, pelo Lema 2.8.1, temos que G preserva

limites.

(<) Primeiramente, mostremos que como B é localmente pequena e completa,

entao a Categoria virgula (A = G) é localmente pequena e completa.

(a) (A= G) élocalmente pequena: Dados objetos (B, f), (B’, f’) € (A= G), temos,
pela definigdo dos mapas em (A = @), que a classe de morfismos (B, f) — (B’, ')
é igual a classe de morfismos B — B’ em B. Como B é localmente pequena, temos
que B(B, B') é um conjunto para todos B, B’ € B, ou seja, para cada par de objetos
(B, f),(B', f") € B, a classe de morfismos entre eles ¢ um conjunto. Logo, (A = G)

¢é localmente pequena.

(b) (A= @) é completa: Para esse resultado, consideremos o funtor projegao
HA : (A = G) — B
definido por

4(B, f) =B e 1l(g) = g,

onde g: (B, f) — (B, f') (lembremos que g em (A = G) é um morfismo g: B — B’
em B). Agora, vamos mostrar que I14 cria limites. Assim, seja I uma Categoria
pequena e D: I — (A= G) um diagrama em (A = (). J4 que cada elemento de
(A= G) é um par da forma (B, f), vamos denotar os objetos D(I) por (By, f1),

com f;: A — By, para cada [ € I. Como B é completa, existe um limite
(M2 Bp)rer

do diagrama I14 o D em B (lembre que 114 o D(I) = I14(By, f;) = By, para cada

I eI). Agora, como G preserva limites, temos que
G(
(GOM) ) G(B))rer
é um limite de Goll40 D em A. Assim, sendo um limite, como

(AL QB
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forma um cone de Goll4 0D em A, temos que existe um tnico morfismo ¢ : A —

G(M) tal que o diagrama
G(Br)

fr
pr

AT > G(M) Goll goD(u)

G(By)

(BI7fI)

(M. f) D(u)

comuta, pois

comuta, ja que M forma um cone em B. Assim,

(M, f) = (Br, f1))rer

forma um cone em (A = G). Além disso, pela unicidade de f, esse é o Unico cone

tal que
I1
(TA(M, £) ™87 TL(By, f1))rer = (M 25 Br)rer.
Finalmente, seja

((Bl>f/) g (Blafl))IeI

um cone de D em (A = G). Assim, como M é um limite em B, temos que existe

um unico morfismo ¢ : B’ — M tal que o diagrama

By
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comuta. Assim, ¢ : (B, f") — (M, f) é o tinico morfismo em (A = G) tal que o

diagrama
/ (Br, f1)
(B’,f’) _______f-) (M’f) D(u)
\ (By. f)

comuta, mostrando que (M, f) é um limite de D em (A = G). Assim, II4 cria

limites. Pelo Lema 2.5.1, como B é completa, temos que (A = G) é completa.

Assim, como (A = G) é uma Categoria completa e localmente pequena, que tem
um conjunto fracamente inicial, temos, pelo Lema 2.8.2, que (A = () tem um objeto
inicial.

Agora, para cada A € A, o objeto inicial em (A = G) é um objeto (B,n4), onde
Be®Beny:A— G(B). Além disso, dado f: A — A’ temos um diagrama comutativo

A " G(B)

I
fl 1G(p)

A —— (B

onde (B’,n4) é o objeto inicial em (A = G). Como na o f : A — G(B’), temos
que (B',na o f) € (A = @), ou seja, existe um unico morfismo ¢ : B — B’ tal que

G(p)ona=mnaro f, pois (B,n4) é inicial. Assim, podemos definir um funtor

F:A—-®
definido por

F(A)=B

F(f) = e,

onde f: A — A’. Aqui, B é escolhido dentre os objetos de B que definem um objeto
inicial em (A = G) e ¢ é definido como observamos acima (note que, como ¢ ¢é Unica,
F(f) estd bem-definida). Afirmamos que F' é um funtor. Com efeito, para id, temos
F(ida) = idpcay, pois, como (F'(A),na) é inicial, esse é o tnico morfismo que faz o

diagrama
A s Go F(A)
ida iG(ldF(A))

ATGOF(A)
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comutar. Além disso, dados morfismos f: A — A’ e f': A’ — A", temos que o diagrama

A " F(A)

fl [ro

Al —— F(4)

f’l lF(f’)

A// T 3 F(AII)
comuta, pois cada quadrado comuta. Assim, pela unicidade do morfismo F'(f’) o F(f),

temos F'(f'o f)=F(f")o F(f),isso é, F é um funtor.

Agora, note que por essa defini¢ao, podemos reescrever o quadrado comutativo

A " G(B)
f iG(cp)
A —— G(B')

por

A1 GoF(A)
; | GoF (/)

Al === Go F(A)

o que mostra que a familia (14)4cz define uma transformacao natural n:idz; — Go F.

Finalmente, pelo Teorema 2.7.1, temos que F -4 G. Logo, G admite um adjunto

esquerdo. O

Depois dessa exposicao dos basicos de Teoria de Categorias, estamos aptos a
usar essas ferramentas para formular uma possivel descricao alternativa da Relatividade

Especial que faremos no préximo capitulo.
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3  Categorias Lot e Gal

3.1 Introducao

Como dissemos na introducao desse trabalho, tentaremos aplicar o formalismo
categérico em um contexto fisico, a saber, para os grupos de Lorentz e Galileu. Apesar de
inicialmente pensarmos que esse formalismo seria simplesmente o mesmo de um grupo,
isso é, de uma Categoria com um tnico objeto e cujos morfismos sao homomorfismos,
seguindo os artigos (2, 3, 26) acreditamos que o modelo mais apropriado é aquele de um
grupoide conectado. Assim, a estrutura de grupo é preservada a menos de uma equivaléncia
de Categorias, porém ganhamos alguns resultados que, apesar de esperados, nao sao
naturalmente encontrados a partir do modelo de grupos. Além disso, ganhamos com isso
uma interpretacao que esta condizente com o que fizemos nos artigos ja mencionados,
onde concluimos que diferentes referenciais definem espacos fisicos distintos. Acreditamos
que separando dessa forma o conceito de uma transformacao de Lorentz se torna mais

clara do que as abordagens tradicionais.

Como uma breve introducgao ao que fizemos anteriormente, nds tentamos encontrar
uma definicao para o que chamamos de Espaco Fisico, seguindo uma filosofia conhecida
como operacional. Nao seria possivel fornecer nessa secao uma explicacao do que a filosofia
operacional busca conseguir, porém podemos resumir o seu principio fundamental como

sendo: todos as defini¢oes e resultados devem ser descritos em termos de operagoes, onde

uma operacao €, normalmente, um processo que possa ser replicado em um laboratoério.
Apesar de estar relacionado com o Empiricismo, a filosofia operacional permite extrapolar
0s processos que podem apenas ser reproduzidos em laboratério, permitindo o uso de
abstragao para gerar novos conceitos. Como um exemplo disso, podemos pensar no
conceito de continuidade. Sabemos que nao podemos medir, por exemplo, o nimero 7 com
uma régua (com efeito, réguas podem medir apenas nimeros racionais). Mas poderiamos
medir niimeros racionais como 3; 3, 1; 3, 14;---, de forma a obter um sequéncia de nimeros
racionais que converge para w. Assim, como cada passo é feito com uma operacao, a

existéncia de w é aceita dentro da filosofia operacionalista.

Dessa forma, observamos em torno de nds, que existem objetos nos quais podemos
marcar pontos, cuja distancia entre eles nao muda com o tempo. Por exemplo, se
marcarmos duas cruzes em uma pedra, observamos que a distancia entre os pontos nao
varia (idealmente) com o passar do tempo. Chamaremos os corpos com essa propriedade
de corpos rigidos. Assim, podemos considerar o conjunto de todos os pontos que podem
ser marcados sobre a pedra, obtendo um conjunto de pontos cujas distancias entre seus
elementos nao varia com o tempo. Além disso, dados dois corpos rigidos, podemos junta-los
com uma cola muito forte, por um processo que chamamos de uniao firme, de forma

que a distancia entre os pontos do primeiro corpo nao se movem em relagao aos pontos do
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segundo. Assim, obtemos um novo corpo rigido. Podemos abstrair essa construcao para

considerarmos todos os pontos que nao se movem em relagao a um dado corpo rigido.

Agora, consideremos o conjunto de corpos rigidos € e uma relagao dada por
C,De€C=C~D< C+D éum corpo rigido, onde + denota a uniao firme. Podemos

mostrar que essa relacao é de equivaléncia. De fato,

(a) A+ A é rigido, pois os pontos de A nao se movem em rela¢ao aos seus préprios

pontos;

(b) se A+ B é rigido, os pontos de A nao se movem em relagdo aos de B e, naturalmente,

os pontos de B nao se movem em relacao aos pontos de A. Assim, B + A é rigido;

(c) se A+ B e B+ (C sao rigidos, entao, os pontos de A nao se movem em relagao aos
pontos de B e os pontos de B nao se movem em relagao aos de C'. Logo, os pontos

de A nao se movem em relagao aos de C' e, portanto, A + C' é rigido.

Com isso, a uniao firme define uma relacao de equivaléncia. Agora, consideremos o
conjunto de todos os pontos de todos os corpos que podem ser colados a um corpo
rigido A. Formalmente, o conjunto desses corpos é a classe de equivaléncia de A. O
conjunto de todos os pontos de todos os corpos da classe de A define um Espaco Fisico.
Naturalmente, nos perguntamos se esse espaco ¢ unico. Da forma que definimos, obtemos
uma resposta negativa para essa pergunta, pois se um objeto - por exemplo, um carro
- se move em relacao a outro - como uma arvore - eles nao estarao na mesma classe de
equivaléncia. Como podemos observar isso, sabemos que, pela nossa defini¢ao, o Espaco
Fisico nao é unico. Ainda, cada espacgo é definido pela maneira como ele se move em
relacao aos outros. Essa observacao fundamental foi o que nos inspirou a tentar descrever
essa construgao no formalismo categorico, onde trabalhos com diversos objetos e como eles
se relacionam entre si (note que a relagao entre eles é fundamental, pois é o que diferencia
cada espaco).

A partir de cada espago fisico, podemos encontrar uma estrutura de espaco vetorial
sobre Q ou R (fazemos a distingao aqui devido a certas discussoes sobre a propriedade
de continuidade da reta na fisica). Omitiremos aqui como fazer isso, mas a construgao é
analoga aquela feita em Geometria Analitica, onde consideramos vetores como pares de
pontos em algum espaco fisico. A partir disso, usamos a relagao de transporte paralelo de

vetores (que é de equivaléncia), para encontrar um espago vetorial como conhecemos.

Comegaremos com uma breve revisao da estrutura dos grupos de Galileu e Lorentz

e seguiremos com a nossa construcao com Categorias.
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3.2 Revisao dos grupos de Galileu e Lorentz

A ideia central na defini¢cao das representagoes dos grupo de Galileu e Lorentz é
tentar encontrar transformagoes entre observadores movendo-se com diferentes velocidades.
Para isso, vamos definir alguns termos. Deixaremos rotagoes e translagoes inicialmente de
fora da nossa descricao, uma vez que tais operacoes nao alteram o que chamaremos de um

referencial.

Seguiremos aqui os mesmos passos tomados em (26), além de formalizar nossa
discussao introdutoria na subsecao anterior. Assumimos a existéncia de corpos rigidos
1, Co, ... NA natureza, isto ¢, sao aqueles cuja distancia entre pares de pontos marcados

W =0,VP, # Py e c. E possivel unir corpos rigidos

sobre ¢ nao muda com o tempo:
de forma que tal uniao “firme” seja um novo corpo rigido. Com essa suposigao idealizada,
olhamos para o conjunto € de todos os corpos rigidos. Notavelmente, a distancia d entre

pontos marcados em diferentes corpos rigidos define uma relagao de equivaléncia. Dai,

Definicao 3.2.1. Um referencial € a classe

[c1] ={ce€lVP GCl,VPEC,% = 0}.

Naturalmente, se um corpo rigido desloca-se em relacao a outro, eles nao estao na

mesma classe.

Olhamos agora para o estoque de pontos que marcamos sobre um referencial.
Poderiamos até mesmo colocar neste estoque pontos que poderiam ser marcados caso ali

se encontrasse um corpo rigido. Assim,

Definicao 3.2.2. Chamamos de espaco o estoque de pontos associado a determinado

referencial inercial. Usaremos a notacdo &% para denotd-lo.

Para definir as representacoes dos grupos de Galileu e Lorentz olhamos antes para
eventos. Eles sao acontecimentos que se dao numa regiao espacial tao pequena que pode ser
aproximada por um ponto, e acontece tao rapido que sua duracao pode ser aproximada por
um instante. O estoque de eventos, por sua vez, é chamado de Espaco-Tempo, denotado
por T x &3.

Definicao 3.2.3. Um observador é um sistema de coordenadas em T x 3.

Observacao 3.2.1. Normalmente, a definicao de observador é feita utilizando-se curvas
no espago-tempo, como pode ser visto em (27). Evitamos essa definicao aqui, pois ela
necessitaria de uma descricao mais complexa da estrutura de variedade do Espaco-Tempo.
Assim, usamos a definigdo acima, onde um sistema de coordenadas pode ser interpretado
como uma escolha de base para o referencial. Usamos aqui também uma premissa basica

aceita pela comunidade: o Espago-Tempo é uma variedade (diferencidvel) (28).
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Fixado um sistema de coordenadas (7, X'), podemos construir um espago vetorial
(quadridimensional) a partir de pares ordenados de eventos da seguinte maneira. Sejam
€o, €1 €T x &3,

(t,2):=(T(e1) —T(en),Z(e1) —Z(ep)).- (3.1)

Usamos a notagao sintética (¢,Z) para representar as diferenga de coordenadas (temporal
e espaciais) de pares de eventos. A soma e a multiplica¢do por nimero sao definidos de

maneira usual. Algumas observacao sao pertinentes.

(i) E comum encontrar na literatura a nomenclatura ‘Espago-Tempo’ para o espago

vetorial construido acima.

(ii) Usaremos ao longo do texto o abuso de notagao de que transformagoes de Galileu e
Lorentz conectam referenciais. Nao devemos esquecer que tais transformagoes sao

realizadas no espago vetorial construido em (3.1), a partir das coordenadas fixadas
em J x &3.

Precisamos ainda de um tultimo conceito, o de um referencial inercial. Daremos
aqui uma noc¢ao um tanto quanto heuristica e sistematicamente operacional. Consideremos
particulas suficientemente afastadas de outros corpos, de modo que elas nao interajam
com nada ao seu redor. Esperamos dessas particulas, que chamaremos de [ivres, que sua
trajetéria em um referencial seja a mais simples possivel - um ponto ou uma reta. Na
fisica existe um certo interesse especial nesse caso, pois sabemos que as leis da mecanica

classica sao invariantes com respeito a trocas desses referenciais. Com isso,

Definicao 3.2.4. Um referencial é dito inercial quando a trajetoria de qualquer particula

livre € um ponto ou uma reta.

Estamos interessados, sobretudo, em referenciais que se movem em relacao a outros.
Faremos sempre comparacoes entre dois referenciais e, portanto, deveremos assumir

algumas premissas como ponto de partida.

Nas premissas a seguir, consideremos A, B, C' referenciais inerciais.
Premissa 3.2.1. Existem referenciais inerciais.

Premissa 3.2.2. Dados dois referenciais inerciais A, B quaisquer, existe uma unica

velocidade v tal que B se move com velocidade ¥ em relacdo a A.

Premissa 3.2.3. Se B se move com velocidade ¥ em relacao a A, entdao podemos dizer

que A se move com velocidade —v em relagdo a B.

Premissa 3.2.4. Se B se move com velocidade v em relacao a A e C se move com

velocidade 1 em relacdo a B, entdo C se move com velocidade v + i em relagdo a A.
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Em relagao a premissa 3.2.3, devemos enfatizar que existe uma diferenca entre
um referencial, digamos C', que se move com velocidade —¢ em relacao a A e dizer que
A se move com velocidade —v em relacao a B. Nesse caso, temos que C' se move com

velocidade -9 — ¥ em relagao a B.

Definicao 3.2.5. Seja A um referencial inercial e B um referencial se movendo com

velocidade v em relagao a A.

(i) Uma transformacgao de Galileu é uma aplicagao 'y : A — B, definida por

(i) Uma transformacgdo de Lorentz é uma aplica¢io Ay : A — B, definida por

(0, 7)

qu(t,(z’):’}/g(t— 2 ,.f—ﬁt)

Na expressao acima, (-,-) representa o produto escalar em R3.

Observacao 3.2.2. ~; é uma constante dada por

conhecida como fator de Lorentz. Na expressao acima c¢ é a velocidade da luz.

Quando tratamos de Transformacgoes de Lorentz, estamos lidando com um contexto
relativistico. Nao entraremos em detalhes sobre as origens e as propriedades de sistemas
fisicos nesse contexto, com excecao do fato de que velocidades tais que || > ¢ néo sao

permitidas. Assim, devemos separar a Premissa 3.2.2 em dois casos.

Premissa 3.2.2 (Cléssico). Dados dois referenciais inerciais A, B quaisquer, existem
uma unica velocidade ¥, onde |0] € [0, +00), tal que B se move com velocidade ¥ em relagao
a A.

Premissa 3.2.2 (Relativistico). Dados dois referenciais inerciais A, B quaisquer, existem
uma unica velocidade v, onde |v] € [0,¢), tal que B se move com velocidade © em relagao
a A.

Devemos, ainda, fazer uma observacao. Como em contextos relativisticos as
velocidades permitidas sao limitadas por ¢, nao podemos usar a mesma operacao de soma
de velocidades que usamos no contexto classico. Normalmente, a calculamos em termos
da Algebra de Lie associada, que omitiremos aqui por estarmos interessados apenas na
estrutura do grupo. Para enfatizar essa diferenga, alguns autores usam simbolos diferentes

para as somas de velocidade cléssica e relativistica. Usaremos o mesmo simbolo, pois
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nao entraremos nos detalhes dessa operacao. Ressaltaremos porém que a Premissa 3.2.4
representa, na verdade dois axiomas distintos, um para o caso classico e o outro para o

caso relativistico.

Proposicao 3.2.1. Com essas definicoes, as transformacoes de Galileu e Lorentz tém as

sequintes propriedades:
(i) linearidade;
(ii) Ty =1ida;
(11i) Tgols =Tars;
(i) I'_5=(T5)"1.
Demonstragao:

(i) sejam A, B referenciais inerciais, onde B se move com velocidade ¥ em relacao a A,
I';:A— B, aeKe (t1,71), (ty, 7o) € A. Assim,

Ff,(a(tl,fl)+(t2,f2)) F@(Oétl-i-tQ,Oéfl-i-fg)

= (Oétl + 19, Oéfl + fg - 17(t1 + tQ))
= O[(tl, 5(71 - 17751) + (tg,fg - T)tg)
= afﬁ(tl,fl) + Fﬁ(tQ, fg),
(ii) seja A um referencial inercial. Para todo (¢,%) € A, temos
F()(tj) = (tw/f - Gt) = (t"%)u
(iii) sejam A, B, C referenciais inerciais com B se movendo com velocidade ¥ em relagao

a A e C com velocidade @ em relagao a B. Assim, existem transformagoes de Galileu,

I';:A— Bely:B— C. Seja (t,7).
Fﬂ o Fﬁ(t,i’) = Fﬁ(t,ff - @t) = (t, T — ot - ﬂt) = (t,f - (17 + fl,)t) = Ffaﬂj(t, i),
onde 'z 5 : A — C
(iv) sejam A, B referenciais inerciais, onde B se move com velocidade ¥ em relacao a A
e (t,7) € A. Assim, temos que

TyoT_y(t,3) = Do(t, 7 +t) = (t,% + 0t - 0t) = (,7)

Ty oTy(t, ) = T_y(t.7 - Gt) = (t, — 0t + 0t) = (L, 7).
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A demonstracao para transformacoes de Lorentz é andloga. O]

Note que, a propriedade (7i) implica que podemos interpretar A se movendo com
velocidade 0 em relacio a A, o que estd consistente com a premissa 3.2.2. Também, temos

que as propriedades (iii) e (iv) estdo de acordo com as Premissas 3.2.3 e 3.2.4.

Como consequéncia do item (iv) da Proposigao 3.2.1, temos o seguinte

Corolario 3.2.1. Transformagoes de Galileu sao isomorfismos lineares.

E importante notar ainda que a Premissa 3.2.2 implica que entre dois referenciais

inerciais quaisquer existe uma tnica transformagao de Lorentz ou Galileu entre eles.

Temos, ainda, um ultimo resultado.

Proposicao 3.2.2. Dados dois referenciais inerciais A e B, existe uma unica trans-

formagao de Galileu ou de Lorentz entre A e B.

Demonstracao: Pela Premissa 3.2.2, sabemos que existe uma unica velocidade ¢ (com
|5] € [0,¢) se necessario), tal que B se move com velocidade ¥ em relagdo a A. Dessa

forma, existem as transformagoes
I's:A— B e Aj: A— B.

Como as velocidades sao unicas, ganhamos, também, a unicidade das transformacoes. [

3.3 Categorias Loz e Gal

Vamos agora colocar o que foi feito acima no formalismo categérico. Assim,

ganhamos as seguintes

Definicao 3.3.1. Definimos a Categoria Gal como uma Categoria cujos objetos sao

referenciais inerciais € os morfismos sao transformacgoes de Galileu.

Definicao 3.3.2. Definimos a Categoria Lot como uma Categoria cujos objetos sao

referenciais inerciais e os morfismos sao transformacoes de Lorentz.

Note que, Gal e Loz sao de fato Categorias pela Proposicao 3.2.1, isso é, sabemos
que para cada referencial inercial, existe uma identidade (a saber, I'; e Ag) e, para

referenciais, A, B, C e morfismos I';,A;: A — Be 'y, A; : B — C, existem as composicoes

[goly=T4s: A= C

AﬁoAﬁ:Aﬁ+ﬁlA—>C.
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Note, também, que pela Proposicao 3.2.2, cada referencial inercial é um objeto

zero nas Categorias Gal e Loz, isso é, sao objetos iniciais e terminais. Podemos, ainda,

mostrar um resultado mais forte.

Proposicao 3.3.1. As categorias Gal e Lor sao completas.

Demonstracgao: Seja uma categoria pequena I e um diagrama D : I — Gal. Dado

qualquer objeto A € Gal, temos, para todos I, J € I, que o diagrama

D(I)
I
A D(f)
Ta
D(J)

comuta, onde D(I) se move com velocidade ¥ em relacao a A e D(J) com velocidade @
em relacao a A, pela unicidade das transformacoes de Galileu. Assim, todo referencial
define um cone na Categoria. Além disso, tomando qualquer outro cone, (B i D(I))er,
na Categoria, sabemos, pela Proposicao 3.2.2, que existe uma tnica transformacao de

Galileu I'y : B — A. Assim, o diagrama

D(I)
FT’I
g
B Ly A ()
Iz
FaJ
D(J)

comuta, para todo I,J eI e f: I — J, novamente, pela Proposicao 3.2.2. Portanto A é
limite do diagrama D : I — Gal. Assim, como I é arbitrario, temos que Gafl é completa.

Analogamente, podemos mostrar que Loz é completa. O]

Corolario 3.3.1. Qualquer referencial inercial é um limite pequeno nas Categorias Gal

e Lor.

Demonstracao: Seguindo a demonstracao da Proposicao acima, temos que qualquer
objeto nas Categorias Gal e Loz sao limites do diagrama, pois os papéis dos vértices de

qualquer cone podem ser trocados. O

O fato mais interessante nesse corolario é que ele parece implicar em algo que

j& esperavamos, isso é, que nao existem referenciais privilegiados. Caso, para um dado

diagrama, existissem objetos que sao limites e objetos que nao sao limites, estariamos

dizendo que existe alguma diferenca na forma como certos referenciais veem outros.
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Lembre-se de, como dissemos anteriormente, para falar de referenciais inerciais devemos
sempre comparar referenciais, ou seja, se temos os referenciais inerciais A, B e C, nao
deve existir nenhuma diferenca se decidimos descrever como B e C' se movem em relacao
a A, ou se decidimos descrever como A e C' se movem em relacao a B. Assim, o corolario
acima parece estar de acordo com o Principio da Relatividade, que afirma que as leis

da fisica devem ser as mesmas em diferentes referenciais inerciais.

Outro ponto importante que devemos considerar é que grupos nao sao Categorias
completas. Com efeito, grupos em geral, grupos nao tém objetos iniciais ou terminais
(com excecao do grupo trivial). Isso se deve ao fato de termos mais de um morfismo
G — G, onde G ¢ o tnico objeto de um grupo visto como uma Categoria. Porém, com a

nossa abordagem, ganhamos uma Categoria completa.

Note que como os grupos de Lorentz e Galileu sao de fato grupos no sentido
algébrico, poderiamos ter definido as categorias Loz e Gal como categorias com um tinico
objeto, como fizemos na secao anterior. A razao pela qual nao seguimos esse caminho
aqui é que acreditamos que os referenciais inerciais representam espacos distintos. Com
efeito, o conjunto de eventos acessiveis em cada referencial é de fato diferente para cada
um deles. Assim, seguindo nossos trabalhos anteriores onde exploramos esse fato com

mais detalhes, utilizamos a definicao feita aqui.

3.4 Funtor limite

Devido as grandes similaridades entre as Categorias Gal e Loz, é natural tentarmos
definir um funtor entre eles. Para fazer isso, tomamos inspiracao de um fenémeno conhecido
na fisica, a saber, que no limite! ¢ — +o0, fendmenos descritos relativisticamente recaem

no caso classico.

Mais precisamente, note que, para uma velocidade ¥ com || < ¢, temos que o fator

de Lorentz ¢ dado por

Assim, aplicando o limite ¢ — +o0, temos que vz — 1.

Agora, como transformagoes de Lorentz sao lineares, em particular, elas sao

continuas, ou seja,

. - _ . (67i‘> — —
Jm Ao(t8) = Jim (e 45 0
- (t— lim <U’2x>,f—17t):(t,f—ﬁt)zl“,;(t,j':).
C—+00 C

O limite aqui é o limite no sentido classico de cédlculo. Ele ndo tem relagdo com o limite em
categorias que vimos anteriormente.
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A partir disso, propomos a seguinte

Definicao 3.4.1. O funtor limite é um funtor L: Lot — Gal definido por:

(i) para todo objeto A € Lox, temos L(A) = A;
(i1) para todos objetos A, B € Lor e morfismos Ny : A— B, L(A;) =T.

Para mostrar que L realmente define um funtor, devemos mostrar que composicoes
e identidades sao mantidas por L. Assim, consideremos A, B,C € Loz, tal que B se move
com velocidade ¥ em relagao a A e C' com velocidade 4 em relacao a B e A : A — B,

A; : B — C. Assim, pela Proposicao 3.2.1, temos
L(AgoAs)=L(Agys) =Tas=Tz0T5=L(Az) o L(As).
Seja, agora, A € Loz. Dessa forma,
L(ida) = L(Ag) = L'y = ida = idpa).
Logo, L, de fato, define um funtor.
Devido a forma como definimos as Categorias Loz e Gal, temos a

Proposicao 3.4.1. L € fiel e pleno.

Demonstracgao: Sejam referenciais inerciais A, B com B se movendo com velocidade 9
em relacdo a A. Assim, como Loz(A,B) = {A;} e Qal(L(A),L(B)) ={I's}, a fungao

Lor — Gal ¢é injetiva e sobrejetiva. Logo, L ¢ fiel e pleno. O

Além disso, ainda podemos mostrar a

Proposicao 3.4.2. L preserva limites.

Demonstracao: Dado uma Categoria pequena I e um diagrama D : I — JLoz. Ja vimos
que qualquer objeto em Loz é limite desse diagrama. Além disso, como qualquer objeto
em Gal é limite do diagrama L o D, em particular a imagem por L de um limite de Loz

é um limite em Gafl. Logo, L preserva limites. [

Agora, podemos usar o Teorema do Funtor adjunto para encontrar um funtor
Gal — JLo.

Proposicao 3.4.3. L tem um adjunto esquerdo.
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Demonstracao: Note que, dados A, B € Loz, com B se movendo com velocidade ¥ em
relagao a A, temos Loz(A, B) = {A;} que é um conjunto. Portanto, Loz é uma Categoria

pequena e completa.

Agora, seja A € Qal e consideremos a Categoria (A = L). Sejam B, B’ € Loz tal
que L(B) se mova com velocidade ¢ em relagao a A e L(B’) com velocidade @ em relagao
a A. Assim, (B,I';) e (B’,1';) s@o objetos de (A = L). Além disso, pela Proposigao 3.2.2,
temos que existe uma tnica transformagao de Lorentz Az : B — B’ e, pela unicidade dos

morfismos em Gal, temos que o diagrama

Ay B

m lL(Am)
BI

comuta, ou seja, Ay : (B,T3) — (B’,T';) é um morfismo em (A = L) e é uinico, novamente
pela Proposigao 3.2.2. Assim, (B,T';) é inicial em (A = L) e, em particular, existe um
conjunto fracamente inicial em (A = L) para todo A € Gal. Logo, pelo Teorema Geral

do Funtor Adjunto, temos que L admite um adjunto esquerdo, M : Gal — JLox. O

Assim, é possivel definir uma aplicacao que nos leve do regime classico para o
regime relativistico, o que nao é surpreendente, devido a estrutura extremamente andloga

das Categorias Loz e Gal.

3.5 Discussao

3.5.1 Formulagoes alternativas

As Categorias definidas acima sao apenas uma parte dos grupos de Lorentz e
Galileu. De fato, esses grupos sao compostos ainda por rotagoes e translagoes em &3.
Na tentativa de adicionar esses morfismos, tentamos definir uma Categoria cujos objetos
seriam duplas (4,©), onde A é um referencial inercial e © um ponto em &* chamado
origem. Dessa forma, podemos adicionar rotagoes e translagoes nas Categorias JLox
e Gal de forma que, rotacoes sejam automorfismos e translagoes atuam na segunda
entrada do par, mudando quem chamamos de origem. Dessa forma, as Categorias seriam

representadas pelos diagrama
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n
(A,04)
~L 0
(A,04)
AoT A“ x\
(B,0p) — (C,0¢)

onde T sdo translagoes, R rotacgoes e A transformagoes de Lorentz (ou Galileu).

Definidas dessa forma, perdemos a unicidade dos morfismos entre objetos distintos,
pois Aoidy # Ao R, para alguma rotagao R e alguma transformacao de Lorentz (ou
Galileu) A. Porém, a Categoria que definimos anteriormente pode ser vista como uma

subCategoria dessa nos dando um resultado parcial.

Outra maneira de adicionarmos esses morfismos seria definindo objetos como
trincas (A, ©,B), onde A é um referencial inercial, © € & é uma origem e B é uma base

de T x &3. Dessa forma, conseguimos manter a unicidade dos morfismos entre os objetos.

A razao pela qual nao usamos essa ultima definicao é por que perdemos a inter-
pretacao de que objetos sao entidades (ou pessoas). Queremos dizer que, a cada entidade
no Universo, sabemos que ela estd em algum ponto do Universo (origem) e a ela esta
associado um referencial inercial (novamente, estamos ignorando casos nao-inerciais).
Porém, a escolha de base é arbitraria: a entidade pode escolher qualquer base de &2 para

descrever o espaco associado a ela, isso é, essa é uma escolha arbitraria.

Existe ainda, uma interpretacao interessante para definir a Categoria usando pares.
Com essa interpretacao, de que entidades sao pares (A,©) de um referencial inercial

e uma origem, sabemos que os espacgos definidos por elas sao intrinsecamente distintos,

isso é, se uma entidade se move em relacao a outra, temos que os eventos do espaco
tempo experienciados por cada uma delas sao diferentes e o0 mesmo ocorre para entidades
em origens distintas do Universo. Assim, os objetos sao diferentes por uma razao mais

fundamental do que uma simples escolha arbitraria de uma base.

Uma razao importante de termos uma justificativa mais profunda para dizermos
que os objetos sao diferentes é o fato de que a nossa estrutura ¢é ainda equivalente aquela de
um grupo. Como observamos anteriormente, grupos vistos como Categorias, nao possuem
(em geral), objetos iniciais, ou seja, para todo grupo, poderfamos definir objetos quaisquer
na Categoria, “separando” os morfismos do grupo, e ganhando a estrutura que definimos
aqui. Porém, para um grupo qualquer, essa definicao seria completamente arbitraria,

enquanto no caso dos grupos de Lorentz e Galileu, parece existir uma forma fundamental
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de definirmos objetos distintos na Categoria. Interessantemente, isso parece, ainda, estar

consistente com o Principio da Relatividade.

3.5.2 Possibilidades futuras

Sabemos que, sendo grupos de Lie, os grupos de Lorentz e Galileu tém Algebras de
Lie associadas. Acreditamos que seja possivel analisar essa conexao usando o formalismo
categorico. Sabemos ainda, que a exponencial é uma transformagao natural (exemplo
3) apés 2.6.1), e talvez seja possivel usar esse fato para encontrar alguma diferenga
fundamental entre rotagoes e translagoes/ boosts (lembre-se de que transformagoes naturais
sao, bem, arbitrarias, ou seja, imaginamos que exista alguma forma de diferenciar entre
a escolha de uma base em &3 e boosts e translacoes que parecem estar intrinsecamente

relacionados com os préprios espagos fisicos).

Acreditamos, além disso, que podemos adicionar na Categoria casos nao inerciais,
e, além disso, que podemos usar nossa Categoria no contexto da Relatividade Geral. Com
efeito, no limite de curvatura tendendo a zero, imaginamos que analisando a geometria da
variedade quadridimensional do Espaco-Tempo possa recair no que fizemos aqui de algum

forma.
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4 CONCLUSAO

A Teoria de Categorias nos fornece uma base poderosa para estudar relagoes entre
diversas estruturas na matematica. O seu estudo permite a analise de padroes que surgem
entre estruturas algébricas e geométricas, dando uma énfase maior entre as proprias
relages entre os objetos do que nos objetos em si. Dessa forma, é natural pensarmos que
existe uma gama de aplicacoes na fisica, onde o estudo da interacao entre objetos é um
tema frequente. Com efeito, podemos encontrar um série de artigos que abordam o tema
de Categorias em fisica como (11, 29, 30, 31). Tendo isso em mente, é natural imaginar
que possamos aplicar as técnicas categoricas para a relatividade, cuja propria natureza é

o estudo de relagoes entre diferentes referenciais.

Assim, esse trabalho foi separado em duas partes. Na primeira, estudamos os
bésicos de Teoria de Categorias, enunciando os principais resultados e fornecendo uma
grande quantidade de exemplos. Conseguimos, dessa forma, ilustrar os maiores resultados
e definicoes justificando com estruturas encontradas frequentemente na matemaética.
Uma das principais caracteristicas que podemos destacar ¢ a presenca de propriedades
universais em Categorias, que permitem um alto grau de generalizacao de conceitos por

toda Categoria.

A segunda parte foi dedicada a nossa formulagao por meio de Categorias dos
grupos de Galileu e Lorentz. Decidimos fazer isso, pois nao encontramos na literatura essa
conexao, que nos parece tao natural. Com a nossa abordagem, definimos as categorias
que chamamos de Loz e Gal, conseguimos descrever o aspecto funtorial da relacao
entre os regimes classico e relativistico e concluimos que existe um funtor de Gal para
JLor. A existéncia desse funtor nao € intuitiva, apesar de ser natural, devido & grande
similaridade entre as estruturas dessas categorias. Como um outro resultado, mostramos
que conseguimos uma interpretacao para o Principio da Relatividade por meio de limites
nas categorias. Isso nos indica que nao existem referenciais privilegiados, o que esta

consistente com a Teoria da Relatividade.

Finalmente, esperamos que esse trabalho possa ser usado como inspiracao para
novas tentativas de aplicagao de Teoria de Categorias na fisica. Como em (10), acreditamos
que esse formalismo é extremamente apropriado para a fisica. Além disso, gostariamos que
esse trabalho possa ser usado por aqueles interessados em Categorias, como um material

introdutorio.
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ANEXO A — Traducgao de termos

Termo original

Nossa traducao

class

classe

conglomerate

conglomerado

proper (class)

(classe) prépria

small (class, category)

(classe, Categoria) pequena

large (class, category)

(classe, Categoria) grande

locally small (category)

(Categoria) localmente pequena

maps mapas
arrows setas
construct construto

dual (category, functor)

(Categoria, funtor) dual

Duallity Principle

Principio da Dualidade

functor

funtor

faithful (functor)

(funtor) fiel

full (functor)

(funtor) pleno

essentially surjective (on objects)

essencialmente sobrejetivo (em objetos)

stuff

coisa

forgetful (functor)

(funtor) esquecimento

free (functor)

(funtor) livre

concrete (category)

(Categoria) concreta

comma category

Categoria virgula

[colslice category

Categoria [co]fatia

presheaf pré-feixe
meet encontro
join jungao

[colfork [co]garfo

monic (morphism)

(morfismo) monico

epic (morphism)

(morfismo) monico

zero object

objeto zero

weakly initial (set, object)

(conjunto, objeto) fracamente inicial

weak (limit)

(limite) fraco

has [all] (limits)

tem [todos] (os limites)

triangle identities

identidades dos triangulos
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