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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar alguns casos especiais do famoso
Ultimo Teorema de Fermat: ndo existem x, y, z inteiros satisfazendo x" + y" = z" quando
n é maior do que 2, com excegdo dos casos triviais. Comegamos com 0s casos em que 71
é 3 ou 4, para os quais usamos resultados sobre os anéis quadraticos euclidianos. Em
seguida, estudamos casos mais gerais, incluindo os casos apresentados no Teorema
de Sophie Germain e no Teorema de Kummer para primos regulares, no qual usamos

corpos ciclotdmicos.

Palavras-chave: Ultimo Teorema de Fermat. Teorema de Sophie Germain. Teorema de
Kummer.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to prove some special cases of the famous Fermat’s
Last Theorem: there are no intergers x, y, z such that x" + y" = z" where n is greater than
2, except for the trivial cases. Using results about quadratic euclidean rings, we prove
the theorem for n = 3 and n = 4. We also study some more general cases, including
the ones in Sophie Germain’s Theorem and Kummer’s theorem for regular primes, in

which we use cyclotomic fields.

Key-words: Fermat’s Last Theorem. Sophie Germain’s Theorem. Kummer’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho se propde a apresentar provas de casos particulares do Ultimo
Teorema de Fermat, o qual afirma que a equagdo x" + y" = z"" ndo admite solucdo inteira
ndo trivial para n natural maior que 2.

Motivado pelo estudo de ternos pitagoricos, Pierre de Fermat, em 1617, conjectu-
rou tal resultado as margens do livro Aritmética, de Diofante, afirmando possuir uma
prova para o mesmo, mas nao ter espago suficiente para apresentd-la. Apesar de tal
afirmagao e de seu enunciado de simples compreeensao, o teorema permaneceria por

mais de 350 anos sem demonstragao e motivaria geragdes de matemédticos em sua busca.

O primeiro avanc¢o em direc¢do a prova foi feito apenas um século depois, por
Leonhard Euler, que, por meio de uma abordagem semelhante a sugerida por Fermat
em seu esbogo do caso n = 4, provou a inexisténcia de solucdo para n = 3. Em seguida,
diversos matemaéticos direcionaram seus estudos para o caso dos expoentes primos,
visto que eles permitiriam a generalizagdo. Nesse sentido, Sophie Germain forneceu
grande contribuicdo, ao delinear os cdlculos com determinados primos, abordagem que
inspiraria as demonstragdes feitas por Legendre e Dirichlet para o caso n = 5.

No século XIX, a Academia Francesa de Ciéncias ofereceu prémios a quem
solucionasse o problema, intensificando a busca pela demonstragdo. Contudo, apesar
de abordagens fascinantes, como as feitas por Cauchy e Lamé, e da contribuicdo de
Kummer, nenhum matematico fora capaz de comprovar o resultado. Em meados
do século XX, a Conjectura Taniyana-Shimura foi apresentada: existiria uma ligacao
intrinseca entre as formas modulares e as curvas elipticas. Além de estabelecer a relacdo
entre campos tdo distintos, a prova de tal conjectura, conforme mostrado por Frey e

Ribet, implicaria na demonstragio do Ultimo Teorema de Fermat.

Com este avang¢o, o matematico Andrew Wiles retornou sua dedicagdo ao
problema que o instigara na infancia e, em 1994, ap6s anos de estudo, demonstrou a
Conjectura Taniyana-Shimura utilizando desde a teoria de grupos a combinagdo dos
métodos de andlise de equagdes elipticas criados por Iwasama e Kolyvagin-Flach, com
o auxilio, ao final, de Richard Taylor. Finalmente, o Ultimo Teorema de Fermat estava

provado.

Nesse contexto, cabe ressaltar que a relevancia de tal teorema ultrapassa sua
aplicabilidade em Teoria dos Ntuimeros, na medida em que a busca por sua solugdo
proporcionou a criagdo e expansdo de intimeras dreas matemadticas. Por meio dele,
novas técnicas foram criadas, enquanto técnicas tradicionais foram utilizadas de modo

inovador, ampliando as possibilidades de abordagem de diversos problemas.

Neste trabalho, comecaremos apresentando a prova para dois casos pontuais,
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quando n é igual a 3 ou a 4, utilizando de corpos e anéis quadraticos euclidianos.
Além disso, estudaremos casos mais gerais, como o caso apresentado no Teorema de
Sophie Germain, o qual prova o teorema para primos cujos primos auxiliares satisfazem
determinadas condigdes, e o caso apresentado no Teorema de Kummer, o qual demonstra

um dos cendrios possiveis para o teorema quando n é um primo regular.
Com tal intuito, dividiremos este trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 2, serdo apresentadas defini¢des e propriedades importantes refe-
rentes aos Anéis Quadraticos, principalmente, aos Anéis Quadraticos Euclidianos.

No Capitulo 3, serd apresentada um breve histérico do surgimento do Ultimo
Teorema de Fermat, com o aprofundamento em sua motiva¢do: o Teorema de Pitagoras.

Assim, estudaremos os ternos pitagoricos, especialmente os primitivos.

No Capitulo 4, apresentaremos as provas para os casos 1 = 3 e n = 4, sendo a
primeira resultante do estudo dos anéis quadraticos euclidianos e a segunda, do estudo
dos ternos pitagoricos.

No Capitulo 5, faremos um breve estudo das equagdes de Barlow e Abel, estabele-
cidas na busca pela solucdo do Ultimo Teorema de Fermat, e apresentaremos os conceitos
criados por Sophie Germain em sua abordagem para o problema. Ressaltaremos a
relevancia de suas ideias nas tentativas futuras de demonstrar o teorema e provaremos
os resultados por ela provados, tanto em sua versdo geral uanto em sua versao mais

fraca.

Por fim, no Capitulo 6, apresentaremos a abordagem utilizada por Lamé e
o problema que inviabilizou a prova completa do teorema seguindo suas ideias.
Mostraremos, ainda, como Kummer utilizou sua abordagem para provar o teorema
para os primos regulares. Utilizaremos, para tanto, o estudo feito por Dedekind,
incluindo os dominios de Dedekind, os ideais fraciondrios e suas principais propriedades.
Estudaremos também os grupos de classe de um anel de inteiros, permitindo a defini¢cdo
de primos regulares e a posterior demonstracdo do Teorema de Kummer na tdltima
secao.

Ressaltamos que, para a abordagem da fundamentacdo tedrica necessaria aos
topicos descritos acima, utilizaremos, sem demonstrar, alguns resultados das teorias de
anéis e de grupos, além de dominios euclidianos, dominios de ideais principais e os de

fatoragdo tinica. Sugerimos as referéncias [7], [8] e [6] para tais topicos.
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2 ANEIS QUADRATICOS

Embora o Ultimo Teorema de Fermat tenha surgido como um problema no
campo da Teoria dos Ntimeros, a busca por sua solugdo impulsionou o desenvolvimento

de diversas dreas matematicas, dentre elas, a Teoria Algébrica dos Ntmeros.

Tal teoria concentra seus estudos nos anéis de inteiros algébricos, ou seja, nos
quais todos elementos sdo raizes de polindmios com coeficientes inteiros. Em particular,
podemos nos restringir ao estudo de anéis de inteiros algébricos em que tal polindmio

possui grau 2, chamados anéis quadrdticos.

Um desses anéis, em especifico, serd fundamental para a prova do Ultimo
Teorema de Fermat para o caso n = 3, a qual ird empregar técnicas semelhantes as

desenvolvidas na demonstracao feita por Euler.

Nesse contexto, este capitulo se dedica ao estudo aprofundado desses anéis, tal
como aos corpo a eles associados, denominados corpos quadrdticos. Assim, estabelecere-
mos suas principais propriedades e apresentaremos alguns exemplos esclarecedores.
Além disso, direcionaremos nosso estudo aos anéis que também se caracterizam como

anéis euclidianos.

2.1 CARACTERIZACAO GERAL

Para a defini¢do de corpos quadriticos, necessitaremos de alguns conceitos proprios
da Teoria Algébrica dos Ntuimeros:

Definicao 2.1.1. Seja Q[x] o anel de polindmios em x com coeficientes em Q representado por:

1

Q[x]z{anx”+an_1n”_ +---+ay: a; € Q paratodo i=0,...,n}

Dizemos que um niimero complexo « é algébrico sobre Q se existe um polindmio nio
nulo f(x) € Q[x] tal que f(a) = 0 (neste caso, dizemos que f(x) anula a ou, ainda, que o anula
f(x)). Caso ndo exista tal polindmio, dizemos que « é transcendente em Q.

Definicao 2.1.2. Definimos o polindmio minimo de a sobre Q como sendo o polindmio monico
de menor grau em Q que anula a.

Observacao 2.1.1. Notemos que o polindmio minimo de a sobre Q é tinico.

De fato, se f(x), g(x) € Q sdo dois polindmios monicos distintos e de mesmo grau

que anulam a, temos que (f — g)(x) é um polindmio em Q, ndo nulo, e que anula a.

Mais ainda, como f(x) e g(x) sdo monicos, temos que (f — g)(x) tem grau menor
que o de f(x). Agora, dividindo (f — g)(x) pelo seu coeficiente de menor grau, obtemos
um polindmio modnico, ndo nulo, que anula a e cujo grau é menor que o de f(x). Isso

gera uma contradi¢do com a minimalidade do grau de f(x)
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Nesse contexto, temos a seguinte definicdo:

Definicao 2.1.3. Dizemos que

Qla] = {f(a) : f(x) € Qlx]}
é um corpo quadrdtico quando o € Q e existe um polindmio de grau 2 em Q[x] que anula a.

Observacgao 2.1.2. Consideremos Q[a] corpo quadratico. Entdo, como « é raiz de um
polinémio de grau 2, temos que a é da forma:

_a+bm
c

a emquea,be”Z, c,zeZ\ {0} em élivre de quadrados. (2.1)

Sem perda de generalidade, podemos supor que 4, b, e ¢ sdo primos entre si, ou
seja, mdc(a, b, c) = 1. Da dltima igualdade, segue que:

bVm = ca —a = mb* = (ca — a)* = mb* = c*a* — 2caa + a>

Assim, a é raiz do polindmio:

c?x? = 2acx + a® — mb* € ZJ[x] (2.2)

De modo geral, como Q[a] = Q[ V], tem-se que todo elemento f € Q[a] pode
ser expresso como na equagdo (2.1), consequentemente, satisfaz uma equacao de grau 2

com coeficientes em Z.

Observacao 2.1.3. Conforme visto na observacdo acima, temos que o corpo quadrético
pode ser escrito como Q[a] = Q[ v/m].

Se m < 0, diremos que trata-se de um corpo quadrdtico complexo, visto que ele esta
contido em C, porém ndo em IR. Enquanto, se m > 0, diremos que o mesmo é um corpo

quadrdtico real.

Destacamos ainda que, a partir desse momento, sempre que nos referirmos ao

corpo Q[ vm], estaremos considerando m inteiro ndo nulo e livre de quadrados.

Apresentaremos, agora, alguns conceitos que nos permitirdo definir um anel

quadrdtico.

Definicdo 2.1.4. Seja IL uma extensio algébrica de K com Q C K C IL € C. Dizemos que IL
é um corpo de niimeros algébrico (ou simplesmente, um corpo algébrico) se IL é uma extensio
finita de Q.

Dizemos ainda que o € C é um inteiro algébrico de IL sobre Q se o € IL e a € raiz de um

polinémio monico f(x) = X" + a,.1x"' + - -+ + ay ndo nulo com coeficientes em Q. Quando tal
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polindmio possuir coeficientes em Z, diremos que o é um inteiro algébrico de IL sobre Z. (ou,
simplesmente, um inteiro algébrico de IL).

Nesse contexto, o anel de inteiros algébricos do corpo 1L é definido como:
OL :={a € L: a éinteiro algébrico de 1L sobre Z}
Observacao 2.1.4. No caso em que IL corresponde ao préprio corpo complexo C, dizemos
apenas que « € C é um inteiro algébrico.

Neste capitulo, estudamos o conjunto O, ;; dos inteiros algébricos de Q[ vm],
ou seja, os elementos @ € Q[ y/m] para os quais existe um polindmio monico com
coeficientes em Z que anula a.

Exemplo 2.1.1. Consideremos n € IN. Temos que o niimero complexo e’ é um inteiro
algébrico sobre Z. De fato, utilizando a Identidade de Euler, temos que tal namero
anula o polindmio f(x) = x" -1 € Z][x].

2ni . . 2mi
Dessa forma, e é um inteiro de Q [e n ] .

Notemos ainda que:

fO =" -1 =@x-1D" ' +x" 2+ +x+1)

. . 2mi A Al
Assim, no caso em que 1 # 1, temos ainda que e anula o polindmio ménico

n—2

px) = (" T+ X"+ x+ 1)

Considerando o caso em que 7 = p é um primo impar, é comum denotar C :=¢ »
e representar o polindmio por:

p-1
Pc(X) = (xp—l +xP 2+ x4 1) — H(x _ CZ)

i=1

Pode-se provar que tal polindmio é o polindmio monico irredutivel de menor
grau que anula C, ou seja, trata-se do polindmio minimo de C. Retornaremos ao estudo

destes polindmios no Capitulo 6, quando definirmos corpos ciclotémicos.

A partir do conceito de inteiros algébricos, temos a seguinte defini¢do:

Definicado 2.1.5. Para cada m livre de quadrados, o anel quadrdtico de inteiros algébricos (ou
apenas, anel quadrdtico) é definido como sendo o conjunto dos inteiros algébricos de Q[ \'m].

Em outras palavras, o anel quadrdtico corresponde ao anel de inteiros algébricos de
Q[ Vm], sendo representado por Og; yim-
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Para melhor compreensdo deste conceito, apresentaremos um resultado relativo

aos inteiros algébricos no anel quadratico e uma caracterizacdo equivalente para o mesmo.

Conforme mostrado na Observagao 2.1.2, sabemos que todo elemento de Q[ /]
satisfaz uma equacédo de grau 2 em Z[x]. No caso em que tal elemento ¢ inteiro algébrico

de Q[ \/m], obtemos um resultado mais geral:

Proposicdo 2.1.1. Seja a um inteiro algébrico de Q[ \'m). Entdio a anula um polindmio monico
de grau 2 em Z[x].

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que se o anula um polindmio monico de grau 1

em Z[x], entdo a é um inteiro algébrico e, logo, @ anula um polindmio moénico de grau 2.

Com efeito, por hipotese, temos que a anula um polindmio da forma h(x) = x +¢,
com ¢ € Z. Assim, ¢ = —a; consequentemente, p(x) = x* — ¢? serd um polindmio em Z[x]

que anula a.

Desse modo, podemos considerar que a anula um polindmio f(x) de grau 2 em
Z|[x] (pois trata-se de um elemento inteiro de Q[ v/m]), mas ndo anula um polindémio

monico de grau 1. Temos que f(x) é da forma:

f(x) = ax* +a1x +ay , comay,ay,ay € Z

Sem perda de generalidade, podemos supor a, > 0, pois, em caso contrdrio,
tomamos o polindmio f~(x) := —f(x), notando que, como f(«a) = 0 por hipétese, entdo
ﬂa) = 0. Podemos supor ainda que f(x) é primitivo, ou seja, mdc(a,, a1, 49) = 1. De fato,
caso tenhamos mdc(a,, a1,a9) = d, consideramos o polindmio obtido pela divisdo de f(x)

por d, o qual possui grau 2, tem coeficientes em Z e anula a.

Mostraremos que a, = 1 e, portanto, @ anula um polindmio monico em Z[x] de

grau 2; no caso, f(x).

Ora, como a é um inteiro algébrico, sabemos que é raiz de um polindmio
g(x) € Z[x] com grau maior ou igual a 2. Aplicando o Algoritmo da Divisao para g(x) e
f(x), temos que existem g(x), r(x) € Q[x] tais que

g(x) = f(x)q(x) + r(x), em que degr(x) < deg f(x) =2 our(x) = 0
Por outro lado, como g(a) = f(a) = 0, segue que r(a) = 0, ou seja, @ anula r(x). No

entanto, como, por hipétese, @ ndo anula um polindmio de grau menor que 2, devemos

ter r(x) polindmio nulo. Logo, g(x) = f(x)g(x).

Agora, eliminando os denominadores dos coeficientes de g(x), obtemos:

dg(x) = f(x)q:1(x), em que d € Z e q1(x) é um polindmio primitivo
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Denotemos g1 (x) := b, X™ + b1 x™ 1 + ... + by € Z[x].

Desse modo, no lado direito da equagdo temos a multiplicagdo de dois polindmios
primitivos (ou seja, cujos coeficientes sejam relativamente primos) que, pelo Lema de
Gaus resulta em um polindmio primitivo.

Por conseguinte, devemos ter d = 1 e, entdo, g(x) = f(x)g1(x).

Por fim, comparando os coeficientes de maior grau desses polindmios, obtemos
axb,, = 1, visto que g(x) é modnico, e a, = 1 (visto que a, € IN), conforme queriamos
provar. O

Proposic¢do 2.1.2. Seja
1+ Vm

0= 2
\m sem=2,3 (mod 4)

sem=1 (mod 4)

Afirmamos que, para cada m livre de quadrados, Z[®] é o anel de inteiros algébricos de Q[ \'m],
ou seja, Oqy ym = Z[O].

Demonstragio. Primeiramente, notemos que devemos provar que todo inteiro algébrico
de Q[ Vm] pertence a Z[B®], com O definido como acima, e que, nas condi¢des enunciadas,
todos os elementos de Z[O] sdo inteiros algébricos de Q[ vm].

Para a primeira situagdo, consideremos o um inteiro algébrico de Q[ v/m] definido

a+b\m
o= —

c

como:

Sem perda de generalidade, podemos supor que mdc(a, b,c) = 1 e, a menos de
mudanga de sinal de a e b, que ¢ > 0. Mostraremos que, sob tais condi¢des, s6 existem

dois valores possiveis para c, a saber 0 e 2.
. a
Seb=0,entdo - € Q.
c
Além disso, conforme visto na Observagdo 2.1.2, a é raiz do polindmio

c?x? = 2acx + a® — mb? € ZJ[x]

e, pela proposicdo anterior, devemos ter ¢ = 1. Desse modo, segue que @ =a € Z e, em
particular, a € Z[O].

Por outro lado, se b # 0, entdo, dividindo o polindmio acima por ¢?, temos que a

a a% — mb?
-

anula o polinémio:
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Pela unicidade do polindmio minimo, tal polindmio deve ter coeficientes em Z;
consequentemente,
cl2a e | @ —mb?).

Consideremos d := mdc(4, ¢). Em particular, temos que d? | ¢?, donde d? | (a>—mb?).
Agora, como pela defini¢do de divisor comum, também sabemos que d? | 4%, concluimos
que d? | mb*>. Observemos que, por hipotese, m é livre de quadrados; assim, d* | b* e,
portanto, d | b. Mostramos entdo que d | a,b,c. Como mdc(a, b,c) = 1, devemos ter d = 1.

Dessa forma, como ¢ | 2a e mdc(g, c) = 1, segue que c¢ | 2. Logo, s6 ha dois valores

possiveis para c: 1 e 2. Analisaremos cada um deles:

1. Caso ¢ = 2, como mdc(g, c) = 1, temos que a é impar.

Além disso, como ¢? = 4 | (4> — mb?), segue que
?=mh*=1 (mod 4),

donde concluimos que b é impar e, portanto, m =1 (mod 4).

Neste caso, afirmamos que os inteiros algébricos de Q[ v/m] sdo os elementos de

1
Z[O] com O = +2W.

De fato, sabemos que a e b sdo impares, donde temos que:

_a+bym a-b b+bvm [(a-Db 1+ Vm
= 5 == + > _( > )+b( > )eZ[@]

o

em que

0= em=1 (mod 4).

2. Pela contrapositiva do que foi feito no primeiro caso, temos que, se m 1 (mod 4),
ouseja, sem = 2,3 (mod 4),entdoc = 1.
Neste caso, afirmamos que os inteiros de Q[ v/m] sdo os elementos de Z[ Vm].

Com efeito, a sera dado por:

=(a—-b) + 20O € Z[ Vm].

a:a+b\/ﬁ:(a—b)+2b(1+2\/E)

Portanto, todo inteiro algébrico de Q[ v/m] pode ser visto como um elemento de

Z|0], com O satisfazendo a defini¢do enunciada.

Por outro lado, observemos que, dado um elemento € Z[®], ele é da forma

p=a+bO,coma,beZe® conforme as definicdes enunciadas. Neste caso, teremos:

(2a+b)+bm

g = > sem=1 (mod 4)
a+b\m sem=2,3 (mod 4)
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No primeiro caso, seguindo a construcdo feita na Observagao 2.1.2, temos que f
é raiz do polindmio:

4x* — 4(2a + b)x + (2a + b)*> — mb* € Z|x] (2.3)

Por outro lado, sabemos que m =1 (mod 4), resultando em:

(2a+b)* —mb*> = (2a+b)* —b* =4a*> —4ab=0 (mod 4)

Desse modo, dividindo o polindmio em (2.3), obtemos um polinémio de grau 2 e
com coeficientes em Z. Logo, por definicdo, f é inteiro algébrico de Q[ v/m].

Agora, consideremos o segundo caso, em que § = a+b ym. Novamente, aplicando
a Observacdo 2.1.2, temos que, como ¢ = 1, § é raiz do polinémio:

x* = 2ax + a* — mb* € Z[x]

Portanto, § é raiz de um polindmio monico em Z[x] e, entdo, um inteiro algébrico

de Q[ vm]. O

Observacao 2.1.5. Pela caracterizacdo feita na proposi¢do anterior, nota-se que os
elementos do anel de inteiros Z[®] podem ser escritos de uma das seguintes formas:

1. a+b+m,coma,b € Z,no caso em que m = 2,3 (mod 4)

AN

2. >+ g \/m, com a,b € Z de mesma paridade, no caso em que m = 1 (mod 4)

Vejamos alguns exemplos de anéis quadraticos:

Exemplo 2.1.2. Para o caso em que m = 2,3 (mod 4), podemos tomar, por exemplo,
m = —1. Neste caso obtemos que Z[i] := Z[ V-1], chamado anel dos inteiros de Gauss, é o
anel quadratico formado pelos inteiros de Q[:].

Por outro lado, tomando-se m = =3 = 1 (mod 4), obtemos o anel de inteiros do
corpo quadrético Q[ V-3], representado por:

=)

Este anel, denominado anel de inteiros de Eisenstein, sera utilizado na demonstracao
do Ultimo Teorema de Fermat para o caso n = 3.
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2.2 PRINCIPAIS PROPRIEDADES

Na proxima secdo, estudaremos um tipo especifico de anéis quadraticos: os
anéis quadrdticos euclidianos. Para tanto, apresentaremos um novo conceito: a norma,
o qual nos permitira também obter novas caracterizagdes para elementos inversiveis
e elementos primos em Z[®]. Consideremos o corpo quadratico Q[ v/m], com o anel

quadrético a ele associado denotado por Z[O].
Defini¢do 2.2.1. Seja a = r + s Vm € Q[ Vm].

Definimos o conjugado de o como a := r — s \/m. Nesse contexto, definimos a norma de
a como sendo o niimero:

N(a) = aa = (r+ \/%)(r— \/E) = 1% — ms?
O conceito de norma em Q[ \/m] pode ser estendido como sendo a aplicagio

N:Q[Vm] — R

a — N(a)=aa
A partir de tal definigdo, temos o seguinte resultado:

Proposigdo 2.2.1. Dados a, B € Q[ \/m] aplicagio norma satisfaz as sequintes propriedades:

1. A norma é uma fungio multiplicativa, ou seja, dados o, B € Q[ \/m], temos que
N(ap) = N@)N(B).
2. N(a) =0se, e somentese, « =0
3. Sem >0, ou seja, se Q[ \m] é um corpo quadrdtico real, temos:
IN(@ +bvm)| = |a* — mb?| < max {a2,mb2}
Demonstragio. Sejam a,f € Q[ Vm], coma =r+symep=p+qm.

1. Primeiramente, notemos que aff = ap.

Com efeito:

EE:(r—S\/rE)(p—q\/rﬁ) (rp + sqm) — (rq + sp) V'm

((rp + sqm) + (rq + sp) Vim)
ap

Consequentemente, segue que:

N(aB) = apap = aapp = N(a)N(B).
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2. Temos que N(a) =0 © aa = 0. Assim, se a = 0, é imediato que N(a) = 0. Por
outro lado, caso N(a) = 0, devemos ter & = 0 ou & = 0. No segundo caso, segue
quer — sym =0e, comor,s € Q, resulta quer =s5=0,donde a = 0.

N@+b \/E)I < max {a*, mb?} .

3. Sem > 0, tem-se que —mb* < 4> — mb* < a®. Assim,
O

Considerando a norma sobre o anel Z[®] obtemos ainda outras propriedades:

Proposicao 2.2.2. Seja N a aplicagio norma e p € Z[O]. Entdo:

1. Np) ez
2. B é inversivel se, e somente se, N(f) = +1

3. Se N(B) = p, com p niimero primo, entdo f é irredutivel.
Demonstragio. Consideremos f € Z[O].

1. Se B =r+s+ym,em que m = 2,3 (mod 4), é direto que N(B) = > — ms*> € Z. Por
outro lado, se m =1 (mod 4), temos que

5o (2a+b)2+b\/E donde N(f) = (2a+bz—m172

Nesse caso, N(p) € Z pois

(2a+b)? —mb*> = (2a+b*-b*=0 (mod 4)

2. Se B é inversivel, existe o € Z[©O] tal que fa = 1. Aplicando a norma nesta
igualdade, temos N(Ba) = N(B)N(a) = 1. Como N() € Z, temos que N(p) = 1,
como queriamos.

Reciprocamente, se N(8) = +1, temos que f = +1. Desse modo, se N() = 1,
entdo ! = B; enquanto, se N(B) = —1, entdo g~ = —p.

3. Como N(B) = p, com p primo, temos que N() # 0 e N(B) # 1, ou seja, p ndo
pode ser nulo nem inversivel. Seja f = ay, com a,y € Z[®]. Temos:

p=N(@p) = Nlay) = N@)N(y)

Como p é primo, resulta que N(a) = +1 ou N(y) = £1. Por (2), concluimos que «

ou y é inversivel e, portanto, § é irredutivel.
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No caso dos anéis de inteiros do corpo quadratico complexo, é possivel ainda

determinar o conjunto de unidades a partir da norma.

Proposicdo 2.2.3. O anel de inteiros Z[®] do corpo quadritico complexo Q[ \/m], com m < 0,
possui o seguinte conjunto de unidades:

1. Sem =1 (mod 4), temos as possibilidades:
) U={+x1,+0,+1 + O}, se m = -3;
ii) U = {%1}, caso contririo.
2. Sem =2,3 (mod 4), temos as possibilidades:
i) U={x1,+i},sem = -1,
ii) U = {£1}, caso contrdrio.
Demonstragio. Primeiramente, observemos que 1 é sempre uma unidade de Z[®]; mais
ainda, N(1) = 1 pela defini¢do de norma.

Seja u é uma unidade de Z[®]. Temos que u | 1 e 1 | u. Por outro lado, sabemos

que a norma é uma aplicagdo multiplicativa e ndo negativa, donde segue que:

N@w) < NaoON@™) = Nuu™) = N1) = 1

Como N(u) € N, tem-se que N (u) = 1.

Consideremos u := a+b® coma, b € Z e, para efeito de notagédo, facamos D := —m,
a fim de que tenhamos D > 0.

Vejamos cada um dos casos:

1. Casom =1 (mod 4), temos que —D =1 (mod 4) .. D = -1 (mod 4).

1+ Vv-D

> e, assim:

Além disso, comom =1 (mod 4), temos que © =
b) N bv-D

= + —
u (a 5 5

Desse modo,

1= N@)

.+ b}, PD
2 4
1 D
2 21 2
a+ab+b (4+4)

Agora, como D = -1 (mod 4), podemos escrever D = 4k —1 com k > 1, pois D > 0.
Entao:
1=a*+ab+ bk
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i) Se m = =3, entdo D = 3 e, consequentemente, k = 1. Nessas condic¢des, temos:
1=a>+ab+ 1

Dessa forma, ha dois casos a serem analisados: seab > 0 e se ab < 0.

Caso ab > 0, temos a soma de trés parcelas inteiras nao negativas resultando

em 1. Assim, as tinicas possibilidades sdo:
a*=1leb>=0 ou a*=0eb*=1

Neste caso, temos entdo que u = +1 ou u = +0O.

Por outro lado, caso ab < 0, podemos reescrever a equagdo 1 = 4> = ab + b*

como:
1= (a+0b)*+ (—ab)

Como trata-se da soma de duas parcelas inteiras resultando em 1, as tinicas
solugdes possiveis sdo:

(a+b*=1eab=0 ou (a+b?*=0eab=-1

No primeiro caso, temos: a = 0e b = £1 ou b = 0 ea = £1. Enquanto no

segundo, devemos tera = +1 e b = £1.
Assim, se ab < 0, temos as seguintes possibilidades u = +®,+1ou +1+O.

Portanto, de modo geral, quando m = -3, temos

1+ V-3

U =1{+]1,+0,+1 + Ol em que O = >

if) Se m < =3, temos D > 3, ou seja, k > 1. Assim, analisando a equagdo obtida:
1 =a°+ab + bk,

nota-se que, caso b* > 0, teriamos b’k > 1, gerando uma contradigéo.
Entdo, devemos ter b*> = 0 e, entdo, a*> = 1.

Portanto, u = +1, ou seja, U = {+1}.
2. Sem #1 (mod 4), ouseja, m =2,3 (mod 4) temos que ® = V-D e, entdo:

u=a+bvV-D

Desse modo,
1=N®u)=a+bD
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i) Sem = -1, ouseja, D = 1, temos:
P+ =1
Como a,b € Z, as tnicas solugdes sdo:
*=1eb* =0 ou a>=0eb?*=1

Logo, u = +1 ou u = +i; portanto, U = {+1, +i}.
if) Se m < —1, temos que D > 1 e analisando a equagao anteriormente obtida:
1=N(@u)=a*+bD

verificamos, novamente, que, caso b* > 0, terfamos Db* > 1, uma contradicdo.
Assim, devemos ter b> =0 e, consequentemente a’=1.

Portanto, u = +1, donde segue que U = {+1}.

O

Observacao 2.2.1. Para o caso em que Q[ ym] é um corpo quadrético real, ou seja,
m € IN, avaliar quais sdo as unidades do anel Z[®] a partir da norma torna-se um pouco
mais complicado, essencialmente no segundo caso. Com efeito, dado u = a+b® unidade

de Z[®], se m = 2,3 (mod 4), deveremos analisar sob quais valores de 4,b € Z, temos:
N(@a+b@) = a* - b*m
No entanto, como a equagdo acima consiste da diferenca de dois termos positivos,
avaliar suas possiveis solu¢des, com m € IN em um intervalo fixado, é mais dificil.

Neste caso, o cdlculo das unidades para qualquer anel Z[®] de um corpo
quadratico real envolve outras ferramentas, como, por exemplo, o estudo de unidades

fundamentais.

Contudo, como o estudo das unidades destes tipos de anéis ndo sera utilizado
ao longo de nosso trabalho, ao contrario dos anéis dos corpos complexos, ndo iremos
apresentd-lo. O mesmo pode ser encontrado em Stewart [18] (Teorema 3.3, p. 34).

2.3  ANEIS QUADRATICOS EUCLIDIANOS

A fim de definirmos anéis quadriticos euclidianos, necessitaremos, primeiramente,

do conceito de anel euclidiano, o qual é semelhante ao conceito de Dominio Euclidiano.
Definicao 2.3.1. Dizemos que um anel A é um anel euclidiano se existir uma aplicagio
d:A\{0} > N

tal que
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i) d(ap) > d(a), para todo a, p € A\ {0};

it) Existe um algoritmo da divisido em A, ou seja, dados a, 5 € A, com B # 0 existem y,p € A
tais que a = yB + p, com p = 0 ou d(p) < d(p).

Nesse contexto:

Definigao 2.3.2. Dizemos que um anel quadrdtico é euclidiano se ele é um anel quadrdtico para
o0 qual existe uma aplicagdo, chamada aplicagdo euclidiana, satisfazendo as propriedades i e ii da
definigdo anterior.

Nos anéis quadraticos complexos que estudaremos, utilizaremos d como sendo a
aplicacdo norma definida na se¢do anterior (chamada norma usual). Ja no caso dos anéis

quadréticos reais, a fim de que a norma fique sempre positiva, usaremos:

N(a +b \/ﬁ) = |a2 - mb2| (2.4)

Observamos que, como a norma é uma func¢do multiplicativa, a condicdo (i)
é sempre satisfeita. No entanto, como serd mostrado na préxima segdo, a segunda

condi¢do nem sempre é vélida.

Além disso, como as defini¢des acima estendem a noc¢do de divisibilidade em
Z. (em que consideramos a aplicagdo mddulo), podemos nos referir aos elementos y e
p como sendo um quociente e um resto da divisdo de a por . Cabe ressaltar que tais
defini¢bes ndo exigem que y e p sejam tnicos. Em geral, é possivel encontrar pares

distintos de quociente e resto em uma mesma divisao.

Exemplo 2.3.1. Consideremos, por exemplo, a,f € Z[i], coma =3 +2ieff = -1+ 3i.
Temos que:

(i) 3+2i = (=1 +3i)(=i) + i, em que 1= N() < N3 +2i) = 13;

(ii) 3 +2i = (-1 +3i)(1 — i) + (1 + 2i), em que 5 = N(1 +2i) < N(3 + 2i) = 13.

Assim, na divisdo de 3 + 2i por (=1 + 3i) podemos obter quociente —i e resto i ou
quociente 1 —i e resto 1 + 2i, sendo que ambos satisfazem ao algoritmo da divisdo.

Vejamos agora alguns exemplos de anéis euclidianos reais e complexos. Para o

caso real, utilizaremos a definicdo de norma expressa na equagdo (2.4).

Teorema 2.3.1. Existe um algoritmo da divisdo em Z[®], anel de inteiros de Q[ \/m], quando
m=2,3,5,7.
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Demonstragido. Dados a, p € Z[O], se p | a, entdo existe 0 € Z[O] tal que a = fo e, logo o
resultado segue, visto que 0 € Z[O].

Assim, s6 precisaremos considerar o caso em que f 1 a. E, neste caso, queremos
obter y, p € Z[©] tais que a = By + p com N(p) < N(p). No entanto, notemos que:

N(p) = N(a—By) = N((% —V)ﬁ) = N(% —V)N(ﬁ)

Desse modo, basta mostrarmos que existe y € Z[®] satisfazendo:
!
N (— - 7/) <1
p

Além disso, lembremos que, pela Proposigdo 2.2.1 (item 3), dado (a +b \/ﬁ) em

Q[ /m] tem-se:
N(a +b \/ﬁ) = |a2 — mb2| < max {az, mbz}

Como Q[ v/m] é corpo, podemos escrever % =a+b+m, coma,b € Q. Agora,

temos dois casos a analisar.

Casom = 2,3 (mod 4), ou seja, quando m = 2,3, escolhemos x, y € Z tais que
1 1
Ia—xISE e b-yl<=

2

Dessa forma, tomando y = x + y v/m segue:

¥

N(a—x+(b—y)x/%)
|(a — x)? = m(b - v)?|

max{1 ﬂ} <1
4" 4

IA

Casom =1 (mod 4), ou seja, quando m = 5,13, escolhemos y = g ex = %, com
u,v € Zeu=v (mod 2), tais que:

1 1
— < — — < —
la x|_2e|b yl_4

Tomamos y = x + y Vm

Notemos que neste momento, conforme ressaltado na Observacgédo 2.1.5, como
m =1 (mod 4), a exigéncia de que u e v possuam a mesma paridade é fundamental
para que y € Z[O].
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Nessas condicdes, segue que:

)

N(a—x+(b—y)\/ﬁ)
@ = x> = m(b - y)’|
max{%, In—6} <1

Logo, em ambos os casos, obtivemos y € Z[®] tal que a = fy+p com N(p) < N(B)

IN

e, portanto, segue o resultado. m]

Observemos que na demonstracdo do teorema acima, utiilizamos fortemente os
valores de m a fim de obter uma limitacdo para a norma de p. Nesse contexto, torna-se
relativamente complicado generalizar o resultado para outros valores de m utilizando

exatamente a mesma argumentacao.

E possivel provar que para m = 6,17,21,29 também existe um algoritmo da
divisdo em Z[®]. Uma demonstracdo desse fato pode ser encontrada em Andrade [2]
(Teorema 1.3, p. 10).

Para o caso complexo, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.2. Se m < 0, existe um algoritmo da divisido em Z[®], anel de inteiros de Q[ /m],
quandom = =1,-2,-3,-7e¢ —11.

Demonstragido. De modo andlogo a demonstra¢do do Teorema 2.3.1, dados a, € Z[O]

tal que B 1 a, existe y € Z[©O] tal que:

. a
Consideremos — = a + b\m.

Casom = 2,3 (mod 4), ou seja, quando m = —1,-2, tomamos x, y € Z satisfa-
zendo:

1 1
— < — b_ < —
la x|_2e| yl_2

Entdo, tomando y = x + y \/m, segue:

¥

N(a—x+(b—y)\/ﬁ)
= (@a-x?*-mb-y)

1 1
Z+|1’1’Z|(Z)<1



Casom =1 (mod 4), ou seja, quando m = =3,-7,-11, tomamos y =
comu,v € Zeu=v (mod 2), satisfazendo:

1 1

- < = b— < =

la —x| < 5 € Ib—yl < 1

Assim, tomando y = x + y V/m, temos:

=

N(a—x+(b—y)x/%)

IA

| =
—+

=
—_
al=
A

_

O

Pode-se demonstrar que os valores de m listados no teorema anterior sao os
tnicos valores negativos de m para os quais Q[ v/m] é um corpo quadréatico complexo
euclidiano. A demonstragdo da unicidade pode ser encontrada em Hardy [9] (Teorema
246, p. 275).

As demonstragdes apresentadas nos fornecem um algoritmo para o célculo de
um quociente e um resto em uma divisdo em Z[O]. Apresentamos a seguir um exemplo
que ilustra o funcionamento deste algoritmo:

-39

Exemplo 2.3.2. Consideremos o anel Z

Sejam a =19 +10V-7¢ep = 6.

Vamos obter y = x + y V=7 e p = s + t V=7 no anel de inteiros acima tais que
a = By +p com N(p) < N(p).

Notemos que:

%::a+b\/—_=%9+%o\/—_7

ou seja,

SIECI LI

6 6 3
. (4 1
Inicialmente, tomemos y = 5/ como € Z,tal que |b—y| < 1

Seja, por exemplo, v = 3:

5 3] 1 1

_ —|Z I =< =

b=yl '3 2' 64

< . P u .
Como v é um ntimero impar, devemos tomar agora x = E ,comu € Z. nimero

1
impar e tal que |z — x| < 5
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Consideremos u = 7:

7
Logo, temos que y = x + y V=7 = > + % V-7 é um quociente para tal divisdo.

Consequentemente, o resto associado sera:
7 3
p:a—,B)/:(19+10\/—7)—6(§+§\/—7):—2+ V=7

e, de fato:

N(p) = N(-2+ V=7) =4+7 =11 < 36 = N(6) = N(p).

Por outro lado, conforme ja afirmado, a norma de um anel de inteiros, ainda que
tomada como o0 médulo da norma usual, pode nao satisfazer o algoritmo da diviséo.
Como exemplo, temos o anel Z[ V23].

Exemplo 2.3.3. O anel Z|[ V23] ndo é um anel euclidiano com a norma N, definida como
N(a +b \/ﬁ) = |a2 - mb2|.
Suponhamos que Z[ V23] seja um anel euclidiano com a norma N.

Dados a = 7 e f = V23, devemos obter y, p € Z[ V23] tais que a = fy + p com
|N (p)| < | N( \/2_3)| . Ou, equivalentemente, devemos encontrar y = x + y V23 tal que:

{7 =5

7
Como % = 3 V23 devemos obter x, y € Z tais que:

<1

<1

(- (5-9) ¥B)

2 (7 )2
X (23 Y

t:=23x> — (7 - 23y)" = 23x* = 2%, em que z = 23 — y

Ou seja,

<1 . [2822 - (7-23y)’| <23

Seja

Assim, t = —49 = -3 (mod 23).
Agora, como [t| < 23, devemos ter t = =3 ou t = 20.

Caso t = -3, temos que 23x* — z2 = —3. Observemos que x e z ndo podem ser
divisiveis por 3, pois, caso contrario, teriamos as seguintes possibilidades:

23x* =z =0,-1 ou 23 (mod 9)
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Sendo a primeira para o caso em que ambos sdo divisiveis por 3, a segunda para o caso
em que somente x é dividivel por 3 e a tltima, se 3 divide apenas z. No entanto, todas

essas possibilidades contradizem o fato de 23x* — z2 = -3 (mod 3).

Dessa forma, temos que x* = z2 = 1 (mod 3) e, entdo, segue que:
t=23x*-2z>=23-1=1 (mod 3),

contradizendo o fato de que t = 3.

Por outro lado, caso tenhamos ¢ = 20, temos 23x? —z> = 20 e, de modo semelhante
ao feito acima, ndo podemos ter x ou z divisiveis por 5. Assim, temos x> = z* (mod 5) e,
consequentemente:
t=23x*-2z=3-1=0 (mod 5),

uma contradi¢gdo com o fato de t ser igual a 20.

Logo, nao foi possivel obter v, p € Z[ V23] tais que a = By + p satisfazendo
IN(p)| < [N(V23)| = 23.

Concluimos, portanto, que Z[ V23] ndo é um anel euclidiano com a norma N.

Apesar de Z[ V23] ndo ser de fato um anel euclidiano, em principio, a argumen-
tacdo utilizada no exemplo acima ndo poderia ser utilizado como prova, uma vez que

poderia existir outra aplicagdo para o qual o algoritmo da divisdo fosse vélido.

Nessas circunstancias, surge o questionamento: como provar que determinados
anéis ndo sdo euclidianos em geral, ou seja, ndo é possivel definir uma aplicagdo

satisfazendo o algoritmo da divisdo?

As demonstracdes deste fato diferem conforme os valores de m em Q[ v/m] sdo
alterados. Na préxima secdo, apresentaremos a prova para o caso m = —19. Uma
demonstra¢do mais geral, envolvendo os caso em que m = —-19,-43,-67 e — 163 pode
ser encontrada em Peric [12] (Teorema 3.4, p. 151).

24 ALGUNS EXEMPLOS

Conforme apresentado no primeiro capitulo, todo Dominio Euclidiano é um
Dominio de Ideais Principais (DIP), o qual é, necessariamente, um Dominio de Fatoracdo

Unica (DFU). No entanto, a reciproca ndo é valida em geral.

Os exemplos de Dominios de Fatoragio Unica que ndo sdo Dominios de Ideais
Principais sdo relativamente simples. De fato, os aneis de polindmios Z[x;, ..., x,] e
Klxy, ..., x,], em que K é um corpo e n > 1, sdo dominios de fatoragdo tinica. Contudo,
paran > 1em Z[xy, ..., x,] e paran > 2 em K][xy, ..., x,], tais anéis ndo sdo dominios de

ideais principais.
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Os exemplos de Dominios de Ideais Principais que ndo sdo Euclidianos, por outro
lado, envolvem, por vezes, demonstra¢des mais trabalhosas. Nesta se¢do, mostraremos
que o anel Z[O] de inteiros algébricos sobre o corpo quadratico dos complexos Q[ v/m]
quando m = —-19 é um dominio de ideais principais, porém, ndo é um dominio

euclidiano.

Para efeito de notagdo, a partir desse momento, consideraremos:

B 1+ V=19

0 : >

Primeiramente, provaremos que o anel Z[0] ndo é um anel euclidiano. Para

tanto utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.4.1. Os elementos 6,0 — 1,0 + 1,2 e 3 sdo elementos irredutiveis em Z[0].

Demonstragio. Utilizando a defini¢do de norma, em que N(a) = aw, temos que:

N@O) =N@OB-1)=5e NO+1)=7.

E, como 5 e 7 sdo primos, pela Proposi¢do 2.2.2 (item 3) segue que 6,0 —1e 0 + 1

sdo elementos irredutiveis.

Para o caso de 2 e 3, notemos que N(2) = 2 e N(3) = 9. Utilizando a mesma
proposigdo citada acima, basta mostrarmos que ndo existem elementos em Z[0] com

norma 2 ou 3.

Seja n igual a um dos valores 2 ou 3 e suponhamos que exista (2 + b0) € Z[0] tal
que N(a + b0) = n. Observemos que:

a’ + ab + 5b°

(a + b)> — ab + 4b°

N(a +b0) = (a + bO)(a — bO)

Caso ab > 0, utilizando a primeira igualdade temos que n = 4 + ab + 5b*. Como
n < 3, deve-se ter necessariamente b = 0, donde segue que a = + \/n. Agora, caso ab < 0,
pela segunda igualdade, temos que n = (a + b)*> — ab + 4b*>. Novamente, como n > 3,
devemos ter b = 0 e, consequentemente, 2 = + \/ﬁ Entretanto, comon =2 oun = 3,
temos que Vn ¢ Z, contradizendo o fato de que (a + b6) € Z[0)].

Portanto, temos que 2 e 3 sdo de fato irredutiveis em Z[0], como queriamos

provar. m|

Teorema 2.4.1. O anel de inteiros Z|[0] ndo é um anel euclidiano.

Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que Z[0] seja um anel euclidiano com a
funcdod : Z[O] \ {0} — IN.
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Consideremos o conjunto M := Z[0] — U U {1, -1}, em que U é o conjunto das
unidades de Z[0]. Notemos que m = =19 =1 (mod 4) e, assim, pela Proposi¢do 2.2.3,
U = {1}, ou seja, 0s tnicos elementos inversiveis de Z[0] sdo 1 e —1.

Seja a € M tal que d(a) seja minimo em d(M). Observemos que tal escolha de a é

possivel visto que d(M) é um subconjunto ndo vazio dos naturais.
Pelo algoritmo da divisdo, existem y, p € Z[0] tais que
2=ya+p,emque p=0 ou d(p) <d(a).
Além disso, pela escolha de m, a principio, os tinicos valores possiveis para p
sdo —1,0 ou 1. No entanto, notemos que caso tivéssemos p = 1, entdo 1 = ya, donde «
seria inversivel, uma contradi¢do. Desse modo, segue que ya =2 (se p = 0) ou ya = 3

(se p=—1). Assim, @ | 2 ou ¢ | 3. Agora, como pelo lema anterior 2 e 3 sdo elementos

irredutiveis, os valores possiveis para a se restringem a +2 ou +3.

Aplicando novamente o algoritmo da divisdo, existem 8, 7 € Z[0] tais que

O=Ba+1,emque =0 ou d(1) <d(a).

Pela escolha de m, os tinicos valores de 7 sdo —1,0 ou 1. Dessa forma:

pa=0+1, pa=0 ou pa=0-1

Consideremos € um dos valores 6 + 1,0, ou 0 — 1. Entdo, temos € = Sa.

Como 0 + 1,0, e 0 — 1 sdo irredutiveis, temos que € também o é. Logo, fou a é

inversivel.

Como m é irredutivel (visto que os valores possiveis para m sdo +2 e +3),
concluimos que m ndo pode ser inversivel. Consequentemente, 5 0 é. Pela caracterizagdo

de elemento inversivel via norma, devemos ter entao

N(B) =1, resultando que N(e) = N(BIN(a) = N(a)

Mas, conforme visto no lema anterior, N(€) = 5 ou N(e) = 7 enquanto N(a) = 4

ou N(a) =9, gerando uma contradicao.

Portanto, concluimos a demonstragdo de que Z[0] nédo é euclidiano. O

Para a demonstracdo de que Z[0] é um DIP, necessitaremos de um novo conceito:

o de anel quasi euclidiano.
Definicdo 2.4.1. Dizemos que um anel A é um anel quasi euclidiano se existir uma aplicagdo
m:A\{0} > N

tal que
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i) m(ap) > m(a), para todo a, p € A\ {0} ;

i) Para todos a, § € A \ {0} tais que m(a) > m(B), temos que B | a ou existem y,5 € A tais
que
0 < m(ad = By) < m(B).

Observacao 2.4.1. Tal aplicagdo pode ser estendida a um dominio ID com unidade.
Nesse caso, se a aplicacdo satisfaz as condig¢des i e ii, dizemos que ID é um dominio

quasi-euclidiano e que a aplicagdo m é uma norma de Dedekind- Hassen.

Esta defini¢cdo nos fornece um importante resultado. Apesar de anéis euclidianos

ndo serem em geral anéis principais, temos que:

Teorema 2.4.2. Todo anel quasi euclidiano é um anel principal.

Demonstragio. Seja A um anel quasi euclidiano e seja I um ideal ndo nulo de A.

Escolhemos g € I'\ {0} tal que m(f) assuma valor minimo entre todos os elementos
ndo nulos de I (novamente, tal escolha é possivel visto que o contradominio de m é IN).
Assim, dado y € I'\ {0}, temos que m(y) > m(p). Afirmamos que p gera o ideal I, ou seja,

[=¢p).
Como B € I, é imediato que (B) C I. Agora, seja a € I e suponha, por absurdo,

que a ¢ (). Pela escolha de p e como «a € I, segue que m(a) > m(B). Por outro lado,

como a ¢ {B), entdo B 1 a. Como A é quasi euclidiano, existem y, § € A tais que

0 < m(ad - By) < m(p).

No entanto, (a0 —py) € I, pois I é ideal, e (a0 — fy) # 0 pela defini¢do da aplicacdo
m. Tal fato contradiz a minimalidade de m(f). Assim, devemos ter I C {B).

Logo, segue que I = (B) e, como I foi tomado como um ideal ndo nulo arbitrario,

concluimos que A é um anel principal. |

Observemos que, por meio do teorema anterior, concluimos ainda que todo
dominio quasi euclidiano é um dominio de ideais principais. Nesse contexto, cabe
ressaltar que a reciproca do teorema também é valida. Assim, obtemos uma nova

caracterizagdo para dominios de ideais principais e para dominios quasi euclidianos:

Teorema 2.4.3. Um dominio ID é quasi euclidiano se, e somente se, ID é um dominio de ideais
principais.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, s precisamos provar que todo DIP é um dominio

quasi euclidiano.
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Com efeito, para qualquer dominio de ideais principais, podemos definir a
aplicacdo ¢ : ID — IN dada por:

sea=0
P(a) =

2mrt seq=pllpliea#0
em que p'...p;" é a fatoragdo de o em fatores primos. Notemos que tal escrita é possivel
visto que todo DIP é, em particular, um DFU.

A primeira condigdo (i) é imediatamente satisfeita. Verificaremos a segunda

condigdo.

Sejam a,p € A\ {0} tais que ¢(a) > P(B). Se p 1 a, ndo hd nada a ser feito.
Consideremos entdo que f 1 a.

Assim, temos que existem 6,y € D tais que mdc(e, ) = ad — fy. Observemos
primeiramente que ¢(ad — fy) > 0, uma vez que  # 0, resultando que ad — fy # 0. Por
outro lado, pela condi¢do de ser mdc, temos que (a0 — fy) | B. Entdo, pela definigdo da

aplicagdo ¢, segue que ¢(ad — fy) < P(p).
De fato, a tiltima desigualdade é estrita, visto que se tivéssemos p(ad —By) = ¢(B),

teriamos que 5 | (a6 — By) e, consequentemente, 5 | @, contrariando a hipétese inicial.

Portanto, segue que
0 < plad = By) < ¢(B).

O

Para o caso do anel Z[0] que estamos analisando, temos, por fim, o seguinte

teorema:

Teorema 2.4.4. O anel Z[0] de inteiros algébricos do corpo quadrdtico Q[ V—-19] é um anel

principal.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.4.2, basta provarmos que Z[0] é um anel quasi euclidiano.
Consideremos a norma usual do anel Z[0] dada por

N:Z[0] - R

a - N(a)=ax

Sabemos que N é uma aplicacdo multiplicativa e ndo negativa, ou seja, N satisfaz

a propriedade (i) da Definigdo 2.4.1. Provaremos que N satisfaz também a condigdo (i7).
Sejam a,p € Z[0], B # 0e N(a) > N(B).

Se B | a, segue o resultado. Assim, consideremos que a #0e f 1 a.
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Queremos provar que existem 6,y € Z[0] tais que

0 < N(ad - By) < N(B).
Notemos que mostrar tal desigualdade é equivalente a mostrar que:

0< N((%)(S - 7/) < N(1).

Agora, como % € Q[ V-19], corpo de fragdo de Z[0], podemos escrever:

a _(a+b\/—19
c

5 ),emquea,beZ,c>0emdc(a,b,c):1

.. ) a
Mais ainda, temos que c > 1, pois, se c = 1, entdo — € Z[0], donde f | a. Desta forma,

consideraremos as seguintes possibilidades para c:

1. Casoc =2
Como % ¢ Z[0] e mdc(a,b,c) =1, a e b tém paridade distinta.

De fato, se a e b forem impares, existem A,B € Z taisquea =2A+1eb=2B+1,e,
consequentemente:

%:(A—B)+(2B+1)(@

) e Z|0]
Por outro lado, caso a e b sejam ambos pares, teremos uma contradi¢cdo com o fato
de que mdc(a, b,c) = 1.

@a-1)+bvV-19
> em

Visto a paridade distinta dea e b, é possivel tomaro =1ey =
Z[0]. Assim:

p

donde segue que

(5T 2225,

2 2 2¢O,
a 1 1
0<N((E)6_7/):N(§):Z<1'

Como mdc(a,b,c) = 1, temos que a e b ndo podem ser ambos divisiveis por 3.

2. Casoc=3

Entdo, a* + b* = 1 ou a® + b*> = 2 (mod 3) e, consequentemente,

A2 +19 =a®> +b* 20 (mod 3).
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Logo, existem ¢, 7 € Z com 0 < r < 3 tais que a® + 19b*> = 3g + .

Nessas condic¢des, podemos tomar 6 =a —bV-19 e y = g em Z[0] e teremos:

(9)5—y = (@)(g—b ~19) ¢

p
a? + 19b? 3q+7
(—)_q:( 3 )_q

3
r

= —#0
h

Portanto, como r < 2:

o r 4
O<N((E)6—)/)=N(§)s§<1
. Casoc=4

De modo semelhante ao caso ¢ = 2, como mdc(a,b,c) = 1, a e b ndo podem ser
ambos pares. Assim, temos as seguintes possibilidades: ou a e b sdo ambos

impares, ou possuem paridades distintas. Vejamos cada um desses casos.

Considerando que a e b sejam ambos impares, teremos

P +19° =a®> +3¥=1+3-1=4 (mod 8)

Entdo, existe g € Z tal que 4 + 19b* = 3g + 4.

a-bv-19
2

Logo, tomando 6 = ( ) ey = g em Z[0], teremos:

s - (2T

B 4 2
a2 + 19> 8q +4
= T -q= 3 -q
1
= 5 #0

e, portanto:
a 1y 1
O<N((E)6_y)_N(§)_Z<1
Por outro lado, caso a e b tenham paridades distintas, segue que:

> +19 =a*>-b* 20 (mod 4).

Assim, existem g, 7 € Z com0 < r < 4 tais quea®+19b* = 4q+r. Mais epecificamente,

como a e b tém paridades distintas, entdo r # 2, ouseja, r =1 our = 3.



Dessa forma, tomando-se 6 =a — b V-19 e y = g em Z[0], temos:
(ﬁ)é = (% \’—19) N =n i

p
a? + 19b? 49 +r
=)o)

4
r
= 7#0

E, utilizando que r < 3, resulta:

0<N((%)6—y):N(£)sli6<l

. Casoc>5
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Comomdc(a, b,c) =1, existemd, e, f € Z tais quead +be+cf = 1. Agora, dividindo

ae — 19bd por c, temos que existem g,r € Z tais que ae — 19bd = qc + r, em que
] < % Entdo, tomando 6 =e+ V-19ey =g - f V=19, ambos em Z[0], segue:

(@)(mv_—w)_(q_ﬂ_—w)
(ae—19bd+(ad+be)\/—_19)_(q_f\/_—19)

(-

c

(ae — 19bd — qc) + (ad + be + cf) V=19

c

+ V=19
S k)
C

Comor,c € Z, segue que tal elemento pertence a Z[0], donde

)

Resta-nos mostrar que N ((%) o— 7/) <1

Para tanto, notemos que, se ¢ = 5, entdo |r| < 2 e, logo:

o r+ V=19 2+19 4+19 23
— — = = < = —
N((,B)é 7’) N( 5 ) 5 S5 ~5 <!

) 5 c
Finalmente, se ¢ > 6, entdo |r] < E e, consequentemente:

o r+ V-19 c? 1 1 19 7

Portanto, concluimos a demonstragdo de que Z[0] é um anel principal.
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3 O TEOREMA DE PITAGORAS

Segundo relata o livro Simon [17], antes de conjecturar um dos seus mais famosos
teoremas, afirmando que a equagdo x" + y" = z"" ndo possui solugdo inteira para n > 3,
Fermat estaria se concentrando na busca por solugdes de equagdes diofantinas, motivado

pelo Teorema de Pitdgoras.

Tal teorema estabelece que, em um tridngulo retangulo de catetos x e y e

hipotenusa z, a seguinte relagdo é satisfeita:

x2+y2=22

Mais ainda, se esta relagdo é valida em um triangulo, o mesmo é retangulo.

Neste contexto, torna-se natural buscar solug¢des positivas ndo triviais, chamadas
de ternos pitagdricos, para a equacdo acima. Tal busca ficou conhecida como Problema de
Diofante e teria sido uma das principais motivag¢des para que Fermat enunciasse seu

famoso teorema.

Na primeira segdo desse capitulo, apresentaremos alguns resultados associados
a equagao de Fermat (conhecida como equagio fermatiana), os quais serdo essenciais para
0s casos especificos de seu teorema que provaremos, inclusive os Teoremas de Sophie e
de Kummer. Em seguida, estudaremos as solug¢des inteiras do Teorema de Pitagoras,

que serdo utilizadas na prova do caso n = 4 no capitulo 4.

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Na busca por ternos pitagéricos, é interessante destacar que podemos nos
restringir aos ternos (x,y,z) em que mdc(x,y) = 1 (ou, equivalentemente, em que
mdc(x, z) = mdc(y, z) = 1), os quais denominamos ternos pitagoricos primitivos.

Nessa segdo, apresentaremos resultados que justificam tal abordagem para o caso

geral; mais precisamente, mostraremos que, dado n natural, caso a equagdo fermatiana:

possua solugdo inteira e ndo trivial, podemos nos limitar as solu¢des formadas por

inteiros relativamente primos.

Primeiramente, notemos que:

Lema 3.1.1. Sejam x,y,z € N tais que x" + y" = 2", com n € IN. Entdo sdo equivalentes as

seguintes afirmagoes:

(1) mde(x,y) =1
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(i1) mdc(x,z) =1
(iii) mdc(y,z) =1

Demonstragio. Provaremos apenas uma das implica¢des; as demais sdo demonstradas
de modo analogo.

(i) = (1)
Seja d = mdc(x, z). Assim, existem a,b € IN tais que x = ad e z = bd e, consequente-
mente:

X'+y'=2" = (ad)"+y" = (bd)"
= y'=d"(b-a)

Logo, d" | y", donde segue que d | y. Como d | x, y e mdc(x, y) = 1, segue que d = 1.

O

Proposicdo 3.1.1. Caso a equacdo x" +y" = z", sendo n € IN, admita solugdo inteira ndo trivial,

digamos (Xo, Yo, Zo), podemos considerar, sem perda de generalidade, que mdc(xy, yo) = 1.

Demonstragio. Para a prova desta proposi¢do, mostraremos que: se (x,y,z) é uma
solugdo inteira ndo trivial para a equacdo x" + y" = z", entdo existe uma solugdo inteira
ndo trivial (xo, yo, zo) tal que mdc(xo, yo) = 1.

Seja d = mdc(x, y). Se d = 1, o resultado é imediato, bastando tomar xy = x e

Yo = y. Consideremos, entdo, que d # 1.

Pela definicdo de méximo divisor comum, temos qued # 0,d | xed | y. Assim,
existem x, o € Z tais que x = dxg e y = dyp. Além disso, pela Identidade de Bezout,
como 4 = mdc(x, y), existem u,v € Z tais que ux + vy = d. Assim, temos:

u(dxo) + v(dyo) = d
uxg +ovyp =1

Como conseguimos uma combinacéo linear entre x e y, resultando em 1, segue
que mdc(xo, yo) = 1.
Por outro lado, utilizando o fato de que (x, y, z) é solucdo, temos:
xX"+y"=2" = (dxo)" + (dyo)" =z2"
= d'(xy+yy) =2"

Assim, temos que 4" | z", donde segue que d | z. Dessa forma, existe z, € Z tal
que z = dzo e, consequentemente, temos:
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a'(xg +yp) = (dzo)" . x5+ Yy =z

Logo, a tripla (xy, 1o, o) constitui uma solucdo para a equagado x" + y" = z", com

mdc(xo, yo) = 1. O

3.2 TERNOS PITAGORICOS

Nesta se¢do, apresentaremos teoremas que nos fornecem as condi¢des necessarias
e suficientes a fim de que (x, y, z) seja um terno pitagorico. Tais caracteriza¢des serdo

retomadas na prova do Ultimo Teorema de Pitagoras (UTF) no caso em que 1 = 4.

No caso de um terno pitagoérico arbitrario, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. (x, y,z) é um terno pitagorico se e, somente se, existem naturais u e v de mesma
paridade, tais que uv é um quadrado perfeito, e valem as igualdades:

- +
x:\/%/y:uzv eZ:uzv

Demonstragio. Consideremos (x, i, z) um terno pitagorico.
Sabemos, entdo, que:

x2+y2222 = xZ:zz—yZ:(Z+y)(z—y).

Sejam u = z+ yev =z —y. Assim, u e v sdo inteiros positivos com a mesma

paridade, tais que uv é um quadrado perfeito e valem as relagdes:

- +
x:\/%,y:uzvez:uzv.

Reciprocamente, suponha que u e v satisfazem as condigdes do teorema. Como
u e v possuem a mesma paridade e sio ambos positivos, tem-se que

u—v u+v o o
y= 5 e z= > sdo ambos inteiros positivos.

E pelo fato de uv ser um quadrado perfeito, x = yuv também é inteiro positivo.

Desse modo:

x2+y2:(\/%)+(u;v)2:4uv+u2;2uv+vz :(u-zkv)zl

donde (x, y,z) é um terno pitagorico. O

Jano caso dos ternos pitagoricos primitivos, temos a caracterizagdo que se segue:
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Teorema 3.2.2. Sejam x,y,z € IN. Entdo (x,y,z) constitui uma solugio primitiva para a
equagdo x> + y* = z2 se, e somente se, satisfaz as condigoes:

x = 2ab
y=612—b2
z =a® + b?

em que a,b € IN tém paridades distintas, a > b e mdc(a,b) = 1.

Demonstragdo. Sejam x,y,z € Z definidos como acima. Entdo a equaagao pitagérica é
de fato satisfeita:

X+ 1y = (2ab)* + (a* — b*)? = a* + 2a°0* + b* = (a* + b*)* = 2

Resta-nos provar que tal solucdo é primitiva, ou seja, mdc(x, y) = 1. Observemos
que, como a e b por hip6tese tém paridades distintas, entdo y = 4> — b* é um ntimero

impar; enquanto x = 2ab é par.

Suponhamos, por absurdo, que mdc(x, y) # 1. Consideremos p um primo impar
talquep |xep|y. Comop | 2ab e p é primo impar, segue que p | a oup | b. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que p | a. Como, por outro lado, temos que p | y = a* — b?,

concluimos que p | b. Logo, p | a, b, contradizendo o fato de que mdc(a, b) = 1.
Logo, devemos ter mdc(x, y) = 1.

Reciprocamente, consideremos que (x, y, z) seja um terno pitagdrico, ou seja, uma
solugdo inteira ndo trivial de x* + y* = z2, em que mdc(x, y) = 1. Pela proposi¢do anterior,
temos que existem u,v € IN de mesma paridade tais que uv é um quadrado perfeito e

- +
x:\/%,y:uzvez:uzv.

Caso u e v sejam pares, podemos escrever u = 2m e v = 2n, com m,n € IN. Assim:

X=2Vmn,y=m-nez=m+n

Notemos que mdc(m, n) = 1. Com efeito, seja d = mdc(m, n); entdo, d |med | n,
resultando que d | x ed | y. Logo, d = 1. Por outro lado, m e n devem ter paridades
distintas, pois, caso contrdrio, teriamos que 2 | x, y, uma contradi¢do com o fato de que
mdc(x, y) = 1.

Observemos ainda que x* = 4mn, em que mdc(m, n) = 1. Desse modo, m e n sdo
quadrados perfeitos, ou seja, existem a,b € N tais que m = a*> e n = b*, sendoa e b de
paridades distintas.

Portanto,

x=2ab, y=a*-b* e z=a*+1?,
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com mdc(a,b) = 1 ea e b de paridades distintas, como queriamos provar.

Agora, consideremos o caso em que u e v sejam ambos impares. Como mdc(x, y) =
1, tem-se que mdc(u,v) = 1. De fato, seja d = mdc(u,v). Assim, teremos que d | x,y,
donde resulta que d = 1. Dessa forma, como x* = uv e u e v ndo possuem fatores em
comum, segue que u e v sdo quadrados perfeitos. Entdo, existem m,n € N tais que
u=m*ev=n’

Logo:

B u—v_mz—nz_z(m+n)(m—n)
¥y = 75 =7 7™ 2

== (232 - (25

=
Il

Assim, lembrando que z° = x* + y* e definindo a e b como a seguir

_m+neb._m—n
2 o2

a:

conclui-se que:

y=2ab, x=a*-V" e z=a"+1?,

Portanto, a menos de mudanga de varidveis, temos as igualdades esperadas.

Assim, resta-nos mostrar apenas que a e b tém paridades distintas. Primeiramente,
notemos que, como u e v sao impares, entdao m e n também o sdo. Desse modo, temos as
seguintes possibilidades:

(1) m=n=1,3 (mod 4)

Neste caso, temos m +n =2 (mod 4) em —n =0 (mod 4). Consequentemente, a
é impar e b é par.

2)m=len=3 (mod4)oum=3en=1 (mod 4)

Neste caso, segue que m +n =0 (mod 4) em —n =2 (mod 4). Resulta entdo que
a é par e b é impar.

Em ambas as situag¢des, concluimos que a # b (mod 2). O
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4 OSCASOSn=3en=4

Nesse capitulo, comecaremos utilizando os resultados sobre ternos pitagéricos
do capitulo 3 para demonstrarmos o Ultimo Teorema de Fermat para o caso em que
n = 4. Em seguida, utilizaremos resultados do capitulo 2 para o caso em que n = 3, sob

uma abordagem semelhante a desenvolvida por Euler.
41 OCASOn=4

Teorema 4.1.1 (Ultimo Teorema de Fermat: Caso n = 4). A equacio X* + Y* = Z? nio
possui solugdo ndo trivial em Z, ou seja, exceto com pelo menos uma das varidveis nulas. Em
particular, o Ultimo Teorema de Fermat ¢é vdlido para n = 4.

Demonstragido. Demonstraremos tal resultado utilizando redugdo ao absurdo.

Consideremos que a equagdo X* + Y* = Z2 possua solugdo nao trivial (x, y, z).
Sem perda de generalidade, podemos supor que x, v,z € IN. Escolhemos a solu¢do com

o menor valor possivel para z e, entdo, podemos considerar mdc(x, y) = 1.

Com efeito, caso tenhamos d = mde(x, y) # 1, dividimos a equagdo inicial por d*

e obtemos uma solu¢gdo com um menor valor para z:

x4 y4 ZZ
deyt=2=(5) +(3) = (7)

(Lembrando que, pela defini¢do de mdc, essa nova solugdo € inteira e nao trivial.)

Agora, pelo Teorema 3.2.2, temos que existem a,b € IN, sendo as paridades dea e

b distintas e mdc(a, b) = 1, tais que:

x* = 2ab
= 1P
z? = 4> + b?
Caso a seja par e b impar, teremos y* = a> —b* = —=1 (mod 4), 0 que ndo é possivel,

visto que existem apenas duas possibilidades para o resto de um quadrado perfeito na
divisdo por 4, no caso, 0 e 1. Entdo, devemos ter a impar e b par. Consequentemente,

podemos escrever b = 2¢, com ¢ € Z e, assim:
\2
x* = 2ab = 4ac = (E) =ac

Pela igualdade acima, podemos escrever a = I* e c = m?, com I, m € N e | impar.
Mais ainda, como a e b sdo primos entre si, temos que o mesmo vale paraa e c, implicando

que mdc(l,m) = 1.
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Além disso, temos que:
v =a* b =a* - (20 = I* —4m?,
donde resulta:

() = @m*)? + (4.1)

Notemos que, pelo fato de mdc(l, m) = 1 e de I ser impar, temos mdc(2m?, 1) = 1e,
logo, mdc(2m?, y) = 1 (utilizando o Lema 3.1.1). Nessas condigdes, aplicando novamente
o Teorema 3.2.2 na equacao (4.1), temos que existem p,q € IN de paridades distintas e

tais que mdc(p, q) = 1 satisfazendo:

2m?* = 2pq
P =g
P=p+

Como m? = pg e mdc(p, q) = 1, segue que existem r,s € IN, primos entre si, tais

que p = r* e g = s*. Assim, resulta que:

P=rt+st (4.2)

Observemos que [ < z pois, pela defini¢do de I, temos:

P=ug<a*<a*+1* =27

Desse modo, pela equacdo (4.2), obtivemos outra solucdo inteira para a equagdo
X* + Y* = 72, a saber, a tripla (7, s,1), em que | < z. No entanto, esse resultado contradiz

a minimalidade de z.

Portanto, a equagdo X* + Y* = Z? ndo possui solugdo nao trivial em Z, como

queriamos provar. O

42 OCASOn=3

Para a demonstragdo do UTF quando n = 3, utilizaremos uma abordagem
semelhante a prova feita por Euler e, posteriormente, modificada por Gauss. Para tanto,

utilizaremos um anel especifico:

Definicao 4.2.1. Consideremos a seguinte raiz ciibica da unidade:

e V-3
3 2
O anel dos inteiros de Eisenstein é definido como:

=2

w =

Z[a)]::Z[ ={a+bw:abeZ)}

e caracteriza-se como o anel dos inteiros do corpo quadrdtico Q[w] := Q[ V-3].
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Em principio, Euler teria utilizado em sua demonstracdo o subanel dos inteiros
de Eisenstein dado por Z][ vV=3]. No entanto, 0 mesmo nio é um anel fatorial, ou
seja, a unicidade da fatoracdo em elementos irredutiveis ndo é garantida em geral,
como inicialmente Euler teria utilizado. Contudo, no caso especifico em que estava
trabalhando, havia unicidade. A demonstracdo detalhada disso foi feita posteriormente
por Gauss. Entretanto, outros resultados publicados por Euler forneceram uma prova
alternativa para o caso n = 3, em que ndo havia nenhuma lacuna légica. Dessa forma, o

crédito da demonstragdo deste caso é frequentemente atribuido somente a ele.

Em nossa abordagem, utilizaremos o anel Z[w], visto que é possivel provar que
0 mesmo é um Dominio de Fatoracdo Unica'. Nesse contexto, para a demonstragao,
provaremos uma versio mais geral do Ultimo Teorema, a saber: A equagio x> + y° = z°
ndo possui solugdo ndo trivial em Z[w].

Nos resultados seguintes, para simplificar os calculos, denotaremos A :==1-w e
utilizaremos o fato, que pode ser verificado diretamente, de que w é raiz da equagéo
X +x+1€Zx].

Proposicao 4.2.1. A =1 — w é um elemento primo de Z[w].

Demonstragido. Notemos que a norma de A é um nimero primo:

SESLE OV ERER: HESE
4 4

5 - _ '

N(A):N(l—( -5

Assim, A é irredutivel (utilizando a Proposigdo 2.2.2). Por outro lado, como
m = =3, temos que Z[w] é um anel euclideano (Teorema 2.3.2), donde segue que A é

primo. O

Proposigdo 4.2.2. Os elementos inversiveis de Z[w] sio +1, +w e + w?.

Demonstragio. Consideremos y um elemento inversivel, com

_a+bi\/§

> € Z|w]

Assim, pela Proposigdo 2.2.2, temos que

2 2
N(y)=1.'.#=1.'.a2=3b2=4,

cujas solugdes inteiras sdoa = +2eb=0oua =+l e b = £1.

Desse modo, y = +1, +w ou * w?, como queriamos provar. O

1 A prova de que Z[w] é um DFU envolve métodos mais complexos, os quais ndo serdo

detalhados agora. Retomaremos a justificativa desse fato no tltimo capitulo.
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Agora, apresentaremos resultados que auxiliardo na prova do UTF para n = 3.

Lema 4.2.1. Para quaisquer a, p € Z[w], vale a igualdade:
a® + B = (a + B)(a + wB) (@ + w*p)
Demonstragio. Temos que:
(@a+Pf)a+wp)a+wB)=a+aB(l+w+w?)+aff(l+w+a®) +p>=a’+p°,
pois 1+ w + w? = 0. O

Nos préximos lemas, utilizaremos a seguinte defini¢do:

Definicao 4.2.2. De modo semelhante i relagio de congruéncia em Z, dados o, B, p € Z[w],

dizemos que a é congruente a p médulo p, e escrevemos a = f (mod p), se p | (@ — ).

Lema 4.2.2. O anel de inteiros Z[w] possui exatamente trés classes distintas médulo A, a saber:
0,1e —1.

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que tais classes existem e, em seguida,

que as mesmas sdo distintas.
Sejaa=a+bw=a+b(l-A)=a+b-bA € Z[w]. Entdo,a =a+b (mod A). Por

outro lado, como w? + w = —1 e w é uma raiz ctibica da unidade, tem-se:

3=1-(*+w)+1=1-w)(1l-?)=A1-w?) .. A|3

Assim, comoa+b=0,1, ou =1 (mod 3),seguequea+b =0,1, ou —1 (mod A).

Logo, existem, no méximo, trés classes distintas médulo A.

Agora, vejamos que 0,1 e —1 ndo sdo congruentes mod A. De fato, caso contrario,

terfamos que 1 -0, 0 — (—1) e 1 — (=1) seriam divisiveis por A.

Ora, observemos que, dado qualquer 6 € Z[w] tal que A | 5, entdo 6 = Ao para
algum o € Z[w]. E, como a norma é uma fun¢do multiplicativa, temos N(6) = N(A)N (o),
ou seja, N(A) é um divisor de N(6).

Contudo, nessa situagdo, isso implicaria que a norma de A seria um divisor das
normas de 1 e 2, 0 que ndo ocorre, pois: N(1) =1e N(2) =4, enquanto N(A) =3. O

Lema 4.2.3. Dado p € Z[w], se A 1 p, entio p*> = £1 (mod A*)

Demonstragio. Pelo Lema anterior, dado p € Z[w], sabemos que p = 0,1, ou -1

(mod A). Como, por hipétese, A 1 p, restringimo-nos ao caso p = £1 (mod A).
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Escolhemos @ = p ou @ = —p, de modo que @ =1 (mod A). Nessas condigdes,
existe f € Z[w] tal que a = 1 + A e, assim, pelo Lema (4.2.1), temos:

a® -1

(@ = 1)(a - w)(a - w?)

BABA +1 - w)(BA +1 - w?)

BABA + M)(BA = Aw?)

BA(B+ 1)(B — w?) (4.3)

Na pentltima igualdade, foi utilizado que —Aw? = 1 — @?, uma vez que

-0’ =1+w)(1-w) =A1+w0) = -A(-1-w) = -Ao*.

Notemos que, dessa forma, w* = 1 + Aw?, ou seja, w* =1 (mod A).
Assim,

PB+DB-w?) =pB+1(E-1) (mod A).

Agora, pelo Lema 4.2.2, temos que os tnicos restos possiveis de g por A sdo
0,1ou -1, donde A divide g, + 1 ou f — 1. Consequentemente, pela equacao (4.3),
segue que &> —1 =0 (mod A*%), ouseja, a® =1 (mod A*%).

Como definimos @ como sendo p ou —p, concluimos que p*> = 1 (mod A*) ou
p%=-1 (mod A*%). O

Lema 4.2.4. Se a® + p° + 2 = 0, entdo ao menos um dos elementos a, B ou y é divisivel por A.

Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que A ndo divida a, f e . Entdo, pelo lema

anterior, temos que:

0=a3+[33+7/3zililil (mod A*%).

Dessa forma, £3 = 0 (mod A*) ou =1 = 0 (mod A*). No entanto, tal fato gera
uma contradi¢do, pois N(x1) = 1 e N(£3) = 9, enquanto N(A*) = N(1)* = 3¢ = 81.

Logo, A divide a, f ou y. m|

Com estes lemas, concluimos a prova do Teorema esperado:

Teorema 4.2.1 (Ultimo Teorema de Fermat: Caso n = 3). A equagio x° + y* = 2% nio
possui solugdo ndo trivial, ou seja, com pelo menos uma das varidveis nulas, no anel de inteiros
Z|w]. Em particular, ndo possui solugdo inteira ndo trivial e, portanto, o Ultimo Teorema de
Fermat é vilido para n = 3.



48

Demonstragdo. Como Z[w] é anel, podemos, sem perda de generalidade, trocar z por
—z na equacdo inicial. Assim, provar o Teorema acima é equivalente a mostrar que

x> + y° + z° = 0 ndo possui solugdo (ndo trivial) em Z[w].

Suponhamos, por absurdo, que existam a, 8,y € Z[w], com afy # 0, tais que
@+ g+ =0.
Pelo Lema 4.2.4, sabemos que &, ouy é divisivel por A. Suponhamos, sem

perda de generalidade que A | y. Assim, podemos escrever y = A"6, em que n € IN,
o€ Zw]leAtbd.

Por outro lado, de modo semelhante ao feito no Lema 3.1.1, podemos considerar,
sem perda de generalidade, que ¢, f e Y ndo possuem fatores em comum, ou seja, sdo

dois a dois primos entre si. Dessa forma, segue que A f a e A 1 B.

Reescrevendo a equacdo inicial, obtemos:

a®+ B+ A% =0, em que mdc(a, f) =1, n>1eAfa,pB,d (4.4)

Mostraremos, no entanto, que, sob tais condicdes, a seguinte equagao nao tem

solucdo para todo elemento inversivel ¢ € Z[w]:

a® + B+ e = 0. (4.5)

Em particular, a equacgdo (4.4) ndo terd solugdo em Z[w], contrariando a existéncia

de a, f e y e comprovando o Teorema.

Para provarmos que a equacdo (4.5) ndo possui solugdo, consideraremos as

seguintes afirmagdes:

Afirmacao 1: Se «, 5, y satisfazem a equagio (4.5) com as condigoes exigidas em (4.4), entio
n>2.
Prova. Pelo Lema 4.2.3, temos que:

—eAM"P =P+ =411 (mod A%).

Caso os sinais de a e 8 sejam 0s mesmos, teremos —eA¥'6® = £2 (mod A*), o que
ndo é possivel, visto que A 1 2. Logo, os sinais devem ser contrarios, resultando em
—eA¥5® = 0 (mod A*). Portanto, como A t 6, teremos que A* | A%, donde n > 2.

Afirmacao 2: Se a equacio (4.5) possui solugdo para n = m > 1, entdo ela possui solucio para
n=m-1.
Prova. Pela equacgdo (4.5) e pelo Lema 4.2.1, sabemos que:

—eAM8® = a® + B° = (a + B)(a + wh)(a + w?p) (4.6)
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Calculando as diferencas dos fatores a direita desta tiltima igualdade, temos:

(a+pB)—(a+wp) =p(1 -w) =pA (4.7)
(a+ wp) — (@ + 0?B) = wB(1 — w) = wPA (4.8)
(a+@*B) — (a+p) = f(w* = 1) = —B(1 — w)(1 + w) = BAw? (4.9)

Assim, tais diferengas sdo divisiveis por A, mas ndo sdo divisiveis por A?, visto

que w é inversivel e A 1 f.

Pela Afirmagio 1, temos que m > 2, isto é, 3m > 4. Assim, exatamente um dos
fatores a + B, a + wP ou aw?p é divisivel por A? e, consequentemente, divisivel por A3"2.
Os demais serdo divisiveis por A, mas ndo por A? (equivalentemente, A*"~2), pois as

diferengas acima possuem tal propriedade.

Além disso, como podemos trocar f por um de seus associados wp ou w?B,
podemos supor, sem perda de generalidade, que a + 8 é divisivel por A e, entdo, por
A3"=2_Entdo, temos que existem &1, &5, &3 € Z[w] satisfazendo:

a+p ="
a+wp = A& em que A 1 &12Es.
a+w’f=AE;

Notemos que a condicdo A 1 £1&,&5 € resultado da equacgdo (4.7), juntamente ao
fato de que ¢ é inversivel em Z[w] e A 1 6. Com efeito, caso A | £1&,&3, teriamos, no lado
esquerdo da equagdo (4.7) o fator A*", enquanto ao lado direito, o fator A*" 2121 = A3+,
uma contradigdo. Cabe ressaltar que neste argumento, estamos utilizando fortemente o

fato de que Z[w] é um dominio de fatora¢do tinica.

Logo, temos

—eAMS = @+ B = (a+ B)(a + wp)(a + w?p)

= /\3m—2£1/\£2/\£3 = A£l£2€3

e, consequentemente, —8% = &§1&,&5.
Agora, afirmamos que mdc(&;, &;) = mdc(&,, £3) = mdce(&y, &3) = 1.

De fato, suponha que u | &; e p | &,. Pela equagdo (4.8), temos que:
AB=(a+p) = (a+wp) = A"2E — A& = AAY" & - &)

Entdo, B = A¥"3&; — &,. Mais ainda, como p | & e | &, segue que p | B.

Por outro lado, notemos que:

W (a+ wp) — (@ +p) = (@* — Da = v?*Aa
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e também

W (a+ wf) — (@ +P) = (@* — D = 0*A& — AP"72E = Mw?Ey — AP3E).

Comparando essas equacdes, concluimos que w?a = w?&; — A33&;. Como w? é

inversivel, temos que u | a.

Por fim, como p | o, u | p e mdc(e, f) = 1 (por hipétese), segue que p é inversivel

e, assim, mdc(&y, &,) = 1.
De modo analogo, prova-se que mdc(&y, &3) = 1 e mdc(&y, &3) = 1.

Com efeito, suponha que u | & e | 3. A partir da equagdo (4.8), obtemos:
WAB = (@ + wP) — (a + W*B) = A& — A& = A(&y — &)

Assim, wf = &, — &3 e, como | & e u | &3, tem-se que u | B.
Sabemos ainda que:
(a+o*f)—w@+wp) = (1-wa=A>Aa
= Mé& —wéy),
donde conclui-se que a = &3 — wé; e, logo, u | a.

Agora, como u divide a e f e mdc(a,f) = 1, segue que u é inversivel e
mde(&, &) = 1.

Para o caso mdc(&y, £3) = 1 procedemos da mesma forma. Seja p tal que | &1 e
u | &s. Pela equacgdo (4.9):

W AB = (a + @*B) — (a + ) = A& — A¥"3Ey)

logo, w?B = & — A¥"3&; e, como p | & e | &3, segue que p | B.

Além disso,

Aa
= AN - wEs),

(a+p) - wla+aw’p)

donde conclui-se que a = A3"3&; — wés e, logo, u | a.
Como i | a, p | pemdc(a, f) = 1, temos que i é inversivel e mdc(&;, &3) = 1.

Assim, como &5, &, e &3 sdo dois a dois primos entre si, temos que cada um deles

estd associado a um cubo de modo que:
a+ ‘B — A3m_2§1 — 81/\3"1_293
a+wp = A = AP°
a+ w’B = A5 = e3A°
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sendo ¢, €; e €3 elementos inversiveis.Mais ainda, 0, ¢, ¢ ndo possuem fatores em
comum e ndo sdo divisiveis por A (caso contrario, teriamos A | £1&,&3). Logo, lembrando

— ot .
que w = w*, temos:

0 (1 + ww?)(a + B) = (a + B) + w(a + wp) + w*(a + w*B)

= 81/\3m_293 + EzA(f)3 + €3A(P3

Dividindo a dltima equagéo por ¢;wA e fazendo as mudanga de varidveis

E3W &1
Egim— e &5 = —,
&En weEn

obtemos a equagdo: ¢° + e49° + 513" 30° = 0.

Notemos que, por construgao, ¢, e €5 sdo elementos inversiveis. Além disso,
como m > 2, temos que A? | (¢° + €1¢°) e, logo, ¢® + e49® = 0 (mod A?).

Agora, como A ¥ ¢ e A t ¢, aplicando o Lema 4.2.3, temos que ¢* = 1 (mod A*)
e ¢> = £1 (mod A*). Desse modo, segue que ¢° = £1 (mod A?) e ¢* = £1 (mod A?) e,

portanto, +1 + ¢, =0 (mod A?).

Por outro lado, sabemos que ¢4 = £1, e = tw ou &4 = +w? (utilizando o Lema
4.2.2). Mas, como +1 + w e 1 + @? ou sdo inversiveis ou sdo associados a A, ndo podem

ser divisiveis por A?. Assim, devemos ter ¢, = 1.

Caso ¢4 = 1, temos que

P+ @+ A =090 + 97 + &4 V0° = 0

Caso ¢4 = —1, trocando ¢ por —¢, obtemos, também, a equacdo acima. Em ambos
0s casos, encontramos uma solucdo para a equagdo (4.5) com n = m —1, como queriamos.

Dessa forma, para a prova do Teorema, suponhamos que a equacao (4.5) possua
solugdo com n = m. Utilizando a Afirmagio 2, juntamente com argumento indutivo,
concluimos que a equagdo tem solugdo paran=m—-1,m-2,---,2 e, finalmente, para
n = 1. No entanto, pela Afirmagdo 1, dadas as condi¢des iniciais, devemos ter n > 2, uma

contradigdo. Portanto, a equagdo (4.5) ndo tem solugédo, concluindo a prova. O

Observacgdo 4.2.1. Ainda no inicio do século XIX, foram apresentadas provas para
alguns outras casos particulares do UTF: o caso n = 5, provado separadamente por
Dirichlet e Legendre, e os casos n = 7 e n = 14, atribuidos a Dirichlet e Lamé. Tais
demonstragdes utilizam algumas técnicas semelhantes as utilizadas na prova de Euler
para o caso n = 3, na medida em que também empregam determinados anéis de inteiros

algébricos euclidianos, e podem ser encontradas em Edwards [5].
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5 O TEOREMA DE SOPHIE GERMAIN

Apesar do caso n = 3 ter sido resolvido por Euler por volta de 1753 (sendo alguns
pontos rigorosamente provados por Gauss), ele percebeu que a prova apresentada
mostrava-se muito diferente da prova para o caso n = 4. Dessa forma, a demonstracdo

para o caso geral parecia um tanto remota.

Neste contexto, Sophie Germain, uma das poucas mulheres a se destacar no meio
masculinizado da matemadtica, dedicou-se a uma nova abordagem para o UTE. Mais
ainda, Sophie foi a primeira pessoa que se conhece a ter optado por uma abordagem que
permitisse demonstrar o UTF para uma infinidade de expoentes primos e ndo apenas

para casos particulares.

Ainda que suas ideias ndo tenham proporcionado a prova final do teorema, as
mesmas forneceram resultados de grande importancia, ndo apenas para o estudo do
Ultimo Teorema de Fermat, como para o desenvolvimento da Teoria dos Ntimeros em
geral. Historicamente, contudo, ela ndo recebeu o devido crédito por sua contribuigao.
Muitos de seus resultados foram atribuidos unicamente a Legendre que, inclusive, em
seus trabalhos, reconheceu a importancia da abordagem desenvolvida por Sophie para

suas conclusdes.

Neste capitulo, provaremos alguns dos principais resultados feitos por Sophie
durante seu estudo do UTF, os quais se inserem no periodo entre a demonstracdo

fornecida por Euler e os trabalhos feitos por Kummer.

Antes, porém, apresentaremos brevemente o estudo feito pelos matematicos
Barlow e Abel e a aplicagio ¢ de Euler, os quais serdo utilizados ao longo da demonstragao

do Teorema de Sophie Germain.

5.1 ASEQUACOES DE BARLOW E ABEL

Como Z é um dominio de fatoragdo tnica, sabe-se que qualquer inteiro maior
que 2 é ou multiplo de 4 ou multiplo de algum fator primo impar. Dessa forma, a

demonstracdo do UTF se reduz ao caso em que o expoente 1 é um primo impar.

Com efeito, se n = pm, em que p é um ntimero primo, temos que:
xn + yn — Zn = (xm);? + (ym)P — (Zm)P

Assim, caso a equagdo a esquerda possua solugdo, tem-se que a equacao seguinte,
a direita, também possui. Logo, ao provarmos que a equagdo fermatiana com expoente
primo impar p ndo possui solugao, estaremos provando que a mesma nao possui solucdo

para qualquer expoente natural maior que 2.



53

Por outro lado, conforme utilizado nas demonstragdes dos casosn =3 en =4,
uma abordagem um tanto natural para se tentar provar o teorema é considerar que

exista solugdo inteira ndo trivial (x, y, z) para a equacdo :
X+ +28 =0, (5.1)
sendo p um primo impar.

Utilizando a equagdo acima, espera-se obter uma contradi¢do, demonstrando,

assim, que a equagao 5.1 ndo possui solu¢do ndo nula em Z.

Observemos que:

' = Xy
= (r+ )T =Y+ Y - a4y
Como x, y, e z sdo inteiros, temos que
xP + P
_— 5 =@ -ty + Y - xR Y (5.2)

também deve ser um nimero inteiro.

Tal equagdo e suas propriedades de divisibilidade foram objetos de estudo de
Barlow e Abel no inicio do século XIX. Primeiramente, eles estidaram a identidade:

n-1

Qula,b) = ) a*(-by ™

k=0
em que 4, b sdo inteiros ndo nulos e n é natural.
De forma semelhante a argumentacdo inicial, que forneceu a igualdade 5.2, no
caso em que a + b # 0 e n é impar, temos que:
a +b"
a+b

Qu(a, b) = (—b)n_1 + Ll(—b)”_2 4ot a”—z(_b) +q71 =

Assim, considerando x, y e p como na equagdo fermatiana de expoente p primo
impar, podemos definir:

X+ yP 2

— —_ (P11 _ L p—2 p—3 _ p—2 p—1
X, Y) = = (x Xy +x s —xyP T+
Q) i= —r = y+x7y U
Nesse contexto, Barlow e Abel estabeleceram varias relacdes envolvendo os
inteiros x, y e z, que se tornaram resultados auxiliares para o estudo do UTF. Estas relacdes,
juntamente as suas respectivas demonstracdes, ndo serdo exploradas diretamente em
nosso estudo e, portanto, ndo serdo apresentadas. Uma explicagdo detalhada pode ser

encontrada em Ribenboim [13] (p.51 a 54).
1

Notemos que, a menos de mudanga de sinal, ou seja, trocando-se z por -z, tal equagado de
fato equivale & equagdo fermatiana.



54
52 A FUNCAO ¢ DE EULER

Definicao 5.2.1. A fungio ¢ de Euler é uma aplicagdo que associa a cada natural n a quantidade

de naturais menores que n que sio relativamente primos a n, ou seja,

:N — NN

n - @mn)=#{acN:mdc(a,n)=1ea < nj

Por convengio, considera-se ¢(1) = 1.

Observacao 5.2.1. Notemos que no caso em que p é primo, segue diretamente da
definicdo que ¢(p) =p - 1.

Em geral, p(p*) = p* — p*! para todo k € IN. Com efeito, consideremos 4 inteiro
tal que 1 < a < n. Sabemos que mdc(a, pk) = 1 se, e somente se, 2 ndo é multiplo de p;
além disso, ha pk‘1 multiplos de p no intervalo acima, a saber:

k-1

p,2p,...,p p
k-1

Logo, a quantidade de coprimos com p* e menores que p* é exatamente p* — p

Pode-se provar ainda que, se m e n sdo inteiros positivos tais que mdc(m, n) =1,

entao:

p(mn) = p(m)p(n)

Esta defini¢do, juntamente com o conceito de sistema completo de residuos, fornece-
nos o Teorema de Euler, de grande importancia na Teoria dos Ntumeros e cujo resultado
sera utilizado para demonstrar o Teorema de Sophie Germain.

Definicao 5.2.2. Seja m € IN. Um sistema completo de residuos (SCR) médulo m é uma lista
de inteiros a, . . ., a,, dois a dois incongruentes (médulo m). Jd um sistema reduzido de residuos
(SRR) médulo m é uma lista de inteiros 14, ..., 15 tais que:

(1) mde(ri,m)=1Vi=1,...,s
(it) r; £ r; (mod m)sei# j
(iif) Para cada n € Z primo com m, tem-se que n = r; (mod m) paraalgumi=1,...,s
Assim, temos:
Teorema 5.2.1 (Teorema de Euler). Sejam a, n € Z, com n > 0, tais que mdc(a, n) = 1, entdo:

a?™ =1 (mod n)
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Demonstracdo. Seja rq,...,7ym um sistema reduzido de residuos médulo m. Entéo,

ary, ..., arym) € também um SRR médulo m para qualquer a € IN fixado. Temos

a(P(m) T Tom) = (grl) e (ar(p(m)) =110 Tom) (mod m)

Como para cada i € {1, ..., s}, sabemos que r; é invertivel, segue que:
a*™ =1 (mod n)
O

Coroldrio 5.2.2 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejaa € Z e p um primo que ndo divide a.
Entdo:
@#'=1 (mod p)

Notamos que, usando o Pequeno Teorema de Fermat, temos que para todo primo

p, independende de p dividir ou néo a:

A =a (mod p)

Outro corolério Teorema de Euler é:

Coroldrio 5.2.3. Sejaq =2np + 1 um primoesejal <a < q—1. Entdo x’ = a (mod q) tem
solugdo se, e somente se, a** =1 (mod q).

Demonstragio. De fato, caso x¥ = a (mod g) possua solugdo, temos que mdc(a,q) = 1e,

como ¢(q) = 2np, aplicando o Teorema de Euler, segue o resultado.

Reciprocamente, suponhamos que 4*" =1 (mod g). Se a = 1, escolhemos x = 1.
Assim, podemos supor a # 1. Assim, a = g¥ para alguma raiz primitiva médulo g e,
como ¢* = 1 paraalgumk € IN, temos k = 2np. Logo, a é solugdo parax’ =a (mod ¢). O

5.3 O TEOREMA DE SOPHIE GERMAIN

A partir do estudo inicial apresentado na primeira segdo e desenvolvido inicial-

mente por Sophie, o UTF pode ser dividido em dois casos:

Caso 1: A equagdo x” + y¥ = zF ndo possui solugdes inteiras quando nenhum dos

elementos x, i e z é divisivel por p.

Caso 2: A equagdo x” + y* = zF ndo possui solugdes inteiras quando apenas um

dos elementos x, y e z é divisivel por p.
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Observemos que os casos acima realmente contemplam todas as possibilidades
do UTF, na medida em que, conforme elucidado no capitulo anterior, podemos supor
sem perda de generalidade que x, y e z sdo dois a dois primos entre si.

Antes de apresentar os resultados necessarios para a demonstragdo do Teorema

de Sophie Germain (TSG), torna-se essencial a seguinte defini¢ao:

Definic¢ao 5.3.1. Seja p um primo impar tal que q := 2np + 1, com n € IN, é um niimero
primo. Diremos que q é um primo auxiliar (associado a p) se o conjunto de residuos nio nulos x¥
(mod gq), em que 1 < x < g — 1, ndo contiver quaisquer classes de residuos inteiros consecutivas.

Em outras palavras, consideremos m € Z.\ {0, —1}. Se m e m + 1 pertencem a classes

consecutivas de residuos inteiros, entdo dados quaisquer inteiros nio nulos a e b, as condigdes
a#=m (modgqg) el =m+1 (mod q)

ndo podem ser simultaneamente satisfeitas.

Exemplo 5.3.1. Seja p = 5. Calcularemos seus primos auxiliares no caso em que

1<n<10.

Primeiramente, notemos que nos casos em que n = 2,5 ou 8, os valores de 4 sdo,
respectivamente, 21,51 e 81, os quais ndo sdo numeros primos. Portanto, nestes casos, g

ndo é primo auxiliar de 5.

Analisando os demais casos, temos:

e n=1: Temos que 4 = 2p + 1 = 11. Assim, devemos observar quais sdo as classes
de residuos inteiros (médulo 11) para a 5-ésima poténcia de x, em que 1 < x < 10.

Neste caso, temos:

(1°,2°,3°,4°,5°, 6°,7°,8%,9°,10°}  (mod 11)

{1,32,243,1024, 3125, 7776, 16807, 32768,59049, 100000}  (mod 11)
{1,10,1,1,1,10,10,10,1,10} (mod 11)

{1,10} (mod 11)

Como 1 e 10 ndo sdo inteiros consecutivos médulo 11, temos que 11 é um primo

auxiliar de 5.

e n=23: Temos g = 2-3p + 1 = 31. Analisando apenas as 5 primeiras classes de
residuos inteiros (médulo 31) para a 5-ésima poténcia de x (sendo 1 < x < 30),
notamos que hd classes consecutivas. De fato tais classes sdo dadas por:

{1,1,26,1,25} (mod 31)

Assim, n = 3 ndo gera primo auxiliar.
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Na verdade, tal resultado é mais geral: considerando qualquer primo impar p,
é possivel mostrar que no caso em que 7 € um multiplo de 3, 4 ndo é um primo
auxiliar de p. A demonstracdo envolve uma caracterizagdo equivalente para os
primos auxiliares, que serd enunciada no Lema 5.3.1, e, portanto, serd provada em

seguida.

Utilizando este resultado, concluimos que nos casos em que n = 6 ou 9, os valores

g = 61 e 91 ndo sdo primos auxiliares de 5.

e 1 =4: Temos que g =2-4p + 1 = 41. Calculando as as classes de residuos inteiros
(moédulo 41) para a 5-ésima poténcia de x, em que 1 < x < 40, nota-se que as

mesmas se reduzem a:
{1,3,9,14,27,32,38,42} (mod 41)

Desse modo, ndo ha classes de residuos consecutivas, resultando que 41 é um

primo auxiliar de 5.

e 1 =7 ou 10: Temos que os valores de g sdo, respectivamente, 71 e 101. Procedendo
de forma semelhante a feita nos casos anteriores, verifica-se que, dentre as classes
de residuos inteiros das respectivas 5-ésimas poténcias (médulo 71 e 101), ndo ha

inteiros consecutivos.

Portanto, 71 e 101 sdo primos auxiliares de 5.

Consequentemente, conclui-se que, parap = 5e 1 < n < 10, os tinicos primos
auxiliares de 5sdo 11,41, 71 e 101.

A defini¢do apresentada fornece-nos ainda outra caracterizagdo para os primos
auxiliares, a qual sera utilizada na prova do TSG (tanto na versdo original quanto na

versao fraca).

Lema 5.3.1. Seja p um primo impar e x, y, z inteiros nio nulos.
Nao existem p-ésimas poténcias de residuos inteiros ndo-nulos e consecutivos modulo q se, e
somente se, X’ + y’ + z/ =0 (mod q) resulte em x, y ou z = 0 (mod g).

Demonstragio. Provaremos cada uma das implica¢des utilizando sua contrapositiva.
(=) Suponhamos que x* + 1 + z’ = 0 (mod g) admita solugdo inteira néo trivial mas
x,yez %0 (mod g). Assim, a menos de mudanga de sinal, temos:

X +y =2 =(—z) (mod gq)

Multiplicando ambos os lados por (x7!) segue:

1+ @ 'y =-(x""2)/ (mod q)
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Logo, x 'y e x7z sdo tais que suas p-ésimas poténcias sdo residuos inteiros
consecutivos, uma contradigéo.

(<) Reciprocamente, suponhamos que existam y e z inteiros ndo nulos tais que

1,z£20 (modg) e z2=1+y" (mod q)

Seja ¢ uma raiz primitiva da unidade médulo 4. Ao multiplicar a dltima

equivaléncia acima por g, obtemos:
F+(gy)f +(-z9) =0 (mod gq)

Dessa forma, conclui-se que a equagdo X* + Y7 + Z7 = 0 (mod gq) possui solugdo
inteira ndo trivial, sendo que X, Y, Z # 0 (mod g), contrariando a hip6tese. O

Com essa caracterizagdo, prova-se a afirmagao feita no Exemplo 5.3.1.
Proposicdo 5.3.1. Sep éum primoeq = 2-3kp+1, com k € IN, é também primo, entdo existem
x, y e z, ndo nulos médulo q, tais que x* + y* +z/ = 0 (mod g).

Em particular, existem p-ésimas poténcias de residuos inteiros ndo nulos que sio
consecutivas, ou seja, g = 2 - 3kp + 1 ndo é um primo auxiliar qualquer que seja o natural k.

Demonstragido. Como g é primo, sabemos que ¢(q) = 2 - 3kp.

Consideremos g uma raiz primitiva da unidade médulo 4. Assim, ¢" £ 0 (mod g)
para todo n € IN. Como, pelo Teorema de Euler, |g| = ¢(7) = 6kp, podemos definir
m = ¢* £ 1 (mod ¢). Dessa forma, temos que:

m=¢*"=1 (modq) = m*-1=0 (mod gq)
= m-1)(m* +m+1)=0 (mod q)

Além disso, como m £ 1 (mod g), segue que m* + m+1=0 (mod g). Logo,

¢+ ¢ +1=0 (mod q)

Sabe-se ainda que nenhum deses elementos pode ser congruente a 0 médulo
g. Assim, pelo Lema anterior, conclui-se que existem p-ésimas poténcias de residuos

inteiros ndo nulos que sdo consecutivas. O

Inicialmente, Sophie pretendia provar que para cada primo impar p existiria
uma infinidade de primos auxiliares, ou seja, primos que satisfizessem o critério da ndo
consecutividade dos residuos inteiros ndo nulos médulo g. Caso isso fosse verdade,

dada uma solucdo inteira ndo trivial para a equagdo x” + y¥ = z”, existiria uma infinidade
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de primos auxiliares que dividiriam um dos elementos x, y ou z (aplicando o Lema 5.3.1).
Mais ainda, caso o conjunto de primos que dividissem x, y ou z fosse infinito, resultaria
que infinitos primos dividiriam ao menos um dos elementos x, y ou z, gerando uma
contradi¢do com a finitude da fatoragdo em irredutiveis no anel Z. Consequentemente,
estaria provado o UTF para o caso em que o expoente é primo e, portanto, seguiria o

caso geral.

No entanto, posteriormente, Sophie notou que para o caso p = 3, existem apenas
dois primos auxiliares: 7 e 13 (uma demonstracdo completa pode ser encontrada em
Alkalay [1], Proposicdo 3, p. 5). Dessa forma, sua ideia inicial ndo poderia ser aplicada

a todos os primos.

Ainda assim, o resultado por ela provado solucionou o UTF para uma infinidade
de primos que satisfizessem determinadas propriedades, algo que até o momento nao

havia sido feito.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Sophie Germain). Se p é um niimero primo impar e existe um

primo auxiliar g = 2np + 1, com n € IN, satisfazendo:

1. Ndo existem p-ésimas poténcias cujas classes ndo nulas de residuos moédulo q sejam

constituidas de inteiros consecutivos.

2. p ndo é congruente a p-ésima poténcia de nenhum residuo inteiro médulo q. Em outras
palavras, x* = p (mod q) é impossivel para todos valores de x com1 < x < g—1.

entio, em qualquer possivel solugio inteira ndo trivial para a equagdo xP + yP = z¥, tem-se que p*
divide um dos elementos x, y ou z.

Em particular, o Caso 1 do Ultimo Teorema de Fermat é verdadeiro para tais valores de p.

Demonstragio. Conforme ja visto no capitulo anterior, podemos supor, sem perda de

generalidade que x, y e z sdo dois a dois primos entre si.

Utilizando as equagdes estudadas por Barlow e Abel, apresentadas na secdo 5.1,

podemos analisar os seguintes pares:

x+y e -y + Pyt - —xyf Ryt
z—y e P Py+F 0y -z Pyt
z—x e -2 x4+ — -zt 4!

Afirmacdo 1: O inico fator comum que cada um desses pares pode ter é p.

Demonstraremos esta afirmacdo para o primeiro par. Seja Q,(x, y) o segundo

elemento da primeira linha.
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Suponhamos, por absurdo, que algum primo s diferente de p divida o primeiro
par. Entdo, y = —x (mod s) e, por substituigdo direta, obtemos que Q,(x, y) = px’~!
(mod s), o qual, por hipétese, deve ser divisivel por s. Agora, como s e p sdo primos
distintos, segue que s | x. Assim, temos que s divide x e x + y, ou seja, s € um divisor

comum de x e y, gerando uma contradicao.
Afirmacao 2: Temos que p divide um dos elementos x, y ou z.

Com efeito, suponhamos por absurdo que x, y, z e p sejam relativamente primos.
Nesse caso, podemos considerar z = Ir,x = hn e y = vm. Como x” + i’ = z/ temos:

-1 2

x+y= 7 e xP~t — xp_zy + xp_3y e — xyp_z + yp_l =¢F

-1 2

z—y=W e - lysdP - Py =P

-1

z—x=v" e Z'-Z %+ -2+ =

Notemos que, pela afirmacdo anterior, sabemos que para cada um dos pares,
o Unico fator primo possivel em comum é p. Tal fato explica porque, por exemplo,
x +y = I’ ndo tem fator r e Q,(x, y) = r’ ndo possui o fator I.

Agora, observemos que, pela condi¢do 1 enunciada no teorema, temos que ¢
divide um dos elementos x, y ou z ( e apenas um deles, visto que x, y e z sdo dois a dois

primos entre si). Sem perda de generalidade, consideremos que g divide z.
Desse modo, g | 2z e, por definic¢do,
2Zz=z-yY+@-x)+x+y)="+"+FF =0 (mod q)
Novamente pela caracterizacdo de primos auxiliares (estabelecida no Lema 5.3.1)

e pela condi¢do 1 do teorema, temos que g divide um dos elementos /, /1 ou v. Vejamos

cada um dos casos.

Se g divide h, usando que g | z e que z — y = I, temos que g divide y; de modo
semelhante, se g divide v, como ¢ | z, entdo devemos ter g | x pela equagdo z — x = v".
Em ambos os casos, contrariamos a hip6tese de que x, y e z sdo primos entre si. Logo,

segue que g divide /.
Comox+y=10Ieq|l segue que y = —x (mod g). Consequentemente, teremos:

Qp(x, y) = Pxp_l =7 (mod g).

Além disso, como g | z, temos que:
z—x=v"=-x (mod gq)
Ou seja, x é uma p-ésima poténcia moédulo 4. Utilizando as duas tltimas
equivaléncias, obtemos:

pxil = p(—o/y ™ = p@ Y =# (mod g)
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Como g ndo divide x, devemos ter p = r (mod g), isto é, p é uma p-ésima poténcia
de um inteiro médulo q. No entanto, isso contradiz a condi¢do 2 do teorema.

Portanto, necessariamente, temos que p divide um dos inteiros x, y ou z.

A partir desse momento, iremos supor, sem perda de generalidade que p divide
z (note que a suposigdo que fizemos de que g dividiria z vale apenas para a prova da
Afirmagdo 2; aqui, ela ndo é necessariamente verdadeira).

Seja z = Irp. Como x e y sdo relativamente primos com p, podemos escrever
x = hn e y = vm. Afirmamos que

X + y — prp_l e xp_l — xp_zy + xp_?’ 2 — e — xyp_z + yp_l = prp

Primeiramente, observemos que z¥ = (x + y) - Q,(x, ) é divisivel por p?; assim, é
suficiente mostrarmos que Q,(x, y) é divisivel por p mas ndo por p* qualquer que seja o
natural k > 1.

Sabemos que
xf + yP

x+y

Qplx, y) =

Definindo s := x + y, temos:

_w_r’—l_p p2p ... _| P p—2 p p-1
Qp(x, y) = S =5 1) X+ po2 sx +p_1x

Além disso, pelo Pequeno Teorema de Fermat, segue ques = x +y = x" + v/ = 27
(mod g), donde p divide s. Desse modo, todos os termos, com exce¢do do ultimo, sdo
divisiveis por p?. De fato, o tltimo termo é divisivel exatamente por p, uma vez que

mdc(x, p) = 1. Portanto, Q,(x, y) é divisivel exatamente pela primeira poténcia de p.

Por outro lado, de forma semelhante a afirmagdo 2, temosz—y =h" ez —x =7,
donde
2Zz-(x+y)=2z-x—-y=h -7

Logo, p divide i + v, pois p divide s = x + y e p divide z. Aplicando novamente
o Pequeno Teorema de Fermat, temos que p divide i + v. Assim, h = —v (mod g), donde
existe m € Z tal que h = —v + mp. Consequentemente:

W= (—v+mpy =" + " 'p*m -+ (mp) = - (mod q)

Agora, conforme mostrado anteriormente, x + y = IPp’~!, ou seja, p? | (x + ).

Portanto, como 2z = (¥ + ©*) + (x + y) e p* divide ambas as parcelas, segue que
p* divide z. O
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Observacao 5.3.1. Notemos que, pelo resultado estabelecido na Proposic¢do 5.3.1, a
condicdo 1 do Teorema de Sophie Germain ndo vale para os valores de g da forma 6kp +1
em que k,p € N e p é um primo impar.

Embora o Teorema anterior seja a versdo original feita por Sophie Germain, é
comum que o resultado a ela atribuido seja enunciado em sua versdo mais fraca, como

se segue:

Teorema 5.3.2. Sejam x, y e z inteiros ndo nulos e p primo impar tais que a equagio x¥ + y* = zV
seja satisfeita e g = 2p + 1 seja também um niimero primo. Entdo, p divide um dos elementos
x,y ou z. Consequentemente, o Caso 1 do Ultimo Teorema de Fermat é verdadeiro para estes

valores de p.

Demonstragio. Para esta demonstragdo, basta mostrar que sendo p primo impar tal que
g = 2p +1 é também primo, as condi¢des 1 e 2 do Teorema de Sophie Germain sdo

satisfeitas.

Como g é primo, temos ¢(gq) = g—1 = 2p. Assim, utilizando o Pequeno Teorema de
Fermat, dado a € Z tal que mdc(a, 9) = 1, segue que a” = (¢¥)* =1 (mod g). Utilizando
novamente que g é primo, resulta:

a#-1=0 (modgq) = @ -1D@+1)=0 (mod q)

= a"=1 (modg) oua’=1 (mod g)

Desse modo, como x” = +1 (mod g), é impossivel que tenhamos x” = p (mod g).

Entdo, a condic¢do 2 do Teorema de Sophie é satisfeita.
Para verificar que a condicdo 1 também é valida, usaremos o Lema 5.3.1. De fato,

casox,yez # 0 (mod g), segue que:

¥+ +22=+21+21+21#0 (mod gq)

Entdo, a fim de que a relacdo x” + i + z" = 0 (mod g) seja verdadeira, deve-se

ter um dos inteiros x, y ou z congruentes a 0 médulo 4.

Logo, a condigdo 1 se verifica. m|

Observacdo 5.3.2. Uma vez que a versdo mais fraca tornou-se mais conhecida, um
primo p tal que 2p + 1 seja também primo é denominado primo de Sophie Germain.

Cabe ressaltar que Sophie provou resultados mais fortes que o enunciado acima.
Em seus trabalhos, ela provou, por exemplo, que se x” # 2 (mod ¢), entdo, para todo
inteiro x e todo primo auxiliar g da forma4p +1,8p+1,10p +1,14p+1oulép + 1, a

condicdo 1 de seu teorema (na versdo original) seria valida.
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Sophie também verificou alguns dos casos em que x fosse um inteiro tal que ¥ = 2
(mod g). Considerando as situagdes em que p < 100, ela encontrou os primos auxiliares
da forma 2np + 1 com 1 < n < 10 que verificavam a condi¢do 1. Mais ainda, ela mostrou
que todos esses primos auxiliares verificavam também a condigdo 2. Dessa forma,
provou o UTF para vdrios primos menores que 100. Tal estudo destaca-se ndo apenas pelo
resultado que proporciona, como mostra-se ainda mais significante se considerarmos que
sistemas computacionais algébricos s6 seriam criados 175 anos depois. Esse resultado é
muitas vezes atribuido somente a Legendre, responsavel por sua publicagdo. Entretanto,
aparece no trabalho de ambos, tendo se desenvolvido independentemente e por meio
de técnicas distintas. Legendre, por exemplo, provou um resultado que impossibilitava
a aplicagdo do Teorema de Sophie Germain. Segundo seus estudos, no caso em que p
fosse um primo tal que os nimeros da forma4p +1,8p+1,10p+1,14p+1oulép +1
também fossem primos, entdo as condi¢des 1 e 2 do teorema em questdo ndo seriam

satisfeitas.

Por meio do estudo de ambos, foram encontrados alguns dos primos auxiliares
para os naturais entre 1 e 197. A tabela 1 apresenta, para cada primo menor que 197, o
primeiro primo auxiliar encontrado que satisfaz as condi¢des do Teorema de Sophie
Germain. Os primos em destaque correspondem aos primos de Sophie Germain.

p [6=kp+1| k||| p [e=kp+1|/ k|| p ||o=kp+1| k|| p [o=Kkp+1

30 7 |2ffs] o [2ff7] 20 |4ff2a] 23

13| 53 |4f|17| 137 |8||19| 191 [10([23| 47
2
4

(|

29| 59 31| 311 |10(37| 149 41 83

4
43| 173 47 || 639 |14||53| 107 2| S9| 827 |14
61 977 ||16||||67 || 269 | 4] 71 569 |8 73| 293 4

2

8

2

79 317 | 4|83 167 |21/ 89 179 97| 389 ||4
101 809 || 8|/|103]| 1031 |10//|107)| 857 109 1091 |10
113 227 || 2127 S09 |4 ||[131] 263 137 1097 |8
4
4

139 557 149 1193 | 8||[151)| 1511 ||10(|157| 1571 |10
163|| 653 167| 2339 |[14||(173|| 347 | 2((|179| 359 |2
181 1811 |[10/|191) 383 (2 (193 773 | 4||/197| 7487 |38

Tabela 1 — Primos auxiliares que satisfazem o Teorema de Sophie Gemain [14]

Notemos que tal tabela mostra o motivo de Sophie e Legendre ndo terem
continuado seus calculos para os primos maiores que 197. Com efeito, para 197, o
primeiro primo auxiliar que satisfaz as condi¢des do teorema é 7487 e, para a verificacdo
de tal fato, ja era necessdrio lidar com nimeros muito grandes. Dessa forma, para os

primos maiores, seria um trabalho extremamente arduo.
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6 O TEOREMA DE KUMMER

Apesar dos avancgos para casos particulares, no inicio do século XIX, a prova
para o caso geral do UTF permanecia remota. Em 1847, no entanto, Lamé anunciou ter
provado totalmente o UTF. Contudo, os matematicos Liouville e Kummer perceberam
que sua tentativa dependia diretamente da existéncia e da unicidade de fatoragédo de
elementos em irredutiveis dentro de anéis especificos, denominados anéis de inteiros
ciclotomicos. Entretanto, conforme Kummer provara anos antes, a unicidade de tal
fatoracdo ndo era verdadeira para todos anéis desse formato, o que inviabilizava a
demonstragio completa do Ultimo Teorema de Fermat. Ainda assim, era possivel
reestruturar a abordagem utilizada por Lamé de modo a demonstrar o UTF para certos

primos, o que foi feito por Kummer.

Neste ultimo capitulo, portanto, apresentaremos a abordagem inicial adotada
por Lamé, mostrando o porqué de a mesma néo ser suficiente para a prova do UTE.
Além disso, apresentaremos a generalizacdo feita por Dedekind para os chamados
niimeros ideais de Kummer, em que mostrou-se vélida a unicidade da fatora¢do. Por fim,
por meio do aprofundamento de alguns conceitos inerentes ao estudo elaborado por
Kummer, provaremos o teorema a ele atribuido.

6.1 A TENTATIVA DE LAME

Estudando as provas dos casos p = 3,4,5 e 7, Lamé notou que, em todas, a ideia
central envolvia a fatoragdo algébrica da expressdo x” + y”. Assim, no esbogo de sua
possivel prova, ele introduziu o conceito de raizes n-ésimas da unidade a fim de obter uma
fatoracdo em termos lineares para a equagao x* + y* = z".

Definicao 6.1.1. Seja n natural. Dizemos que C,, é uma n-ésima raiz da unidade se C); = 1. No
casoem que (' =1em € {1,...,n — 1}, dizemos ainda que C,, é uma n-ésima raiz primitiva da
unidade.

Restringindo-se a andlise das p-ésimas raizes da unidade, Lamé obteve a seguinte
decomposicao:
W4y = (@ )+ Gy + Cy) - (e + O y) (6.1)
sendo C, = e7 e p um primo impar.

Para demonstrar tal igualdade, realizou uma mudanca de variaveis, trocando
y por —y e analisou a expressdo x’ — y” como sendo um polindmio na varidvel x e
coeficientes em C[y], ou seja, um polindmio em C[y][x]. Esta tiltima equacdo tem solucdo

quando x” = y¥ e, como (, é uma p-ésima raiz da unidade, tal condicdo é equivalente a

x=Cy ,emque 0<k<p-1
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Desse modo, x” — y¥ é divisivel por x — C;‘,y para cada valor de k pertencente ao
intervalo acima. Logo, é divisivel pelo produto:

=P -y = 7y)

Por outro lado, este produto tem grau p e o coeficiente de maior grau é 1, tal
como o polindémio x” — i, garantindo a igualdade em (6.1). Notemos que, desse modo,

obtivemos uma fatoragdo para a expressao x” + y” no anel Z[,].

Além disso, como j4 foi mostrado, podemos supor, sem perda de generalidade,
que mdc(x, y,z) = 1. Neste caso, Lamé afirmou ainda ser possivel considerar que os
fatores presentes na decomposigdo apresentada em (6.1) sdo dois a dois primos entre si.
De fato, temos a seguinte Proposicao:

Proposicdo 6.1.1. Suponhamos que, dado p niimero primo, a equagio fermatiana possua solugio

inteira (x,y,z) com mdc(x, y,z) = 1. Neste caso, podemos supor que a decomposigio
Wy =2 =k PEHGYEHTY) - (x+Gy)

é tal que seus fatores sdo dois a dois primos entre si.

Demonstragio. Sabemos que a igualdade acima é verdadeira, conforme argumentamos
anteriormente. Quanto a demonstragdo de que seus fatores podem ser considerados

dois a dois primos entre si, apresentaremos uma prova por redugdo ao absurdo.

Suponhamos, por absurdo, que existam 4,b € {0, ...,p — 1} tais que os fatores
x+Gyex+ Cf,y ndo sejam relativamente primos.

Assim, existe um fator inteiro primo m que divide ambos. Ou seja, existem
ki, ky € Z tais que:
x+ Gy =mk, e x+Cf,y:mkb

Subtraindo estes fatores, obtemos que

by =Gy =mk, —mky, . y(C = C) = mk, —ky)

Z P . a b
Agora, como m € um numero primo, segue que m | y oum | C; — Cy.

Caso m divida y, como m divide x + (jy, temos que m dividira também x,

contradizendo a hipétese inicial de que x e y sdo relativamente primos.

Consideremos, entdo, que m divide Cj — CZ. Sem perda de generalidade, podemos
supor a > b. Assim, como

G-0=-00-07),

resulta que
m | (1 - ) (62)
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Ora, sabemos que (, é uma p-ésima raiz da unidade, isto &, ()’ = 1. Assim,

como m é um nimero primo, ndo é possivel que m divida C,l;-

Com efeito, tal poténcia serd divisivel apenas pelas poténcias de C cujos expoentes
sejam menores ou iguais a b e pelas unidades de Z[(,]. No entanto, pela primalidade
de m, o mesmo ndo poderia ser uma unidade. Além disso, observemos que, se m
dividisse C, ou uma de suas poténcias (neste caso, menores ou iguais a b-ésima poténcia),
em particular teriamos que m dividiria as partes real e imagindria de tais nimeros.
Entretanto, como p é primo impar, qualquer poténcia de (, terd médulo no maximo
igual a 1 (no caso em que b = p), implicando que m serd sempre estritamente maior
que cada uma das partes, real e imagindria, da poténcia de C em questdo. Logo, m ndo
divide nenhuma poténcia de C,.

Portanto, pela equacéo (6.2), como m é primo e m 1 (), obrigatoriamente devemos

ter quem |1 -0

Mas, como consideramos que a > b, temos que 0 < 1 - b < 1, resultando que m
nio divide 1 — CZ‘b )

Por fim, como em ambos os casos possiveis, obtivemos uma contardi¢do, con-
cluimos que ndo podem existir dois elementos na fatoragdo (6.1) os quais ndo sejam

relativamente primos. O

Com essa abordagem, segundo Lamé, a igualdade:
2=+ YE+ LY+ Gy (G (6.3)

deveria implicar que existiriam 7y, ..., 7,-1 € Z[(] tais que:

x+y = 1

— P

x+Cy = 1T,

1y =
x+G Ty = Tpy

Dessa forma, ele pretendia gerar uma descida infinita nos naturais, demonstrando
o UTF. No entanto, sua ideia apresentava um problema, o qual foi notado por Liouville
(que também participara de alguns dos resultados provados): como garantir que cada
fator x + C]; seria uma p-ésima poténcia sabendo apenas que os fatores eram relativamente

primos e o seu produto resultava em uma p-ésima poténcia?

Com efeito, a ideia de Lamé seria valida caso os fatores envolvidos fossem
inteiros, contudo, como a fatoracdo fora feita sobre o anel Z[(,], era preciso assegurar
a unicidade da fatoragdo apresentada na equacao (6.3), o que, como foi provado mais

tarde, ndo é verdade para qualquer primo impar p. De outro modo, caso houvesse outra
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decomposicdo em Z[(,] para z, ndo seria necessario que cada fator x + C;‘,y fosse uma

p-ésima poténcia.

Nesse cendrio, poucos meses apds o anuncio feito por Lamé, o matemaético
polonés Kummer enviou uma carta a Liouville com trabalhos anteriores seus os quais
provavam que a unicidade da fatora¢do ndo era vélida nos casos utilizados por Lamé.
Contudo, Kummer concluia dizendo que a ideia poderia ser ainda utilizada, por meio

da introdugao de um conceito criado por ele, o de niimeros ideais.

Antes de apresentarmos esta defini¢do, porém, necessitaremos estudar os cha-

mados corpos ciclotomicos e suas principais propriedades.

6.2 CORPOS CICLOTOMICOS

Em seu estudo, Kummer percebeu que seria apropriado considerar os nimeros
complexos obtidos a partir de {, e dos nimeros racionais por meio da soma e da
multiplicacdo usuais. Logo, fixado p primo impar, e sendo (, uma raiz imagindria pura

(ou seja, ndo real) da equagdo x” = 1, consideraria os nimeros da forma:
2 p=2
ap + ﬂle + ach + e+ ﬂp_ch , (64)
em que g; € Z para todoi € {0,...,p — 2}.

Observacgdo 6.2.1. Em alguns livros, a equagao acima é representada com o acréscimo de
. -1 fni < 4 -
uma parcela do tipo 4,1}, com a,_; € Z. No entanto, esse acréscimo nao ¢ necessario,

visto que C£ =1e(, # 1, donde resulta a relagéo:

1+0,+0+-+0 7 =0

-1 2
Dessa forma, parcelas que envolvam () podem ser expressas, através da

igualdade acima, em funcédo das poténcias menores de C,.

Nessas circunstancias, torna-se necessario definir uma nova estrutura algébrica,
em que os elementos tém o formato representado na equacédo (6.4). Esta estrutura,
denominada corpo ciclotomico, juntamente com suas principais propriedades, sera objeto

de estudo desta segdo.

6.2.1 Caracterizacao

Definicado 6.2.1. Seja C, uma n-ésima raiz da unidade. O corpo Q(C,) é denominado n-ésimo

corpo ciclotomico.

Observacao 6.2.2. A denominagdo acima deve-se a interpretacdo geométrica de C,, pois
trata-se de um ponto do circulo |z| = 1 do plano complexo z. Mais ainda, tais raizes

dividem este circulo em exatamente n partes iguais.
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A partir desse momento, a fim de simplificar as notagdes, sempre que utilizarmos
C, estaremos nos referindo especificamente a p-ésima raiz da unidade (que anteriormente
denotzillmos por (,), sendo p um primo impar. Assim, fixado p primo impar, temos
C:=er . Sob essas condi¢des, denominaremos o corpo Q(C) como corpo ciclotémico. Para
melhor caracteriza-lo, apresentaremos o polindmio minimal de C, chamado polinémio

ciclotomico.
Proposicdo 6.2.1. O polindmio minimal de C sobre Q é

Pe(x) :=1+x+---+xP 2+ 71

Em particular, deg Pc(x) =p—1e[Q(0) : Q] =p - 1.
Demonstragio. Sabemos que C satisfaz a equagdo (¥ = 1 e que C # 1. Por outro lado,
F=1=C-DA+C+--+T2+0
Assim, é imediato que C anula o polindmio moénico P¢(x) € Q. Agora, utilizando o

Critério de Eisenstein, provaremos que P¢(x) € irredutivel.

Primeiramente, observemos que um polindmio f(x) é irredutivel em Q[x] se, e

somente se, f(x + c) é irredutivel em Q[x], sendo c inteiro.

Assim, basta provar que P¢(x + 1) é irrredutivel sobre Q[x] e, consequentemente
estard provado que P¢(x) é irredutivel. Desenvolvendo o polinémio P¢(x + 1) pelo

Bindmio de Newton, temos que:

Pc(x+1)=%=x’”‘1+(pﬁ1)xp‘2+(p€2)x”‘3+---+(2)x+(;19)

Dessa forma, P¢(x + 1) é um polindmio monico cujos coeficientes, exceto o de

maior grau, sdo divisiveis por p. De fato, dado k € {1, ...,p — 1}, sabemos que:

p\_ P _pp-1--(p-k+1
k] Kp-k! k!

é um numero natural.

Assim, k! divide o produto p(p —1)---(p — k + 1). Mas, como k! é um produto
de fatores menores que p e como p € primo, temos que k! ndo divide p. Desse modo,
p dividira tal coeficiente qualquer que seja o natural k € {1,...,p — 1}. Além disso,
p* £ p, em que p é o coeficiente independente. Logo, aplicando o Critério de Eisenstein,
obtemos que P¢(x + 1) é irredutivel; consequentemente, P(x) é irredutivel. O

Coroldrio 6.2.1. O corpo ciclotomico Q(C) é dado por:

Q) = {q0+q1C+q2C2+~--+qp_2CP‘2: g: € Q para todo i:O,...,p—2}
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Demonstragio. Pela proposi¢do anterior, sabemos que o grau do polindmio minimal de

Csobre Q é p — 1. Além disso, dadosa,b € N, a # b, tais quea,b =0,...,p — 2, temos

que C* # C. Assim, {1,C,C%,..., P72} constitui uma base para Q(C) sobre Q, implicando

que qualquer elemento o de Q(C) pode ser representado como:
a=qo+qC+qpl+-+q,007

em que q; € Q paratodoi=0,...,p—2.

Desse modo, @ pode ser visto como o valor de um polindmio com coeficientes

em Q aplicado em (, resultando em:

Q(0) {f(O): f(x) € Qlx]}
{q0+q1C+q2C2+---+qp_2Cp_2: g; € Q paratodo i = 0,...,p—2}.

O

Observacdo 6.2.3. Seguindo a abordagem de Lamé, utilizada para a decomposigdo da
equagdo x” + iy’ = z¥ em funcdo de p-ésimas raizes da unidade e apresentada na secdo

anterior, pode-se reescrever o polindmio minimal de C como sendo:

Pi(x) = 1+x+x"+-+x"!

(== (x=C

De maneira simplificada temos, portanto, que:
p—1
Pe(x) = [ J(x- )
i=1
Essa caracteriza¢do do corpo ciclotomico nos fornece um resultado anédlogo a

uma relacdo ja conhecida, segundo a qual Q é o corpo de fragdes de Z.

Proposicdo 6.2.2. O corpo de fragdes de Z[(] é igual a Q(C).

Demonstragio. Pela proposi¢do anterior, sabemos que

Z[(] :{ao+a1C+a2C2+---+ap_2C”'2: a; € Z para todo i:O,...,p—Z}

Assim, é imediato que Z[C] € Q(0).

Consideremos K o corpo de fragdo de Z[(], ou seja,

K = {% :a,beZ[C]}

Tomemos x € Q(C). Como Q é o corpo de fragdes de Z, segue que:

Ao I a ., a p—2
X=—+—0C+— + -+ —
b T ot b "
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em que a;, b; € Zparatodoi=0,...,p—-2.
Desse modo,

‘= ﬂobl s bp_z + a1b0b2 ce bp—ZC + ﬂzboblbg, ce bp_zcz + -+ ﬂp_zbo s bp_ch—Z
boby - - - bp—2

resultando que x € K.

Como x foi escolhido de forma arbitraria em Q(C), concluimos que Q(C) € K.
Entao,

Z[(] € Q(C) €K

Por outro lado, caso x € K, por defini¢do, temos que existem a,b € Z[(] com

b # 0 tais que x = %. Agora, como b é invertivel e a,b € Z[(] € Q(C), sendo Q(C) corpo,
obtemos que:
x= % =ab™' € Q(0)
Portanto K C Q, implicando que K = Q(C). |

6.2.2 Norma e Traco

Com o intuito de melhor caracterizar o anel de inteiros Og) do corpo Q(Q),
apresentaremos as defini¢des de norma e trago para corpos da forma L = Q(O) e,
em seguida, exemplificaremos tais conceitos no caso dos corpos ciclotomicos. Estas
defini¢des também serdo utilizadas nas proximas se¢des para a demonstragdo de
resultados auxiliares ao Teorema de Kummer.

Definicdo 6.2.2. Seja IL = Q(®) extensdo finita de Q. Uma imersio o : IL — C é uma fungio
injetora que preserva soma e produto de elementos em 1L, ou seja, dados a, p € IL, tem-se que:

ola+p)=o(a)+0(B) e ola-p)=oc(a) a(p)
Em outras palavras, o é um homomorfismo injetivo entre corpos.

Observacao 6.2.4. Relembramos que, como ¢ é um homomorfismo, entdo o(1) = 1,
donde segue por indugdo que o(n) = n para todo n € IN. Podemos provar ainda que

o(n) = n quando n € Z, e, consequentemente, temos que o(g) = g para todo g € Q.

Definicdo 6.2.3. Seja IL O Q uma extensdo de corpos e seja o € IL um niimero algébrico sobre
Q, cujo polindmio minimal seja dado por p(x) € Q[x]. Dizemos que as raizes de p(x) em 1L sio
conjugados de .

Observagdo 6.2.5. Daqui em diante, salvo em mengdo contraria, sempre que nos

referirmos aos conjugados de «, estaremos considerando a defini¢do acima.
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Teorema 6.2.2. Seja IL = Q(®) um corpo de grau n sobre Q, ou seja, tal que [IL : Q] = n. Entdo
existem exatamente n imersoes distintas o; : IL. —» C,i=1,...,n. Mais ainda, 5;(®) = ©; sdo

as raizes em C do polinomio minimal de © sobre Q, ou seja, os conjugados de ® sobre Q.

Demonstragio. Seja o : L — C uma imersao.

Observemos que para qualquer polindmio p(x) € Q[x], temos que o(p(®)) =
p(0(©)). Com efeito, consideremos

1

p(xX) = gmx" + -1 x™ + -+ q1x + g0 € Q[x]

Utilizando que ¢ é um homomorfismo e g; € Q para todoi = 0,...,m, segue que:

1

o(GmXx" + Guax" + -+ q1x + qo)

o(p(®))
Gn-10(©)" + §1-10(®)" " + -+ + q10(O) + qo

p(0(©))

implicando que ¢ é unicamente determinado pelo valor de ¢(©).

Por outro lado, sabemos que p(x) é o polindmio minimal de ® sobre Q, ou seja,

p(@) =0 = o(p(®)) = 0(0) =0 = p(c(®)) =0

Desse modo, 0(®) s6 pode ser uma das raizes de p(x) e, entdo, hd no méximo

n = degp(x) imersdes 0 : IL — C.

Portanto, resta-nos mostrar que, para cada conjugado ®; de ®, com i € IN, (sobre

Q), é possivel definir uma imersao tal que 0(0) = ©; e que hd exatamente 1 conjugados
®,em C.

Conforme j4 visto, sabemos que {1, 0,6..., @”‘1} constitui uma base de IL sobre
Q, donde dado um elemento a € I, ele tem a forma

a=ay+m0O+--+a,,0"1, em que g; € Q sempre quei=0,...,n -1

Assim, para cada i, definimos o; como sendo a aplica¢do o : L — C dada por:

Oi(llo + 6116 + e+ an_1®”_1) =day+ LZ]@i + e+ an_1®?_1

Neste caso, é imediato que cada o; preserva a soma. Para a demonstracdo de que

o; preserva o produto, consideremos «a, p € L tais que:

= ap+a®O+---+ an_1®"_1
= b() + b1® + -+ bn_1®n_1

Co+c®O+---+ Cn_1®n_1

R
=™ ™
Il
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em que a;,b;,c; € Qparatodoi=0,...,n—1.
Nessas condi¢des, tomando f(x) como o polindmio em Q[x] dado por:
f@)=(a+ax+-+a,1x" ) (bo+bix+ -+ b, x") = (co + crx + -+ 01X,

temos que f(x) anula ©.

Por outro lado, sabemos que se g(x) € Q[x] é um polindmio tal que g(®) = 0,
entdo g(®;) = 0 para todo ®; conjugado de © sobre Q. Dessa forma, comon f(x) anula
O, temos que f(x) anula ©;. Consequentemente, temos:

Gi(CQ + C1® + -+ Cn_1®n_1)

oi(a '[‘3)
= c+0®;+ -+, O
= (ap+aO; +---+ an_1®?—1) (bo + 01O + - + bn—1®?_1)
= 0i(@g+ @O+ +2,410") - 0i(bo + 11O + -+ + b,,0" )

= oi(a)-0i(p)
Logo, 0; como definido acima é de fato um homomorfismo injetivo.

Além disso, notemos que p(x) é irredutivel sobre Q, donde p(x) e p’(x) (derivada
do polinémio p(x)) sdo relativamente primos. Consequentemente, p(x) ndo possui raizes

multiplas, garantindo a existéncia de exatamente 1 conjugados ©; de ©.

Portanto, concluimos a demonstragdo de que hd exatamente 1 imersdes distintas
o:L—C. O

Nessas condi¢des, podemos definir o trago e a norma de um elemento com relagao

ao corpo a que pertence.

Definicdo 6.2.4. Seja IL = Q(®) um corpo de grau n sobre Q e 01, 0, . . ., 0, 05 monomorfismos
de IL em C. Dado « € 1L, definimos a norma e o trago de o com relagdo a extensio IL de Q como

sendo, respectivamente,

n n

N@ =[[ot@) e Tr@ =) o)
i=1 i=1
Observacgdo 6.2.6. Ao considerarmos IL = Q(®), estamos reduzindo o estudo geral
destas propriedades sobre extensdes finitas ao estudo das mesmas sobre extensdes
simples. De fato, sabemos que, dada uma extensao finita K de Q, existe um elemento ©,
chamado elemento primitivo, tal que K = Q(®) (para a demonstrac¢do, consultar Teorema
6.33, p. 271, em Martinez [10]). No entanto, destacamos que as nogdes de norma e trago
apresentadas podem ser generalizadas para qualquer extensdo IL de um corpo arbitrario

[F (fixado), conforme é mostrado em Silva [16].
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Exemplo 6.2.1. Consideremos o corpo L = Q ( v —19) eoelementoa =1+ V-19 € LL.
O polindmio minimal de V—19 sobre Q é dado por p(x) = x> + 19.

Como as raizes de p(x) em IL sdo exatamente V-19 e — V-19, temos que as
imersdes de Q[ V-19] em C sdo aplica¢des que fixam Q satisfazendo:

o1 (V=19) V=19
0,(V-19) = -v-19

Assim, utilizando diretamente a defini¢do de norma e trago, segue que:

N(@) = oi(@)-oxa) = (1+ V=19)(1 - V-19) =20
Tr(a) = o1(a)+ ox(a) = (1 + \/—_19) + (1 — \/—_9) =2

Observacao 6.2.7. Observemos que, estendendo o exemplo acima, podemos concluir
que a norma de o em relagdo ao corpo quadréatico Q[ Vm], quando m < 0, equivale,
numericamente, ao conceito de norma euclidiana, apresentado no Capitulo 3.

Com efeito, quaisquer imersdes de Q[ Vm] em C fixam Q, ou seja, podem ser
inteiramente determinadas pela imagem de /m. No entanto, visto que toda imers&o é
um homomorfismo, temos que as tnicas possibilidades para a imagem de /m via tais
imersdes sdo \m e —\/m.

Agora, como a € Q[ v/m], temos que 0 mesmo é da forma a = p + g vm, sendo

p,q € Q. Assim, segue da definicdo de norma que:
N(@) = (p+qVm) - (p = qVm) = p* —mq* = N(a)

Ressaltamos que tal igualdade s6 foi possivel tendo em vista que Q[ vm] é um
corpo de dimensdo 2 em relagdo a Q. Em outras palavras, o polindmio minimal de

qualquer um de seus elementos possui grau 2.

Notemos ainda que para o caso em que Q[ ym] é um corpo quadratico real,
terfamos apenas:

IN(@)| = N(a)

Proposicdo 6.2.3. Sejam IL = Q(O) um corpo de grau n sobre Q, a, p € IL e g € Q. Entdo, sdo
vdlidas as sequintes propriedades:

1. O trago é aditivo e a norma, multiplicativa, ou seja,

Tr(a+p) = Tr(a)+Tr(p)
N(a+B) = N(a)-N(B)
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2. Temos que
Tr(q-a)=q-Tr(a) e N(g-a)=4q"-N(a)

Em particular, os niimeros Tr(q) e N(q) sdo racionais. Mais ainda,
Tr(@)=n-q e N(@)=q"

Demonstragdo. O primeiro item decorre diretamente da defini¢do. De fato, considerando

as imersdes 01,0y, ...,0, de L em C e os elementos x, y € I, temos que:

n n

Y oia+p) =Y od@)+ ) 0i(p) = Tr(@) + Tr(p)
i=1

i=1 i=1

Tr(a + p)

n

Na+p) = [Joda+p =]]ot@)+]]oip) =N@+N@
i=1

i=1 i=1

Por outro lado, como ¢; é um homorfismo, temos que 0;(q) = g para todo g € Q,
donde segue a afirmacéao 2:

n n n n

Tr(g-@) = Y odq-@) =) odq)-oi@) =) q-0d@) =q- ) oia) = q- Tr(a)
i=1 i=1 i=1 i=1
N@G-@) = [[otg-0)=]]oi@ o) =] q-0i@ =q"- [ [ o) = ¢" - N(@)
=1 i=1

i=1 i i=1

Para o caso particular, basta notarmos que:

Tr(q) = Zn:oi(q) = iq =n-q
i=1 i=1
N(g) = f[ov(q) = ﬁq =q"

i=1 i=1

O

A partir dessas propriedades, somos capazes de definir a norma e o trago de
elementos em Q(Q).

Exemplo 6.2.2. Primeiramente, consideremos o elemento C no corpo ciclotdémico.

Sabemos que os elementos 1, C, (?,...,0" ! sdo todos p-ésimas raizes da unidade.
Além disso, conforme demonstrado na se¢do 6.2 (Observagdo 6.2.3), o polindmio minimal

de C é dado por:
-1
Px)=1+x+x>+---+x"1=| |(x-0)

]

=

I
—_
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Pela segunda igualdade, temos que os tnicos conjugados de C sobre Q sdo

C,C?,...,0" 1. Dessa forma, todos esses elementos possuem a mesma norma, dada por:

N@)=NQ=C- G0 =" =(@)7 =1
paratodoj=1,...,p—1.

Cabe ressaltar que o expoente de C na igualdade acima é natural visto que p é

um primo impar, garantindo que 2 divide (p — 1).

Analogamente, C e seus conjugados possuem o mesmo trago, o qual é dado por:
TH()=TrQ) =C+C+---+ " =-1

Neste caso, a igualdade segue da primeira identidade apresentada para o

polindmio minimal P¢(x).
Finalmente, por meio dos resultados, podemos obter o anel de inteiros de Q(C), o
qual serd dado por Z[(].

Lema 6.2.1. Os elementos 1—Ce 1 -/ sdo associados em Oq) para todo inteiro j =1,--- ,p—1.

Demonstragido. Notemos que dado j = 1,...,p— 1, os elementos 1 —Ce 1 - U sdo
associados em Z[(]. Com efeito, sabemos que para cada valor de j vale a relagdo:

1-0=1-00+C+---+0T2+07,

donde 1 — C divide 1 — /.

Por outro lado, fixado o valor de j, temos que 1 (unidade) é um mdc entre j e
p. Assim, pela Identidade de Bézout, existem ¢t,s € Z tais que jt + p(-s) = 1, ou seja,
jt + ps = 1. Agora, utilizando que

1-=1-x)1+x+---+x2+x 1
efazendox=Ce p = t, obtemos:
1-U'=1-)A+T+---+ T2+
Assim, 1 — U divide 1 — {". Porém, observemos ainda que 1 — U = 1 — , pois:

Cjt — Cps+1 — (Cp)s . C — C

Portanto, concluimos que, para cada valor de j especificado acima, 1—Ce 1 —

sdo associados. O

Proposic¢do 6.2.4. O anel dos inteiros de Q(C) é igual a Z|[C].
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Demonstragdo. Sejaa =ag+a;C+---+ ap_ZCP‘Z, coma; € Qparatodoj=0,...,p—2,um
inteiro algébrico sobre Q(C). Queremos mostrar que a; € Z para cada j nesse intervalo.

Tal notagdo para o inteiro algébrico a nos fornece a igualdade:
a—al=a(l1-0) =al-0)+a(C~C)+ - +a (02 =T
Dessa forma, utilizando as propriedades do trago (Proposigao 6.2.3), segue que:

Tr(a(1-0)

Tr(ao(1 = Q) + Tr(a(C = ) + -+ + Tr(a, o(CF? = T
ay-Tr(l= Q) +ay - Tr(C— ) + -+ app - TH(T > = ')

Além disso, sabemos que C e U, com j=0,---,p—2, possuem o mesmo trago.
Assim, como o trago é uma funcéo aditiva, temos Tr(C — {/) = 0 para qualquer valor

inteiro de j no intervalo acima. Consequentemente, temos:

Tr(@(1-0C) = ao-Tr(1-0)

ao - [Tr(1) = Tr(0)]
a - [(p-1) = (=1)]
= ap€Q,

onde a pentltima igualdade decorre da Proposigdo 6.2.3, visto que [Q(C) : Q] =p - 1.

Por outro lado, considerando os conjugados de a dados por o0;(a) = b;, em que
i=1,...,p—1, obtemos:

Tr(a(1-0))

Tr(a —aQ)

Tr(a) — Tr(aC)

(b + o+ bya) = (1L + oo by O
= B1-0 -+ +ha(1 -0

Agora, como jd visto, sabemos que 1 — C divide 1 — g paratodoj=1,...,p—1e,

assim, podemos escrever:
Tr(a(1-0)) =b'(1-0) € Q)

em que b’ é um ntimero racional.

Dessas igualdades, resulta Tr(a(1 — C)) € Q N Q(C); mais precisamente, pela
segunda igualdade, Tr(a(1 — C)) € (1 — (), sendo (1 — ) o ideal do anel de inteiros O

gerado por 1 — C. Nessas condigdes, segue que:

Tr(a(1 - C)) € Ogp N Q
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Além disso, como Z é o anel de inteiros de Q, temos que Z C Og), implicando
em Tr(a(1 - C)) € Z. Logo,

Tra(1-0)e{1-ONZ (6.5)

Por outro lado, sabemos que 1 —Ce1—-C,comj=1,---,p— 1, sdo0 associados,

donde obtemos:
p-1

P()=p=]]a-0)=ua-cy,

j=1

em que u é uma unidade de Og().

Desse modo, concluimos que pZ C (1 — (). Sabemos ainda que pZe{1-()NZ
sdo ideais de Z e, como p é primo, pZ é ideal maximal. Temos, portanto, que
1-0ONnZ=pZou{l-0O)NZ=272.

Mas, caso (1 = C) N Z = Z, como 1 € Z, deveria existir x € Og(z) satisfazendo

1=x-(1-0)

No entanto, isso ndo é possivel pois, caso contrério, 1 — C seria inversivel em
Oq(o) €, como p = u(1 — {)P!, teriamos que p também seria inversivel em Ogq(). Assim,
o candidato a inverso multiplicativo de p estaria em Og) € em Q. Porém, como

Ogq) NZ = Z, teriamos que p seria inversivel em Z, uma contradigdo.

Entdo, (1 - () N Z = pZ e, pela equagdo (6.5), temos que:

app = Tr(a(1 — C) € pZ e, assim, ay € Z

Resta-nos provar que ay,...,a, , € Z. Pela defini¢ao inicial de a, dado j =
1,...,p—2, temos:

alll = aqCP + 0P 4 aj_lcp—l +aj+apC+e+ ap_ch‘f‘2
Dessa forma, obtemos:
a1 =N =a(1 =T+ +ai(0 =D+ +a, (> - ")

Novamente, utilizando as propriedades do trago, segue que:
Tra(l =C7) = Triay(l=C) + Tray (T - 1)

aol(p —1) = 1] +a,2[-1 - (p - 1)]
app —ajp € Q

Procedendo de maneira semelhante a feita acima, mostra-se que Tr(a(1-CP /) € pZ.

Logo, temos que a; € Z para todo j = 0,...,p — 1, como queriamos provar.
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Consequentemente, demonstramos que o anel de inteiros do corpo ciclotomico é
dado por:
Oq = ZIC]

O

Observacgao 6.2.8. Devido ao resultado estabelecido acima, o anel Z[(] é denominado
anel de inteiros ciclotdmicos.

Destacamos ainda que, a partir de tal resultado, poderiamos obter o fato ja
demonstrado de que Q(C) é o corpo de fragdes de Z[(]. Com efeito, mais geralmente,
pode-se demonstrar que, se IL é uma extensao finita de Q, entdo o corpo de fragdes de O
corresponde ao proprio corpo IL (consultar Proposicdo 11.46, p. 925 em Rotman [15]).

6.3 A GENERALIZACAO DE DEDEKIND

Como destacado na primeira segdo, a ideia inicial de Lamé nao pode ser utilizada
para a prova geral do UTE, tendo em vista que a unicidade da fatoragdo em irredutiveis
verifica-se apenas em certos anéis. Com o intuito de reduzir este problema, Kummer
incluiu novos elementos, chamados niimeros ideais, ao anel inicial, obtendo, assim, uma

extensdo deste anel em que a unicidade fosse vélida.

Para exemplificar a técnica utilizada por Kummer, consideremos o anel Z[ V10].

Observemos que o numero 6 possui duas fatora¢des em irredutiveis’, a saber:

6=2-3=(4+ V10)(4 - V10)

No entanto, se introduzimos \/5 a fatoracdo, temos que:
4+ V10 = V2(2V2 + V5)

donde segue que as fatoragdes acima se reduzem a:

6= V2V2(2V2 + V5)(2V2 - V5)

Assim, ao estendermos o anel Z[ V10] ao anel Z[ V2, V5], obtemos a unicidade
da fatoracdo para o elemento 6, visto que 2 e 3 deixam de ser irredutiveis neste novo
anel. Neste contexto, segundo a teoria proposta por Kummer, a adigdo de tal elemento
ao anel inicial restaura a unicidade da fatora¢do neste caso, motivo pelo qual o elemento

v/5 é denominado um niimero ideal.

Motivado por tal ideia, posteriormente, 0 matematico alemao Dedekind intro-

duziu o conceito de ideal de um anel, o qual generaliza a ideia de ntiimeros ideais

1 A verificacdo de que tais elementos sio irredutiveis decorre da analise dos possiveis valores

para a norma de cada um deles, resultando que a mesma deve ser, necessariamente, igual a 1.



79

sugerida por Kummer. Sob essa 6tica, Dedekind desenvolveu a nogdo de fatoracdo em
ideais primos e mostrou que, apesar de alguns ideais ndo apresentarem a unicidade da
fatoracdo em irredutiveis, eles poderiam apresentar fatoragdo tinica em ideais. Com
efeito, sabemos que, dado um elemento inversivel u, vale a igualdade I = ul para
todo ideal I; nesse sentido, os elementos inversiveis ndo precisam ser considerados
na fatoragdo em ideais primos, ao contrario do que ocorre com a fatoragdo usual em

elementos irredutiveis.

Destacamos, porém, que o trabalho desenvolvido por Kummer nao explicitava
diretamente o conceito de ideais, estabelecido por Dedekind. Historicamente, alids, tal
conceito surgiu depois da demonstracdo completa do Teorema de Kummer. Entretanto,
a demonstragdo que forneceremos para o teorema em questdo serd fundamentada na
Teoria de Ideais de Dedekind, uma vez que a mesma possibilita uma das diversas
conexdes entre duas importantes dreas matematicas: a Teoria dos Ntimeros e Algebra
Abstrata. Além disso, a demonstracdo inicial, embora utilize uma terminologia mais
leve, necessita de uma série de resultados auxiliares, tornando-se relativamente mais
extensa, ainda que ndo menos elegante. Para uma apresentacdo detalhada dessa primeira

abordagem, sugerimos consultar Ribenboim [13] e Edwards [5].

Seguindo a generalizacdo feita por Dedekind, nosso objetivo agora serd mostrar
que o anel de inteiros ciclotomicos Z[(] satisfaz a unicidade da fatoragdo em ideais
primos. Para tanto, necessitaremos de alguns conceitos, como dominio de Dedekind, e

ideais fraciondrios, os quais serdo apresentados ao longo desta secdo.

6.3.1 Anéis Noetherianos

A fim de definirmos os Dominios de Dedekind, apresentaremos o conceito de
anéis Noetherianos, criado pela matematica Emmy Noether, juntamente com algum dos

principais resultados a eles associados.

Teorema 6.3.1. Seja A um dominio. Entdo as sequintes condigdes sdo equivalentes:

(1) Todo ideal I de A é finitamente gerado, ou seja, existem x1,...,x, € I com n € N tais que

I={xq,...,x,).

(i) A satisfaz a condigdo da cadeia ascendente, ou seja, dada uma cadeia ascendente de ideais

de A
LhchLc...cl,C...

existe m € IN tal que I, = 1, para todo natural n com n > m.

Em outras palavras toda cadeia ascendente de ideais em A é estaciondria.

(iii) Toda familia S nio vazia de ideais de A possui um elemento maximal, ou seja, existe um
ideal M € S tal que,sel € Sel D M, entio I = M.
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Demonstragio. Seja A um dominio de integridade.

(i) = (ii) Consideremos uma cadeia ascendente de A denotada por:

hchc...cl,C...

Definimos I = U L.
neN
Sabemos que I é um ideal de A; assim, por hipétese, temos que I é finitamente

gerado, ou seja, existem x1,...,xr € I, com k € N, tais que I = (xq,...,x).

Além disso, para cada x; fixado, em que i =1,...,k, existe n; € N tal que x; € ..
Tomemos m = max{xy,...,x}. Entdo, temos que I C I,. Por outro lado, como m € IN,

temos que I,,, C I.
Logo, I = I, fazendo com que I, seja igual a I,, para todo natural n > m.
Portanto, a cadeia ascendente acima (arbitraria) estabiliza.
(if) = (iii) Seja S uma familia ndo vazia de ideais de A e seja I; € S.

Caso I; seja um elemento maximal, ndo temos nada a fazer. Assim, suponhamos

que exista I, € Stal que I; € L.

Novamente, caso I, seja elemento maximal, o resultado segue. Caso contrario,
existe I3 € S tal que I, € I5. Procedendo desta forma, obtemos um elemento maximal de

S ou entdo uma cadeia ascendente de ideais em A dada por
Lche...cl,g...,

que ndo estabiliza.

No entanto, neste caso, terfamos uma contradi¢cdo com a hipétese. Logo, segue

que S possui um elemento maximal.

(1if) = (i) Seja I ideal de A. Consideremos

S :={J] c A:]éideal finitamente geradode A e | C I}

Observemos que S # @, visto que (0) € S. Assim, como S é uma familia ndo
vazia de ideais de A, temos que S possui um elemento maximal, digamos M. Como M é
finitamente gerado, podemos escrever M = (x, ..., x,) em que n é natural. Provaremos

queM = L.

Por construcdo, sabemos que M C I. Suponhamos, por absurdo, que I ¢ M.
Entdo, existe a € [ tal que a ¢ M.

Dessa forma, definimos o ideal M’ = (4, xy, ..., x,). Temos que M’ € S, pois M’ é

um ideal de A finitamente gerado e M" C I. Entretanto, temos que M ¢ M’, contrariando



81

a maximalidade de M. Portanto, concluimos que I = M e, assim, I é finitamente gerado,
como queriamos provar. O

Definicao 6.3.1. Dizemos que um anel A é Noetheriano se satisfaz as condigdes equivalentes
apresentadas no Teorema 6.3.1.

Exemplo 6.3.1. Utilizando a caracteriza¢do fornecida por (i), é imediato que Z é um
anel noteheriano, uma vez que todos os seus ideais podem ser gerados por um tinico
elemento. Mais precisamente, dado um ideal I de Z, ele é da forma nZ, em que n é um

numero inteiro.

Com efeito, seja [ ideal de Z. Se I = {0}, temos que I = 0Z. Assim, podemos supor
sem perda de generalidade que I # {0}. Assim, existe a € I, tal que a # 0. Além disso,
como 0 —a = —a € [, temos que I contém ntiimeros naturais. Dessa forma, utilizando
o Principio da Boa Ordenacao, é possivel tomar n € Z como sendo o menor niimero
natural em .

Consideremos m € I; como Z é um dominio euclidiano, existem ¢, r € Z tais que
m=ng+re0<r<n. Agora, como I é ideal, temos que r = m — ng € I, resultando, pela

minimalidade de n, que r = 0. Logo, m = nq e, consequentemente, I C nZ.

Por outro lado, se m € nZ, temos que m = nt, em que t € Z. Assim, m € Z,
implicando que nZ C Z.

Portanto, segue que I = nZ. Como I foi tomado arbitrariamente, concluimos que

todos os ideais de Z sdo finitamente gerados e, entdo, Z é um anel noetheriano.

Observemos que, utilizando (i), concluimos ainda que todo dominio de ideais
principais é, em particular, um anel noetheriano, uma vez que todos seus ideais sdo
gerados por um tnico elemento. No entanto, a reciproca ndo é verdadeira. De fato,
sabemos que todo dominio de ideais principais possui fatoracdo tinica em irredutiveis
(i.e, ¢ um dominio de fatoragdo tinica). Mas, como serd mostrado a seguir, nos anéis
noetherianos garantimos apenas a existéncia da fatoragdo em irredutiveis, mas nao a

unicidade.

Proposicdo 6.3.1. Sejam A um anel noetheriano e a € A um elemento ndo nulo e ndo inversivel.
Entdo a é um produto finito de elementos irredutiveis.

Demonstragio. Consideremos a familia de ideais de A dada por:

S={a):aeA,a+0eando possui fatoragdo em irredutiveis em A}

Provaremos que S = 0. Suponhamos, por absurdo, que S seja ndo vazio. Como

A é noetheriano, § admite um elemento maximal, digamos (m).
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Sabemos que m ndo é irredutivel, caso contrdrio, ele préprio constituiria uma
fatoracdo em irredutiveis. Desta forma, existem a,b € A ndo nulos e ndo inversiveis
satisfazendo m = ab. Assim, (m) C {(a) e (m) C (b).

Por outro lado, notemos que {m) # {(a). De fato, caso contrério, teriamos que
m | aea|m,donde a e m seriam associados. Entretanto, neste caso, resultaria que b
é inversivel, uma contradi¢do com a hipétese inicial. De modo andlogo, temos que
(m) # (b).

Entdo, obtemos que (m) < (a) e (m) < (b) e, consequentemente, (a) e (b) ndo
podem estar em S, pois, do contrario, terfamos uma contradi¢do com a maximalidade
de m. Mas, como a,b € A sdo elementos ndo nulos nédo inversiveis em A, segue que
0s mesmos possuem fatoragdo finita em irredutiveis em A. No entanto, como m = ab,
concluimos que m também possuird uma fatoragdo finita em irredutiveis, gerando uma

contradicdo.

Consequentemente, S = () e, assim, todos os elementos ndo nulos e ndo inversiveis

possuem uma fatoragdo finita em irredutiveis em A. O

Pela proposicdo acima, conclui-se que um anel noetheriano deixa de ser um anel
fatorial somente no caso em que existe um elemento com mais de uma fatoragdo em
irredutiveis. Como serd provado posteriormente, de fato, existem aneis noetherianos
para os quais ndo vale a unicidade da fatora¢do de um elemento em irredutiveis. Com
efeito, mostraremos que o anel de inteiros Z[(] é um anel noetheriano, no entanto, o
mesmo s6 é um DFU sob condigdes especificas, as quais dependem do chamado niimero
de classe.

Por fim, apresentamos um resultado relevante a respeito dos anéis euclidianos,
o qual nos permitird provar que o anel dos inteiros ciclotdmicos Z[C] é um anel

noetheriano.

Proposicdo 6.3.2. Seja f : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Se A é um anel
noetheriano, entio B também é noetheriano.

Demonstragdo. Seja | um ideal de B. Mostraremos que | é um ideal finitamente gerado.

Notemos que, como f é um homorfismo sobrejetor, f~(]) é um ideal de A; por
outro lado, como A é anel noetheriano, f~!(]) é finitamente gerado. Sem perda de

generalidade, consideremos f ) =Ax1, ., x0).

Sejam y € ] e x € A tais que f(x) = y. Como x € f~!(]), temos que existem 4; € A,

comi=1,...,n,satisfazendo:

X=mxX1+ ...+ a,X,
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Utilizando novamente que f é um homomorfismo, temos que:

y=fx)= flaxs +... +a,x,) = f(a1)f(x1) + ...+ f(an) f(xn)
em que f(a;) € Bparatodoi=1,...,n.

Agora, como f(x;) € | e y foi tomado de forma arbitraria em J, concluimos que

J = {f(x1),..., f(xn)), ou seja, ] é finitamente gerado.

Portanto, B é noetheriano. O

A
Corolario 6.3.2. Se A é um anel noetheriano e I um ideal de A, entdo o anel quociente (7

também é noetheriano.
Exemplo 6.3.2. Vamos provar que o anel Z[(] é noetheriano. Consideremos o polindmio
minimal de C denotado por P¢(x). Sabemos que o anel dos inteiros ciclotdmicos pode

ser visto como o seguinte anel quociente:
_ Z
(Pc(x)

Além disso, conforme ja mostrado, Z é um anel noetheriano. Logo, pelo corolario

Z[C]

anterior, segue que Z[(] é noetheriano.

6.3.2 Dominios de Dedekind

Estendendo a nocado de inteiro algébrico da defini¢do 2.1.4, para um anel arbitrario
A obtemos:

Definicdo 6.3.2. Sejam A e B anéis comutativos com unidade, com A subanel de B. Dizemos
que o € B é inteiro sobre A se existir um polindmio monico nio nulo f(x) € Alx] tal que
f(a) = 0. Quando todos os elementos de B forem inteiros sobre A, diremos ainda que B é inteiro

sobre A. O conjunto (ou anel) de inteiros de B sobre A serd denotado, em geral, por Op(A).

Observacao 6.3.1. No caso em que A e B da defini¢do anterior sdo corpos, é comum nos
referirmos ao elemento @ como sendo algébrico sobre A.

Sob as condiges iniciais da defini¢do anterior, cabe destacar que a seguinte
relacdo sempre se verifica:
A C Op(A)

uma vez que, se @ € A, basta tomarmos o polindmio f(x) = x, o qual possui coeficientes
em A, a fim de que tenhamos f(a) = 0.

Definicao 6.3.3. Seja A um dominio e K seu corpo de fracoes. Dizemos que A é integralmente
fechado se todo a € K que for raiz de um polindmio monico de A[x] estiver em A.

Em outras palavras, para todo polindmio monico f(x) € Alx] tal que f(a) = 0, com
a € K, tem-se que o € A.
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Observagao 6.3.2. Utilizando a definicdo anterior de inteiro sobre A, obtemos uma
caracterizagdo equivalente para A ser integralmente fechado. Neste caso, temos que A é
integralmente fechado quando o conjunto de inteiros sobre A corresponde ao préprio

conjunto A, ou seja, quando tivermos:
Op(A)=A
Apresentaremos agora um resultado que nos auxiliara na busca por dominios
integralmente fechados.

Proposicdo 6.3.3. Seja A um dominio de fatoragdo vinica. Entdo A é integralmente fechado.

Demonstragio. Seja A um DFU com corpo de fragdes K.
Consideremos « € K raiz do polindmio monico ndo nulo dado por:

1

f(x)=x"+a,4x"" + - +mx +ay € Alx]

) . b )
Como A é um DFU, existem b, c € A relativamente primos tais que a = o Assim,

utilizando o fato de que f(a) = 0, temos:
(] v+l
| ta,1|- +-o+a|=|+a =0
c c c

'+ a,_1cb" 4+ a7+ agc” = 0

resultando que

b, =—c (an_lb”_l +oe a4 aoc”_l)

Assim, c | b".

Agora, suponhamos, por absurdo, que ¢ nao seja inversivel em A. Entdo, existe
um primo p em sua fatoragdo em irredutiveis. Como c | ", segue que p também divide
b, uma contradicdo com o fato de que b e ¢ sdo relativamente primos. Portanto, ¢ é

invertivel, donde concluimos que a = bc™! € A, como queriamos provar. m|

A partir das nogoes ja apresentadas, somos capazes de definir os Dominios de
Dedekind.

Definicado 6.3.4. Dizemos que um dominio A é um Dominio de Dedekind se ele é integralmente

fechado, Noetheriano e todos os seus ideais primos nio nulos sdo maximais.

Exemplo 6.3.3. O anel Z é um Dominio de Dedekind. Com efeito, sabemos que Z
é Noetheriano pelo Exemplo 6.3.1. Por outro lado, como Z é um dominio de ideais
principais, temos que todo ideal primo é ideal maximal. Além disso, temos ainda que Z

é também um dominio de fatoragdo tnica, resultando que Z é integralmente fechado.
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Mostraremos agora que o anel de inteiros ciclotdmicos, nosso objeto de estudo,

também se caracteriza como um dominio de Dedekind.

Proposicdo 6.3.4. O anel de inteiros ciclotomicos Z[C] é um Dominio de Dedekind.

Demonstragido. Conforme mostrado na segdo anterior, sabemos que Z[(] é um anel

noetheriano. Provaremos, entdo, as outras duas condigoes.
1. Z][(] é integralmente fechado.

Primeiramente, lembramos que, conforme ja demonstrado na Proposigdo 6.2.2,
Q(C) é o corpo de fracdo de Z|[(].

Assim, seja o € Q(C) tal que f(x) é um polindmio moénico em Z[C][x] que anula a.

Queremos mostrar que o € Z[(].

Seguindo a notac¢do de inteiro sobre A (Observagao 6.3.2), queremos provar que

O (Z[Q)) = ZIC]

Utilizando a mesma observacdo, ja sabemos que

Z[C] < Oq (ZIC])

Para a inclusdo contrdria, notemos que Oq() (Z[(]) é, por defini¢ao, inteiro sobre
Z|[C]. Além disso, como foi mostrado na Proposic¢do 6.2.4, o conjunto dos inteiros de
Q(C) sobre Z é Z[(]. Em outras palavras, Z[(] é inteiro sobre Z.

Agora, usaremos que a condigdo de ser inteiro é transitiva 2 isto é,se A, B, C sdo
ideais tais que A € B C C, em que C é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A, entdo C é
inteiro sobre A. Dessa forma, concluimos que Ogq() (Z[(]) é inteiro sobre Z. Portanto,
segue que:
Oq( (ZIC]) € Oq) = ZIC]

concluindo nossa prova.
2. Todo ideal primo ndo nulo de Z[(] é maximal.

Seja I ideal primo ndo nulo de Z[C]. A fim de provarmos que I é maximal,

mostraremos o seguinte resultado auxiliar.

Afirmacdo 1: O ideal I N Z é um ideal primo nio nulo de Z.

2 Uma demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em Boeing [3] (Proposic¢do 3.1, p.

71).
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Prova. O fato de I N Z ser ideal de Z segue diretamente da defini¢cdo de ideal,
juntamente com a informacao de que I é ideal de Z[(].

Para a prova de que o mesmo é um ideal primo de Z, notemos primeiramente,
que INZ # Z. Agora, consideremos a,b € Z tais que ab € INZ. Assim, ab € [ e,
como I é primo, segue que a € I ou b € I. Consequentemente,a € INZoubelNZ,
comprovando que I N Z é ideal primo de Z.

Resta mostrarmos que I N Z é ndo nulo. Como I é ndo nulo, temos que existe
a € I com a # 0. Além disso, sabemos, pelo fato de I ser um ideal do anel de inteiros

ciclotdmicos, que I C Z[(], donde a é, em particular, um inteiro algébrico sobre Z.

Nessas condig¢des, existe um polindmio mdnico ndo nulo em Z[x] que anula «.
Sem perda de generalidade, consideremos o polindmio monico de menor grau n que
satisfaz esta propriedade. Dessa forma, existem ay, .. .,a,-1 € Z satisfazendo:

1

a"+a,d" + . +raa+ag=0,

donde segue que:
ag = —« (a1 +...+ an_la”_Z + az”_l)
Assim, ay € (@) N Z, sendo {a) o ideal de Z[(] gerado por a. Por outro lado, a é
um elemento de I, resultando que (a) C I e, por consequéncia,
(ayNZ CcInZ
Logo,ap € INZ.

Por fim, observemos que, pela minimalidade de 1, ay tem que ser diferente de

zero. Com efeito, caso contrario, poderiamos reescrever a equacdo acima como:
n-2 —
oz(al +...+a,1a +an_2) =0
Utilizando que a # 0, obterimos um novo polindmio, de grau -2 o qual anularia
a, contradizendo a minimalidade de n.

Agora, como I N Z é ideal primo nédo nulo de Z e Z é dominio de Dedekind,
temos que I N Z é um ideal maximal (ndo nulo) de Z. Dessa forma, usando que Z é um

anel, temos que o anel quociente i ¢ um corpo.

nZ
Consideremos a aplicagdo ¢ := mo Id

Lz ey 2L
0252l 5 ==,

onde Id o homomorfismo identidade e 7 homomorfismo candnico, ou seja, tal que
ni(x) = x +1 para todo x € Z[(]. Pode-se verificar diretamente que Ker(¢p) = INZ. Assim,

utilizando o Teorema de Isomorfismos de Anéis, obtemos o seguinte isomorfismo:

zZ 1)
nz "= Im(¢p) C N (6.6)
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Agora, utilizando o isomorfismo acima, juntamente ao fato de ser corpo,

INZ

também é corpo. Desse modo, como Z[(] é um dominio de

provaremos que

integridade, concluiremos que I é um ideal maximal de Z[(], como queremos.
Para essa parte da demonstracdo, utilizaremos outras afirmacdes.

Afirmacdo 2: Sejam A e B dominios tais que A C B e B é inteiro sobre A. Se B é corpo,
entio A também é corpo.?
Prova. Sejaa € A com a # 0. Queremos provar que a possui inverso multiplicativo em A.

1

Como A C B, temos que existe a! € Btal quea-a~! = 1. Por outro lado, como B

é inteiro sobre A e a™! € B, temos que existem ay, . .., 4,-1 € A, ndo todos nulos, tais que:
_1\" 1 n-1 1
(a ) +an_1(a ) +...+a1(a )+a0:0

Multiplicando a equacdo acima por 4" temos:
atta, . Amad i+ ad" =0

resultando que

al=— (an_l Fo+md T+ aoa”_l)

Ou seja, aleA como queriamos.

Afirmacao 3: O anel quociente

Nz
Prova. Seja p € @, ou seja, f = y + I para algum y € Z[(]. Para efeito de notagdo,

é inteiro sobre i

tacamos f = y + I =: . Queremos provar que existe polindmio moénico ndo nulo em

T~z due anula . Sabemos que y é inteiro sobre Z, uma vez que o anel Z[(] é inteiro

sobre Z.. Assim, existem ay, ...,a, € Z satisfazendo:
ag+ay+...+a,y" =0

sendo 7 o menor natural para o qual isso ocorre.

Tomando a classe da equagdo acima médulo , obtemos um polindmio que

_Z_
INZ
satisfaz a condigao esperada:

Go+my+...+a,y" =0

Assim, utilizando a inclusdo em (6.6) ea Afirmagao 3 acima, pela Afirmagdo 2, concluimos

que é corpo, provando que I é ideal maximal. m|

INZ

Pode-se provar mais: nessas circunstancias, B ser corpo é condi¢do necessaria e suficiente
para que A também o seja, conforme é mostrado em [3] (Proposigdo 3.2, p. 72).

3
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Observacdo 6.3.3. O resultado que demonstramos acima pode ser generalizado para
qualquer anel de inteiros de um corpo algébrico. Nesse contexto, pode-se demonstrar
que Oy, é sempre um dominio de Dedekind quando IL é uma extensao finita de Q,
conforme é feito em [4] (Proposicado 14, p. 764).

Na proxima subsecdo, provaremos que em um dominio de Dedekind, todo ideal
proprio ndo nulo se fatora unicamente em um produto de ideais primos. Dessa forma,
concluiremos que todo ideal préprio e ndo nulo em Z[(] pode ser escrito como o produto

de ideais primos.

Assim, ainda que ndo tenhamos necessariamente que cada elemento em Z|[(]
seja fatorado unicamente em elementos irredutiveis, obtemos uma nogéo semelhante ao

fatorarmos em ideais primos, os quais Kummer havia denominado niimeros ideais.

Para a demonstragdo desse fato, necessitaremos de um tipo especifico de ideais,
chamados ideais fraciondrios, os quais serdo também fundamentais para o estudo dos

primos regulares.

6.3.3 Ideais Fracionérios

Defini¢do 6.3.5. Sejam IL um corpo algébrico (i.e., uma extensdo finita de Q) e M C IL. Dizemos
que M é um ideal fraciondrio de O, (anel de inteiros algébricos de IL sobre Z) se as seguintes

condigdes sio satisfeitas:

(i) Existe y € Oy tal que yM C Oy,
(if) M é um Oy-mddulo, ou seja,

— Dados x,y € M, tem-se que x + y € M;

— Dados x € M e a € Oy, tem-se que ax € M.

Observacao 6.3.4. Notemos que todo ideal de A é um ideal fraciondrio, bastando tomar
y = 1 na defini¢do acima. Porém, existem ideais fraciondrios que ndo sao ideais. Na

verdade, os ideais fraciondrios sdo apenas uma classe especial de mdédulos (veja [11]).

Embora a nogdo de ideal fraciondrio possa ser utilizada sobre qualquer corpo
algébrico, quando tomamos O;, como um dominio de Dedekind, o seu conjunto de
ideais fraciondrios adquire uma estrutura de grupo multiplicativo, como serd mostrado

adiante.

Antes de provarmos tal resultado, relembramos o conceito de produto de ideais e

apresentamos a nog¢do de divisibilidade envolvendo os mesmos.
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Definicao 6.3.6. Sejam I e | ideais de um dominio A. Definimos o produto de I por |, denotado

por I], como:

I] = inyi,emquexi €elLyieJenelN
i=1
Em outras palavras, o produto I] é definido como sendo o conjunto de todas as somas
finitas de elementos da forma xy, em quex €l ey € .

Observacgdo 6.3.5. Apesar de os ideais fraciondrios ndo serem, necessariamente, ideais,
estenderemos a nogdo de produto de ideais, tal como foi apresentada acima, para os

ideais fraciondarios.

Definig¢do 6.3.7. Seja IL um corpo algébrico, cujo anel de inteiros algébricos seja dado por Oy..
Consideremos I e | ideais de Oy.. Dizemos que ] divide I se existe um ideal K € Oy, tal que I = K]J.

Nessas circunstancias, o seguinte resultado garante a estrutura de grupo multi-

plicativo para o conjunto de ideais fraciondrios quando Oy, € um dominio de Dedekind.

Proposicdo 6.3.5. Seja IL um corpo algébrico. O conjunto de ideais fraciondrios ¥ (IL) de Oy,
quando o mesmo é um dominio de Dedekind, constitui um grupo abeliano multiplicativo sob
o produto de ideais. Em particular, o conjunto de ideais fraciondrios F de Z[C] é um grupo

multiplicativo abeliano.

Demonstragido. A demonstragdo completa desta proposigdo para o caso em que IL = Z[(]
pode ser encontrada em [3] (Teorema 4.1, p. 102). Para o caso geral, a prova é

completamente andloga. Apresentaremos aqui apenas uma ideia geral da prova.

Notemos que, a fim de que ¥ (IL) seja um grupo multiplicativo, devemos ter que
tal conjunto é ndo vazio (o que é imediato, visto que todo ideal de Oy, é, em particular,
um ideal fraciondrio), fechado para a multiplicagdo de ideais e dotado de um elemento
neutro (a saber, o proprio anel Op). Além disso, a operagdo em questdo deve ser
associativa e comutativa e, por fim, todo ideal fraciondrio deve admitir um inverso

multiplicativo em ¥ (L).

Com excecdo da existéncia de inverso multiplicativo, todos os demais resultados
decorrem exclusivamente das defini¢des de ideal fracionario e produto de ideais, sendo
necessarios apenas alguns calculos algébricos. Dessa forma, para a prova dos mesmos

nao se faz necessdria a condi¢ao de IL. ser um dominio de Dedekind.

No entanto, para a existéncia do inverso multiplicativo, tal exigéncia é, ndo
somente necessdria, como, também, suficiente. Com efeito, o resultado aqui enunciado
constitui uma outra caracteriza¢do para os dominios de Dedekind. Para a demonstra¢do

deste fato, sdo necessarias uma série de afirmacoes auxiliares, envolvendo o calculo
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com os ideais fraciondrios. Destacaremos apenas o formato do inverso multiplicativo e

algumas de suas propriedades, as quais serdo utilizadas posteriormente.

Dado I € ¥ (L), sabemos que existe y € Oy, tal que yI € Oy. Utilizando que Oy, é
dominio de Dedekind, pode-se provar que yI =: | é um ideal de Oy.. Nessas condicdes,
o inverso multiplicativo de I é dado por:

M=yt =y{xelL: x] SO}

Além disso, mostra-se que, se M é um ideal maximal de Oy, satisfazendo I € M,
entdo tem-se que I C IM™! e que, para todo ideal | de Oy, segue que (JI"")I = J. O

Coroldrio 6.3.3. Sejam I e | ideais de Oy. Entio, I divide | se, e somente se, ] C I.

Demonstragdo. Caso tenhamos que I divide |, entdo existe K € Oy, tal que | = KI, donde
resulta que | C I. Por outro lado, caso | C I, temos que:

JItcirt =0y
Assim, JI™! é um ideal de Oy.. E, como (JI1)I = J, concluimos que [ divide ]. O

A partir da defini¢cdo de grupo de classe, e sabendo que o mesmo adquire uma
estrutura de grupo multiplicativo no caso em que o dominio a ele associado é de
Dedekind, obtemos um dos principais resultados referentes a unicidade da fatoragao

em ideais primos.

Teorema 6.3.4. Se A é um dominio de Dedekind, entdo todo ideal préprio ndo nulo tem fatoragio

linica em ideais primos.

Demonstragio. Seja S o conjunto de todos ideais préprios ndo nulos em A que nao sdo

produto de ideais primos.

Caso tenhamos S = @, ndo ha nada a fazer, visto que todos ideais proprios e ndo

nulos em A serdo, consequentemente, o produto de ideais primos.

Assim, consideremos S # @. Como A é um dominio de Dedekind, em particular,
A é um anel noetheriano. Dessa forma, S admite um elemento maximal, digamos I.
Observemos que I ndo pode ser um ideal maximal, uma vez que todo ideal maximal é
um ideal primo (pois A é anel comutativo) e, caso fosse ideal primo, I seria sua propria

fatoracdo em ideais primos.

Entdo, podemos considerar o ideal M como sendo o ideal maximal (e, consequen-
temente, ideal primo) contendo I, ou seja, I € M. Desse modo, temos que:

ICIM'Cc MM = A,
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donde M™'I é um ideal préprio de A que contém I.

Destacamos que a primeira inclusdo decorre diretamente do fato de I ser um

ideal e, em particular, ser um ideal fraciondrio de A.

Por outro lado, notemos que, como I estd contido tanto em M quanto em IM™,
nenhum deles pode estar em S, pois, caso contrdrio, teriamos uma contradi¢do com o
fato de I ser elemento maximal de S. Assim, temos, pela definicdo de S, que M e IM™!

se escrevem como produto de ideais primos.

Consequentemente, existem Mj, ..., M,, com r € IN, ideais primos ndo nulos de

A que satisfazem:
IM™ =M, ---M,

Multiplicando a equagdo anterior pelo inverso multiplicativo de M, obtemos:

I=IM'M=MM;---M,

Como M também se escreve como produto de ideais primos, concluimos que I
se decompde em ideais primos, uma contradi¢do com o fato de I ¢ S. Logo, temos que

S # 9, resultando que todo ideal préprio ndo nulo em A se fatora em ideais primos.

Resta, entdo, demonstrarmos a unicidade de tal fatoracdo. Para tanto, considere-
mosIy,...,I,e]i, ..., Js,sendor,s € Ner <s,ideais primos ndo nulos e proprios de A
tais que:

Lo L=]-]s (6.7)

Notemos que I; divide o produto [; - - - J; e, como [; é um ideal primo, segue que
ele divide J; para algumi € {1,...,s}. Sem perda de generalidade, consideremos que I;
divida J;. Assim, existe um ideal K em A tal que J; = [K C I;.

Por outro lado, como A é um dominio de Dedekind, sabemos que todos ideais
primos ndo nulos sdo ideais maximais. Nesse contexto, temos que J; e I; sdo maximais,
resultando que os mesmos sdo iguais (visto que I, J; # A por hip6tese). Desta forma,

multiplicando a equacgdo (6.7) por I"!, temos:
L---L,=Jp]s

Repetindo esse processo, obtemos:

A:]Hl"']s

Consequentemente, segue que [, - Js = (J;41)™' 2 A, uma contradicao, pois
]r+2"']s CA.

Logo, devemos ter r = s, donde segue que as fatora¢des tomadas inicialmente

sdo as mesmas a menos da ordem dos fatores. m|
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Coroldrio 6.3.5. Todo ideal préprio e ndo nulo do anel de inteiros ciclotomicos Z[(] se fatora

unicamente em ideais primos.

Além de estabelecer a unicidade da fatoragdo em ideais primos para o anel
de inteiros Z[(], como mostrado acima, a nog¢do de ideal fraciondrio permite ainda
estabelecer sob quais condi¢des temos a unicidade da fatoragdo de elementos de Z[(]
em irredutiveis.

Teorema 6.3.6. A fatoragio de elementos em Z|[(] é vinica se, e somente se, Z[C] é um dominio

de ideais principais.

Demonstragio. Ja sabemos que todo DIP é, em particular, um DFU. Assim, para a
demonstracdo do teorema, precisamos provar apenas que, se a fatoragao de elementos
em Z[(] é tnica, entdo, Z[C] é um DIP.

Pelo corolério 6.3.5, sabemos que todo ideal préprio e ndo nulo de Z[(] se fatora
unicamente em ideais primos. Além disso, como o produto de ideais principais é
também um ideal principal, segue que a demonstracdo do teorema se reduz a mostrar

que, sob a hipétese acima, todo ideal primo de Z[(] é principal.

Seja [ ideal primo ndo nulo de Z[(]. Consideremos a € I com o # 0. Notemos que
a ndo é inversivel pois, em caso contrério, teriamos que 1 € I resultando que I = Z[(].

No entanto, isso geraria uma contradi¢do com o fato de I ser ideal primo.

Por outro lado, sabemos, da hipétese inicial, que Z[(] é um dominio de fatoracdo

Unica. Entdo, existem m € IN e py, ..., pn € Z[(] elementos irredutiveis tais que:
a=pi-pm€l

Como I é um ideal primo, devemos ter p; € [ para algum i € {1,...,m}, ou seja,
(piy € 1. Agora, sabemos que em um DFU, todo elemento irreudivel é primo, resultando
que p; é primo em Z[(]. Desse modo, segue que o ideal (p;) é primo. Como Z[(] é um
dominio de Dedekind, temos que tal ideal é, consequentemente, um ideal maximal.

Nesse contexto, analisando as inclusdes:

(piy 1< Z[C]

e utilizando o fato de (p;) ser maximal, devemos ter que I = (p;), visto que I # Z[(].

Logo, concluimos que I é um ideal principal e, por consequéncia, pela argumen-

tagdo feita acima, temos que Z[C] é um dominio de ideais principais. O

Notemos que, por meio desse resultado, conseguimos avaliar melhor o porqué

de a ideia inicial de Lamé ndo ser valida para todos os dominios Z[(], uma vez que,
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dependendo do valor de p, o anel Z[(] pode ndo ser um dominio de fatora¢do tnica.
Sob tais circunstancias, sua ideia ndo seria capaz de demonstrar o Ultimo Teorema de

Fermat para todos expoentes primos.

Dessa forma, a utilizagdo da fatoracdo de ideais em ideais primos torna-se mais
promissora, tendo em vista que sua unicidade é sempre garantida em Z[(], conforme
demonstrado no Corolario 6.3.5, ao contrario da unicidade da fatoragdo de elementos

em irredutiveis.

Com o intuito de melhor nos aprofundarmos na fatora¢do de ideais e demonstrar-
mos o teorema estabelecido por Kummer, o qual generaliza a abordagem pretendidaa por
Lamé para os primos regulares, apresentaremos na proxima segdo conceitos fundamentais

para o entendimento e a prova de tal teorema.

6.4 GRUPO DE CLASSE E PRIMOS REGULARES

A fim de definirmos grupo de classe e melhor compreendermos a nogdo da

fatoracdo em ideais, apresentamos o conceito de norma de um ideal.

Definicdo 6.4.1. Sejam IL um corpo algébrico I um ideal nio nulo de Oy.. A norma de I (ou

ainda, a ordem de I) é definida como a cardinalidade do anel quociente (%), ou seja,

_a[Or
N(@) = #(T)

Provaremos agora que, nas condi¢des da defini¢do acima, a norma de um ideal
estd bem definida, isto é, N(I) é finita. Para tanto, consideraremos o seguinte resultado,
cuja demonstragdo pode ser encontrada em [18] (Coroldrio 5.10, p. 115) e em [10] (Lema
6.60, p. 293):

Lema 6.4.1. Sejam IL um corpo algébrico e a € Oy, com a # 0. Consideremos o ideal principal
de Oy, gerado por a, ou seja, o ideal I = («). Entdo, temos que a norma de I satisfaz a sequinte

igualdade:

_ _4(OL)
N(I) = N({o)) = #(<a>) = IN(a)|

em que N(a) é a norma* de a com relagio ao corpo algébrico IL.

Em particular, a norma de um ideal principal é finita.

Proposigdo 6.4.1. Sejam IL um corpo algébrico e I ideal nio nulo de Oy.. Entdo, N(I) é finita.

Demonstragio. Seja o € I, com a # 0. Como [ é ideal de Oy, temos que Opa € I. Em

outras palavras, temos que (@) C I, sendo (@) o ideal de Oy, gerado por a. Desse modo,

4 Tal nogao foi apresentada na Definigio 6.2.4.
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temos que:
I _ Oy
—Cc =
(@)~ {a)
Consideremos a seguinte aplicagdo:
(Ov Or
o (@) = (7

x+{a)y — x+1

Notemos que, por construgdo, ¢ é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Além
disso, seu ntcleo é dado por:

Ker(¢) x+{a): ¢(x + (a)) = 0}

{
x+{a):x+1=0}
{

x+{a):x€l}
(@)

(a)
Assim, aplicando o Teorema dos Isomorfismos de Anéis, obtemos o isomorfismo:
@)

(@) (Ou
(@)
(@)

Consequentemente, temos que a cardinalidade de (OI ) é igual a cardinalidade

do quociente a esquerda na equagao acima.

I
"\

eles sdo grupos abelianos aditivos. Mais ainda, temos que o segundo é subgrupo do

OL
Observemos ainda que, como @ sdo anéis quocientes, em particular,

primeiro.

Por outro lado, pelo lema anterior, sabemos que a cardinalidade do primeiro é
finita, no caso, igual a IN(a)|. Dessa forma, também a cardinalidade do segundo é finita,

pois o mesmo é um de seus subgrupos.

Agora, como o grupo ( ) é finito, aplicando o Teorema de Lagrange, temos

(@)

que as ordens destes grupos sdo tais que:

' divide

O—' IN(@)|

‘() (@)
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Portanto, segue que a cardinalidade do quociente a esquerda equivale a divisdo
das ordens dos grupos acima, donde resulta que:

O
(a) _ OL .
[1] =#(%) =m0
(a)

Como as ordens acima sdo ambas finitas, concluimos que a cardinalidade de

(%) é finita. Logo, N(I) é finita, como queriamos provar. -

De modo semelhante a norma de um elemento em Z[(], temos que a norma de
um ideal é multiplicativa, ou seja, vale o seguinte resultado, que pode ser encontrado
em [3] (Proposigdo 4.7, p. 112):

Proposicao 6.4.2. Se I e | sdo ideais ndo nulos de Z|[(], entdo N(I]) = N(I)N(J).

Segue dai o seguinte corolario:

Coroldrio 6.4.1. Seja I um ideal nio nulo de Z[C]. Se N(I) é um niimero primo em Z., entdo I é

um ideal primo.

Demonstragio. Seja N(I) = p, com p nimero primo. Pela existéncia da fatoracdo em
ideais primos, temos que existemideais I, . .., I, em Z[(] satisfazendo I = I - - - I,,, donde,

pela proposicdo acima, segue que:

N(I) =N(l)---N(I,) =p

Por outro lado, como N(I;) ¢ um nimero natural paracadaj=1,...,nepé
um namero primo, devemos ter N(I;) = 1 ou N(I;) = p. Assim, a decomposicdo de I
em ideais primos, a qual é tinica, consiste apenas de n — 1 ideais unitdrios e um tinico
ideal I;;, com jy € {1,...,n}, tal que N(I;,) = p. Consequentemente, temos que I = I,

demonstrando que I é um ideal primo. O

Tais propriedades da norma de um ideal serdo fundamentais na demonstracdo

do Teorema de Kummer.

Neste momento, j& somos capazes de definir o conceito de grupo de classe.

Defini¢ado 6.4.2. Seja IL um corpo algébrico e ¥ (IL) o grupo de seus ideais fraciondrios nio
nulos. Consideremos ainda P(IL) o subgrupo de F (IL) constituido pelos ideais fraciondrios
principais. O grupo de classe, denotado por H(IL) é dado por:
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A norma de H(IL) é denominada niimero de classe ° de Oy, e é representada por:

O

h(L) = N(H) :=#|
(L) =N H) ( - )
Observacao 6.4.1. No caso em que L = Z[(], ou seja, corresponde ao anel de inteiros
ciclotdmicos, omitiremos a referéncia a Z[(]. Desse modo, denotaremos seu grupo
de ideais fraciondrios como ¥ e o subgrupo de ideais fracionarios principais como P.

Nessas circunstancias, diremos que H é o grupo de classes de Z[(], em que:

7’(:25

De modo semelhante, representaremos o niimero de classe de Z[C] por h.

Definicao 6.4.3. Dado 1L corpo algébrico, dizemos que dois ideais em Oy, estdo relacionados,
e escrevemos I ~ |, se existe um ideal fraciondrio principal K em Oy tal que I = K] ou,
equivalentemente, quando 1] € P(IL).

Em particular, se 1, | sdo ideais fraciondrios de Oy, diremos que I e | sido equivalentes
se eles pertencerem a mesma classe de P(IL) em F (IL), ou seja, se forem levados para o mesmo
elemento de H(IL).

A defini¢do acima nos permite definir a classe de equivaléncia de um ideal I de
Z|[(] de modo a obter a estrutura de grupo multiplicativo abeliano no conjunto das
classes de equivaléncia de Z[C].

Para tanto, podemos definir a classe de equivaléncia do ideal I como:

[[]={] e F : I = K] para algum K € P}

Além disso, considerando I um ideal fraciondrio, temos que existem y € Z[(] e |
ideal de Z[(] satisfazendo I = d™']. Dessa forma, segue que:

J=dl ={(d)]I

Agora, como (d) € P, temos que | ~ I, ou seja, toda classe de equivaléncia de um

ideal em Z[(] é ndo vazia.

Por outro lado, caso tenhamos I, ] ideais fraciondrios equivalentes, entdo deve
existir um ideal principal K € P tal que I = KJ e K = ¢"'L, para algum ¢ € Z[(] e algum
L € P. Consequentemente, temos que:

I[=KJ=c"'L],ouseja, I{c)=L]J

> Notemos que, pela Proposicao 6.4.1, o ntimero de classe estd bem definido como um ntimero

natural.
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De modo semelhante, caso tenhamos IM = N, em que M, N sdo ideais em P,
resulta que I e | sdo equivalentes.

Logo, podemos redefinir a classe de equivaléncia do ideal I de modo mais geral:

[I]={JeF : IM=]NemqueM,N € P}
Definimos, entdo, o produto de classes de equivaléncia da seguinte forma:
101 := [1]]

Sob tais condigdes, é possivel provar que tal operagdo é comutativa e associativa.
Além disso, seu elemento neutro é dado por:

1y := |ZIC]]

Com efeito, utilizando a defini¢do do produto de classes e a defini¢do do ideal

I"! apresentada na Proposi¢do 6.3.5, obtemos as seguintes relagdes:

1]zl

Uit

Portanto, concluimos que, sob tal operagdo, o grupo de classes H é um grupo

rz1c] - [
] = 21

multiplicativo abeliano.

Observacgdo 6.4.2. Destacamos que essa andlise pode ser feita para qualquer anel de
inteiros Op. Utilizamos o anel Z[(] apenas para simplificar a notagdo. Contudo, sob
qualquer anel de inteiros define-se a classe de equivaléncia de um ideal de modo
inteiramente andlogo.

Consequentemente, prova-se que o conjunto das classes de equivaléncia H (L)
em Oy, é de fato um grupo. Mais precisamente, um grupo multiplicativo abeliano sob a
operacdo de produto de classes definida como acima.

Definicdo 6.4.4. Dizemos que p é um primo regular se p é um primo que ndo divide o niimero
de classe h de Z|(].

A partir do namero de classe, obtemos um importante resultado sobre o anel
Z[C], o qual estabelece quando a unicidade da fatoragdo em irredutiveis sera valida
para todo elemento de Z[(] em funcéo de h.

Teorema 6.4.2. O anel de inteiros ciclotomicos Z[C] é um DFU se, e somente se, 0 niimero de
classe hde Z[(] é 1.
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Demonstracdo. Para a demonstracdo deste resultado, utilizaremos o Teorema 6.3.6,
segundo o qual Z[(] é um dominio de fatoragdo tnica se, e somente se, ¢ um dominio
de ideais principais.

Assim, utilizando as defini¢des de grupo e namero de classe, segue que:
Z[C]éum DFU & Z[(]éumDIP & F =P & N(H)=h =1
O

O teorema 6.4.2 nos fornece um método para verificar se o anel Z[(] é um
dominio fatorial ou ndo. Caso tal condigdo se verifique, a abordagem de Lamé torna-se
valida e, consequentemente, o Ultimo Teorema de Fermat é demonstrado para o primo

p associado a tal anel.

No caso dos anéis de inteiros ciclotdmicos para os quais o valor de p é inferior a
100, pode-se mostrar, por meio de métodos computacionais, que os tinicos cujo nimero
de classe é 1 sdo aqueles em que p = 3,5,7,11,13,17 e 19 (para as demonstragdes,
sugerimos consultar o capitulo 10 de [18]). Assim, a ideia de Lamé nos permite

demonstrar o UTF para os primeiros ntimeros primos.

A tabela 2 apresenta os nimeros de classe para os anéis ciclotdbmicos com p
menor que 100, possibilitando a identificagdo dos primeiros ntimeros regulares.

p p_h

3 43 211

5 47 5 - 139
7 h3 4889

59 3 -59-233

61 41 - 1861

67 67 - 12739

71 7%.79241

73 89 -134353

79 553 - 377911

83 3 - 279405653

89 113 - 118401449
97  BTT - 3457 - 206209

]
e
P—'w;—:.
R o T e PR e o

Tabela 2 — Ntimeros de classe para primos menores que 100 [18]

Contudo, apesar da validade da ideia de Lamé para esses primos, a abordagem
feita por Kummer é mais abrangente, na medida em que demonstra o teorema para
quaisquer primos regulares, ou seja, primos que nado dividem o ntimero de classe. Em
particular, quando temos h = 1 (ou, equivalentemente, Z[(] sendo um dominio fatorial),
esta condicao se verifica.
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Mais precisamente, considerando ainda os primos menores que 100, os tinicos
casos do UTF que ndo sdo provados pelo Teorema de Kummer sdo aqueles em que o
expoente primo é 37,59, 67 (primos irregulares) e 74 (o qual ndo é mdltiplo de 4 nem de

nenhum primo regular).

Observacao 6.4.3. Destacamos que, no caso em que p = 3, temos a unicidade da
fatoracdo no anel de inteiros de Eisenstein, resultado que foi utilizado na prova do

Ultimo Teorema de Fermat: Caso 1 = 3, a qual apresentamos no Capitulo 3.

6.5 O TEOREMA DE KUMMER

Seguindo a ideia de Sophie Germain, Kummer adotou a divisdo do UTF nos dois
casos: quando o primo p ndo divide nenhuma das variaveis x, y e z (Caso 1) e quando
ele divide exatamente uma delas (Caso 2). Nessas circunstancias, ele provou o Teorema

para ambos os casos, sob a condicdo de p ser um primo regular.

No entanto, os conceitos e as propriedades vistos até 0o momento nos permitem
demonstrar apenas o primeiro caso, o que sera feito nesta tltima se¢do. Embora, ao
final da demonstracgdo deste, sua generalizacdo para o segundo se mostre relativamente
acessivel, ainda que possivelmente mais longa e trabalhosa, a verificagdo de um dos
resultados auxiliares torna-se complicada. Mais precisamente, teriamos que mostrar
que, fixado um primo regular p, se uma unidade em Q(C) é congruente a um inteiro
racional médulo p, entdo ela é a p-ésima poténcia de outra unidade do corpo ciclotdmico
(conforme mostraremos no Lema 6.5.1). Porém, no caso geral, a prova desse fato envolve
métodos complexos de Teoria de Ideais e Teoria dos Ntumeros Naturais, os quais se
distanciam de nosso objetivo principal. A demonstracdo completa do UTF para os
primos regulares sob essa abordagem é apresentada em [13] (Lema 3.4, p. 86) e em [5]
(Prova do Caso II, p. 171).

Para a demonstracdo do Teorema de Kummer (Caso 1), utilizaremos um ideal
especifico do anel de inteiros ciclotdmicos Z[(], no caso, o ideal gerado pelo elemento
1 - ¢, dado por:

['=(1-0)

Nessas condic¢des, estabeleceremos algumas propriedades deste ideal.
Proposicdo 6.5.1. Sejam I = (1 — C) e p um primo impar. Entdo, sdo vdlidas as relagoes:
Plt=(p)y e ND)=p

Em particular, I é um ideal primo.

Demonstragio. Pelo Lema 6.2.1, sabemos que 1 —Ce 1 — U sdo associados sempre que
j=1,---,p—1. Assim, utilizando a defini¢do de norma de um elemento para 1 - C,
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obtemos:
p-1

N(l—C)=H(I—Cj):1+12+...+1p—1:p

=1

Dessa forma, obtemos:
-1

w=][1-2)

]

=

Il
—_

Além disso, sabemos que, fixado j, temos [ := (1 - () = <1 — Cf>.

Logo, segue que

(p)=r"

A demonstragdo de que N(I) = p, segue diretamente da definicdo do ideal I e
do Lema 6.4.1. Sob tal condicdo, o fato de I ser um ideal primo decorre do Corolério
6.4.1. O

Lema 6.5.1. Dado o € Z[(], existe a € Z tal que:
a’? =a (mod I?)

Demonstragdo. Seja a € Z|[(]. Entdo, temos que @ = ap+a,C+-- -+ a,,_ZCP‘Z, emqueda; € Z
paratodoj=0,---,p—2.

Consideremos o polindmio p(x) = ag + a1x + - - - + 4,32 € Z[x]. Pelo Algoritmo

da Divisdo, existem q(x), r(x) € Z[x], com degr(x) = 0 ou r(x) = 0, tais que
p(x) = (1 - x)g(x) + r(x)
Nessas condic¢des, podemos escrever r(x) = r € Z e, assim,

a=p(C)=(1~-0)q(C) +r,

resultando que

a=r (mod]I)
Além disso, temos que °:
p-1
a’ — ¥ = H(oz — 1))
j=0

Agora,como1—-C €], temos C =1 (mod I) e, consequentemente, /=1 (mod I))

para qualquer inteiro j, implicando que:

a—-rll=a-r=0 (mod I),

®  Aigualdade segue da andlise feita na segdo 5.1; mais precisamente, da equagio (6.1).
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ou seja, a — r( € I.

Assim, segue que
p-1
al —rf = H(a —rg)el
j=0

Logo, a’ — 1" =0 (mod I’), donde o =¥ (mod I?). E, portanto, tomando a = r”
obtemos o resultado esperado: a =a (mod I?). O

Por fim, apresentamos alguns resultados auxiliares a fim de enunciar e demonstrar

o0 Teorema de Kummer.

Lema 6.5.2. As iinicas raizes da unidade em Q(C) sdo da forma +C°, em que s € Z.

Demonstragio. A prova deste Lema envolve resultados especificos da Teoria Algébrica
dos Ntumeros e, entdo, iremos apenas utilizar o resultado por ele estabelecido, sem
demonstra-lo. Uma demonstragdo completa € feita em [18] (Teorema 10.1, p. 170). O

Lema 6.5.3. Seja p(x) € Z[x] um polindmio monico cujas raizes possuam valor absoluto 1.
Entio, cada raiz é uma raiz da unidade.

Demonstragio. Sejam a, ..., a, as raizes do polindmio monico p(x) € Z[x]. Assim, temos
que p(x) tem a forma:

p() = (x —ar) -+ (x — ay)
Para cada k € IN, definimos o seguinte polindmio:

pex) = (x = @) - (x — ay) € Z[x]

Fixado k, sabemos, por defini¢do, que as fung¢des simétricas elementares” de p(x)
sdo dadas por:

v = d+ab++adf
v, = dal+akal+. +af_ak
UV, = a1 Q-

. . n
Ou seja, de modo geral, temos que v; consiste da soma com ( ) parcelas de
i

produtos das raizes de pi(x). Mais ainda, sabemos que cada fungdo simétrica é um

7" Para uma maior explicacdo sobre as fungdes simétricas de um polindmio e suas propriedades,

sugerimos consultar Martinez [10] (Segao 6.3, p. 265 — 267).
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polindmio da forma f(x,...,x,) € Z[xy,...,x,], donde segue que f(a,...,a,) € Z, isto
é,v;€ Zparatodoi=1,...,n.
Calculando o médulo de v; e lembrando que, por hipétese, cada raiz tem valor

absoluto igual a 1, obtemos:

k k_ [T
o1l = |of + b+ + ok < ol + - + el :(1):n

De modo semelhante, mostra-se que, para todoi =1,...,n, temos:
n
lvil < (z) (6.8)

Agora, utilizando as relagdes entre tais fungdes e os coeficientes de pi(x) (deno-

minadas Relagdes de Girard), obtemos:

pr(x) = x, — IX" X" = (D) olx + (=), € Zx]

E, como para cada i, temos que v; € inteiro, s6 pode existir uma quantidade finita
de polindmios do formato acima satisfazendo as desigualdades representadas em (6.8).

Dessa forma, existe m € IN com m # k satisfazendo:
pm(x) = pi(x)

Logo, existe uma permultacgdo 7 dos indices {1, .. ., k} tal que as fun¢des simétricas

destes polindmios verificam a relagdo:

a’?:af( emquej=1,...n

] N’

Assim, segue que:
@) = (“?)k - (“%))k = (i) = @)

Indutivamente, dado r € IN, prova-se que:

Ko om"
&; = o)

Por fim, como 7 é uma permutacdo no conjunto de valores para o indice i, temos
que 1"(j) = j, implicando, pela equagdo anterior, que:

kn! — amn!

a] ]

Portanto,
kn! _mn! — 1

aj

E, como k # m, garantindo que k" # m"™, concluimos que, de fato, a; é uma raiz

da unidade paratodoi=1,...,n. O
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Lema 6.5.4 (Lema de Kummer). Toda unidade de Z[C] é da forma rC8, em que r é um niimero
real e g, um inteiro.

Demonstragio. Seja € € Z[C] uma unidade. Como € é um inteiro algébrico, temos que o
mesmo é da forma:

e=ag+ml+---+a,,0" = f(0)

emqueaq; € Zparatodoi=0,...,p—2.

Agora, lembrando que N(C) = N({/) = -1 paratodo j = 1,...,p — 2, além das
propriedades da norma vistas na Proposigao 6.2.3, obtemos:

p-1

NE© =] [l - =+ ~a,2]

i=1
Como € é uma unidade, existe 6 € Z[(] tal que €6 = 1, donde resulta:

1=N(@) = N(ed) = N(e)N(5) .. N(e) = +1

Por outro lado, calculando a norma de € em funcdo dos monomorfismos o; de
Q(C) em C, temos ainda que:

N(e) = N(f(0)
Pl

= | |oiao +ail+ - +a, 207
o
= | ]a%tar-0iQ)+-+apa: ai(T7?)
o
= ap + m G+t ap_zci(P—Z)
o
= [[r©

i=1

Ou seja, 0s conjugados de € sdo da forma €; = f(C°), emques=1,...,p - 1.
Desse modo, temos que 1 = N(€) = €1+ - €,_1.

Além disso, o conjugado complexo de €; é dado por:
& =f0) = f@) = fT) = s

Assim, €; - €,_s = les)* > 0 para todos = 1,...,p — 2 e, pelo fato de p ser primo
impar, teremos que N(€) se expressa como a multiplicagdo de um ntimero par de fatores
do tipo |e;|*. Consequentemente, N(¢) é positivo, donde N(e) = 1.
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€s

Ainda, temos que - é uma unidade de Z[(], sendo seu inverso multiplicativo
p—s
correspondente ao seu proprio conjugado, o qual é dado por:

€s —_— — 1 €p—s

_ =1 _ -1 _

= €5(€p—s) ! = €€, = €ps € =

ep—s €;s
€ .
Desta forma, temos que o valor absoluto de éigualal:
€p—s
€ _ €s ) €p—s ~1
ep—s ep—s €;s

Por outro lado, consideremos o polindmio:

p-1
o-fif-

s=1 ep_s

Utilizando a nogdo de func¢des simétricas, temos que g(x) € Z[x] e, assim, pelo
Lema 6.5.3, segue que as raizes de g(x) sdo também raizes da unidade. Entdo, em

particular, pelo Lema 6.5.2, devemos ter:

€p_1
para algum u € Z.

Notemos agora que, como p é um primo impar segue que u ou u + p € par e,

consequentemente, obtemos:

R N Y e e (6.9)
€p_1

para algum inteiro g.

Precisamos, entdo, definir o sinal da igualdade acima. Para tanto, utilizaremos o

Algoritmo da Divisao.

Consideremos a divisdo do polindmio #f(#!) por 1 — {. Entdo, existe um
polindmio g(x) € Q[x] e um resto v € R satisfazendo:

B =1 -0)q(t) +v
Tomemos, em particular, t = C. Assim:

Cepr=(1-0)q(0) +v

ou seja,
C3¢poy=v  (mod I)
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Tomando o conjugado nesta equivaléncia e utilizando que o conjugado de €, é

igual a €, para qualquer s € {1,...,p — 1}, temos:

CSep,o1 =C8e=v  (mod ) (6.10)

Assim, obtemos a seguinte relagdo:

C3epo1 =C%  (mod )

E, utilizando que €,_; é invertivel, segue:

€ = (mod I)
€p-1

Neste momento, podemos avaliar qual o sinal da equagéao (6.9).

Consideremos que o sinal seja negativo. Entdo, comparando a congruéncia acima

com a referida equagdo, e usando (6.9), obtemos:

(¥=-C"=-C¥ (mod]),

resultando que
20 =0 (mod I)

Desse modo, 2{% € I, donde (2C%¢) C I e, pelo Corolario 6.3.3, I divide (2%).
Aplicando Proposigao 6.4.2, temos que N(I) divide N({2{*)), isto ¢,

p = N(I) divide N(<2C2g>) _ op-1

No entanto, isso contradiz o fato de que p é um primo impar.

Logo, na equagdo (6.9), devemos ter o sinal positivo, ou seja,

L:@g

€p-1

Mas tal equacgdo equivale a (%€ = Cf¢,_;, implicando pela equacao (6.10), que
C3€ e seu conjugado sdo iguais. Como consequéncia, temos que 0s mesmos sdo nimeros

reais, ou seja, existe r € IR satisfazendo:

Cle=C¢p =7

Portanto, € = rC8, como queriamos provar. O
Teorema 6.5.1 (Teorema de Kummer). Seja p primo impar e reqular. Entdo a equagio
Xy =2

ndo possui solugdo inteira (x,y,z) tal quep { x, pt yep 1 z.



106

Demonstragio. Conforme jé visto no estudo feito por Lamé, como p é um niimero primo

impar, para demonstrar o Teorema, basta mostrarmos que a equagéo:
X +y'+2 =0 (6.11)

ndo possui solucdes inteiras ndo triviais.
Para tanto, utilizaremos uma demonstragdo por redugdo ao absurdo.

Suponhamos que a tripla (x, y,z) seja uma solugdo inteira e ndo trivial para a
equacdo (6.11). Sem perda de generalidade, podemos considerar que x, y e z sdo primos

entre si. Além disso, por hipétese, sabemos que p 1 xyz.
Reescrevendo a equacdo acima e utilizando a fatoracdo em Q(C), obtemos:

p-1

—z”:xp+yp:H(x+Ciy)

i=0

Consequentemente, segue a seguinte igualdade de ideais:
(x+C )> = H (x+C'y) (6.12)

Afirmamos que os ideais <x + Ciy> sdo dois a dois primos entre si.

Com efeito, suponhamos que exista um ideal primo P em Z[(] que divida
<x + C"y> e <x + C’y), emquek,/€{l,...,p—1} el < k. Dessa forma, temos que:

<x+Cky>QP e <x+Cly>QP

donde resulta:

(x + Cly) - (x + Cky) =y (1 - Ck") ep

Sabemos ainda que 1 — (*'e 1 - C sdo associados em Z[(] (Lema 6.2.1); além
disso, temos que (' é inversivel, pois como I < p, podemos tomar® (7 := (7' € Q[{],
sendo que C'CP”" = 1. Assim, segue que y (1 — ) € P. Agora, como P é ideal primo,
temos quey € Poul - C € P.

Por outro lado, pela equagdo (6.12), temos que P divide o ideal (z') = (z)!, donde
pela primalidade de P, obtemos que P divide (z). Assim, segue que z € P. Ainda, como
consideramos que y e z sdo relativamente primos, pela Identidade de Bézout, existem

a,b € Z tais que ay + bz = 1. Dessa forma, caso tenhamos y € P, como z € P, seguiria

8 No caso em que j € N com j > p, terfamos igualmente que {/ é inversivel. De fato, pelo

algoritmo da divisdo, temos que existem ¢,r € Z tais que i = pq + q e, assim, seu inverso
multiplicativo seria dado por 7/ := (717",
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que 1 € P e, consequentemente, P = Z[(], contrariando o fato de que P é ideal primo de

Z[C].

Logo, devemos ter que 1—-C € P. No entanto, isso implica que P divide I = (1 — (),
o qual é ideal primo, conforme visto na Proposi¢do 6.5.1. Pela unicidade da fatoragao
em ideais primos, segue que P = I = (1 — () e, entdo I divide (z). Em outras palavras,
existe um ideal N em Z|[(] tal que (z) = IN, donde temos, pela Proposic¢do 6.4.2, que:

p=N()|N(z)=2""

Desse modo, p | z, 0 que gera uma contradi¢do com a hipétese inicial do Teorema.

Assim, de fato, temos que os ideais <x + Ci> sdo relativamente primos.

Além disso, notemos que a equacdo (6.12) representa a fatoracdo de (z”) em ideais
primos, a qual é tinica pois Z[(] é um dominio de Dedekind. Entdo, utilizando que
a direita temos o produto de ideais relativamente primos e, a esquerda, uma p-ésima
poténcia, segue que todo ideal <x + Ciu>, comi=1,...,p~—1, éuma p-ésima poténcia de
um ideal de Z[(]. Em particular, existe um ideal | de Z[(] satisfazendo:

<x + Ciy> =]
Dessa forma, segue que J* é um ideal principal. Provaremos ainda que | é um

ideal principal de Z|[(].

Utilizando a defini¢do do grupo de classe H de Z[(], temos, entdo, que J
pertence a classe 14 (elemento neutro de H), ou seja, [J*] = 14. Por outro lado, como
p é primo regular, sabemos que p 1 h, resultando que p e h sdo relativamente primos.
Consequentemente, existem 7,s € Z tais que rp + sh = 1. Logo:

=[] =[] = [T = 25 250= 1
donde | é um ideal principal.

Assim, existe a € Z[(] tal que | = (a). E, como x + Cy € J?, temos:
x4+ Cy =ea
em que € é uma unidade.

Usando que € é uma unidade, temos, pelo Lema de Kummer, que existem r € R e
g € Z tais que € = r(8. Além disso, pelo Lema 6.5.1, existe a € Z tal que o’ = a (mod I?).
Dessa forma, temos:
x+Cy=rCa’ =rC%a (mod I")

Ainda, conforme visto na Proposigdo 6.5.1, sabemos que I* C (p) = (1 - C)! “le,
entao,

x+Cy=rCa (mod (p))
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Agora, utilizando que (¢ é inversivel com inversa ("¢, obtemos:
C8(x+Cy)=ra (mod (p))

Tomando o conjugado nesta equacao e utilizando que U=0 para todo j € Z,
temos:

Bx+Cy)=ra  (mod (p))
Assim, segue que:
CE(x+Cly) =C(x+C"y)  (mod (p))
e, consequentemente,

C8x+ "8y —CBx—C'y=0  (mod (p)) (6.13)

Analisaremos, agora, os possiveis valores de ¢ na equacdo (6.13).

Primeiramente, suponhamos que ¢ = 0 (mod (p)). Entdo, temos que 8 =1,
0 que, aplicado na equagéo (6.13) nos fornece y(C — C!) = 0 (mod (p)). Tomando o
conjugado e multiplicando tal equivaléncia por C, obtemos:

0=yC-CH =yl -0)=y1-C)=y1+(1 -0 (mod (p)) (6.14)

Notemos ainda que 1 + C é inversivel, pois, ao fazer x = 1 em P¢(x), cuja férmula

foi apresentada na Observacdo 6.2.3, obtemos:
P(-1)=1=(-1-0)(-1-0)--(-1-C")
Utilizando esse resultado na equacdo (6.14), temos, entdo,
y1-0=0 (mod (p))

Assim, y(1 - Q) € (p) = (1 - OY¥!, donde deve existir g € Z|(] satisfazendo
y(1=C) =g(1 = Q1. E, como p > 3, tal relacdo pode ser reescrita da seguinte maneira:

(1-0ly-qa-0r? =0

Logo, usando que Z[(] é um dominio e que 1 # (, resulta que y = q(1 — Oy2e,
entdo, 1 — C divide y. E, utilizando que a norma é multiplicativa, obtemos ainda que:

N(y) = N(g) -N(1-0y™
= N()-p™
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E, como y € Z, temos N(y) = y7~!, donde 17! = N(g) - p"~? ¢, pela primalidade
de p, segue que p | y, uma contradigdo com a hipétese inicial.

Analogamente, caso g =1 (mod (p)), teremos que os termos em y se anulam,
reduzindo a equacdo (6.13) a:

C3x—Cx=xC'1-3)=x1-3%)=0 (mod P

implicando que p divide x, uma contradicéo.

Logo, pelas contradi¢des obtidas, concluimos que g ndo pode ser congruente a 0
nem a 1 médulo (p).

Por outro lado, analisando a equagao (6.13), temos que existe p € Z[(] satisfa-
zendo:

C8x+ 8y - x-Sy =pp

Dessa igualdade decorre que:

el e

sendo que p ndo divide nenhum dos expoentes de C, como mostrado acima.

Agora, sabemos que « € Z[(]; entdo, a se escreve como combinacdo linear de
{1,...,071}, onde os escalares sdo inteiros. Mais ainda, como [Q(0) : Q] =p-1eQ é
um corpo, temos que tal conjunto constitui uma base para Q(C), garantindo a unicidade
desta combinacao.

Nesse contexto, consideremos, por absurdo, que os expoentes de C na equagdo
(6.15) sejam todos incongruentes médulo p. Pela unicidade da fatoracdo de f3, teriamos

X . . . .~ <z
que —e 4 seriam inteiros, uma contradi¢do com a hipétese dequep t xep 1 v.

Dessa forma, ao menos dois dos expoentes de C na referida equagdo devem ser

congruentes médulo p.

Vejamos todas as possibilidades (lembrando que ¢ ndo pode ser congruente a 0

ou a 1 médulo p).

1. Caso -g =1 - g (mod p) ou, equivalentemente, g = ¢ —1 (mod p), terfamos 0 = 1

(mod p), o que s6 é possivel se p = +1, contradizendo o fato de que p é primo.

2. Caso —g = g (mod p), terfamos 2¢g = 0 (mod p) e, como p é primo impar, resultaria

que ¢ =0 (mod p), gerando uma contradi¢do, como mostrado anteriormente.

3. Casol-g=g-1 (mod p), teriamos 2¢ —2 = 2(g — 1) =0 (mod p) e, utilizando
novamente que p é primo impar, seguiria que ¢ = 1 (mod p), igualmente uma
contradicdo.
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Assim, resta-nos apenas o casoem que —g = g—1 (mod p) (ou, equivalentemente,
g =1- g (mod p)), o qual implica em 2¢ = 1 (mod p). Utilizando este resultado na
equacao (6.15), obtemos:

Bpls = x+Cy-CBx-8y
= x+Cy-Cx—-vy
(x—=y(1-0)

Aplicando a norma nessa igualdade, temos:
N(pC®) = N(x-y) N1 -0) = (x—y)"'p
Por outro lado, utilizando que a norma é multiplicativa, obtemos :

N(pC¥) = N(B) - N(p) - N(C¥) = N(B) - p* - 1
Assim, temos que:
N@)-p~ == y)p
donde, pela primalidade de p, segue que p divide x — y, ou seja, x = y (mod p).

Agora, utilizando argumento de simetria na equagao (6.11), isto é, que poderiamos
ter procedido de forma semelhante isolando x” em tal equacéo, temos que x = z (mod p).
Como consequéncia:

O=x"+y' +2/ =3x" (mod p)

Como p 1 x e p é primo, temos que p divide 3, resultando que p = 3.

Além disso, como o cubo de um inteiro que nao é divisivel por 3 s6 pode deixar

restos +1 por 9, temos, pela congruéncia anterior,

0

+1+1+1 (mod)Y),

o que é impossivel.

Portanto, concluimos que a equacao (6.11) ndo possui solugdo inteira nao trivial
quando p é um primo regular satisfazendo p 1 xyz. m|
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