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“Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratosquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra qua-
dratum potestatem in duos ejusdem nominis fas est dividere: cujus
rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exigui-
tas non caperet” - Pierre de Fermat



RESUMO

O estudo de equacoes diofantinas é um dos mais antigos dentro da matematica,
tendo se relacionado historicamente com problemas importantes, como a determinacao das
ternas pitagéricas e o Ultimo Teorema de Fermat. Mais recentemente, além de motivar
avangos nas areas de algebra e na teoria dos nimeros, equagoes diofantinas tem sido usadas

dentro da criptografia, o que torna o estudo dessas equagoes cada vez mais importante.

Nesse trabalho, temos como objetivo estudar alguns métodos da teoria algébrica dos
numeros para a resolucao de equacoes diofantinas nao-lineares. Para isso, estabeleceremos
os conceitos basicos dessa area, como dominios de integridade e tipos especiais de dominios,
no primeiro capitulo. Nos capitulos seguintes, desenvolvemos a teoria necessaria para
definir no¢oes importantes, como ideais fracionarios, normas de ideais e anéis de inteiros
de um corpo de nimeros algébricos, as quais confluem no sétimo capitulo para o estudo de
dominios de Dedekind e da fatoracao de ideais. Por fim, usamos dos resultados construidos
ao longo do texto para estudar algumas equagoes diofantinas, fornecendo condig¢oes para a

existéncia de solugoes e, em certos casos, as determinando.

Palavras-chave: Teoria algébrica dos nimeros. Equagoes diofantinas nao lineares.



ABSTRACT

The study of diophantine equations is one of the oldest in mathematics, having
been historically related to important problems, such as the determination of pythagorean
triples and Fermat’s Last Theorem. More recently, in addition to motivating advances in
algebra and number theory, diophantine equations have been used within cryptography,

which makes the study of these equations increasingly important.

In this work, we aim to study some methods of algebraic number theory for solving
nonlinear diophantine equations. To do this, we will establish the basic concepts of this
area, such as integral domains and special types of domains, in the first chapter. In the
following chapters, we develop the theory necessary to define important notions, such as
fractional ideals, norm of ideals and the ring of integers of an algebraic number field, which
converge in the seventh chapter for the study of Dedekind domains and the factoring
of ideals. Finally, we use the results constructed throughout the text to study some
diophantine equations, providing conditions for the existence of solutions and, in certain

cases, determining them.

Keywords: Algebraic number theory. Nonlinear diophantine equations.
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integridade B

M . .

N Conjunto quociente de M por N

Z+7Zyn O conjunto {x +y/n | x,y€Z}
1 1
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1 INTRODUCAO

A aritmética, precursora da teoria dos nimeros, é uma das areas mais antigas
da matematica, depois da geometria. Dentro da infinidade de problemas nessa area,
uma classe se destaca pela facilidade de encontrar nela problemas extremamente dificeis
de serem resolvidos: as equacoes diofantinas. Desde a Grécia Antiga, somos capazes de
resolver equagdes diofantinas lineares com duas variaveis, sendo estas estudadas atualmente
em cursos introdutoérios de teoria elementar dos nimeros. Entretanto, a medida que o grau
da equacao e o nimero de variaveis crescem, nao ha um resultado geral que nos diga quais
sao as solugOes ou se estas ao menos existem. Por exemplo, uma das equagoes diofantinas
mais conhecidas ¢ a equacao 22 + y? = 22, expressao que aparece no Teorema de Pitdgoras.
A caracterizagao das solucoes inteiras dessa equacgao é um resultado conhecido que nos
fornece todas as triplas pitagéricas. Entretanto, um problema com enunciado semelhante,
o qual difere apenas nos expoentes, é encontrar as solucoes inteiras nao-triviais da equagao
2"+ y™ = 2", com n inteiro maior do que 2. Esse é o famoso Ultimo Teorema de Fermat,
o qual levou séculos para ser resolvido, e cuja demonstragao fez uso da teoria algébrica

dos numeros.

Isso nos leva a motivagao por tras desse estudo. Na teoria elementar dos nimeros,
ao estudarmos equagoes diofantinas, tem-se algumas abordagens classicas: a primeira
delas é analisar os restos da equacao na divisdo por algum nimero. Tal procedimento
costuma nos fornecer informacoes sobre os termos e, muitas vezes, é capaz de nos mostrar
quando uma equacao nao tem solucao. Esgotado esse método, recorremos entao a uma
ferramenta poderosa: o Teorema Fundamental da Aritmética. Com ele, tentamos reescrever
os dois lados da equagdo como um produto de fatores (preferencialmente primos entre
si), e utilizando da fatoragao tinica como produto de primos, conseguimos obter muitas
informagoes sobre os fatores desses produtos e, consequentemente, sobre possiveis solugoes,
sendo capazes de caracteriza-las em alguns casos. Note que, nessas abordagens, fizemos
uso de alguns fatos: propriedades sobre primos, existéncia e calculo do MDC, fatoracao
de termos e uso da fatoracdo tnica. O problema com essa abordagem é que nem sempre
conseguimos reescrever a equacao como um produto de ambos os lados da igualdade. De
fato, considere a equacao:

k= 2?4 2y

com k € N. Nos inteiros, essa equagao nao pode ser facilmente fatorada em ambos os

lados da igualdade. Entretanto, em C, podemos escrever:
k= (z+yv—-2)(r —yv—2)

Isso nos leva a estudar o conjunto {x+y+/—2 | z,y € Z} C C, o qual veremos que se trata
de um tipo de dominio cujas propriedades estudaremos a fundo. Esta ¢ a ideia por tras da

teoria algébrica dos nimeros: generalizar os conceitos e propriedades conhecidas sobre
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numeros inteiros para outros dominios. Esse processo, entretanto, nao é tao simples. Como
veremos, muitas das propriedades dos ntimeros inteiros nao valem em certos dominios:
irredutiveis e primos nem sempre coincidem, a fatoracao em irredutiveis e o MDC nem
sempre existem, e a fatoragdo, quando existe, nem sempre é tnica. Por isso, estudamos sob
quais dominios tais condi¢oes valem. Ainda, desenvolvemos muitos capitulos de teoria para
que possamos estudar outro tipo de dominio: os dominios de Dedekind. Nesses dominios,
ainda que nao haja a fatoragdo tnica de termos como produto de irredutiveis, veremos
que esse problema pode ser superado fatorando os ideais gerados pelos elementos ao invés
dos elementos em si. Esse método é extremamente poderoso e nos permite estudar uma
classe muito maior de equacgoes diofantinas do que aquelas que podem ser fatoradas em

dominios de fatoracao tnica.

Com essas técnicas, estudaremos, no ultimo capitulo, diversas classes de equagoes,
mostrando como podemos aplicar desde a teoria elementar dos niimeros a fatoracao de

ideais para a resolucao de equagodes diofantinas.
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2  DOMINIOS EUCLIDIANOS, NOETHERIANOS E DE INTEGRIDADE

Comecaremos este estudo dando algumas defini¢coes basicas de algebra e teoria dos
numeros, que serdao fundamentais para estabelecer a linguagem que serd usada, além das
propriedades basicas para o desenvolvimento da teoria. Em particular, estudaremos nesse
capitulo dominios de integridade, dominios de ideais principais, dominios Euclidianos,
dominios de fatoracao tnica e dominios Noetherianos, além de conceitos relacionados a

esses dominios. Nos baseamos nos capitulos 1,2 e 3 de (1) para esta secao.

2.1 DOMINIOS DE INTEGRIDADE

Iniciaremos com o estudo de dominios de integridade, os quais tem como objetivo

generalizar as propriedades operacionais dos niimeros inteiros.

Defini¢cdo 1 (Dominio de Integridade). Um dominio de integridade é um anel comutativo
D com unidade e sem divisores de 0. Se, para todo a € D, a # 0, existe b € D com ab =1,

entdo D € chamado de corpo.

Vejamos exemplos de dominios de integridade que serao utilizaremos no texto:
Exemplo 1. Z é um dominio de integridade.

Definigao 2 (Inteiro livre de quadrados). Seja | € Z \ {0}. Dizemos que l € livre de
quadrados se, para todo d € Z, d* | | implicar em d € {—1,1}.

Exemplo 2. Sejam m,n € Z livres de quadrados, com m =1 (mod 4). Entao:

Z+7Zyn={a+byn | abeZ}
22 (M) oo (M) | e

com as operacoes + e X herdadas de C sdao dominios de integridade. De fato, temos
14+ 14+
7+ Z\n,Z + 7 —|—2m> C C, donde Z +Z\/n e Z +Z —|—2m> satisfazem as

propriedades da soma ser associativa, comutativa e distributiva com relacao ao produto, o

qual € associativo e comutativo. Ainda, como C é corpo, vale que C (e, por consequéncia,

1
Z+Z\/ﬁeZ+Z<+2\/m

)) nao possui divisores de 0. Devemos entdo mostrar que

1
Z+7Z\yn eZ+ 7 (4—2\/5) sao fechados para a soma e para o produto, que 0 e 1

pertencem a ambos os conjuntos, e que o inverso aditivo de cada elemento desses conjuntos

também estd no respectivo conjunto. Mostremos que tais afirmacoes valem:
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1
e 0,1€Z+2Z\n,Z+7 ( +2\/ﬁ> . Por definicao, tomando a =0 e b =0, temos:

a+byn=0+0/n=0€Z+7Zn

a+b<1+2\/m> :0+0<1+2W> =0€Z+Z<1+2W>

Analogamente, tomando a =1 e b= 0, temos:

a+by/n=14+0/n=1€Z+7Z/n

a+b<1+2‘/ﬁ> :1+o<1+2ﬁ> :1€Z+Z<1+2ﬁ>

1+ m
2

sao fechados para a soma e para o produto: Sejam

14+ +/m
2

. Z—{—ZﬁeZ%—Z(

u,UEZ%—Z\/ﬁex,yEZ—I—Z(

tais que:

). Entdo, existem a,b,c,d,e, f,g,h € Z

u=a+byn
v=c+dyn

x:€+f(1+2\/ﬁ>

1+\/E>

=g+h
yg+<2

Entao:

utv=(a+by/n)+ (c+dyn) =(a+c)+ (b+d) Vn €Z+Zyn

v () () -
_(e+g)+(f+h)<1+‘/m> eZ+Z<1+\/m>

2 2

uma vez que a +c¢,b+d,e+ g, f +h € Z (pois Z é dominio de integridade). Ainda,
como m =1 (mod 4), temos que m + 1 = 2 (mod 4), donde existe k € 7 tal que
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m-+1=4k+ 2. Com isso:

wv = (a+byn) (c+dyn) = (ac+ bdn) + (ad + be) vV € Z+ Zy/n

A AN
g (P2 (L2
=)

~(es) + (s 1) /)

wn (M2

= (eg) + (eh + fg) (1 +2\/m> +fh <4k+ 21 Nﬁ)

— (eg) + (eh + fg) <1+2m> +fh (’H Hz\/m) -

:(eg-l—fhk)+(eh—|—fg+fh)(1"‘\/%) EZ—I—Z(l—i_m)

2 2

uma vez que ac + bdn,ad + be,eqg + fhk,eh + fg+ fh € Z (pois Z é dominio de

1
integridade). Logo, Z+ Z\/n e Z + 7 < +2\/ﬁ> sdao fechados para soma e para o

produto.

1+
e Z+7Z\neZ+Z ( m) contém os inversos aditivos de seus elementos: Sejam

2
14+ /m
2

WEZ+Znex €L +TZ ( ) Entao, existem a,b,c,d € Z tais que:

u=a+byn

x:c+d<1+2m>

Entao, como —a,—b, —c,—d € Z, temos que:

—a—byn=—(a+byn)=—-u€ecZ+7Z/n

—c—d<1+2\/m> :—<c+d<1+2\ﬁ>> :—x€Z+Z<1+2ﬁ>

14+ +m
2

Com isso, vemos que Z + Z~/n e Z+ 7 ( ) sao dominios de integridade.

Exemplo 3. Sejam D um dominio de integridade e D]x| o anel de polinémios na varidvel

x com coeficientes em D. D[xz] é um dominio de integridade.

Daremos agora a definicdo de um divisor em dominios de integridade, de maneira

analoga a como ¢ feito para niimeros inteiros.
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Defini¢ao 3 (Divisor). Sejam D um dominio de integridade e a,b € D. Dizemos que a €
divisor de b (ou que a divide b) se existe ¢ € D tal que b = ac. Caso a seja divisor de b,

escrevemos a | b. Do contrdrio, escrevemos a1 b.

Da mesma forma, podemos generalizar o conceito de unidade para dominios de

integridade.

Definicao 4 (Unidade). Um elemento a de um dominio de integridade D é chamado de

unidade se a | 1. O conjunto das unidades de D é denotado por U(D).

Nos ntimeros naturais, as afirmagoes a | b e b | a implicam em a = b. Tal fato ja
nao é valido em Z, uma vez que —1 | 1, 1 | =1 e —1 # 1. Assim como nos inteiros, em
dominios de integridade a | b e b | a ndo implicam, no geral, que a = b. Apesar disso, o
fato de a e b dividirem um ao outro ainda tras propriedades importantes, e por isso é

interessante caracterizar esses elementos.

Definicao 5 (Associados). Sejam a,b € D, a,b# 0, sendo D um dominio de integridade.
Dizemos que a e b sdo associados, e escrevemos a ~ b, caso a | b eb | a. Se a eb ndio

forem associados, escrevemos a o4 b.

Mostremos uma propriedade interessante de elementos associados.

Proposicao 1. Sejam D um dominio de integridade e a,b,c € D, com a = be. Entao
celU(D) < a~b.

Demonstracio. (=) Se ¢ € U(D), existe r € D tal que er = 1. Assim, como a = be, temos
b| a. Ainda, ar = b(cr) =b=-a | b. Logo, a ~ b.

(<) Como a ~ b, temos a | b. Logo, existe r € D tal que b = ar = a = bc = acr. Ainda,
como a ~ b, temos por definicdo que a,b # 0, donde acr = a implica em ¢r = 1. Assim,

c| 1, donde c € U(D). O

Daremos agora a primeira defini¢cao que difere daquelas usuais para niimeros inteiros.
Em Z, um nimero primo é, também, irredutivel, no sentido que definiremos mais adiante.

Tal fato, entretanto, nao é verdade para dominios de integridade no geral.

Definicdo 6 (Irredutivel). Seja a € D, D um dominio de integridade, com a # 0, 1.
Dizemos que a é irredutivel se a = be, com b,c € D = b € U(D) ouc € U(D). Un

elemento a de D que ndo é irredutivel é dito redutivel.

Poderiamos reescrever a definicdo acima da seguinte forma: Seja a € D, D um
dominio de integridade, com a # 0,1. Dizemos que a é irredutivel se a = bc, com

b,ce D=b~aoucn~a.



17

De fato, se a ¢ irredutivel, entdo a = be, com b,c € D = b e U(D) ou ¢ € U(D).
Se b € U(D), entao existe r € D tal que br = 1. Assim, a =bc = ¢ | a e ra = (rb)c =
¢ = a | c. Logo, ¢ ~ a. Analogamente, se ¢ € U(D), entao existe s € D tal que ¢s = 1.
Assim, a = bc = b|aeas="0b(cs) =b=al|b. Logo, b ~a. Portanto, a irredutivel e

a=bc,comb,ce D = b~ aoucn~a.

Por outro lado, seja a € D, com D dominio de integridade, a # 0,1 e tal que
a =bc, comb,c e D =0b~aoucn~ a. Dadosb,cé€ D, coma = bc, temos b ~ a ou
c~a=alboualc= existem r,s € D tais que b = ar ou ¢ = as = a = bc = a(rc) ou
a=bc=ua(bs)=rc=1loubs=1=c|loub|l=beU(D)ouceU(D). Logo, a é

irredutivel.

Mostremos agora que os elementos irredutiveis de um dominio de integridade

satisfazem uma das propriedades caracteristicas dos niimeros primos nos inteiros.

Proposicao 2. Sejam D um dominio de integridade e a € D irredutivel. Seb € D eb | a,
entdo b € U(D) ou b ~ a.

Demonstragio. Se b € D e b | a, existe ¢ € D tal que a = be. Como a é irredutivel, temos
beU(D)ouceU(D). Sebg U(D), temos c € U(D) = a ~b.
Assim, b € U(D) ou b ~ a. O

Daremos agora a definicio de um elemento primo em um dominio de integridade
(generalizando outra propriedade dos niimeros primos) e veremos que, em um dominio de

integridade, nao ¢ sempre verdade que um elemento irredutivel é primo.

Defini¢ao 7 (Primo). Seja p € D, D um dominio de integridade, com p # 0,1. Dizemos

que p € primo se p | be, com b,c € D entaop | b oup|ec.

Pelo que mostramos, Z + Z+/—5 ¢ um dominio de integridade. Mostraremos que
2 € 7+ 7Z~/—5 é irredutivel em Z + Z+/—5, mas nao é primo nesse dominio. De fato,

sejam a, b, ¢, d € Z tais que:

(a + b\/—_5> (c—l— d\/—_5> = (ac — 5bd) + (ad + cb)\/—5 = 2

Entao:

ac — bbd = 2
ad+cb=0

Com isso, temos acd + ¢*b = 0, donde:
2d = d(ac — 5bd) = acd — 5bd* = —c*b — 5bd® = —b(c* + 5d°)
Da mesma forma, temos ad? + cbd = 0, donde:

2¢ = ac® — 5ebd = ac® + bad® = a(c® + 5d?)
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Dessa forma, segue que:

2(c+ dv/=5) = 2¢ + 2dv/—=5 = a(? + 5d%) — by/=5(c% + 5d?) =
= (a — bv/=5)(c® + 5d?) = (a — bv/=5)(c + dv/—=5)(c — d/=5)

Como ¢+ dv/—5 # 0 (pois nesse caso terfamos 2 = 0, o que é falso), segue que:
2= (a—bvy—-5)(c—dv-5)

Portanto:
4=2x2=(a+b/=5)(c+dvV-5)(a—bv—-5)(c—dv—5) = (a® + 5b*)(c* + 5d?)

Note que a? + 5%, c? + 5d* € N. Segue entao que a® + 502, ¢* + 5d* | 4. Analisemos entdo

as possibilidades:

e Caso a? 4 5b* = 1: Nesse caso, como a® + 5b% > 5b?, se tivermos b # 0, teremos
1 = a? +5b*> > 5, o que é um absurdo. Logo, b = 0 e a®> = 1, donde a = +1.
Entretanto, note que 1,—1 | 1, donde a + b\/—5 € U(Z + Z~/—5).

« Caso a? + 5b%> = 2: Note que b # 0 implica em 2 = a? + 5b% > 5b> > 5, 0 que é um
absurdo. Logo, a? = 2, donde a = +v/2 € Z, o que é impossivel.

e Caso a? + 5b®> = 4: Nesse caso, ¢ + 5d?> = 1, donde, pelo primeiro caso, temos

c+dyv=>5¢e€U(Z+Zv-5).

Portanto, a + b\/—5 € U(Z+ Z+/—5) ou ¢+ d\/—b € U(Z+ Z+/—5), donde 2 ¢é irredutivel
em Z + Zn/—5.

Mostremos agora que 2 nao é primo em Z + Z+/—5. De fato, 1 ++/—5,1 — /=5 €
7+ 7~/ —5 e:
2[6=(1+V=5) (1-V-5)

1+v-5 1 1—+-5
S ———— =

1 11
Ma. : 5+ 5\/—5 FLALV=5e —F— =5~ 5V-5¢L+Zy=5 Logo,

2 nao é primo em Z + Z+/—5.

Com essas consideragoes, vemos que os conceitos de elemento irredutivel e elemento
primo em dominios Euclidianos nao necessariamente coincidem, como ocorre em Z. E
interessante, entao, estudar como estes conceitos estao relacionados. Isso nos leva ao

seguinte resultado:

Teorema 1. Em um dominio de integridade D, todo primo é irredutivel.

Demonstra¢io. Sejam p € D um primo e p = ab, a,b € D. Assim, p | ab e, sendo

p primo, temos que p | a ou p | b. Sem perda de generalidade, podemos supor
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b

que p | a. Assim,geDegxb:a—: = 1,donde b | 1 = b € U(D).
D p P

Portanto, p € D primo e p = ab, com a,b € D, donde a € U(D) oub € U(D) = p

b RS

é irredutivel. O

Podemos nos perguntar em quais casos a reciproca ¢ verdadeira. Veremos, mais a
frente, algumas condigdes que podemos exigir sobre o dominio de integridade de forma a

fazé-la verdade. Para isso, devemos definir alguns outros conceitos:

Definicdo 8 (Ideal). Um ideal I de wm dominio de integridade D é um subconjunto

nao-vazio de D com as sequintes propriedades:

e a,bel=a+bel.

eaclreD=racl.

Se I # D,{0}, I é dito um ideal proprio de D.

Defini¢ao 9 (Ideal Principal). Um ideal I de um dominio de integridade D é dito um
ideal principal se existe um elemento a € I tal que I = {(a), em que (a) = {ra; r € D}.

Neste caso, a € dito um gerador do ideal I.

Podemos generalizar a notacdo da definicdo anterior. Seja n € N*. Dados
n

ay, as, ...,a, € D, considere (ay, as, ..., a,) = {Z ria; | 1,79, Ty € D} o conjunto das
=1

combinagoes lineares de ay, ay, ..., a,. Vamos mostrar que (ay, as, ..., a,) é¢ um ideal de D:

e a,b € (ay,as,...,a,) = a+b € (ay,as,...,a,): De fato, dados a,b € (ay,as, ..., a,),
n n

temos a = ra; e b= 8;Q;, COM 71,79, ..., Ty, 81,82, ..., S, € D. Sendo ¢; = r; +
) ) ) ) ) ) ) )

i=1 i=1
n

n n n
s; € D,parai=1,2,...,n, temos a+b = Znai +Zs,~ai = Z:(rZ +8;)a; = Zcz-ai,
i=1 i=1 i=1 i=1
C1,C2, s Cn €D = a+b€ (ay,ag,...,a,).

e a € (ay,a9,....,a,), 7 € D = ar € (ay,as,...,a,): Dados a € (aj,as,...,a,) €
n

r € D, temos a = Zriai. Sendo R; = rr; € D, para i = 1,2,...,n, segue que
i=1

n n n
ra = TZriai = Z'rnai = ZRNi, com Ry, Ry, ..., R, € D = ra € (aj,as,...,a,).
i=1 i=1

i=1

n
Por fim, note que a; = ZR@'%, com Ry = 1e R, =0 para ¢ = 2,...,n, donde
i=1
a; € (ay,as,...,a,) = {aj,as,...,a,) # (. Portanto, para todo n € N* e para todo

{a1,as,...,a,} C D tem-se que {(aj,as, ..., a,) ¢ um ideal de D.

Prosseguimos agora provando algumas propriedades sobre ideais, as quais nos serao

Uteis mais a frente.
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Proposicao 3. Sejam D um dominio de integridade e a,b € D. Sao equivalentes:

1. {(a) C (b).
2. b a.
3. a € (b).

Demonstragio. (1 = 2) Como a € (a) C (b), temos a =bs, s € D = b | a.

(2 = 3) Como b | a, existe r € D tal que a = br, donde a € (b).

(3 = 1) Como a € (b), existe r € D tal que a = br. Dado ¢ € (a), temos ¢ = as,
se€D=c=(br)s=0(rs), rs € D = ce(b). Assim, (a) C (b). O

Proposicao 4. Sejam D um dominio de integridade, I um ideal de D e a € D. Temos
a€l & {a)Cl.

Demonstragio. (=) Dado b € (a), existe r € D tal que b = ra. Comoa € [ er € D,
temos ra = b € I. Logo, (a) C I.
(<) Como (a) C I e a € (a), temos a € I. O

Teorema 2. Sejam D um dominio de integridade e a,b € D* = D\ {0}. Entdo (a) = (b)

se, e somente se, % e U(D).

Demonstragio. (=) Se (a) = (b), temos que existem r,s € D tais que a = br e b = as.
Assim,a:br:(as)r:a(sr)ea%0=>sr:1:>r]1:>7":%€U(D).

(<:)Se%EU(D),existerEDtalque%xr:1:>b:ar:>a]b:><b>C(a). Por

outro lado, como & esta bem definido (isto é, % € D), temos a = % xb=0bl|a= (a) C(b).
Logo, (a) = (b). O

Em particular, temos que se a € D*, b € D e (a) = (b), entdo b € D* e a ~ b. De
fato, b = 0 implica em (b) = {0} e a ¢ {0}, donde nao podemos ter (a) = (b). Assim,
(a) = (b) e segue que existe ¢ € U(D) tal que a = bc. Analogamente, se a =0 e b € D tal
que (a) = (b), temos b = 0. De fato, b # 0 implica em b € {0} = (a). Logo, b = 0 e entao

existe ¢ € U(D) tal que a = be. Com essas consideragoes, temos o seguinte coroldrio:

Corolario 1. Sejam D um dominio de integridade e a,b € D. Entao, (a) = (b) se, e

somente se, existe u € U(D) tal que a = bu.

Demonstragio. Pelas consideragdes anteriores, sabemos que (a) = (b) implica que existe
u € U(D) tal que a = bu. Reciprocamente, se existe u € U(D) tal que a = bu, temos pela
Proposicio 3 que (a) C (b). Como u € U(D), existe u=! € U(D) tal que u~*a = b, donde,

pela Proposicao 3, segue que (b) C (a). Com isso, temos (a) = (b) e o resultado segue. [
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2.2 DOMINIOS DE IDEAIS PRINCIPAIS

Defini¢ao 10 (Dominio de Ideais Principais). Um dominio de integridade D €é chamado

dominio de ideais principais se todo ideal de D € principal.

O primeiro exemplo de um dominio de ideais principais é o Z:

Teorema 3. Z é um dominio de ideais principais.

Demonstragio. Seja I um ideal de Z. Se I = {0} entdo I = (0), donde I é um ideal
principal. Se I # {0}, entéo existe a € I, a # 0. Considere o conjunto S = {b € I;b > 0}.
Como a # 0, temos a > 0 ou —a > 0. Comoa € I, (—1) € Z= —a € I. Assim, |a| € I e
la| > 0, donde |a| € S = S # 0. Como S C N, temos pelo PBO que existe s = min S.
Seja b € I. Como s > 0, temos pelo algoritmo de Euclides que existem ¢,r € Z, com
0 <r <s, tais que b = gs + r. Suponha que r # 0. Entao s > r =b— ¢gs > 0. Como
s€l,—q €Z, temos —gs € I. Ainda, b, —gs € I implica em b+ (—¢s) =b—qs =1 € 1.
Assim,reler>0=reSer <s=min S, o que é um absurdo. Logo, devemos ter
r =0, donde b = ¢gs = b € (s). Dessa forma, I C (s). Sendo s € S C I, temos (s) C I.
Portanto, I = (s) e I é um ideal principal.

Assim, Z é um dominio de ideais principais. O

As propriedades dos dominios de ideais principais nos permitem demonstrar muitos
resultados que sao verdade em 7Z, mas nao sao verdade para dominios de integridade em
geral. Em particular, mostraremos que a reciproca do Teorema 1 vale para dominios de

ideais principais.
Teorema 4. Em um dominio de ideais principais, todo irredutivel é primo.

Demonstracio. Seja p um irredutivel em um dominio de ideais principais D. Sejam
a,b € D tais que p = ab. Se p { a, considere I = (p,a) um ideal de D. Como D é um
dominio de ideais principais, existe r € D tal que I = (r). Como a,p € I = (r), temos
r|laer|p. Sep|rentdop|a, o queé um absurdo. Assim, ptr=p £ r. Comor |pe
p € irredutivel, segue que r € U(D). Assim, existe d € D tal que rd = 1. Sendo r € (p, a),

existem xz,y € D tais que:

r=axr + py
1 =rd=axd+ pyd
b = abxd + pbyd = pxd + pbyd = p(xd + byd)

Como zd + byd € D, temos que p | b. Assim, p|a ou p|b = p é primo. ]

Como uma consequéncia dos Teoremas 1 e 4, temos:
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Teorema 5. Em um dominio de ideais principais, um elemento ¢ irredutivel se, e somente

se, € primo.

Este resultado nos mostra que, em dominios de ideais principais, os elementos
primos e os elementos irredutiveis coincidem, tal como ocorre em Z. Vejamos outra

defini¢do dos nimeros inteiros que ¢é possivel generalizar para dominios de ideais principais.

Definigao 11 (Maximo Divisor Comum). Sejam D um dominio de ideais principais e
{a1,as,...,a,} C D. Entao {ay,as, ...,a,) € um ideal principal de D. Um gerador deste

ideal é chamado de mdzimo divisor comum (MDC) de ay,as, ..., ay,.

Note que o gerador do ideal (ay, as, ..., a,) Ndo estd, necessariamente, unicamente
determinado. Na verdade, mesmo em Z, temos (a) = (—a). Entretanto, sabemos pelo
Corolédrio 1 que dois geradores a,b € D do ideal acima satisfazem a = bu, com u € U(D).

Assim, o MDC de elementos de D esta unicamente determinado a menos de unidade.

Defini¢ao 12 (Simbolo de Legendre). Sejam p > 2 um nidmero primo e a € Z. Definimos

o simbolo de Legendre como sendo:

septa e evistex €7 tal que > = a  (mod p)

L,
— ] =10, sep|a
P p

—1,  caso contrdrio

Provaremos agora um resultado que nos da informagoes importantes para o estudo
de equagoes diofantinas.
Teorema 6. Seja m um inteiro que ndo é quadrado perfeito tal que Z + Z+/m é um
m
dominio de ideais principais. Considere p um primo impar tal que | — | = 1. Entdo

existem u,v € Z tais que:

e p=1u?—mv? casom <0 oum >0 e existam T,U € Z tais que T?* — mU? = —1.

e p=u?—mv? oup=mv®—u?

T2 —mU? = —1.

, caso m > 0 e nao existam T, U € Z tais que

m
Demonstragcio. Como <> = 1, existe z € Z tal que 2> = m (mod p). Dessa forma,
p

xr Jm oz m
p | (x —/m)(z++/m) em Z + Z+/m. Como — + ~—, — — —— & 7Z + Z+/m, temos que
p p P p
p 1+ /m. Consequentemente, temos que p nao é primo em Z + Z+/m. Mas Z + Z+/m é
um dominio de ideais principais. Pelo teorema anterior, temos p redutivel. Assim, existem

w,v,w,t € 7Z tais que:

p= (u-+vym)(w+ ty/m) = (uw + tom) + (ut + vw)y/m 21)
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Com u + vy/m,w + t/m & U(Z + Z+/m). De (2.1) podemos concluir que:
uw +tvm=peut+ovw=>0

Assim:

2

p* = (uw + tvm)? = (vw + tvm)* — m(ut + vw)?

2 2,2

p? = v?w? 4+ 2uwtom + t2v*m? — mut? — 2uwtvm — mo*w

102 = w*w? + 20*°m? — mu*t® — mv*w?

p* = (u® — mv?)(w? — mt?)

Como m, u,w, v,t € Z, temos u? — mv?, w? —mt? € Z. Ainda, como u+v/m,w +t/m &
U(Z + Z~/m), temos u* — mv?, w? — mt? # +1. Assim, sendo p um primo, devemos ter
p = u? —mv? = w? —mt? ou —p = u? — mv? = w? — mt?. Assim, existem inteiros u, v

2 2

tais que p = u* — mv? ou p = —(u? — mv?).

Se m < 0, entdo u? — mv? > 0, donde devemos ter p = u? — mv?.

Sem > 0, entao p = —(u®*—muv?). Caso existam inteiros T e U tais que T? —mU? =

—1 entdo tomando v = Tu + mUv, v' = Uu + Tv temos uv? — mv? = (Tu + mUv)? —

m(Uu + Tv)* = T*u? + 2TumUv + m*U?v? — mU?u? — 2mUuTv — mT?*v? = T?u? +

m2U?v? — mU?u? —mT?*0? = T?(u® — mv?) — mU?(u? — mv?) = (T? — mU?)(u? — mo?) =

—(u?* — mv?) = p, donde existem v/, v’ € Z tais que p = u? — mv". O

L++/m
2

Um resultado anédlogo vale para dominios da forma Z + Z . A demons-

tracao desse resultado pode ser encontrada em (1, Teorema 1.4.5). Nao a explicitaremos

aqui pelo fato dessa ser analoga a demonstracao do resultado anterior.

Teorema 7. Seja m = 1 (mod 4) um inteiro que nao € quadrado perfeito tal que Z +
1+vm
7 <2\/_> seja um dominio de ideais principais. Seja p um primo impar tal que

m - . . . .
<> = 1. Entao existem inteiros u e v tais que:

D

1—m . C )
v?, caso m <0 oum > 0 e existam inteiros T e U tais que

. p:u2+uv+<
11—
T2 TU + (=) U2 = -1

_ 2 L—m\ , — (.2 L—m\ , ~
e D =u"+uUv + 1 v oup = u® +uv + 1 v ], caso m > 0 e nao

1 _
existam inteiros T e U tais que T? +TU + (4m) U? = —1.

Demonstragio. Analoga & demonstracao para Z + Z+/m. m
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Tais resultados nos dao ferramentas importantes para o estudo de certas equagoes
diofantinas para os valores de n e m inteiros livres de quadrados em que Z + Z+/n e

14+ vm
7+ 7 +2> sao dominios de ideais principais. Isso nos leva a questionar sobre quais

valores de n e m tornam esses dominios de integridade em dominios de ideais principais.

Responderemos parcialmente a esta questao ao longo dos préximos capitulos.

Prosseguimos agora analisando as relagoes entre elementos irredutiveis e primos, e
os ideais de dominios de integridade e de ideias principais. Para este estudo, definiremos o

conceito de ideal maximal.

Definicao 13 (Ideal Maximal). Um ideal M de um dominio de integridade D é dito
mazimal se para todo I ideal de D que satisfaca M C I C D tenha-se [ = M ou I = D.

Apresentemos uma relacao entre ideais maximais principais de um dominio de

integridade e elementos irredutiveis desse dominio.

Teorema 8. Sejam D um dominio de integridade, a € D tal que a #0 e a € U(D). Se

(a) € um ideal mazximal de D, entdo a é irredutivel em D.

Demonstracao. Suponha que a nao ¢ um elemento irredutivel de D. Entao existem
b,c € D\ U(D) tais que a = bc e b,c # 0. Assim, (a) C (b) C D (pela Proposic¢ao 3).
Ainda, pelo Teorema 2, temos ¢ = % ZUD)= (a)#(b)ebg U(D)= (b) # (1) =D, 0

que contraria a maximalidade de (a). O

O préximo exemplo mostra que a reciproca do Teorema 8 nem sempre é verdade:

Exemplo 4. z é um elemento irredutivel de Z[x] mas (x) nao € ideal maximal de Z[x],
pois (x) & (2,x) & Z[x].

A reciproca do Teorema 8, entretanto, vale para dominios de ideais principais.

Teorema 9. Sejam D um dominio de ideais principais, a € D tal que a #0 e a ¢ U(D).

Entdo, {(a) é um ideal mazimal de D se, e somente se, a é irredutivel em D.

Demonstragio. O Teorema 8 mostra a ida. Assim, precisamos apenas mostrar a reciproca.
Suponha que a é irredutivel em D e (a) C D nao ¢é ideal maximal. Entao existe um ideal
I tal que (@) € I € D. Como D é um dominio de ideais principais, existe b € D tal
que I = (b). Assim: (a) C (b) C D, donde b|a pela Proposicao 3. Logo, existe ¢ € D
tal que a = be. Como (a) # (b), pelo Teorema 2 segue que ¢ = % ¢ U(D). Ainda,
(b) # (1) = D = b ¢ U(D) (pelo mesmo teorema), o que contradiz a ser irredutivel. Logo,

devemos ter (a) maximal. O
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Em particular, este teorema e o exemplo anterior implicam que Z[z] ndo é um

dominio de ideais principais.

Mostremos agora uma relagao entre um ideal / ser maximal e o quociente D/I.

Teorema 10. Sejam D um dominio de integridade e I um ideal de D. Entao, D/I é um

corpo se e somente se I é um ideal maximal.

Demonstra¢io. (=) Suponha que D/I seja um corpo e seja J um ideal de D tal que
I € JC D. Entdo, existe b€ J\ I, donde b € D/I com b # 0. Como D/I é um corpo,
existe ¢ € D/I tal que bc = 1. Assim: bc =1, donde be—1 €I C J. Comobe Jec€ D,
temos bc € J. Dai, bc — (bc—1)=1€ J = J = D.

(<) Suponha que I seja maximal. Para mostrar que D/I é um corpo, basta
mostrarmos que todo elemento b € D/I, com b # 0, possui um inverso multiplicativo em
D/I, uma vez que as outras propriedades seguem pela defini¢do de D/I. Assim, seja b

um elemento dessa forma. Considere:
B={zxeD|z=by+w,yecDwel}

Como 0 € D, temos que w € [ = w+bx0 =w € B, donde I C B. Ainda, m,n €
B=m=b+wn=bz4+uyzeEDewuecl=m+n=>bly+z) + (w+u), com
y+z€ Dew+wu € I (pois I éideal) = m+n € B. Por fim, m € Bja € D =
m=by+w,y € Dowel=am=>bay)+aw,ay € Deaw e I (pois I é ideal)
= am € B. Logo, B é ideal de D. Assim, como I é maximal, devemos ter B = [ ou
B=D. Masbe Beb¢ I, donde B=D. Logo,1 € B=3dy€ Dewé€ I com
l=by+tw=1-by=wecl=1—-by=0=by=1. Assim,ﬂyzg_leD/I. Portanto,
D/I é um corpo. 0

Mostramos, no Teorema 8, que o conceito de ideal maximal esta, de certa forma,
relacionado com o conceito de elemento irredutivel em um dominio de integridade D.
Entretanto, vimos que os elementos irredutiveis em D e os elementos primos desse dominio
nem sempre coincidem. Isso nos leva a questionar se existe um tipo de ideal de D que esteja

relacionado com os elementos primos de D. Nesse sentido, temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 14 (Ideal Primo). Um ideal P de um dominio de integridade D, com P # D é

dito um ideal primo se:
a,beD eabe P=ac P oubec P.
Mostremos, para ideais primos, resultados andlogos aos provados para maximais.
Teorema 11. Sejam D um dominio de integridade e a € D\ U(D),a # 0. Entao:

(a) € ideal primo de D < a € primo em D.



26

Demonstragio. (=) Suponha que (a) é um ideal primo de D. Sejam b,c € D tais que
a = be. Entéo be € (a) = b € (a) ouc € (a) = a | bou a|c (pela Proposigao 3). Logo, a
¢é primo em D.

(<) Sejam a primo em D e b,c € D tais que be € (a). Entao existe k € D tal que
ak = bc. Assim, a | be e, sendo a primo, temos que a |boua | c= b € (a) ou ¢ € (a)

(pela Proposigao 3). Logo, (a) é um ideal primo de D. ]

Teorema 12. Sejam D um dominio de integridade e I um ideal de D. Entao, D/I é um

dominio de integridade se, e somente se, I é primo.

Demonstrag¢io. (=) Suponha que D/I é um dominio de integridade e sejam a,b € D tais
que ab € I. Entdao ab=ab = 0. Mas D/I ¢ um dominio de integridade, donde devemos

tera=0oub=0=a€loubel. Assim, éprimo.

(<) Seja I um ideal primo de D. Como I é um ideal préprio de D, D/I é um
anel comutativo com unidade 1. Assim, para que D/I seja um dominio de integridade,
é necessario mostrar apenas que D/I nao possui divisores de zero. Sejam a,b € D com
ab=0. Entato ab=0=abe I =a €l oube I (pois [ é primo) =a=0oub=0.

Portanto, D/I nao possui divisores de zero, donde é um dominio de integridade. O

Usando os resultados mostrados para ideais maximais, ideais primos e dominios de

ideais principais, podemos mostrar os seguintes teoremas:

Teorema 13. Sejam D um dominio de integridade e I um ideal maximal de D. Entdo 1

¢ um ideal primo de D.

Demonstragio. Seja I um ideal maximal de D. Entao, pelo Teorema 10, temos que D/I é
um corpo. Em particular, D/I é um dominio de integridade, donde, pelo teorema anterior,

segue que I ¢ primo. O

Teorema 14. Sejam D um dominio de ideais principais e I um ideal proprio de D. Entao:
I € maximal < I é primo.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, ja sabemos que a ida é valida. Nos resta mostrar a
volta. Suponha que I é um ideal primo de D que nao é maximal. Entao existe um ideal J
de D tal que:

ICJCD.

Como D ¢é um dominio de ideais principais, existem a,b € D tais que I = (a) e J = (D).
Como (a) C (b), temos pela Proposigdo 3 que b | a = a = be para algum ¢ € D. Como
bc=a € (a) =1 el ¢éprimo, devemos terb € Touce [. Masbe [ = J=(b)CI1C J, o0
que é um absurdo. Logo, c € [ = (a) = a | ¢ = ¢ = ad para algum d € D = a = bc = abd



27

ea#0=bd=1=0becU(D)= J =D, o que contradiz J C D. Logo, I ideal primo
proprio de D = [ é maximal. O

Por fim, mostremos mais duas propriedades dos ideais primos.

Teorema 15. Seja P um ideal proprio de um dominio de integridade D. Entdio P é um
ideal primo se, e somente se, para quaisquer dois ideais A e B de D satisfazendo AB C P,

tivermos que A C P ou B C P.

Demonstragio. (<) Suponha que P é um ideal préprio de D com a propriedade:
ABCP=ACPouBCP

para A, B ideais de D. Sejam a,b € D tais que ab € P e seja k € (a) (b). Entao, existem
neN, ay,...,a, € (a) e by,...,b, € (b) tais que:

k=aiby + ...+ ayb,
Dado i € {1,...,n}, como a; € (a) e b; € (b), existem [;,r; € D tais que:
a; = al; e b; = bry
Assim:
k= aiby + ... + ayb, = ab(lyry) + ... + ab(l,ry) = ab(lyry + ... + l,rn) = abC

com C'=lLiri+ ...+ 1l,r, € D. Como P éideal, ab€e P e C € D, temos k € P. Portanto,
(a) (by C P, donde (a) C P ou (b) C P. No primeiro caso, temos a € P, e no segundo,
temos b € P. Ou seja:

ab € P implicaem a € Poube€ P

donde P é um ideal primo.

(=) Sejam P um ideal primo de D e A, B ideais de D tais que:
ABCP

Suponha que A ¢ P. Entao, existe a € A tal que a ¢ P. Seja b € B. Temos que
ab € AB C P. Como P é um ideal primo, vale que a € P ou b € P. Uma vez que a & P,
segue que b € P. Portanto, B C P.

Logo, vale que A C P ou B C P. n

Teorema 16. Sejam D e Dy dominios de integridade satisfazendo D C Dy e P um ideal
primo de Dy tal que PN D # {0}, D. Entao PN D é um ideal primo de D.
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Demonstracao. Sejam a,b € D C D1 tais que ab € PN D. Entao ab € P, com a,b € D,
e P ideal primo de D;. Pela definicao de ideal primo, segue que a € P ou b € P. No
primeiro caso, como a € D, segue que a € PN D. No segundo caso, como b € D, segue
que b € PN D. Portanto:

a,be Deabe PND implicaemae PNDoube PND

donde PN D ¢é um ideal primo de D. O

2.3 SOMA E PRODUTO DE IDEAIS

Estudaremos nesta se¢do a soma e o produto de ideais. Este conceito serd usado
ao estudarmos os dominios de Dedekind e a fatoracao de ideais, os quais serdo essenciais

no estudo das equagdes diofantinas. Comecemos entdo com a soma de ideais.

Defini¢ao 15 (Soma de ideais). Sejam D um dominio de integridade e I,J C D ideais
de D. A soma de I e J, denotada por I + J, € o ideal de D:

I+J={i+j | iel,jeJ}

Da defini¢ao de I + J, vemos que I + J C D. Resta mostrarmos que I + J é, de
fato, um ideal de D.

e 0+ J: Como I,J sao ideais, temos que 0 € I, J. Assim, 0=04+0¢€ I + J.

e a,b € I+ J implicaem a+b e I+ J: Como a,b € I+ J, existem i1,i5 € [ €
J1,J2 € J tais que:

a =1+
b=1is+7J2

Como [ e J sao ideais, temos iy + 12 € I e j; + jo € J. Assim:

a+b=iy+j1+ix+jo= (i1 +i2) + (1 +J2) EL+J

e acl+JedeDimplicaemade [ +J: Comoa € [+ J,existemieleje ]
tais que ¢ + 7 = a. Como [ e J sao ideais, temos id € I e jd € J. Assim:

ad = (i +j)d=id+jdel+J

Logo, I + J ¢é ideal de D. Provaremos agora algumas propriedades da soma de

ideais, cujas demonstragoes sao fornecidas pelo autor deste texto.

Proposicao 5. Sejam D um dominio de integridade e I,J, K C D ideais de D. Entdo:



29

1.I1+J=J+1.

2. 1+(J+K)=(U+J)+ K.

3. I+(0)=1.

4. T+ (1) = (1).

5. Se existem i,j € D tais que I = (i) e J = (j), entio I + J = (i, 7).
6. Se K C D ¢é um ideal de D que satisfaz I,J C K, entdio [ +J C K.

7.1, JC I+ J.
Demonstracao. 1. Dado x € I 4+ J, existem ¢ € [ e 7 € J tais que:
r=i1+j=j+re€J+1
donde I + J C J + I. Por simetria, temos J + 1 C I + J. Assim, I +J = J + I.

2. Dadoz e I+ (J+ K), existemi € I, j € Jek € K tais que:
r=i+(G+k)=(+j)+ke(l+J)+K
donde I + (J+ K) C (I +J) + K. Pelo item 1 e pelo que ja mostramos, temos:
[+ )+ K=K+(J+I)C(K+J)+I=1+(J+K)
Logo, I+ (J+ K)=(I+J)+ K.

3. Dado z € I 4 (0), temos que existe ¢ € [ tal que x =7+ 0 =14 € I. Por outro lado,
dado i € I, temos i =i+ 0 € I 4 (0). Logo, I + (0) = 1.

4. Dado z € D = (1), temos que z = 0+x € I+ (1) (uma vez que I é ideal e, portanto,
0€ ). Como I+ (1) C D= (1), temos I + (1) = (1).

5. Seja x € I + J. Entao, existem r, s € D tais que x = ri+ sj € (i, ). Analogamente,
dado y € (i,7), existem r, s € D tais que y = ir + js. Como I e J sdo ideais, temos

queir € [ e js € J, donde y € I + J. Com isso, segue que I + J = (i, j).

6. Sejax € [ +J. Entao existemi € I C K eje€ J C K tais que x =i+ j € K (pois
K éideal). Logo, I +J C K.

7. Sejai € I. Como 0 € J, temosi=1i+0¢€ [+ .J,donde I C I+ .J. Analogamente,
JCI+J.

]
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Note que a penultima condi¢ao da proposi¢ao anterior implica que I + .J é o menor

ideal de D que contém [ e J.

Prosseguimos agora com a defini¢ao de produto de ideais e com suas propriedades.

Defini¢ao 16 (Produto de ideais). Sejam I e J ideais de um dominio de integridade D.
O produto de I e J, denotado por I.J, é o ideal de D definido por:

IJ={x€ D | x=1i1j1+ ...+ ij para algum r € N, com iy,....i, €I e j1,...,Jr € J}
E evidente que I.J C D. Vamos mostrar que esse produto ¢ de fato um ideal:

1.0elJ: Como0O€el,J,temos 0=0x0¢€1lJ.

2. a,belJ=a+belJ: Sea,be lJ,existemay,...,a,,¢1,...;c, € [ €by,...;0.,dy,....d, €
J tais que:

a=ab +..+ab,
b = Cldl —f- —I— Cndn

Fazendo iy = ag, jr = by para k € {1,...,7} € ixr = Ck, jror = dg para k € {1, ...,n},

temos que i, € I e jy € J para todo k € {1,...,n+r}. Assim:

a + b= a1b1 + ...+ arbr + Cldl + ...+ Cndn = iljl + ...+ in—&-rjn—&—r elJ

3.de D,aelJ = daeclJ: Comoa € lJ, existem ay,...,a, € [ e by,....b. € J tais
que:
a=ab +..+ab,

Como ay € I(ideal) para k € {1,....,r} e d € D, temos da, = A, € I para
k € {1,...,r}. Portanto:

da = d(a1b1 + ...+ arbr) = (da1)61 + ...+ (dar)br = Albl + ...+ Arbr elJ

Portanto, I.J é de fato um ideal de D.

As demonstragoes da proposicao a seguir sao fornecidas pelo autor deste texto.

Proposicao 6. Sejam D um dominio de integridade, I, J, K C D ideais de D. FEntdo:

1. 1J=JI.

2. I(JK) = (IJ)K.
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5. Se existem i,j € D tais que I = (i) e J = (j), entdo 1J = (ij).

6. I+J)K=IK+ JK.

7. 1JCIlellCJ.

Demonstracao. 1. Seja x € I.J. Entao, existem iy, ...,72, € I € j1,..., Jn € J tais que:
T =01 4 oo+ o = G101 + e+ Gin € JI
Assim, I.J C JI. Pela simetria, temos JI C I.J, donde segue que I.J = JI.
2. Seja x € I(JK). Entao, existem i1, ...,i, € [ e y1,...,y, € JK tais que:
T=1Y + ... + 1ln

Dado k € {1,...,n}, como y, € JK, existem jx 1, ..., jkm, € J € U1y o Ukm, € K
tais que:

Yk = JeaUk1 + oo T Jhmy, Uk my,

Assim:

T = Z.1<j1,1u1,1 + ...+ jl,mlul,ml) + ...+ Zﬁ(jn,lun,l + ...+ jn,mnun,mn) -

= 1J11U11 + o F U T Umy T e T i1 Un 1 o U T mn Unma,
Dados k € {1,...,n} el € {1,...,my}, seja zx; = ixjr; € I.J. Entdo:
T=211U11 + oo T 2y Uty F oo F ZpaUn g F oo Znm, Unm, € (IJ)K
Logo, I(JK) C (IJ)K. Ainda, pelo item 1 e pelo que mostramos, temos:
(INK = K(JI) C (KJ)I = I(JK)
Portanto, I(JK) = (IJ)K.
3. Seja x € I(0). Entao existem iy, ..., 7, € I tais que:
2 =010+ .. 4i0=0+..+0=0¢ (0)
Ainda, como 0 € I (0) (pois I (0) é ideal), temos I (0) = (0).
4. Seja x € I (1). Entao, existem iy, ...,7, € I € y1,...,y, € (1) = D tais que:
T=0y1+ ... +ty, €1
pois i;y; € I para todo j € {1,...,n} (pois I é ideal). Ainda, i € I é tal que:
i=ix1el(l)

Logo, I (1) = 1.
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5. Seja x € IJ. Entao existem ry,...,7,, S1, ..., S, € D tais que:
T =1r1js1 + ... +irpgs, = ij(r1s1 + ... + msn) € (i4)
Analogamente, seja y € (ij). Entdo, existem uy, ..., u,, € D tais que:
y=1iju; + ... +iju, = (i x 1) (Jug) + ... + (1 x 1) (Ju,) € IJ
Logo, IJ = (ij).

6. Seja z € (I +J) K. Entao existem iy, ....,i, € I, j1,...,Jjn € J € k1,....,k, € K tais

que:
x = (i1 +J1) k1t H(in + Jn) kn = (irk1 + oo + inkn)+(G1ks + .. + Jnkn) € IKHJK

Por outro lado, seja y € IK + JK. Entao existem ¢y, ....,4, € [ C I+ J, j1, ..., jm €
JCI+Jeky, .. knyky, .k €K tais que:

y =1k + ... +inkn + 51k} + ...+ Jmkl, € (I + K
Portanto, (I + J)K = IK + JK.

7. Seja x € IJ. Entao existem i1, ...,i, € I e ji,..., j, € J tais que:
T =11J1+ ... T injn

Como I éideal, iy, € [ e jp € D para k € {1,...,n} temos ixj, € I para k € {1,...,n},
donde x € I. Assim, I.J C I. Analogamente, I.J C J.

]

2.4 DOMINIOS EUCLIDIANOS

No estudo da Teoria dos Ntumeros, muitos resultados importantes sao derivados
do algoritmo da divisao de Euclides. Estudaremos agora dominios Euclidianos, que sao
dominios que possuem uma propriedade similar a do algoritmo da divisao. Veremos que
dominios com esta propriedade satisfazem muitos resultados importantes, como a de serem,
em particular, dominios de ideais principais. Para isso, comegaremos definindo uma funcao

euclidiana e estudando suas propriedades.

Definigao 17 (Funcao euclidiana). Seja D um dominio de integridade. Uma fungdao

¢: D — 7 é dita uma fungdo euclidiana em D se ela satisfaz as sequintes propriedades:

e ¢(ab) > ¢(a),¥ a,b € D com b # 0.

e Sea,be D comb#0 entio existem q,r € D tais que a = gb+1 e ¢(r) < ¢(b).
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Teorema 17 (Propriedades de uma fungao euclidiana). Sejam D wm dominio de integri-

dade que possui uma funcao euclidiana ¢ e a,b € D. Entao:

1. a~b= ¢(a) = p(b).
2. ¢(a) > (0) se a # 0.

3. albedla)=ob)=an~b
4. a € U(D) < ¢(a) = ¢(1).

Demonstragao. 1. Primeiramente, notemos que a ~ 0 = a = 0. De fato, como 0 xb =0
para todo b € D, temos que 0 | a = a=0. Assim,a~0=0|a=a=0= ¢(a) =
#(0). Logo, se a =0 ou b =0, a implica¢do vale. Se a ~ b e a,b # 0, entdo existem
u,v € D\ {0} tais que b = au e a = bv. Pela primeira propriedade de fungoes
euclidianas, temos: ¢(a) = ¢(bv) > ¢(b) = ¢p(au) > ¢(a), donde ¢(a) = ¢(b).

2. Sendo a # 0, pela segunda propriedade de funcao euclidiana, temos que existem
g, € D tais que 0 = aq + r, com ¢(r) < ¢(a). Suponha que r # 0. Entdo ¢ # 0 e
pela primeira propriedade, temos ¢(r) = ¢((—q)a) > ¢(a), o que é uma contradicao.
Logo, 7 = 0 e, assim, ¢(a) > ¢(0).

3. Se b =0, temos que ¢(a) = ¢(b) = ¢(0) = a=0=0b= a ~ b, pelo item anterior.
Se b # 0, pela segunda propriedade de funcoes euclidianas, existem ¢,r € D tais que
a=qgb+re¢(r) <o) =¢(a). Suponha que r # 0. Como a | b, existe u € D tal
que b = au. Assim, r =a—bg=a—auqg =a(l —uq) #0,donde a #0e1—uq #0.
Pela primeira propriedade de fungoes euclidianas, temos ¢(r) = ¢(a(l —uq)) > ¢(a),
o que é um absurdo pois ¢(r) < ¢(a). Portanto, r =0e a=¢b=b|a. Como a | b,

segue que a ~ b.

4. Se a € U(D), temos a ~ 1 = ¢(a) = ¢(1) pelo item 1. Por outro lado, se
¢(a) = ¢(1), como 1 | a (pois 1 divide todos os elementos de D), temos pelo item 3
que a~1=aecU(D).

]

Vejamos agora a definicdo de um dominio Euclidiano, e mostremos que todo dominio

Euclidiano é, também, um dominio de ideais principais.

Defini¢do 18 (Dominio Euclidiano). Seja D um dominio de integridade. Se D possui

uma fungao euclidiana ¢ entao D é chamado de dominio Euclidiano com respeito a ¢.

Teorema 18. Um dominio Euclidiano é um dominio de ideais principais.
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Demonstracao. Seja D um dominio Euclidiano. Entao D possui uma fungao euclidiana ¢.
Seja I um ideal de D. Se I = {0}, entdao I = (0) é um ideal principal. Se I # {0}, seja
S C Z dado por:

S =A{¢(@)x eI,z #0}

Como I # {0}, temos S # (). Ainda, pelo item 2 do Teorema 17, temos ¢(x) > ¢(0) V z €
I,z # 0. Logo, S é limitado inferiormente por ¢(0). Pelo PBO, S possui um menor
elemento y. Pela defini¢do de S, existe a € I,a # 0 tal que y = ¢(a). Como a € I (ideal),
temos (a) C I. Suponha que I # (a). Entao existe b € I\ (a). Em particular, como
0 € (a), temos b # 0. Pela segunda propriedade das fungoes euclidianas, existem ¢,r € D
tais que b = aq + r, com @(r) < ¢(a). Assim, r = b — aq e, como [ é ideal, a,b € I e
q € D, temos r € I. Ainda, r =0 = b = aq = b € (a), o que é falso, por isso r # 0.
Logo, ¢(r) € S = ¢(r) > min S = ¢(a) > ¢(r) (absurdo). Portanto, I = (a), donde I é
um ideal principal. Assim, todo ideal de D é principal, donde D é um dominio de ideais

principais. ]

Mostraremos agora que os dominios Euclidianos satisfazem um resultado analogo

ao do algoritmo de Euclides para os niimeros inteiros.

Teorema 19 (Algoritmo de Euclides). Sejam D um dominio Euclidiano em relagao a
¢ ea,be D\ {0}. Definamos recursivamente as sequéncias qi,qa,... € T_1,70,T1,... de

elementos de D pelas relacoes:
r_y=a,r9g=0b, er; = qjparjt1 +rjp2 com ¢(ripe) < G(rip1)
Com j=—1,0,1,....k, sendo k > —1 o menor tal que ry1o = 0. Entao, {(a,b) = (rp,1).

Demonstracdo. Pela propriedade 2 da funcao euclidiana ¢, o processo de construgao das
sequéncias (r;) e (¢;) estd bem definido para j = —1,0,1,...k+2el =1,2,.. k+ 2.
Ainda, ¢(r1) > ¢(re) > ¢(r3) > ... é uma sequéncia decrescente limitada inferiormente
por ¢(0) (pelo item 2 do Teorema 17), donde existe k + 2 € N tal que ¢(r;) > ¢(0) se
J<k+2e ¢(rp2) = ¢(0) = rpyo = 0 (pelo item 2 do Teorema 17). Assim, dado
j€4{-1,0,1,2,....k} e usando a definicao dos r;, temos:

<Tjarj+1> = <Qj+27“j+1 + 7”j+2,7’j+1> = <Tj+27Tj+1> = <Tj+1:Tj+2>
Portanto:
(a,b) = (r_1,7m0) = (ro,71) = - = (T, k1) = Tk 1, Thr2) = (Tht1,0) = (T41)

]

Note que, na definicao de dominios Euclidianos, necessitamos de uma funcao

euclidiana, a qual nao sabemos se existe para um dado dominio e, caso exista, nao sabemos
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como encontra-la. Estudaremos entdo uma classe de func¢oes que aparecem naturalmente
como candidatas a fung¢oes euclidianas para certos dominios de integridade, devido as

suas propriedades. Conseguiremos entao provar critérios necessérios e suficientes para que

1
Z+Z\/meZ+Z< +2\/ﬁ

) sejam Euclidianos com relagoes a essas fungoes.

Definicao 19 (Funcio ¢,,). Seja m € Z livre de quadrados. A fung¢io ¢, : Q(/m) — Q
¢ dada por:
G (1 + s3/m) = ‘7”2 — m32‘

Para todos r,s € Q.
Lema 1 (Propriedades da ¢,,). Seja m € Z livre de quadrados. Entao:

1. ¢m : Z+ Zy/m — NU{0}, isto €, se o € Z+ Z+\/m, entio ¢,,(a) € NU{0}.

1+ m
2

2. Sem = 1 (mod 4) entdo ¢, : Z—I—Z(

14+ +/m
2

>—>NU{0}, isto é, se a €

Z—l—Z( ), entio ¢, () € NU{0}.
3. Seja o € Q(y/m). Entao ¢p(a) =0 a=0.
4. dm(aB) = Om(@)dm(B) para todo a, B € Q(y/m).

5. Om(afB) > dm() para todo o, 8 € Z + Z/m com 3 # 0.

1
6. Sem =1 (mod 4), entio ¢pm(af) > dm(a) para todo o, f € Z + 7 ( —1—2\/%) com
B #0.
Demonstragio. 1. Seja a € Z+7Z+/m. Entdao a = x+y/m, com z,y € Z = x> —my?* €
7 = |2* — my?| = ¢m(a) € NU {0}

1
2. Se m = 1 (mod 4), entdo Z + 7Z ym

¢ um dominio de integridade. Seja

2

1 1
a€Z+Z< +2\/m>,deformaquea::p+y< —i—;/ﬁ) = (x+g)+g\/ﬁ, com
x,y € Z. Entao:

omi@) = o (e +2) + L) = (24 2) —m (2

2 2 2 2
1—
= x2+xy+( 4m)y2 cNu{0}

Pois € Z, uma vez que m = 1 (mod 4).
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3. Seja a € Q(y/m), de forma que oo = r + sy/m, com r, s € Q. Entdo, como m é livre

de quadrados, temos:

Om(a) = 0 dp(r +svm) =0

& ‘r2—m52’ =0

= r? = ms?

&r=+sy/m
Sr=s=0
Sr+s/m=0
Sa=0

Pois r € Q e sy/m € R\ Q (j& que m € Z é livre de quadrados).
4. Sejam «a, f € Q(y/m). Entao a = z+y/me  =r+sy/mcom z,y,r,s € Q. Assim:

Om(@B) = dm((@ +yv/m)(r + sv/m)) = ¢um((r + mys) + (xs + yr)v/m)
= |(xr + mys)?* — m(zs + yr)2’

= |2%r% + 2zrmys + m?y?s® — ma’s® — 2xrmys — my2r2’

= |22 + m*y®s® — ma?s® — myzrz‘

|0 — )0 — st = [o? — g p? — ms?
= Om (2 + yv/m)om(r + sv/'m)

= Om(a)Pm(5)

5. Sejam «, 8 € Z + Z+/m, com (3 # 0. Pelo item 3, temos ¢,,(3) # 0. Pelo item 1,
Om(0), 6m(8) € NU 0} = dn(a) = 0 ¢ 6(9) > 1. Por fim, pelo item 4

¢m(a5) = Qbm(a)gbm(ﬁ) > ¢m(a)

1
6. Sejam «, 3 € Z + 7 < +2\/ﬁ>, com 3 # 0. Pelo item 3, temos ¢,,(3) # 0. Pelo

item 2, ¢ (@), dm(B) € NU{0} = @) >0 e ¢y, (8) > 1. Por fim, pelo item 4:
¢m(a5) = ¢m<a)¢m(ﬁ) > ¢m(a)
[

Usando as propriedades da fungao ¢,,, podemos chegar a um critério necessario e

suficiente para que Z + Z+/m seja Euclidiano com relagao a ¢,,.

Teorema 20. Seja m € Z livre de quadrados. Entio, 7 + Z+/m é Euclidiano com relagio

a ¢, se, e somente se, para todos x,y € Q existem a,b € Z tais que:

Pm((z 4+ yv/m) — (a+bym)) <1 (2.2)
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Demonstragio. (=) Suponha que Z + Z+/m seja euclidiano com respeito a ¢,,. Sejam

r s
x,y € Q. Entao existem r,s,t € Z, com t # 0, tais que x = i ey = r de forma que

T+ yy/m = w Como ¢, é funcio euclidiana em Z + Z+/m, existem a + by/m, ¢ +

dv/m € Z + Z~/m tais que:
T+ sv/m = t(a+ by/m) + (c + dvm), pp(c + dv/m) < ¢ (t)

Entao:

dm((z +yv/m) — (a + by/m))

b (“LS\/_ a+b\/_))
<r+s\/_ a+bﬁ)t>

(”‘”)

I
©
3

_ ¢m(c—|—
P (t)

Pelo item 4 do Lema 1.

(<) Suponha que (2.2) valha. Ja sabemos que Z + Z+/m é dominio de integridade.
Assim, para mostrar que Z+ Z+/m é dominio Euclidiano, devemos verificar que ¢,, satisfaz
as propriedades de uma fun¢ao euclidiana em Z + Z/m. Pelo item 5 do Lema 1, a primeira
propriedade j& é valida. Para mostrar a segunda propriedade, sejam r + sy/m,t + u\/m €
Z + Z~/m, com t + uy/m # 0. Entao t # 0 ou u # 0, e portanto:

r+sy/m _ (r + sv/m)(t — uy/m) _ (rt —usm) + (st — ru)y/m
t+uym  (t+uym)(t —uy/m) 2 — mu?
rt —usm (st —ru)

= - vm

2 —mu? 12 — mu?

rt —usm st —ru
Assim, tomando z = Y= H € Q, temos:
— mu — mu

rt —usm st —ru 4+ Sv/m
v+ g/ = + Jm = sy

2 —mu? 2 — mu? t+ u/m

Por (2.2), existem a, b € Z tais que:
Om((z +yvm) = (a+bym)) <1
Sejam ¢ =r — at — bum,d = s — au — bt € Z. Entao:

c+dym = (r —at —bum) + (s — au — bt)\/m = (r + sv/m) — ((at + bum) + (au + bt)/m)
= (r+svm) — (a+bv/m)(t +uy/m) € Z +Z/m
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Assim, r + sy/m = (a + by/m)(t + uy/m) + (¢ + dy/m) e

Om(c+dyvm) = du((r + sv/m) — (a+by/m)(t +uy/m))

Om(( +yv/m)(t + uy/m) — (a+ by/m)(t + uy/m))
G (t + u/m) o (2 +yvm) — (a +by/m))
G (t + uy/m)

Utilizando o item 4 do Lema 1 e o fato de que t + uy/m # 0 e t + uy/m € Z + Z/m =
Om(t + uy/m) > 1 (pelo item 1 do Lema 1). Portanto, ¢, é uma fung¢do euclidiana em
Z + Z+/m e, assim, Z + Z+/m ¢é dominio Euclidiano. O

A

Usando o teorema anterior, podemos determinar os inteiros livres de quadrados m

negativos tais que Z + Z+/m é dominio Euclidiano com relacao a ¢,,.

Proposicao 7. Seja m € Z um inteiro negativo livre de quadrados. O dominio de

integridade 7 + Z~/m € Euclidiano com respeito a ¢, se, e somente se, m = —1, —2.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que Z + Z+/m é Euclidiano com respeito a

¢m para m = —1, —2. Sejam x,y € Q. Entao, existem a,b € Z tais que:
1 1
—al < = —b < =
v —al<gely—b<g
Assim, se m € {—1,—2}, temos |m| < 2, donde:

Om((@ +yv/m) = (a +by/m)) = du((x = a) + (y = b)V/m)
= |(@—a)* = m(y — b
< rx—am [ml |y — b’

2 3
S="<
14

IN

VAN
I SN

_|_

Pelo teorema anterior, segue que Z—+Z+/m ¢é Euclidiano com relacao a ¢, param = —1, —2.

Por outro lado, suponha que Z + Z+/m é Euclidiano com respeito a ¢,,. Entao,

pelo teorema anterior, existem a,b € Z tais que:
1 1
¢m<(2+2v”> a+mf‘><1
1

on (5 =) + (- 0vm)) <1
1 2 1 2
(o) -9

2 2
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2

1
Como m < 0, temos —m = |m| > 0. Ainda, |-~ —a| ,|= —b| >0, donde:

(o) m (3o

1 1 1 1
Sabemos ainda que, como a,b € Z, temos (2 — a> > —e ( — b> > 5 Assim:
2

bl

2 \2

1 m 1 2 1

-——< (== — -—b) <1

1 4= <2 a) ”l( >

1—-m<4
m > —3

Portanto, m = —1 e m = —2 sdo os unicos valores de m possiveis tais que Z + Z/m seja
um dominio Euclidiano com relagao a ¢,,. O]

Um resultado andlogo ao Teorema 20, com demonstracdo analoga, vale para
1
Z+Z (W) :

Teorema 21. Seja m € Z livre de quadrados com m = 1 (mod 4). Entao, o dominio

14+v/m
de integridade Z + 7 2\/_ ¢ Fuclidiano com respeito a ¢, se, e somente se, dados

x,y € Q, existem a,b € Z tais que:
144/
Pm ((x%—yvm) — <a+b (—i—2m>>> <1

Assim como no Teorema 20, podemos usar o resultado anterior para encontrar os

1+ .
valores negativos de m tais que Z + Z (ﬁ) ¢ Fuclidiano com relacao a ¢,,, o que

nos da a seguinte proposicao:

Proposicao 8. Seja m € 7Z negativo e livre de quadrados, com m = 1 (mod 4). O
1

dominio de integridade Z + 7 <+2\/ﬁ>

m=—3,-7,—11.

¢ Fuclidiano com relagcao a ¢, se, e somente se,

1
Encontrar todos os valores de m positivos que fazem Z +Z/m e Z+Z +2\/m

serem Euclidianos com relacgao a ¢,,, ¢ menos direto. Entretanto, podemos usar os resultados

que conhecemos para mostrar a validade para alguns casos.

Proposic¢ao 9. O dominio de integridade Z + Z~/m € Euclidiano com relag¢io a ¢, para
m=2,3,0.

Demonstracio. Provaremos primeiro para m = 2,3. Sejam z,y € Q. Entao existem
a,b € Z tais que:
1
e —al < Sely—bl<

DO | —
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Como (x —a)®,m (y —b)> > 0, temos:

om ((z+yv/m) = (a+bvm)) = m((x — a) + (y — b) vm)
=z —a)’ —m(y—b)’|
< max{|x —al*,m |y —b*}
3
=—<-<1
e
Pelo Teorema 20, segue que Z + Z+/m é Euclidiano com relac¢ao a ¢,,, para m = 2, 3.

< max{

Suponha agora que Z + Z+/6 nio é Euclidiano com respeito a ¢g. Pelo Teorema 20, existem

r,s € QQ tais que:
b6 ((7’+8\/6) — (a+b\/6)) >1Va,beZ

Ou seja:

(r—a)>—6(s—b)? >1Va,beZ (2.3)
| |

. Assim, existem

N | —

Sabemos que min{r — |r|,—r — |=r]|},min{s — [s] ,—s — [—s]} <
ur,ug € Z e €1,e5 € {—1,1} tais que:

1
O§€1T+U1,628+u2§§

Sejam ;. = €11 + uy,S1 = €5 + us € Q e, dados a,b € Z, sejam a; = eja + uy, by =
eab+us € Z (note que as fungoes f, g : Z — Z, dadas por f(x) = e;x+u; e g(x) = eax +uy
sado bijetoras). Assim, temos:
1
0<ry,s < B (2.4)
Ainda, podemos reescrever a propriedade (2.3) como sendo:
‘(7’ —a)® —m(s — b)2‘ — |2 (r+ equy — (a+ euy))? — me2 (s + equy — (b+ 62u2))2‘

2 2

= (617” + Suy — (ae + eful)) —m (862 + eauy — (beg + e%uQ)) ’

— (e + uy — (aey +u1))” — m (sey + uy — (bey + u2))2’

= |(r; — a1)2 —m(s; — bl)Q’ >1Va, b € 7Z
Tomando (a,b) = (0,0),(1,0),(—1,0) na relagdo acima:

rf —6s3[ > 1
‘(1 — )% — 652
‘(1 +71)? — 652

Por outro lado, de (2.4) temos:

S <(1-rm)’—6s2<1 (2.6)
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Concatenando (2.5) e (2.6), encontramos que:

-3
5 < r? — 657 < —1 (2.7)
-5
(i) (1 —71)* — 652 =1 ou (i) = < (1—7)*—6s7 < —1 (2.8)
9
1< (147m)*—6s] < 1 (2.9)

De (2.7) e (2.9), obtemos:

1
1§1—|—27"1+(rf—633)§2T1$T127

(\]

1 1
Mas sabemos que r; < 3 donde segue que r; = 5 Assim, (2.8)(7) nos da:

1 -3
1—633:1:&%:?

O que é impossivel. Logo, devemos ter que (2.8)(ii) vale. Assim:

1 >

) 5
Mas de (2.9) sabemos que 65 < (1+7)>—1= - = s7 < —. Portanto, devemos ter

4 24
5 )
§? = 21 = s ==+ 21 ¢ Q, o que é um absurdo. Dessa forma, Z + Z+/6 é Euclidiano
com respeito a ¢g. O

Usaremos o teorema anterior e o Teorema 6 para estudar certas equagdes diofantinas.
Antes disso, entretanto, provaremos a seguinte proposicao bastante conhecida, que nao

esté presente em (1).

Proposicao 10. Sejam n,x,y € Z, tais que existem a,b,c,d € Z com:
T = a® + nb?
y =+ nd?

Entao existem u,v € Z tais que:

Ty = u? 4+ nv?

Demonstragao. Por hipdtese, temos:
Ty = (a2 + nb2> <02 + nd2) = a’c® + n(a®d® 4+ b*c®) + n’b*d* =
= a’c® — 2abedn + n*b*d* + n(a*d* + 2abed + b*c?) =
= (ac —nbd)* + n (ad + be)?

Tomando v = ac — nbd € Z e v = ad + bc € 7Z, temos:

ry = u? + nv?
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J& encontramos critérios para verificar se Z + Z+/m é Euclidiano com relagao a ¢,,
e mostramos alguns casos particulares. Pode-se notar, como foi para o caso de Z + Z+/6,
que essa verificacao nem sempre é direta ou trivial, mesmo em vista do Teorema 20. Assim,
¢ interessante buscar outras formas de verificar se um dominio de integridade Z + Z+/m ou

IT+vym\ _ - ~ .
7+ 7 2\/_ nao é Euclidiano com relacao a ¢,,, para evitar desprendermos grande

esforco utilizando os teoremas ja obtidos em casos que podem ser lidados de maneiras

mais simples.

Teorema 22. Seja m € Z positivo e livre de quadrados. Se existirem p,q € N primos

5)-(2)--

e inteiros positivos t,u que satisfazem:

impares distintos tais que:

pt+qu=m, ptt, ¢tu

e um inteiro r tal que:

r? =pt (mod m)

Entao Z + Z+/m ndo é Fuclidiano com respeito a ¢,.

Demonstragdo. Suponha que ¢,, é Euclidiano com respeito a ¢,,. Entao existe v,0 €
Z + Z+/m tais que:
T\/E =my + 57 qu((s) < ¢m(m)

Fazendo v = z + y/m (x,y € Z), temos:

S (rv/m —m (z +yv/m)) < d (m)

Isto é:

’m2$2 —m(r — my)Q‘ < m?

m ‘mx2 — (r — my)2‘ < m?

‘mxz —(r— my)2’ <m
Como mz? — (r — my)* = —r*> = —pt (mod m) e 0 < pt < pt + qu = m, devemos ter:
2 2 _ 2 2 _ _
mx® — (my —r)° = —pt ou mx* — (my —r)* =m — pt = qu

Assim, fazendo X =z e Y = my — r, temos mX? — Y2 = —pt ou qu. Suponha que

m

mX? —-Y? = —pt. Como <> = —1, temos que p t m. Ainda, como p { ¢t devemos ter
p

p|| — pt. Dessa forma, pt X, Y. Logo:

()= ()= 0)=




p
temos ¢ t m. Ainda, como ¢ { u, temos ¢||qu. Assim, ¢t X,Y e:

()= ()= (5)

O que contradiz (m) = —1. Portanto, Z + Z+/m néao é Euclidiano com relagao a ¢,,. [

O que contradiz (m) = —1. Suponha entao que mX? — Y? = qu. Como (m) = -1

q

Utilizando o resultado que acabamos de provar, podemos encontrar alguns valores

de m para os quais Z + Z+/m nao é Euclidiano com relac¢ao a ¢,,.

Proposi¢ao 11. Z + Z+/m ndo é Euclidiano com relag¢io a ¢, para m = 23,47, 83.

Demonstracao. O resultado pode ser verificado diretamente utilizando o teorema anterior

e as seguintes escolhas para t,u,r,p e ¢:

m p q t u v
23 3 5 1 4 7
47 3 5 4 7T 23
83 3 5H 1 16 13

1
Um resultado anélogo vale para Z + Z <+2\/m>
Teorema 23. Seja m € Z positivo e livre de quadrados com m =1 (mod 4). Se existem

p,q € N primos impares distintos tais que:

p q
e um inteiro impar r tal que:

plln = 1372~ am | 0

m — 1)r?

q||(m—1)r2—4m[( ]—4m

4dm

1+vm
Entao 7.+ 7 <+2> nao ¢ Euclidiano com respeito a ¢,y,.
Estudaremos agora um resultado que afirma que, se Z + Z+/m é um dominio
Euclidiano com respeito a ¢,,, sendo m > 0 e m # 1 (mod 4), entdo m ¢é limitado (isto

é, o conjunto de tais m é finito). Este resultado, em conjunto com a Proposi¢ao 7, nos

mostra que dominios Fuclidianos da forma Z + Z/m com respeito a ¢,, sdo raros.
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Teorema 24. Seja m € Z positivo e livre de quadrados.

1. Sem =2 (mod 4) e m > 42, entio Z + Z+/m ndo é Euclidiano com respeito a ¢,.

2. Sem =3 (mod 4) e m > 91, entao Z + Z~/m ndo é Euclidiano com respeito a ¢py,.

Demonstracao. 1. Como m > 42 temos m > 20 + 86 = 4(\/§ + \/5)2 de forma que
vm > 2(v/3 ++/2). Assim:

V3m — 1 M—1:<f‘ﬂ)m><w>z<ﬁ+ﬁ>:1

2 2 2

Assim, existe um inteiro u tal que:

V2m —1 v3m —1
T<U<T

Seja t = 2u + 1, de forma que ¢ é um inteiro impar satisfazendo:
2m < t? < 3m

Suponha agora que Z + Zy/m é Euclidiano com respeito a ¢,,. Entao existem
7,0 € Z + Z+/m tais que:

tvm =my + 0, 6m(0) < ¢m(m)
Como v € Z + Z+/m, existem z,y € Z tais que 7 = x + y/m e:
6m (tvm —m (z 4+ yv/m)) < dm(m)

Isto é:

’m2x2 —m(t — my)2‘ < m?

m ‘me —(t— my)Q‘ <m?

‘m:zc2 —(t— my)Q‘ <m
Sendo X =t —my,Y = x € Z, temos:
‘XQ —mY2’ <meX?—mY?*=X?=t* (modm)

Como 2m < t? < 3m, segue que X? —mY? = t> — 2m ou X? — mY? = t? — 3m.
No primeiro caso, uma vez que t* = 1 (mod 8) (uma vez que t é impar) e m = 2
(mod 4), temos:

X?—mY?*=5 (mod 8)

Logo, X ¢ fmpar (do contrario, X? — mY? nao poderia ser impar), donde X? =1

(mod 8) e, consequentemente:

mY? =4 (mod 8)
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O que é impossivel, pois Y fmpar implica em Y2 =1 (mod 4) = mY? =2 (mod 4)
e Y par implicaem 2 |med|Y?=8|mY? = mY?=0 (mod 8). Em ambos os
casos, nao temos mY? =4 (mod 8). Dessa forma, devemos ter X% —mY? = t2 — 3m.

Como t* = 1 (mod 8), verificamos que:
X?—mY?*=1-3m (mod 8)

Como m é par, vemos que X2 — mY? é impar, donde X é impar e, assim, X? = 1
(mod 8). Logo:
m(Y?=3)=0 (mod 8)

E, uma vez que 2||m, devemos ter que 4 | Y2 —3 = Y? = 3 (mod 4), o que é

impossivel.

. Como m > 91 temos m > 44+8+/30 = 4(v/6++/5)?, de forma que v/m > 2(v/6++/5).
Assim:

@—1_\/@—1: (\/6;\/5>m>(‘@;\/5>2(\/6+x/5)=1

Assim, existe u inteiro tal que:

vom —1 vom —1
—_— << —
2 2
Seja t = 2u + 1. Entdo t é um inteiro impar que satisfaz 5m < t?> < 6m. Suponha
que Z + Z+/m é Euclidiano com respeito a ¢,,,. Entao existem v, € Z + Z+/m tais

que:
tvm =my + 6, ¢ (9) < dm(m)
Como v € Z + Z+/m, existem z,y € Z tais que 7 = x + y/m. Assim:

G (tv/m —m(z +yvm)) < dm(m)
’m%z —m(t — my)Q‘ < m?
m ‘mx2 —(t— my)Q‘ < m?
‘me —(t— my)2‘ <m
Sejam X =my —t,Y = x € Z. Entao:
Xz—mY2’ <meX?—mY?*=X?=t* (modm)
Como 5m < t? < 6m, devemos ter:
X2 —mY? =t —5mou X? —mY? =t*—6m

No primeiro caso, como t> = 1 (mod 8) (pois ¢ é fmpar) e m = 3 (mod 4), temos:

X2 -mY?=t*-5m=1-15=-14=2 (mod 4)
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Como 2% = 0 ou 1 (mod 4) para todo z € Z, a congruéncia acima nos diz que
X =Y =1 (mod 2). Logo, X?=Y? =1 (mod 8), de forma que:

l-m=t"~5m=X>-mY*=1-m (mod8) =4m=0 (mod 8)

O que é um absurdo, uma vez que isso implica em m par e m =3 (mod 4) = 2{m.
Logo, devemos ter X2 —mY? =t — 6m. Como t* =1 (mod 8) e m = 3 (mod 4),
temos:

X2 —mY?=t*—-6m=1-18=—-17=7 (mod 8)

Se X for impar, temos X? =1 (mod 8) = mY? =2 (mod 8) = mY? = 3Y? =2
(mod 4) = Y2 =2 (mod 4), o que é impossivel. Se X é par, entdo X2 =0 (mod 4),
donde —mY? = —-3Y? =3 (mod 4) = Y? =3 (mod 4), o que também ¢ impossivel.
Portanto, Z + Z+/m nao é Euclidiano com relagdo a ¢p,.

[]

Os resultados que provamos nos permitem determinar, em alguns casos, se Z+Z+/m

I+yvm\ . - - : <
el +7Z B sao Euclidianos ou nao com respeito a ¢,,. Isso, entretanto, nao é

suficiente para verificar se esses dominios sdo ou nao Euclidianos. De fato, podem haver
outras fungoes que satisfacam as condi¢oes de funcao euclidiana nesses dominios. Uma

maneira de realizar essa verificacao ¢ por meio de divisores laterais universais.

Seja D um dominio de integridade. E conveniente definir o conjunto D = U(D)U{0},

pois assim temos que D \ D=0« D éum COTpO.

Definicao 20. Seja D um dominio de integridade que nao é um corpo. Um elemento
u€ D\ D é chamado de divisor lateral universal se para todo x € D, existir z € D tal

que u | T — z.

Teorema 25. Seja D um dominio de integridade que ndao é um corpo. Se D nao possui

divisores laterais universais, entdo D nao é Euclidiano.

Demonstracao. Suponha que D seja Euclidiano com respeito a uma funcao ¢ e que nao
tenha divisores laterais universais. Seja S = {¢(v) | v € D\ D} € Z. Como D ndo é
corpo, D\ D # (), donde S # ). Pelo item 2 do Teorema 17, sabemos que S é limitado
inferiormente por ¢(0). Pelo PBO, S possui um menor elemento ¢(u), com u € D\ D.
Como D ¢ Euclidiano com respeito a ¢, para todo x € D existem y,z € D tais que
r=uy+zeod(z) <p(u). Se z=0entdo x = uy = u | z. Se z # 0, pela minimalidade
de ¢(u), devemos ter z € U(D). Em ambos os casos, temos u |  — z para algum z € D.
Logo, para todo =z € D, existe z € D tal que u |  — z. Por defini¢do, u é um divisor

lateral universal, o que contradiz D nao possuir divisores laterais universais. O
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Com este resultado, podemos provar que, para certos valores de m, Z + Z+/m
144/
eZ+17 <—|—2m

préximos lemas.

) nao sao dominios Euclidianos. Para isso, necessitaremos dos dois

Lema 2. Seja m € Z* livre de quadrados. Se m < —1, temos U(Z + Z/m) = {—1,1}.

Demonstragio. Primeiramente, (—1)x(—1) =1e1x1=1,donde {—1,1} C U(Z+Z+/m).
Por outro lado, seja a € U(Z + Z+/m). Entao, existem z,y € Z tais que x + y/m | 1.

Usando as propriedades de ¢,,, temos:

‘xz — myQ‘ = Pm (x—f—y\/ﬁ) | ¢(1) =1 = ’x2 — my2‘ =Zle ‘xQ —my2‘ >0

:>‘x2—my2‘:1:>x2—my2:j:1

Comom < —1,temos m < —2 = —m > 2 = x2—my? > 2?+2y*> > 0, donde 2 —my? = 1.
Suponha y # 0. Entdo [y| > 1= =y’ >1=>1=22—my® > 22 +22 > 22 >2>1
(absurdo). Assim, y =0e 2? =1 = x = +1, donde z +y/m = +1. Logo, U(Z+Z+/m) C
{-=1,1}. Como a incluséo inversa ja foi provada, temos U(Z + Z+/m) = {—1,1}. O

Lema 3. Seja m € Z negativo e livre de quadrados. Se p € Z é primo e m < —p, entdo p
é irredutivel em Z + Z/m.

Demonstragio. Seja a € Z + Zy/m \ U(Z + Z+/m) tal que a | p. Como a € Z + Z+/m,
existem x,y € Z tais que a = x + y/m. Usando as propriedades de ¢,,, temos:

Ty | p = b (v +yvm) | m(p) = |27 —my?| | p?

Ainda, comom < —p, temos m < —p—1=-m>p+1=2>—my* > 22+ (p+ 1)y*> >

2?2+ (2 + 1)y? = 22 + 3y*> > 0. Assim, 22 — my? é um divisor positivo de p?, ou seja,
2?2 —my? =1,p ou p.

o Caso 22 —my? = 1: Neste caso, suponha que y # 0. Entdo y?> > 1= 1= 22 —my? >

2 4+ 3y* > 3y> > 3 > 1 (absurdo). Logo, y = 0 e 2> = 1 = x = +1, donde

r+yy/m = =+1 € U(Z+7Z+/m), o que contradiz x4 y\/m € Z+7Z~/m\U(Z+Z/m).

« Caso 22 — my?* = p: Suponha que y # 0. Entdo 4> > 1= p=a?> —my* > 22+ (p +
Dy* > (p+1)y* > p+ 1> p (absurdo). Logo, y=0ea’=p=>a2=%/p¢Z, 0

que ¢ uma contradigao.

2 2

o Caso 22 — my? = p? Neste caso, como = + yy/m | p, existem u,v € Z tais

que (z+yy/m)(u+vy/m) = p. Assim, usando as propriedades de ¢,,, temos
O (T +yv/m) (u+vym)) = dn (2 + yy/m) ¢ (u+vy/m) = p*Op (u+vy/m) =
bm(p) = p* = ¢m (u+vy/m) = 1. Pelo que mostramos no primeiro caso, isso
implica em u + vy/m = +1 = z + y/m = +p ~ p.
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Logo, x + yv/m | p e x +y/m & U (Z + Z+/m) implica em x + y/m ~ p. Por definigao,
temos que p é irredutivel em Z + Z/m. O

Com isso, podemos mostrar que, para certos valores m, Z + Z+/m nao é dominio

Euclidiano.

Teorema 26. Seja m € Z negativo e livre de quadrados. Se m = 2,3 (mod 4) e m < —2,
entio Z + Z~/m ndo é Euclidiano.

Demonstragio. Seja D = Z + Z+/m. Note que D é um dominio de integridade que nao é
corpo. Como m # —1, temos U(D) = {—1,1}. Com isso, sabemos que D = {0, —1,1}.
Suponha que u é um divisor lateral universal em D. Entao u deve dividir 2 — 1,2 4 0 ou
241, isto é, u deve dividir 1,2 ou 3. Mas u t 1, pois u ndo é uma unidade. Assim, u | 2 ou
u| 3. Comom=2,3 (mod 4) e m < —2, temos m < —5, donde 2 e 3 sdo irredutiveis em
Z+7+/m. Portanto, as tinicas possibilidades para u sao 2,3, —2 ¢ —3. Como u é um divisor
lateral universal e \/m € D, existe z € D tal que u | /m — 2. Isto é, u | /m — 1, u | /m
ou u | y/m + 1. Entretanto, note que, dados x,y € Z, temos 2 (x + y/m) = 2z + 2y /m
e 3(x +yy/m) = 3z + 3yy/m. Assim, se a + by/m € D, temos 2 | a +by/m = 2| b
e3|a+by/m=3|b Como 2,311, temos que 2,3 {/m — 1,y/m,/m+ 1. Ainda,
como 3| a+bym<e =3 |a+byme2]|a+b/m< —2]|a+by/m, temos —2,-3 ¢t
vm — 1,y/m,/m + 1. Portanto, u # —3,—2,2,3. Uma vez que essas eram as unicas
possibilidades para u, segue que D = Z + Z+/m nao possui divisores laterais universais.
Pelo teorema anterior, segue que Z + Z+/m nao é Euclidiano. O
1+ m)
2

E possivel demonstrar lemas semelhantes para Z + Z ( , e com eles chegar

a um resultado analogo ao anterior para esses dominios.

Lema 4. Seja m € Z livre de quadrados, com m = 1 (mod 4) e m < —3. Entdo,
1
U (Z L Z (*2\/%)) _ (1,1}

Lema 5. Sejam p € Z primo, m € Z livre de quadrados, com m =1 (mod 4) e m < —4p.
1+ \/ﬁ>
— )

Entao p € irredutivel em 7 + 7 (

Teorema 27. Seja m € Z livre de quadrados com m =1 (mod 4) e m < —11. Entdo

1
7 + 7 <+2\/ﬁ> nao € Buclidiano.

Usaremos alguns dos resultados ja apresentados para obter representacoes de primos
como formas quadraticas binarias. Para isso, usaremos os Teoremas 6 e 7, além da seguinte

proposicao, conhecida da teoria dos ntimeros:
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Proposicao 12. Seja p € Z um primo impar. Entdo:
-1
<> =1<p=1 (mod4)
p

—2
(p) =1l<p=1,3 (mod )

<_3> =lep=1 (mod3)

p
-7
() =1&p=1,24 (mod?7)
p

—11
() =1lep=1,3,4,5,9 (mod 11)
p

Uma demonstragao para os casos —1 e —2 pode ser encontrada em (2). A demons-

tracao dos demais casos é andloga.
Teorema 28. Seja p € Z um primo tal que p =1 (mod 4). Entao existem z,y € Z tais
que p = % 4 y2.

-1
Demonstra¢io. Como p = 1 (mod 4), pela proposi¢do 12 temos <> = 1. Como
p

Z+ 7Z~/—1 é um dominio Euclidiano, pelo Teorema 18, temos Z + Z+/—1 dominio de ideais

principais. Logo, pelo Teorema 6, existem inteiros x,y € Z tais que p = x? + y°. O
Teorema 29. Seja p € Z um primo tal que p = 1,3 (mod 8). Entdo existem x,y € 7 tais
que p = x% + 2y°.

A demonstragao desse resultado é andloga a do teorema anterior.

Teorema 30. Seja p € Z um primo tal que p =1 (mod 3). Entao existem z,y € Z tais
que p =z + xy + y*.

Demonstra¢io. Como p = 1 (mod 3), pela proposi¢do 12 temos ( = 1. Como
p
1++v-3 14++/-3
+2 ¢ um dominio Euclidiano, pelo Teorema 18, temos Z + Z <+2>
dominio de ideais principais. Logo, pelo Teorema 7, existem inteiros x,y € 7Z tais que

p= 2%+ zy + 9> O

7+ 7

Com demonstracao analoga a do tltimo teorema, encontramos também os seguintes

resultados:

Teorema 31. Seja p € Z um primo tal que p =1,2,4 (mod 7). Entdo existem x,y € Z
tais que p = 22 + 2y + 24°.

Teorema 32. Seja p € Z um primo tal que p = 1,3,4,5,9 (mod 11). Entao existem
x,y € Z tais que p = 2% + 2y + 3y°.
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Ainda, mostramos que Z + Z+/m é Euclidiano para m = 2,3,6. Pela teoria dos

numeros, sabemos que para um primo impar p, temos:

<2>:1@p51,7 (mod 8)

<3> =lep=1,11 (mod 12)
b

6
() —1<p=1,519,23 (mod 24)
p

Utilizando este fato e o Teorema 6, temos:

Teorema 33. Seja p um primo tal que p = 1,7 (mod 8). Entao existem x,y € 7 tais que

p=x%—2y°.

2
Demonstragio. Como p = 1,7 (mod 8), sabemos que () = 1. Como Z+Z+/2 é dominio
p

Euclidiano, temos pelo Teorema 18 que Z + Z+/2 é dominio de ideais principais. Pelo
Teorema 6, como existem T = U = 1 tais que T? — 2U? = —1, segue que existem x,y € Z

tais que p = 22 — 2% O

Teorema 34. Seja p um primo tal que p = 1,11 (mod 12). Entdo existem x,y € Z tais
que p = 2% — 3y? ou p = 3y* — 22,

3
Demonstra¢io. Como p = 1,11 (mod 12), sabemos que <> = 1. Como Z + Z+/3 é
p

dominio Euclidiano, temos pelo Teorema 18 que Z + Z+/3 é dominio de ideais principais.
Pelo Teorema 6, como nao existem T, U € Z tais que T?% — 3U% = —1 (de fato, T? — 3U? =
—1=T?=—-1=2 (mod 3), o que é um absurdo), segue que existem z,y € Z tais que

p =% — 3y? ou p = 3y* — 2% O

Teorema 35. Seja p um primo tal que p =1,5,19,23 (mod 24). Entdao existem x,y € 7

tais que p = x? — 6y® ou p = 6y> — x>.

A demonstragao desse tultimo resultado é andloga a do teorema anterior.

Por fim, note que, com a Proposicao 10, os Teoremas 28, 29 e 33 implicam que, se
todos os divisores primos de k sao das formas mencionadas nos enunciados destes teoremas,
entdao a equacdo k = x? + ny* possui solugao (sendo n o mesmo do enunciado destes
teoremas). Ainda, os Teoremas 34 e 35 implicam que se todos os divisores primos de k sao
das formas mencionadas nos enunciados destes teoremas, entdao a equacao k = 22 + ny? ou

a equagdo —k = x? + ny? possui solugdo (sendo n o mesmo do enunciado destes teoremas).
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2.5 DOMINIOS NOETHERIANOS

Seja I C Z um ideal. Como Z é um dominio de ideais principais, existe m € Z tal
que I = (m). Considere agora um ideal J C I. Sabemos que existe n € Z tal que J = (n).
Pela Proposigao 3, sabemos que m | n. Como n possui um nimero finito de divisores,
existe uma quantidade finita de ideais I” distintos tais que J C I’. Em particular, nao

existem infinitos ideais I}, de Z, com k € N, tais que:
LCLCI;C ..

Esta propriedade, como veremos mais adiante, ndo vale para todos os dominios de
integridade. Além disso, veremos também que os dominios que satisfazem esta propriedade

possuem caracteristicas importantes.

Comecemos formalizando nossas observagoes acima.

Definicao 21 (Cadeia ascendente de ideais). Uma sequéncia (1), oy de ideais em um

dominio de integridade € dita uma cadeia ascendente de ideais se:
LCLCLC..CI,C..
A sequéncia é dita estritamente ascendente se:

LCLCI;C ..

N

I

N

Definigao 22. Dizemos que uma cadeia ascendente de ideais (I,), oy termina se existe

um inteiro positivo ng tal que I, = I, para todo n > ny.

Podemos agora definir o que é um dominio Noetheriano.

Defini¢ao 23 (Dominio Noetheriano). Um dominio de integridade D tem a propriedade
da cadeia ascendente se toda cadeia ascendente de ideais em D termina. Equivalentemente,
D tem a propriedade da cadeia ascendente se D nao contém uma cadeia estritamente as-

cendente de ideais. Um dominio com essa propriedade é chamado de dominio Noetheriano.

Comegaremos dando a defini¢ao de condicao maximal e mostrando algumas equi-

valéncias.

Definigao 24 (Condi¢ado maximal). Um dominio de integridade D satisfaz a condig¢do
mazimal se, para todo conjunto ndao-vazio S de ideais de D, existe I € S tal que, se J € S

el CJ, entao I = J (dizemos que I € o elemento mazimal de S).

Teorema 36. Seja D um dominio de integridade. Sdo equivalentes:

1. D é Noetheriano.
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2. D satisfaz a condi¢do maximal.

3. Todo ideal de D € finitamente gerado.

Demonstragao. e (1.=2.): Suponha que D é um dominio Noetheriano que nao
satisfaz a condicdo maximal. Entdo D possui um conjunto S # () de ideais de D
tal que, para todo ideal I € S, existe J € S tal que I € J. Assim, como S # (),
existe Iy € S. Dado que I} € S, existe I, € S tal que I} C I,. Suponha que exista
ne {234, }talquel CIhLbC..C I, comly s, .. 1I,€S. Comol, €S, existe
I, € Stalque I, € I,y Assim, Iy, I, ... I, [, € Sely 1o C ... L, C I,
Pelo Principio da Indugao, existe (I,), .y C Stalque I; C I, C I3 C ... C I, C ...
Logo, (I),cn ¢ uma cadeia estritamente ascendente de ideais, o que contradiz D ser

Noetheriano.

e (2. = 3.): Suponha que D seja um dominio que satisfaz a condi¢gdo maximal e que
exista I C D um ideal que nao é finitamente gerado. Entao I # {0}, pois {0} = (0).
Assim, existe a; € I\ {0}, donde (a;) = I; C I. Como [ = I; implicaria em [
finitamente gerado, temos I # I;. Assim, existe ay € I\ I;. Sendo I, = (aq, as),
temos Iy C I, C I. Suponha que, para n € {2,3,4,...}, existam ay, ..., a, € I tais
que, se Iy = (ay,...,ar) para todo k € {1,..,n}, temos I, C I, C ... C [, C I.
Sabemos que I # I, pois I, é finitamente gerado. Logo, existe a,,1 € I\ I,,. Sendo
Iy = (a1,a9, ..., Gp, apyq), temos I C 1o © ... C I, C 1,41 C I. Pelo Principio de
Indugdo, existe (I,), oy sequéncia de ideais em D tais que I, € I, € ... € I, C ...
Seja S = {I, | n € N} # () um conjunto de ideais de D. Dado I,, € S, existe
I,.1 € Stal que I, € I,,1. Logo, S nao possui um ideal I tal que, se J € Sel C J,

—=

entao I = J, o que contradiz D satisfazer a condi¢do maximal.

e (3.=1.): Sejal; CI, CI3C...C [, C..uma cadeia ascendente de ideais em D.
Seja I = U I,. Dados a,b € I er € D, temos que existem m,n € N tais que a € I,
ebel,. Sendok: max{m,n} € N, temos I,,,, [, C I, = a,b € Iy, = a+b e I, C I.
Ainda, a € I,,, = ra € I,,, C I. Portanto, I éideal de D. Logo, I é finitamente gerado.
Sejam aq, ag, ...,a; € D geradores de I (isto é, I = (ay,aq, ...,a;)). Dado i € {1,...,1},
temos que a; € [ = U In, donde existe n; € N tal que a; € [,,. Tomando
no = max{ny,ny, ..., nl} e N, temos que a; € I,, C I, para todo ¢ € {1,...,1},
donde I = (ay,...,a;) C I, C nLGJN]n =1 =1=1,. Assim, se s > ng, temos
I,,CI,CIl=1,, = I =1I,, donde a cadeia ascendente de ideais termina. Como
esta cadeia foi tomada arbitrariamente em D, temos que toda cadeia ascendente de

ideais em D termina, isto é, D é Noetheriano.

]

Como consequéncia deste resultado, temos o seguinte corolario:
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Corolario 2. Todo dominio de ideais principais ¢ um dominio Noetheriano.

Demonstracdo. Seja D um dominio de ideais principais. Entao todo ideal de D é principal
e, portanto, finitamente gerado. Pelo resultado anterior, isso implica em D dominio
Noetheriano. O]

Exemplo 5. Mostremos que nem todo dominio de integridade é Noetheriano. De fato, se

F é um corpo, entio F|X1, Xo, X3,...] € um dominio de integridade. Ainda, vale que:
<X1> C <X1,X2> C <X1,X2,X3> C ...

donde F|[X1, Xa, X3, ...] ndo é um dominio Noetheriano. Em particular, F| X1, Xo, X3, ...]

nao é um dominio de ideais principais, pelo resultado anterior.

2.6 DOMINIOS DE FATORACAO E DOMINIOS DE FATORACAO UNICA

Assim como fizemos para dominios Euclidianos, dominios de ideais principais e
dominios Noetherianos, definiremos mais um tipo de dominio, os dominios de fatoracao,
baseado em uma das propriedades dos niimeros inteiros: a propriedade de que todo inteiro

nao-nulo que nao é uma unidade pode ser escrito como produto finito de irredutiveis.

Definigao 25 (Dominio de fatoragdao). Seja D um dominio de integridade. Entio D é
dito um dominio de fatoragao se todo u € D'\ D pode ser expresso como um produto finito

de irredutiveis de D.

Provaremos agora uma proposicao e, em seguida, mostraremos que todo dominio

Noetheriano é também um dominio de fatoracao.

Proposicao 13. Seja D um dominio de integridade que ndo é um corpo. Se D ¢é

Noetheriano entao D contém elementos irredutiveis.

Demonstracao. Suponha que exista D dominio Noetheriano que nao é corpo e nao contém
irredutiveis. Como D nao é corpo, D\ D +# (. Assim, seja a; € D \ D. Sabemos que
a; nao é irredutivel, isto é, a; é redutivel. Logo, existe as € D \ D tal que ap | a; e
as 7 ay. Pela Proposicao 3, temos (a1) € (ag). Seja n € N tal que ay,aq, ...,a, € D\ De

{a1) C (as) C ... C {ay,). Sabemos que a,, ndo ¢ irredutivel. Assim, existe a,4, € D\ D

—= =

tal que a,11 | an € any1 7 a,. Pela Proposicao 3, temos (a1) € (as) € ... € (an)  (ans1)-

Pelo Principio de Inducao, segue que ({ay)),cy ¢ uma cadeia estritamente ascendente de

ideais em D, o que contradiz D ser Noetheriano. O

Teorema 37. Todo dominio Noetheriano é um dominio de fatoragdo.
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Demonstracao. Seja D um dominio Noetheriano e suponha que D nao é um dominio de
fatoragao. Entao D contém pelo menos um elemento u € D \ D que nao ¢ um produto

finito de irredutiveis de D. Seja A o conjunto desses elementos. Assim, A # (). Seja:
S={{a) [ aecA}

Temos S # (). Como D é Noetheriano, pela condicdo maximal, S possui um elemento
maximal (b) ,b € A. Assim, b€ D\ D e b ndo é um produto finito de irredutiveis. Logo,
b nao é irredutivel. Portanto, podemos escrever b = cd, com ¢,d € D\ D. Assim, pela
Proposigao 3, temos (b) = (cd) C (c), (d). Ainda, como ¢,d ¢ U (D), temos ¢, d ¢ b, donde
(b) € (c),(d). Pela maximalidade de (b), temos (c),(d) & S. Logo, ¢ e d sao produtos

finitos de irredutiveis, donde b = cd é produto finito de irredutiveis, o que é um absurdo.

Assim, D é um dominio de fatoracgao. O]

Seja D um dominio de fatoragao e a € D \ D. Entdo existem irredutiveis
hi,hg, ..., hi € D tais que:
a = hlhzhk

Se hy ~ hy, donde hy = vhy, v € U(D), entdo:
a= Uh%hg...hk

Repetindo esse processo, chegamos a uma fatoracao de a da forma:

km

a=wlk . 1"

em que w € U(D), k; > 0 e [; é irredutivel para todo i € {1,....m} e, j € {l,....,m} com
it # j implica l; ¢ [;. A partir de agora, ao nos referirmos a uma fatoracao de a, estaremos

considerando uma fatoracao desta forma.

Definicdo 26 (Fatoracio tnica). Sejam D um dominio de fatoracio, a € D\ D e
a = wl]fl...lfnm uma fatoracio de a. Se sempre que considerarmos uma outra fatoracdo a =
uh{l...h%" tivermos m = n e, apos um rearranjo de hq, ..., hy,, tivermos ly ~ hy, ..., Ly, ~ hpy,

e ki =7J1, ... km = Jm, dizemos que a possui fatoracdo unica.

Note que a definicao acima ¢é bastante semelhante a propriedade descrita pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, o qual é um dos resultados mais importantes
referentes aos nimeros inteiros. Isso nos leva a definir outro tipo de dominio, e a investigar

suas propriedades:

Defini¢ao 27 (Dominio de fatoracdo tnica). Seja D um dominio de fatoragao. Se todo

u € D\ D possui fatoragao unica, dizemos que D é um dominio de fatoracao inica.

E evidente que todo dominio de fatoracao tinica é também um dominio de fatoracao.

Entretanto, veremos que a reciproca nao é verdadeira.

Provaremos alguns resultados referente aos dominios de fatoragao tnica.
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Lema 6. Seja D um dominio de fatoragdo e p € D primo. Entao p possui fatoragdo unica.

Demonstragio. Seja p = uh)'...hi* uma fatoracio de p, com u € U(D), hy, ..., hy, irreduti-
veis, Ji, ..., jxr € N e h; o hj para i # j. Como p ¢é primo e p | uh{l...hﬁ, temos que p | hg
para algum 1 < s < n (note que p{ u pois p primo implica em p € U(D)). Reordenando
os h's se necessario, podemos supor que p | hy. Como hy é irredutivel, segue que p ~ h;.
Logo, existe v € U(D) tal que hy = pv, donde:

p

1= p = wvh} "' b

Se k > 1, entdo j, € N implica em hy | wvh)'~'..hJ* = 1, donde hy, € U(D), o que
contradiz hs irredutivel. Logo k =1 ¢ 1 = wvh] ™'. Como j; € N, se j; — 1 # 0, temos
j1— 1 € N, donde hy | uvh{l_l =1= hy € U(D), o que contradiz h; ser irredutivel.
Portanto, j; — 1 =0, isto é, j; = 1 e p = uhy, com p ~ h;. Assim, p possui fatoracao

Unica. 0

Teorema 38. Seja D um dominio de ideais principais. FEntdo D é um dominio de

fatoragao unica.

Demonstracao. Seja D um dominio de ideais principais. Pelo Corolario 2, D é um dominio
Noetheriano e, pelo Teorema 37, D é um dominio de fatoracao. Suponha que D nao é um
dominio de fatoragao tinica. Entao existe a € D'\ D que possui duas fatoragoes distintas

como produto de irredutiveis de D. Seja A o conjunto de todos esses elementos, e seja:
S={{a) | a€ A}

Como A # ) (pois a € A), temos S # ). Como D é dominio Noetheriano, sabemos que S
possui um elemento maximal (b), b € A. Assim, b possui duas fatoragdes diferentes como

produto de irredutiveis de D, isto é:
b=l Fm = oh]t . hn

em que u,v € U(D), ly, ..., Ly, h1, ..., hy, irredutiveis de D, kq, ..., km, J1, ..., jn € N, l; 24
e hi o hj para i # j. Como ky > 0, vemos que I; | b, ¢ entdo I, | vh]'...hJ». Como D é
dominio de ideais principais e [y é irredutivel, pelo Teorema 4, temos l; primo. Como I { v
(pois l; ¢ U(D)), temos que Iy | hs para algum inteiro s com 1 < s < n. Reordenando
os indices dos h's, se necessario, podemos supor que [y | h;. Como [ e h; sdo ambos
irredutiveis, devemos ter I; ~ hy, donde h; = lyw, em que w é uma unidade de D. Assim:

_ ki1 jkm _ -1 g
—l—ull L = vwhy' LRI

Como [; ndo é uma unidade, temos (b) C <l> Entao, pela maximalidade de (b), temos
1
b b b . . b
que i Z S = T ¢ A. Note que i # 0, pois b # 0. Ainda, note que se I e U(D),
1 1 1 1
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entdo b = uly, com u € U(D). Pelo lema anterior, [; possui fatoragao tnica, donde b possui

b b ~ b
fatoragao tnica, o que é um absurdo. Logo, A Z U(D), isto é, A € D\ D. Como A g A,
1 1 1

b
temos pela definicdo de A que — possui fatoracao tinica. Assim, apds uma reordenagao
h
dos h's, se necessario, temos:

m =mn
kl_1:j1_17k2:j27"'7km:jm:>kl:j17k2:j27"'7km:jm
ly Nhlal2 ~ h?v"'alm ~ hy,

o que contradiz a hipdtese de que b possui duas fatoragoes distintas. Portanto, D é um

dominio de fatoracao tnica. O

Podemos agora provar uma versao mais forte do Teorema 4:

Teorema 39. Seja D um dominio de fatoragdo unica. Um elemento de D é irredutivel se,

e somente se, ele € primo.

Demonstragio. Seja p um irredutivel de D. Suponha que p | ab, em que a,b € D. Entao

existe ¢ € D tal que ab = pc. Como D é um dominio de fatoracao, temos:

a=p..p,b=q..qn,c=11..T,

em que P, ..., Pl G1s ey Gy 1, -, T 820 irredutiveis de D nao necessariamente distintos.

Entao:

P1---pPiq1---m = Pri...Tp

Como D é um dominio de fatoracao tnica, p deve ser associado a algum p; ou ¢;, donde

plaouplb Assim, p é primo.

Como p primo implica em p irredutivel para dominios de integridade no geral, o

resultado segue. O

2.7 MODULOS

A ideia por tras dos modulos é a de criar uma estrutura algébrica sobre anéis de
maneira analoga a estrutura de espacos vetoriais sobre corpos. Para isso, devemos antes

definir uma agao de um anel sobre um grupo.

Definigao 28 (R-acdo). Sejam R um anel com identidade e M um grupo abeliano aditivo.

Uma fungio o : R X M — M ¢é chamada uma R-a¢ao em M se o tem as sequintes
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propriedades:

a(r +s,m) =alr,m)+ a(s,m)
a(r,m+n) = a(r,m) + a(r,n)

a(r,als,m)) = m)

a(rs
a(l,m):m
para todos r,s € R em,n € M.

Para simplificar a notacao, se M é um R-mddulo com R-acdo o em M, escreveremos

a(r,m) como rm.

Defini¢ao 29 (R-médulo). Seja R um anel com identidade. Um grupo abeliano aditivo

M munido de uma R-ag¢ao em M é chamado de R-maodulo.

Defini¢ao 30 (Submédulo). Sejam R um anel com identidade e M um R-mddulo. Um
subgrupo N de M é chamado de submddulo de M se rn € N para todor € R en € N.

Definigao 31 (Submddulo gerado por um conjunto). Se X # () é um subconjunto de um

R-maodulo M entao o submaodulo gerado por X é o menor submodulo de M contendo X.

Mostremos que a defini¢do acima faz sentido. Sejam M um grupo abeliano aditivo,
R um anel com identidade e a : R x M — M uma R-agdo, de forma que M seja um
R-médulo. Seja ainda X C M, com X # (). Considere o conjunto:

A={NCM | N ésubmébdulode M e X C N}

Notemos que M é um submdédulo de M e X € M, donde A # ). Seja L = NF‘IAN C M.
€

Mostremos que L é um submodulo de M que contém X:

e [ é um subgrupo de M: Seja 0 € M o elemento neutro da adicdo em M. Dado
N € A, como N é subgrupo de M, temos 0 € N, donde 0 € NQAN = L (em
particular, L # ()). Assim, para verificar que L é subgrupo de M, resta apenas

mostrar que:

a+0b e L para todos a,b € L
—a € L para todoa € L

Sejam a,b € L. Entao, dado N € A, como L C N, temos a,b € N. Sendo N
subgrupo de M, segue que a +b € N e —a € N. Assim:

a+b—ac N N=1L
NeA

donde L é um subgrupo de M.
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e L é um submodulo de M: Dados r € R e a € L, temos que a € N para todo
N € A. Como N é submo6dulo de M para todo N € A, segue que ra € N para todo
N € A, donde ra € Nﬁ N = L. Assim, como L é um subgrupo de M, segue que L é

cA
submédulo de M.

e X C L: Dado z € X # (), temos que = € N para todo N € A (pela definigdo de A),
donde z € NﬂAN = L. Assim, X C L.
S

Note que L é o menor submoédulo de M contendo X. De fato, se K C M é um
submodulo de M e X C K, entao, por defini¢ao, temos K € A, donde L = NﬂAN C K.
€

Definigao 32 (Submddulo finitamente gerado). Um R-mddulo M é chamado finitamente

gerado se M ¢é gerado por um conjunto finito de elementos de M.

Defini¢cdo 33 (Mo6dulo quociente). Seja N um submddulo de um R-mddulo M. Entao

o médulo quociente N ¢ o grupo quociente N de conjuntos {m | m € M} munido da

R-agio dada por r (m) =Tm para cada r € R e cada ™ € N

Defini¢ao 34 (Homomorfismo de Mddulos). Sejam M e N R-mddulos. Um homomorfismo
de modulos de M para N é uma fungdo 6 : M — N tal que:
0 (m1 + mg) =40 (ml) + 0 (m2)
0 (rmy) =16 (mq)
para todos my, mg € M er € R. Um homomorfismo de modulos que é bijetivo é chamado

de isomorfismo de modulos. Se 6 : M — N é um isomorfismo de modulos, dizemos que M

e N sao maodulos isomorfos, e escrevemos M ~ N.

Definiremos agora um maédulo Noetheriano de maneira analoga a como fizemos

para dominios Noetherianos, e provaremos alguns resultados.

Defini¢cao 35 (Médulo Noetheriano). Seja R um anel com identidade. Um R-mdédulo M

¢ chamado Noetheriano se toda cadeia ascendente de submdodulos de M termina.
Teorema 40. Sejam R um anel com identidade, M um R-moddulo e N um submodulo de
M. Entao M ¢é Noetheriano se, e somente se, ambos N e ]\]\/[[ sao Noetherianos.
Demonstrag¢io. (=) Suponha que M seja Noetheriano. Seja:

N, C N, C ..

uma cadeia ascendente de submédulos de N. Como N é um submédulo de M esta cadeia
é também uma cadeia de submédulos de M. Mas M é Noetheriano, donde esta cadeia

termina. Logo N é Noetheriano. Agora, seja:

M, C M, C ..
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M
uma cadeia ascendente de submédulos do médulo quociente N Para i = 1,2, ..., seja:
M;,={meM | me M}

Note que, dados m € M; e r € R, temos m € M; = rm = rm € M; (pois M; é submd6dulo
de %) = rm € M;. Assim, M; é submddulo de M. Ainda, como M; C M;,,, temos
M; € M;,,. Logo:

M, C My C ...

é uma cadeia ascendente de submodulos de M. Como M é Noetheriano esta cadeia termina

e, consequentemente, a cadeia original também termina. Assim, N ¢ Noetheriano.

(<) Suponha que N e ]\]\{ sao Noetherianos. Seja:
M, C M, C ...
uma cadeia ascendente de submédulos de M. Para ¢ = 1,2, ... seja:
M;={m | m € M;}

— M
Mostremos que M; é um submoddulo de —. Para isso, basta mostrarmos que:

abeM,=a+b=a+be M,
GEM,=—-a=—-ac M,
reRacM,=ra=1ac M,

Assim:

e b€ M, = a+b=a+b & M;: Pela definicio de M;, sabemos que a,b € M,.
Assim, a + b € M; (pois M; é um submédulo de M), donde a +b=1a+b € M;.

e @€ M; = —a= —a € M,;: Pela definicdio de M;, sabemos que a € M;. Assim,
—a € M; (pois M; é submédulo de M), donde —a = —a € M.

e 7€ Ra € M; = ra=ra € M,; Pela definicio de M;, sabemos que a € M;. Assim,
ra € M; (pois M; é submddulo de M), donde 7a = ra € M;.
— , M . —
Logo, M; é subméddulo de N Ainda, dado T € M;, temos x € M; C M,;,;, donde
T € M. Portanto, M; C M;, ;. Assim:

M, C M, C ..

¢ uma cadeia ascendente de submddulos de N Como N ¢ um moédulo Noetheriano, esta

cadeia termina e existe j; € N tal que:

M,; C M, parai> j
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Ainda, M; N N é um submédulo de N e M; "N C M;; N N, de forma que:
MiNnNCMNNC ..

é uma cadeia ascendente de submédulos de N. Como N é um mddulo Noetheriano, esta

cadeia termina e existe jo € N tal que:
M;NN = M;, "N para it > js
Definamos j = max{ji, jo}. Entdo, para i > j, temos:
M; = M; 1 e Mi;NN = M;,, NN

Suponha que a cadeia original M; C M, C ... de submoédulos de M nao termina. Entao
M; C M, para algum i > [. Assim, existe m; 1 € M;y1 \ M;. Como M1 € My, = M;
existem m; € M; e n € N tais que m;y; = m; +n. Entao m;,; — m; = n € N. Ainda,
como M; C M, 4, temos m; 1 —m; € M; ;. Entao, m;y 1 —m; € M; 1NN = M,NN C M,,
donde m; 1 € M;, o que é um absurdo. Entao, a cadeia M; C My C ... deve terminar e

M é um mdodulo Noetheriano. O

Definimos um anel Noetheriano de maneira analoga a definicaio de um dominio

Noetheriano:

Definigao 36. Um anel R é chamado de Noetheriano se toda cadeia ascendente de ideais

em R termina.

Teorema 41. Se R é um anel Noetheriano, entao qualquer R-modulo M finitamente

gerado é Noetheriano.

Demonstragao. Seja M um R-modulo finitamente gerado. Entao, existem my, ms, ...,m, €
M tais que:
M = Rmi+ Rms + ... + Rm,,

com cada Rm; sendo um R-médulo. Para cada k € {1,2,...,n}, definamos o R-mddulo
M, como sendo:

de forma que M, = M. Mostremos que cada R-moédulo Rm; é Noetheriano, com 7 €
{1,...,n}. Dado i € {1,...,n}, sejam:

N, ={reR | rm;=0}
Entao:

e N;#(: Como 0 € R é tal que Om; = 0, temos 0 € N;, donde N; # 0.
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e a,be N;=a+be N;: Como a,b e N; e R éum anel, temos a +b € R e:
(a+b)m;=am; +bm; =0+0=0
Logo, a +b € N;.
e a € N;= —aée€ N;: Comoa € N; e Réum anel, temos —a € R e:
0=(0)m; =(a—a)m; =am; + (—a)m; =0 —am; = —am;
Logo, —a € N;.

e 7€ Ra € N;, = ra € N;: Comoa € N; e Réum anel, temos a € R e ra € R.
Assim:
(ra)ym; =r(am;) =r0=0

Logo, ra € N;.

Assim, N; é um submédulo de R (considerado como um R-mdédulo). Como os submédulos

de R, considerado como um R-médulo, sao os ideais de R e R é um anel Noetheriano,

segue que R é um modulo Noetheriano. Entao, pelo Teorema 40, o médulo quociente N
i

R
¢é Noetheriano. Definamos 6 : Rm; — N dado por 6(rm;) =7 para todo r € R. Entao,

dados r,s € R, temos 0(rm; + sm;) = 91((7’ +s)m;) =r+s=7+35=0(rm;) + 0(sm;).

Ainda, 0(s(rm;)) = 0((sr)m;) = ST = sT = s0(rm;). Assim, 6 é um homomorfismo de N

R
para Rm;. Dado x € —, existe r € R tal que x = T. Dessa forma, rm; € Rm; e 0(rm;) =T,

7
donde 6 é sobrejetora. Da mesma forma, dados r, s € R tais que 6(rm;) = 6(sm;), entao:

FT=35=>r—s5=0
donde » — s € N;. Com isso:
(r—s)m; =0=rm; = sm;

R R
e 0 é injetora. Assim, 6 é um isomorfismo de moédulos e — ~ Rm,;. Como — é Noetheriano,
i i
temos Rm; Noetheriano. Em particular, M; = Rm, é Noetheriano. Suponha entao que
M, ..., M},_; é Noetheriano, com k € {2,...,n}. Mostremos que M é Noetheriano. Como

Rmy, ¢ Noetheriano, temos pelo Teorema 40 que o moédulo quociente:
Rmy,
Rmy N My,
¢é Noetheriano. Entao:
My My_1+ Rmy N Rmy,
My, My  Rmy. N My

¢ Noetheriano. Pelo Teorema 40, M, ¢ Noetheriano. Prosseguindo dessa forma, temos que

My, ..., M, sao modulos Noetherianos, donde M = M,, é um mddulo Noetheriano. O]
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Podemos agora provar o proximo teorema, que serda usado em muitos outros

resultados.

Teorema 42. Sejam D e E dominios de integridade com D C E. Se D é um dominio

Noetheriano e E € um D-mddulo finitamente gerado entdo E é um dominio Noetheriano.

Demonstracao. Seja I; C I, C ... uma cadeia ascendente de ideais no dominio E. Pelo
Teorema 41, como D é um dominio Noetheriano e £ é um D-modulo finitamente gerado,
temos que E é um D-moddulo Noetheriano. Mas cada I; é um D-submédulo de E,
donde a cadeia Iy C I, C ... deve terminar. Portanto, mostramos que £ é um dominio

Noetheriano. O

Como consequéncia deste resultado, temos os seguintes teoremas:

Teorema 43. Seja m € Z livre de quadrados. Entio 7+ Z/m é um dominio Noetheriano

Demonstragio. Tomemos D = Z e E = 7 + Z+/m no Teorema 42. Como Z é um dominio

Noetheriano e Z + Z+/m é um Z-médulo finitamente gerado, o resultado segue. O]

Em particular, pelo Teorema 37, vemos que Z + Z+/m é um dominio de fatoragao
para todo m € Z livre de quadrados. Com isso, sabemos que Z + Z+/—5 é um dominio de
fatoracdo. Note ainda que 2,3,1 + /=5 e 1 — /=5 sdo irredutiveis em Z + Z+/—5. De
fato, sejam a + b\/—5, ¢ + d/—5 € Z + Z~/—5. Entdo:

. (a + b\/—5) (c + d\/—5) = 2: Neste caso, usando a func¢ao ¢_s, temos:
4 = (a* + 5b%)(c* + 5d?)

donde a?+5b? | 4. Caso a>+5b* = 1, temos a+by/—5 € U(Z+7Z+/=5). Analogamente,
caso a? + 5b? = 4, entdo 2 +5d? =1 e ¢+ dy/—5 € U(Z + Z~/=5). Nos resta entio
analisar o caso a? + 50> = 2. Neste caso, se b # 0, entdao a® + 5b*> > 5b> > 5 > 2.
Logo, b =0 e a®> = 2, donde a = +v/2 € Z, o que é um absurdo. Portanto, 2 é
irredutivel em Z + Z+/—5.

. (a + b\/—5) (c + d\/—5) = 3: Este caso é andlogo ao anterior.

. (a + b\/—5) (c + d\/—5> =1++/—5oul—+/—5: Neste caso, usando a fungao ¢_s,

temos:

6 =17+ 5((£1)?) = (a® + 5b%)(c* + 5d?)
donde a*+5b% | 6. Caso a®+5b* = 1, temos a+by/—5 € U(Z+7Z+/=5). Analogamente,
caso a® + bb* = 6, entdo ¢ +5d* =1 e ¢+ dy/—5 € U(Z + Z~/—5). Nos resta entao
analisar os casos a? + 5% = 2 ou a® + 5b* = 3. Pelos itens anteriores, sabemos que

ambos os casos sao impossiveis. Portanto, 1 ++1/—5 e 1 — v/—5 sao irredutiveis em

L + 7~/ =5.
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Com isso, 2,3,1+ +/—b5 e 1 — /=5 sdo irredutiveis em Z + Z+/—5, mas:
6=2x3=(1+v=5) x (1-v=5)

Como U(Z+7Z~/—5) = {—1, 1} e quaisquer dois elementos dentre 2,3,14++/—5e 1—+/—5
sao distintos e nao sao opostos, 6 nao tem fatoragao unica. Logo, Z + Z+/—5 é um dominio
de fatoracao que nao é um dominio de fatoragao tinica. Ou seja, nem todo dominio de

fatoracao ¢ um dominio de fatoracao tnica, como haviamos mencionado.
Por fim, tomando m € Z livre de quadrados com m =1 (mod 4) e fazendo D = Z
1
eE:Z+Z<+;%

anterior:

) no Teorema 42, obtemos o seguinte resultado, analogo ao teorema

Teorema 44. Seja m € Z livre de quadrados comm =1 (mod 4). Entao Z+7Z <

14+ m
2
¢ um dominio Noetheriano.

Ainda, por consequéncia do Teorema 37, temos que, se m € Z, m é livre de

1
quadrados e m = 1 (mod 4), entdo Z + Z (—i—;/ﬁ) é¢ um dominio de fatoragao.

2.8 DECOMPOSICAO DE INTEIROS EM PARTE LIVRE DE QUADRADOS

Como ultima secao deste capitulo de teoria introdutoéria, apresentaremos um
resultado de teoria elementar dos niimeros, o qual sera utilizado em alguns resultados ao

longo do texto e no estudo de certas equagoes diofantinas, no ultimo capitulo.

Proposigao 14 (Decomposi¢ao em parte livre de quadrados). Dado m € Z\ {0}, existem

unicos d,l € N* e w € {—1,1}, com | livre de quadrados, tais que:
m = ud?l

Demonstracao. o Existéncia: Primeiramente, suponha m > 0. Se m = 1, temos que
u=d =1=1 satisfaz m = 1 = ud?l, com [ livre de quadrados. Se m > 1, sabemos
pelo Algoritmo de Euclides que existe n € N, py,...,p, € N primos e oy, ...,a,, € N

a

;=2 —

\\ai %
tais quem:pri. Sejamd:Hpi 2 ,l:Hpi 2 eu = 1. Temos:
i=1 i=1 i=1

1. d,l € N: Dado ¢ € {1,...,n}, sabemos que a; € N = a; > 0 = % > 0=

&
BJ >0 BJ €Z = BJ €N=p?’ €N (uma vez que p; € N').

5]
Como isso vale para todo i € {1,...,n}, temos Hpi 21 _ d € N*. Ainda, dado
i=1

i € {1,...,n}, temos duas possibilidades:
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— Caso a; = 0 (mod 2): Neste caso, temos «; = 2/;, com f; € N*. Assim,
% =06; = LO;J = |B;] = pi € N*. Dessa forma:

Q;
3
Logo, p; e N*.

— Caso a; =1 (mod 2): Neste caso, temos «; = 203; + 1, com 3; € N*. Assim,

; 1 ; 1
i Bi+ = = {O;J = {ﬁi + 2J = f3; € N*. Dessa forma:

2 2

ai—2ﬁJ:2ﬁi+1—2@:1eN

Q
3
Logo, p; e N*.

Q
L3
Portanto, [ p; 2 _jen

i=1

Q;
n oei—2 -
bJ

2. [ é livre de quadrados: Basta notar que [ = H D;
i=1
em primos (e, portanto, a tinica decomposi¢ao em primos) de [. Assim, para que

é uma decomposicao

[ seja livre de quadrados, basta que a; — 2 {O;J € {0,1} para todo i € {1,...,n},

o que foi verificado no item anterior.
3. m = ud?l: Este fato segue por verificacao imediata:
Q

wdl=1x | T[pt 2 | <o Y22 = [TIn 27 | < 1Ie 2
=1 =1 =1 =1

OéiJ {Oéi

n 2{ J n
= Hpi 2 24 = Hp;ll =m
=1 i=1

(%)

Note que, para todos os casos em que m > 0, tomamos u = 1. Assim, para o caso
m < 0, temos —m > 0, donde existem [, d € N*, com [ livre de quadrados, tais que
—m = d*l = m = (—1) d?l. Portanto, para todo m € Z \ {0}, existem d,l € N*,

com [ livre de quadrados, e v € {—1, 1}, tais que m = ud?l.

Unicidade: Primeiramente, suponha m > 0. Se m = 1, seja 1 = ud?*] uma
decomposicao em parte livre de quadrados de 1. Note que d,l € N* implica em
d?>, 1 >1= d?l >1>0. Assim, se tivéssemos u = —1, seguiria que 1 = ud?l < 0,
o que é um absurdo. Logo, u = 1, donde d*l = 1. Logo, d*,1 | 1el,d> € N* =
l=d>=1edcN* donde d = 1. Portanto, a tnica decomposicao em parte livre
de quadrados de 1 é, de fato, u =1 = d = 1. Se m # 1, sejam m = vD?*L = ud?l
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duas decomposi¢oes em parte livre de quadrados de m. Como D, L, d,l € N*, temos
D?L,d?*l > 0. Sendo m > 0, devemos entdo ter u = v = 1. Assim, m = D?L = d?l.
Sejam m = [[pf, d = pri, [ = pri, D =1]]pf" e L =]]p as fatoracoes
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
em primos de m,l,d, D e L. Temos m = pr‘l = Hp?wi“i = Hp?ﬁﬁei. Dado
i=1 i=1 i=1
i € {1,...,n}, temos duas possibilidades:

— Caso o; = 0 (mod 2): Neste caso, afirmo que §; = ¢; = 0. Sabemos que
a; = 26, +0; = 0; = oy —20; = a; = 0 (mod 2). Analogamente, a; =
2w+ G = (G =0a; —2w; = a; =0 (mod 2). Como L, sao livres de quadrados,
devemos ter (;,6; € {0,1}. Assim, 6; = (; = 0.

— Caso o; = 1 (mod 2): Neste caso, afirmo que §; = ¢; = 1. Sabemos que
a; =26, +0; = 0; = oy —20; = a; = 1 (mod 2). Analogamente, o; =
2w+ G = (G =0a;—2w; =a; =1 (mod 2). Como L, sao livres de quadrados,
devemos ter (;,6; € {0,1}. Assim, 6, = (; = 1.

Logo, 0; = ¢; para todo i € {1,...,n}, donde temos L = [ pi’ = pri =[. Assim,

=1 =1
de D’L = d*l e de L,l € N* (isto é, de L,l # 0), segue que D? = d*> = d = +D.
Como ambos d, D € N*| temos d = D. Portanto, m possui tinica decomposicao em

parte livre de quadrados.

Suponha agora m < 0. Seja m = ud?l uma decomposicao em parte livre de quadrados.
Como d,l € N*, temos d?l € N*, donde d?] > 0. Se tivéssemos u = 1, seguiria que
m = ud?l > 0, o que é um absurdo. Assim, © = —1. Dessa forma, m = —d?l. Seja
m = vD?L outra decomposicio em parte livre de quadrados. Como acabamos de
mostrar, devemos ter v = —1, donde m = —d?l = —D*L = —m = d?l = D*L. Note
que —m >0, d,l, D, L € N* e [, L sao livres de quadrados. Por defini¢ao, segue que
d*l e D?L sao decomposicoes em parte livre de quadrados de —m > 0. Pelo que ja
mostramos, isso implica em d = D e [ = L. Portanto, m possui tinica decomposicao

em parte livre de quadrados.

[]

Pela demonstragao anterior, mostramos nao apenas que m € Z \ {0} possui
decomposigao tnica em parte livre de quadrados, mas também que u = sig(m), em que
sig: Z\ {0} — {—1,1} é a funcdo sinal, dada por sig(z) =1 se z > 0 e sig(z) = —1 caso
z < 0.
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3 ELEMENTOS INTEIROS SOBRE UM DOMINIO

No capitulo anterior, estudamos diversos tipos de dominios e suas propriedades.
Nos resta ainda estudar mais um tipo de dominio, os dominios de Dedekind, o qual sera o
ultimo topico apresentado antes das equagoes diofantinas, e que tera papel fundamental
na analise destas. Por isso, neste capitulo e nos préximos, estudaremos a teoria necessaria
para definirmos e analisarmos os dominios de Dedekind. Em particular, neste capitulo,
estudaremos os elementos inteiros sobre um dominio e os resultados associados a estes

elementos, que servirao de base para os proximos capitulos.

3.1 ELEMENTOS INTEIROS SOBRE UM DOMINIO

Definicao 37 (Elementos inteiros sobre um dominio). Sejam A e B dominios de integridade

com A C B. O elementob € B € dito inteiro sobre A se ele satisfaz uma equagcao polinomial:
T4 a2+ a4 ag =0,
em que ag, Ay, ..., 0,1 € A.
Em outras palavras, um elemento b € B é inteiro sobre A quando existe um
polinémio moénico p(z) € Alx] tal que p(b) = 0.
Vale notar que, se a € A, temos que a satisfaz a equacao polinomial z —a =0 e

x —a € Alz]. Como, na definigdo de elemento inteiro, exigimos que A C B, segue que um

elemento de A é sempre inteiro sobre A, qualquer que seja o dominio B.

Defini¢ao 38 (Inteiro algébrico). Um nimero complexo que é inteiro sobre Z é chamado

de inteiro algébrico.

Definigao 39 (Elemento algébrico sobre um corpo). Sejam A e B dominios de integridade
com A C B. Suponha que A é um corpo eb € B ¢é inteiro sobre A. Entdo b € dito algébrico
sobre A.

Defini¢ao 40 (Ntmero algébrico). Um nimero complexo que € algébrico sobre Q é dito

um numero algébrico.

Definigao 41 (Dominio inteiro sobre um subdominio). Sejam A C B dominios de

integridade. Se todo b € B € inteiro sobre A dizemos que B € inteiro sobre A.

Provaremos agora algumas propriedades dos elementos inteiros sobre um dominio.

Teorema 45. Sejam A C B C C wma torre de dominios de integridade. Se ¢ € C €

inteiro sobre A entdao ¢ é inteiro sobre B.
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Demonstracao. Como ¢ € C' é inteiro sobre A entao existem ag, ay, ..., a,_1 € A tal que:
A tap 1+ Fac+ag=0
Como A C B, ag,ay,...,a,_1 € B e assim ¢ ¢é inteiro sobre B. n

Teorema 46. Sejam A C B C C uma torre de dominios de integridade. Se C' € inteiro

sobre A entao C é inteiro sobre B.

Demonstracio. Seja ¢ € C. Como C' é inteiro sobre A, ¢ é inteiro sobre A. Assim, ¢ é

inteiro sobre B para todo ¢ € C, donde C é inteiro sobre B. O

Usaremos agora da teoria referente a se¢do de modulos no capitulo anterior para

mostrar alguns resultados. Antes, entretanto, definiremos um conjunto:

Definigao 42. Sejam A e B dominios de integridade com A C B. Definimos o dominio de
integridade A[b] como A[b] = {p(b) | p(x) € Alz]}. Como A C A[b] C B, para mostrar
que A[b] é dominio de integridade, basta mostrarmos que ele é fechado para a soma e o
para o produto e que o inverso aditivo de todo elemento de A[b] estd em A[b]. Assim,
sejam a,c € A[b]. Entao existem p(x),q(z) € Alz] tais que a = p(b) e ¢ = q(b). Ainda,
como p(z) + q(x), p(x)q(x), —p(z) € Alz], seque que:

a+c=p(b) +q(b) € Alb], —a = —p(b) € A[b] e ac = p(b)q(b) € A[b]
donde A[b] €, de fato, um dominio de integridade.

Teorema 47. Sejam A e B um dominio de integridade com A C B eb € B. Entao b é

inteiro sobre A se, e somente se, A[b] é um A-mdédulo finitamente gerado.

Demonstra¢io. (=) Suponha que b é inteiro sobre A. Entao existem ag, ay, ...,a,-1 € A
tais que:

" —a, 0" —a, b — . —ab—ag=0
Entao:
B = G 0"t a, ob 4 abtag € AT AP+ L+ A+ A
Ainda:

bn+1 = an_lb” + an_gb”_l + ...+ a1b2 + (lob
€A + AV + L+ AB® + Ab
CA '+ . +Ab+ A

Por indugao, vemos que:

Ve At .+ Ab+ A
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para todos os inteiros k nao negativos. Isso mostra que o dominio de integridade A[b] de

polinémios em b com coeficientes em A é um A-mddulo finitamente gerado.

(<) Por outro lado, suponha que A[b] é um A-médulo finitamente gerado. Entao

existem uy, us, ..., u, € A[b] tais que:
Al = Auy + ... + Au,

Sabemos que ug,...,u, nao sao todos zero. Entdo, como cada u; € A[b], segue que

bu; € A[b], para cada ¢ = 1,2, ...,n. Com isso, existem a;; € A (i,j = 1,2,...,n) tais que:

bu1 = ayj1uy + ... + A1pUp

bu, = apitty + ... + Appltin

Assim, o sistema de n equagdes nas n variaveis 1y, ..., Tp:

(b — CLH) 1 — 1272 — ... — A1pdy = 0
—a9121 + (b — agg) T — ... — ALy = 0
— 1T — ATy — oo + (b — pp) T, =0

tem uma solugdo nao trivial (z1, z9, ..., x,) = (uy, ug, ..., u,) no dominio de integridade A[b]
e, consequentemente, em seu corpo quociente. Isso ocorre se, e somente se, o determinante

da matriz dos coeficientes do sistema ¢é zero. Assim:

b—an —ai2 ce —A1n
—aj2 b—axp - —Uap
=0
—p1 —ap2 o b—apn

Calculando este determinante, obtemos a equagao:
"+ a, 0" P+ . +ab+ay=0
em que ag, dq, ..., a1 € A. Logo, b é inteiro sobre A. n

Teorema 48. Sejam A e B dominios de integridade com A C B e b € B. Se existe um
dominio de integridade C' tal que A[b] CC C B e C é um A-mddulo finitamente gerado

entdo b € inteiro sobre A e A[b] é um A-mdédulo finitamente gerado.

Demonstracao. Como C' é um A-modulo finitamente gerado, existem cy, ..., ¢, € C tais
que C = Acy + ... + Ac,,. Ainda, temos cq, ..., ¢, nao todos simultaneamente nulos. Entao
b e Afb] C C tal que b € C. Mas C é dominio de integridade, donde bcy, ..., be, € C.

Entao existem a;; € A(i,j = 1,...,n) tais que:

bCl = a1 + ... + a1nCp

be, = ap1c1 + ...+ Aty
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Assim, o sistema homogéneo de n equagoes nas n variaveis xy, ..., , dado por:

(b—an) T — a1pry — ... —apx, =0
—a9121 + (b — agg) T — ... — ATy — 0
— 1T — AT — oo + (b — app) T =0
tem uma solugao nao trivial (z1,...,x,) = (c1,...,¢,) no dominio de integridade C' e

consequentemente em seu corpo quociente. Portanto, o determinante da matriz dos

coeficientes do sistema é zero. Isto é:

b—an —ai2 te —Ain
—a;2 b—azxp - —Q2n
=0
—Qp1 —ap2 o b—apn

Expandindo este determinante, obtemos a equacao:
b 4 ap 10"+ arb+ag =0

em que ag, i, ...,a,—1 € A. Assim, b é inteiro sobre A e, pelo Teorema 47, A[b] é um

A-médulo finitamente gerado. O]

Corolario 3. Sejam A e B dominios de integridade com A C B e B um A-mddulo

finitamente gerado. Entao B é inteiro sobre A.

Demonstragio. Sejam b € B, B um A-mddulo finitamente gerado tal que A[b] C B. Pelo
teorema anterior, temos b inteiro sobre A. Como b € B foi tomado arbitrariamente, segue

que B ¢ inteiro sobre A. O

Teorema 49. Sejam A C B C C uma torre de dominios de integridade. Se B é um A-
madulo finitamente gerado e C' é um B-modulo finitamente gerado entao C' € um A-mddulo

finitamente gerado.

Demonstracio. Como B é um A-modulo finitamente gerado existem by, ..., b,, € B tais
que:
B = Aby + ... + Ab,,

Como C' é um B-médulo finitamente gerado, existem cy, ..., ¢, € C tais que:
C =Bcy + ... + Be,

Seja ¢ € C. Entao:

n
c= Z LjCy
j=1
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em que xi,...,x, € B. Ainda, para j = 1,...,n temos:

m
Ty =) aib
=1

em que aiq, ..., Aip, 421, ..., Amn € A. Entao:

n m

c=3_ > aibic;

j=111=1

Logo:
C= Ab161 + ...+ Abmcn

é um A-moédulo finitamente gerado. O

Usaremos dos teoremas anteriores para provar diversos resultados ao longo do
restante do capitulo. Em particular, os usaremos para mostrar o proximo teorema, que
revela propriedades algébricas sobre os elementos inteiros sobre um dominio e que tem

consequéncias importantes.

Teorema 50. Sejam A e B dominios de integridade com A C B e by,by € B inteiros

sobre A. Entdo by + by, by — by € biby sdo inteiros sobre A.

Demonstragio. Como by é inteiro sobre A, pelo Teorema 47 temos que A[b;] é um A-
moédulo finitamente gerado. Ainda, by é inteiro sobre A donde, pelo Teorema 45, segue que
by é inteiro sobre A[by]. Assim, pelo Teorema 47, (A[by]) [ba] = A[b1, ba] é um A[b;]-mddulo
finitamente gerado. Pelo teorema anterior, segue que A[by, bs] é um A-mdédulo finitamente
gerado. Seja A € {by + by, by — by, biby}. Temos:

AC AN C Afby,bs) C B

em que o dominio de integridade A[by, bo] é um A-mddulo finitamente gerado. Pelo Teorema

48, segue que A é inteiro sobre A. O

Pelo resultado anterior, vemos que o conjunto dos elementos de B que sao inteiros
sobre A é fechado para a adi¢ao e para o produto. Ainda, como 0 € B é inteiro sobre
A, temos que b € B inteiro sobre A implica em —b = 0 — b inteiro sobre A, donde todo
elemento neste conjunto possui inverso aditivo. Como as operagoes neste conjunto sao
herdadas de B (dominio de integridade) e 1 € AN B, donde 1 ¢ inteiro sobre A, segue
que o conjunto dos elementos de B que sao inteiros sobre A é um dominio de integridade.

Com isso, temos:

Corolario 4. Sejam A e B dominios de integridade com A C B. Entdo o conjunto de

todos os elementos de B que sdo inteiros sobre A é um subdominio de B contendo A.

Em particular, tomando A = Z e B = C no corolario anterior, segue que:
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Corolario 5. O conjunto dos inteiros algébricos é um dominio de integridade.

Denotaremos por 2 o conjunto dos inteiros algébricos.

Teorema 51. Sejam A e B dominios de integridade com A C B e by, ..., b, € B inteiros

sobre A. Entao Alby, ..., b,] é um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragio. Provaremos por indugao sobre n. Se by € B é inteiro sobre A entao A[b]

é um A-moédulo finitamente gerado pelo Teorema 47, donde o resultado segue para n = 1.

Suponha que A[by,...,b,—1] (n > 2) é um A-mo6dulo finitamente gerado, em que
bi,...,b,_1 € B sao inteiros sobre A. Seja b, € B inteiro sobre A. Entao, pelo Teorema 45,
by, ¢ inteiro sobre A[by, ..., b,_1]. Assim, pelo Teorema 47, (A[by, ..., by—1]) [bn] = A[b1, ..., by]

é um A-moédulo finitamente gerado. Pelo principio de inducgao, o resultado segue. O

Teorema 52. Sejam A e B dominios de integridade com A C B. Se cada um dos

bi,...,b, € B for inteiro sobre A entdo Alby, ...,b,] € inteiro sobre A.

Demonstracao. Provaremos por indugao sobre n. Suponha que b; € B é inteiro sobre A.
Entao, pelo Teorema 50, sabemos que ag + a1by + ... + a,b} € inteiro sobre A para todo

ag, ay, ..., a, € A. Isso mostra que A[b;] é inteiro sobre A.

Suponha agora que by, ..., b, 1 € B sdo inteiros sobre A e suponha que Afby, ..., b,_1]

é inteiro sobre A. Sejam b, € B inteiro sobre A e f € A[by, ..., b,]|. Entao:

f=fo+ fibo+ ...+ fubl}

em que fo, f1, ..., fm € Alb1,...,b,_1]. Pela hipétese de indugdo sabemos que fo, fi, ..., fmn
sdo inteiros sobre A. Entao, como b, é inteiro sobre A, deduzimos pelo Teorema 50 que
fo+ fibp + ... + [0 = f é inteiro sobre A. Portanto todo elemento f € Alby, ..., b,]
é inteiro sobre A, donde temos A[by, ..., b,| inteiro sobre A. Por indugdo, o resultado

segue. O

Teorema 53. Sejam A C B C C uma torre de dominios de integridade. Se B € inteiro

sobre A e c € C ¢ inteiro sobre B entao ¢ € inteiro sobre A.
Demonstracao. Como ¢ € C' é inteiro sobre B, existem by, b1, ...,b,_1 € B tais que:
"4 by e+ by =0

Isso mostra que c é inteiro sobre Albg, by, ...,b,—1]. Como B é inteiro sobre A, segue que
cada b; é inteiro sobre A. Assim, pelo Teorema 51, A[bg, b1, ...,b,_1] é um A-mddulo
finitamente gerado. Como c¢ é inteiro sobre Albg, by, ..., b,_1], pelo Teorema 47 temos que
(Albo, b1, ..., bn_1]) [c] = Albo, b1, ..., bp_1, ¢] é um A-mébdulo finitamente gerado. Portanto,

pelo Teorema 48, segue que c ¢é inteiro sobre A. O
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Com esses resultados, segue que um dominio ser inteiro sobre outro é uma relacao

transitiva.

Teorema 54. Sejam A C B C C uma torre de dominios de integridade. Se C é inteiro

sobre B e B € inteiro sobre A entao C é inteiro sobre A.

3.2 FECHO INTEIRO

Sejam A e B dominios de integridade com A C B. No Corolario 4 mostramos que
o conjunto de todos os elementos de B que sdo inteiros sobre A é um subdominio de B

contendo A. Veremos agora algumas das propriedades deste dominio.

Defini¢ao 43 (Fecho inteiro). Sejam A e B dominios de integridade com A C B. O fecho
inteiro de A em B € o subdominio de B consistindo de todos os elementos de B que sao

inteiros sobre A. O fecho inteiro de A em B é denotado por AB.

Pelo Corolario 4, temos:

Proposigao 15. Sejam A e B dominios de integridade com A C B. Entao o fecho inteiro

AP de A em B é um dominio de integridade satisfazendo:
ACAPCB

Teorema 55. Sejam D um dominio de fatoragdao unica e F' o corpo quociente de D. Entdo

c € F é inteiro sobre D se, e somente se, c € D.

Demonstragio. (<) Se ¢ € D entédo c satisfaz a equagdo = — ¢ = 0 e, portanto, ¢ é inteiro
sobre D.

(=) Suponha que ¢ € F é inteiro sobre D. Entéo ¢ satisfaz uma equagao polinomial:
2t a, 2"t axtay=0

r
em que ag, dq,...,a,—1 € D. Como ¢ € F podemos expressar ¢ na forma —, com r,s € D,

S
s#0e(r,s)=1. Assim:

4 " s 4 ars" T 4 aps” =0

Se s ¢ U(D) entao existe p € D primo tal que p | s. Pela equagdo anterior, vemos que

n—1

p|—a, 1" ts — ... —ars" ! —ags™ = r". Consequentemente, temos p | r. Isso contradiz

(r,s) = 1. Portanto, s e U(D) e c=rs~' € D. O

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Proposicao 16. QN Q) =7Z.
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Demonstracao. Sabemos que Z é um dominio de fatoracdo tnica. Pelo Teorema 55,

fazendo D = Z, temos F' = Q e segue que ¢ € Q N €2 se, e somente se, ¢ € Z. Portanto,
QN ="7. m

O Teorema 55 nos mostra que os dominios de fatoracao tnica D satisfazem a
propriedade DY = D, sendo F o corpo quociente de D. Tal fato nos leva a seguinte

definicao:

Defini¢ao 44 (Dominio inteiramente fechado). Um dominio de integridade D é dito
inteiramente fechado se 0s unicos elementos de seu corpo quociente que sao inteiros sobre

D sdo os elementos de D.

Pelo Teorema 55, temos:

Proposicao 17. Seja D um dominio de fatoragio unica. Entdo D € inteiramente fechado.

Por fim, temos um resultado que nos revela a forma de um nimero algébrico.

e 7/ . 7/ a 7/ . . 7/ .
Teorema 56. Todo niumero algébrico é da forma 7 em que a € um inteiro algébrico e

beZ\{0}.
Demonstracao. Seja ¢ um ntmero algébrico. Entao existem ag, aq, ..., a,_1 € Q tais que:
" F "+ Factag=0

Seja b o mmc dos denominadores de ag,aq,...,a,_1. Entao b € N e ba; € Z para i €

{0,1,...,n — 1}. Pela equagao acima, temos:
(be)" + (ban 1) (bo)" ™" + ...+ (b""ax) (be) + (b"ag) = 0

Portanto, bc é a raiz de um polinémio moénico em Z. Assim, bc é um inteiro algébrico a.

g,comaEereZ\{O}. O

L =
0go, ¢ = 7
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4 EXTENSOES ALGEBRICAS DE UM CORPO

Estudaremos agora extensoes de corpos, polindmios minimos e conjugados de um
elemento. Um dos principais objetivos deste estudo é conseguir encontrar uma forma mais
simples de representar os elementos da extensdo de um corpo em funcao dos elementos
do corpo original e dos elementos adjuntados a esse corpo. Através disso, conseguiremos
explicitar a forma dos inteiros algébricos em certas extensoes de corpos, os quais possuem

propriedades importantes que se conectam com alguns dos dominios estudados, como

1
Z+Zﬁez+z< +2ﬁ>'

4.1 POLINOMIO MINIMO DE UM ELEMENTO ALGEBRICO SOBRE UM CORPO

Sejam K C C um subcorpo e a € C algébrico sobre K. Como « ¢é algébrico
sobre K, existe q(z) € K[z]\ {0(x)} tal que ¢(or) = 0. Assim, considere o conjunto
Ix(a) = {f(z) € K[z] | f(a) = 0} C K|[z]. Pelo que constatamos, temos Ix(a) # 0.
Ainda:

e 0(x) € K[z] e O(ar) = 0= 0(z) € Ix().

« f(2),9(x) € Ix(a) = f(2),g(x) € K[z] e f(a) = g(a) = 0 = [f(z) +g(x) =
(f +9)(z) € K[z] e (f + g)(a) = fla) + g(a) = 0= (f + g)(x) € Ix(a).

« f(z) € Ix(a) C K[z] e g(z) € K[z] = f(x)g(z) = (fg)(z) € K[X] e (fg)(a) =
fl@)gla) = 0= (fg)(x) € Ix(a).

Assim, Ik (a) é ideal de Kz]. Como ¢(x) € Ix(a) e q(z) # 0(x), temos Ik () # (0(x)).
Sendo K um corpo, temos K dominio Euclidiano, donde, pelo Teorema 18, K é um
dominio de ideais principais. Portanto, existe p(z) € K[z] tal que Ix(a) = (p(x)).

Seja p1(x) € K|[z] tal que Ix(a) = (p1(z)). Entao (pi(x)) = (p(x)). Pelo Teorema
2, segue que py(z) = u(z)p(x), com u(z) € U (K|[z]). Entretanto, sabemos que U (K|[z]) =
K\ {0}, donde py(z) = up(x), com v € K \ {0}. Assim, existe inico p(x) € k[x] moénico

tal que Ix(a) = (p(z)). Com isso, fazem sentido as seguintes definigdes:

Definigao 45 (Polinémio minimo de « sobre K). Sejam K um subcorpo de C e a € C

algébrico sobre K. O tnico polindmio monico p(x) € K|x] tal que:
Ix(a) = (p(z))
¢ chamado de polinomio minimo de a sobre K e é denotado por irr(«).

Defini¢ao 46 (Grau de a sobre K). Sejam K um subcorpo de C e a € C algébrico sobre
K. Entao o grau de o sobre K, denotado por degr (), é dado por:

degi (o) = deg(irrg(a))
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Quando K = Q escrevemos deg(a) para representar degg(o).

Mostraremos agora propriedades dos polindmios minimos, as quais serao tteis no

estudo dos conjugados de um elemento sobre um corpo e no estudo de extensoes de corpos.

Teorema 57. Sejam K um subcorpo de C e a algébrico sobre K. FEntao irrg(a) é

irredutivel em K|x].

Demonstragio. Suponha que irrg(«) é redutivel em K[z]. Entdo existem r(x),s(x) €
Klz] \ U(K|z]) U{0[z]} tais que:
irrg(a) =r(z)s(z)
Como U(K[z]) U{0[z]} = K, temos r(z),s(xz) ¢ K, donde deg(r(z)),deg(s(x)) > 1.
Assim:
deg(irrg(a)) = deg(r(x)) + deg(s(x)) > max(deg(r(z)), deg(s(x)))
Como « ¢é uma raiz de irrg(a), temos r(a)s(a) = 0, donde r(a) = 0 ou s(a) = 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor r(«) = 0. Logo:
r(z) € Ix(a) = (irrg(a))

donde temos que irrg(a) | r(x) e, consequentemente, deg(r(x)) < deg(irrk(a)) <

deg(r(z)), o que é um absurdo. Portanto, irrg(«) é irredutivel em K{z]. O

Definamos entao o conceito de conjugados sobre um corpo e provemos algumas de

suas propriedades.

Definicao 47 (Conjugados de « sobre K). Sejam K C C um subcorpo e a € C algébrico

sobre K. Os conjugados de o sobre K sao as raizes em C de irrg(a).

Teorema 58. Sejam K um subcorpo de C e o € C algébrico sobre K. Entao os conjugados

de o sobre K sao distintos.

Demonstragio. Suponha que o tem dois conjugados sobre K iguais. Entao irrg(«) possui

uma raiz de ordem ao menos 2. Seja 3 € C tal raiz. Entao:
irrg(a) = (v — B)*r(x)
com r(z) € Clz]. Derivando a equagdo acima, obtemos:
irrg(a) = (x = )" (z) + 2(z — B)r(x)
donde irrg(a)' () = 0. Como irrg(a) € Klz], temos irrg(a) € Ix(a) = (irrg(a)).
Logo:
irrg(a) |irrg(a)

e, consequentemente, deg(irrg(a)) < deg((irrg(a)’)), o que é um absurdo. Portanto, os

conjugados de « sobre K sao distintos. O]
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Teorema 59. Se a ¢ um inteiro algébrico entdo seus conjugados sobre Q também sdo

inteiros algébricos.

Demonstragio. Como o ¢ um inteiro algébrico, existe h(x) € Z[z] monico tal que h(a) = 0.

Como h(z) € Q[z], temos Ig(a) = (irrg(a)) tal que:

h(z) = irrg(a)q(x)

para algum ¢(z) € Q[z]. Seja § um conjugado de « sobre Q. Entao  também é raiz de

irrg(a). Logo h() = 0 e assim § ¢ também inteiro algébrico. O

Por fim, provaremos um teorema que sera essencial para expressarmos os elementos

de extensoes de corpos de maneira mais simples.
Teorema 60. Se o € um inteiro algébrico entdo:
irrg(a) € Zlx]
Demonstracao. Sejam oy = «, a, ..., a, € Q 0s conjugados de a sobre Q. Entao:

irrg(e) = (x — ay)(x — a)...(x — an)
= 2" — (g + g + .. + )2+ (g + o+ o) T

+ ...+ (=) "vag...ap
Como irrg(a) € Q[z], temos:

o+ ...+, eQ
Q109 + ... +ap_10y, € Q

a1as...0, € Q

Pelo teorema anterior, aq, ..., a,, sdo inteiros algébricos. Pelo Coroléario 5, ag + ... + ay,,

Q1O+ ..+ 1Oy, ..y € Q... SA0 inteiros algébricos. Como eles sao também racionais,
pela Proposicao 16 devemos ter oy + ... + ay,, g + ... + @ 1Qly,s ..., € Q1 Q0...(x, inteiros.
Portanto, irrg(a) € Zx]. O

4.2 INTEIROS ALGEBRICOS EM CORPOS QUADRATICOS

Primeiramente, analisaremos o corpo Q () obtido ao adjuntar uma raiz o € C
de um polindémio quadrético irredutivel 2 + az + b € Q[z] a Q. Isto é, Q (a) é o menor

subcorpo de C contendo ambos Q e o. Mais formalmente:

Definigao 48. Dado o € C raiz de x*> + ax + b € Q[z] irredutivel sobre Q, definimos
Q(a) =

= N
K (corpo)CC
QCK,aeK
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Vale a pena notar que, como 2 + ax + b ¢é irredutivel em Q[z], temos o & Q.

Mostremos que Q(«) é um corpo. Seja A ={K C C | K é corpo,Q C K,a € K}.
Dados a,b € Q(a) = KQAK, e ce Qa)\ {0}, temos:

e a+be Qo) Como a,bEQ(a):KQAK, temos a,b € K VK € A= a+be
KVKeA:aereKQAK:Q(a).

e ab e Q(a): Comoa,bEQ(a):KQAK, temosa,be KV Ke A=abe KV K €
AéabEKQAK:Q(a).

e —a € Q) ComanQ(a):KQAK,temosaEKVKGAé—aEKVKE
A= —ae N K=Q(w).
KeA

e ¢! e Qu): ComocEQ(a):KQAK,temosceKVKeAéc_lGKVKE
-1 _
A=c EKQAK—Q(@)‘

e QC Q),aeQa): CommQCKVKeA=QC KQAK = Q(«). Analoga-
mente,aeK‘v’KEA:&GK@AK:Q(Q).

Como Q(«) C C, o restante das propriedades de um corpo segue do fato de C ser um

Corpo.

Agora, vamos caracterizar o corpo Q(«). Considere o conjunto B = {a+ba | a,b €
Q}. Pela definigao de B, segue que Q C B e a € B. Mostremos que B é um corpo. Sejam
x,y € B:

e r4+y € B: Temos x =a+baey=c+dacoma,b,c,d € Q. Assim:
r+y=a+ba+c+da=(a+c)+ (b+da
ea+c,b+deQ,donde x4y € B.
o zy € B: Temos r =a+ baey=c+da com a,b,c,d € Q. Assim:
ry = (a + ba)(c + da) = ac + (be + ad)a + bdo®
Como existem u,v € Q tais que a? + ua + v = 0, temos a? = —ua — v. Logo:
vy = act(betad)a+bda® = act(betad)a—bdua—bdy = (ac—bdv)-+(be+ad—bdu)o
e ac — bdv, bc + ad — bdu € Q, donde xy € B.

ex # 0 = 27! € B: Como z € B\ {0}, temos * = a + ba com a e b nao
simultaneamente nulos. Sabemos ainda que existem u, v € Q tais que o +ua+v = 0.
Afirmo que a? — uab + vb? # 0. De fato, suponha a? — uab + vb?> = 0. Caso a = 0,

temos entdo vb? =0 e v # 0 (pois 2% + ux + v ¢ irredutivel em Q[x]), donde b = 0, o
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que contradiz (a,b) # (0,0). Analogamente, se b = 0, temos a? = 0, donde a = 0, o

que é um absurdo. Por fim, caso a,b # 0, temos:
a? — uab +vb* = 0

a\ 2 a
(z) —up =0

() ()0

a
donde —— € Q é raiz de 22 + uz + v € Q[z], o que é um absurdo pois 2% + ur + v é

irredutivel em Q[x]. Logo, a? — uab + vb* # 0. Note ainda que:

(a+ ba)(a — ba — ub) = a® — b*a® — uab — ub’a =

= a® — b*(—ua — v) — uab — ub*a = a*® — uab + vb?

Portanto:

41 1 a — ba — ub a— ub n —b
T = — = = == «
r  a+ba (a+ba)(a—ba—ub) a? — uab + vb? a? — uab + vb?

com < a—ub ),( - ) € Q, donde 27! € B.
a

a? — uab + vb? 2 — uab + vb?

Como Q C B C C(corpo) e a € B, segue que B é subcorpo de C que contém Q e
a. Portanto, Q(«) C B.

Por outro lado, se Q C K(subcorpo) C C e o € K, entao a + ba € K para todos
a,b € Q, donde B C K. Logo B C N K=Q(a).

K (corpo)CC
QCK,aeK

Dessa forma, segue que Q(a) = B ={a+ba | a,b € Q}.
Conseguimos, pela construgao anterior, encontrar uma forma para os elementos de
Q(a). Esta forma, no entanto, nao é tinica, como veremos no seguinte lema, complementado

pelo autor deste texto:

Lema 7. Dados a € C raiz de x* + ax + b € Q[z] irredutivel e u,v € Q,v # 0, temos:
Q(a) = Qu +va)

Demonstragio. Devido as consideragoes anteriores, para provar este lema basta mostrarmos
que o € Q(u+va) e u +va € Q(a). Como Q(a) = {z+ya | z,y € Q} e u,v € Q,
segue que u + va € Q(a). Por outro lado, como v € Q \ {0}, temos v~! € Q, donde
a=v"'(—u+ (u+va)) € Qu+va).
Portanto, Q(a) = Q(u + va). O
Além de mostrar que a forma nao é tnica, o lema anterior nos permite reescrever

o conjunto Q(«) de outras maneiras, o que é 1til para simplificar a expressao dentro do

parénteses e impor condigoes sobre «, como veremos no préoximo resultado.
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Teorema 61. Seja K um corpo quadrdtico. Entao existe unico m € Z livre de quadrados

tal que K = Q(y/m).

Demonstragio. Como K é corpo quadrdtico, existe um polinomio x? + ax + b € Q[z]
irredutivel em Q[z] e o € C tal que a* +aa+b=0e K = Q(a). Como as raizes de

22+ ax +bem C sio:

] =

—a+ va® — 4b —a—va?—4b
€ Qg =
2 2
temos @ = «a; ou as. Note que oy + s = —a € Q, donde a1 = —a — ay € Q(az) e
as = —a—ag € Q(aq). Consequentemente, K = Q(a) = Q(a;) = Q(az).

—a+\/a2—4b> —a+ Va2 —4b B
2 2 N

= Q(va? —4b). De fato,

LN 7oy . —a+ V> —4b

7a—l—§ a2 — 4b, com7a€@, donde a+ 2a € Q(v/aZ —4b). Por outro lado,
_ 2_4 . 2_4

comoaeQ,temos\/m:2<a+ a+Va b>€@< a+\éﬁ>

Portanto, K = Q (

, donde
2 2

segue a afirmacao. Note que ¢ = a? — 4b € Q ndo é o quadrado de um nimero racional,
uma vez que, caso isso ocorresse, terfamos a; € Q e x? + ax + b seria redutivel em Qlz].
Podemos escrever ¢ como sendo ¢ = ]—), com (p,q) =1, ¢ > 0ep+#0, de forma que pq # 0.
Pela Proposicao 14, temos que existgm tnicos d,l € N* e u € {—1,1} tais que pg = ud?l.

Utilizando o Lema 7, segue que:

Kz@(ﬁ):@<\@:@<q\/§> = Q(vpg) = Q (Vudl) = Q (dVul) =
- (V) (vim)

com m = ul € Z\ {0,1} livre de quadrados (m # 1 pois m = 1 implica em pq = d*> = ¢ =
2 (d)
p_ — = () , donde ¢ seria o quadrado de um racional).
q q q
Seja n € Z livre de quadrados tal que Q (1/m) = Q(y/n) (note que n # 1, pois
n = 1 implicaria em 22 + ax + b redutivel em Q[z]). Entdo /m = x + yy/n com z,y € Q.

Elevando a igualdade ao quadrado, obtemos:
m = x* + ny?* + 2xy/n

Caso zy # 0, temos: , )

o que contradiz /n ¢ Q, uma vez que n € Z é livre de quadrados. Logo zy = 0. Caso
y = 0, terfamos \/m = x € Q, o que é um absurdo pois m # 1 é livre de quadrados. Assim,
r=0e:

m=yn
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t
Como y = —, com t,w € Z,t,w # 0 (pois y # 0) e (t,w) = 1, temos:
w
w*m = t*n

Do fato (t,w) = 1, temos t*|m. Mas m é livre de quadrados, donde devemos ter ¢* = 1.
Analogamente, temos w?|n e n livre de quadrados implicando em w? = 1. Portanto, m = n

e, consequentemente, m esta unicamente determinado para cada K. O

O proximo resultado, que serd usado nos proximos capitulos, nos mostra que os

inteiros algébricos de certos corpos quadraticos sao exatamente os dominios Z + Z+/m e
1+vm
7+ 7 <2

que o conjunto de inteiros algébricos em um corpo K satisfaz propriedades importantes,

. Tal fato nos permitira obter resultados sobre estes dominios, uma vez

como veremos mais adiante.

Teorema 62. Sejam K wum corpo quadrdtico e m € Z livre de quadrados tal que K =

Q (y/m). O conjunto Ok de inteiros algébricos em K é dado por:
Z + Zy/m, sem#Z1 (mod 4)
Ok = 1
* Z+Z<+2\/m>, sem=1 (mod 4)
1+ m
2

inteiros algébricos. Ainda, se m Z 1 (mod 4), dado z = a + b\/m € Z + Z+/m, temos
1
z da forma a + by/m, com a,b € Q, donde Z + Z +2\/ﬁ

Demonstragio. Sabemos que Z + Z/m e Z + 7 (caso m =1 (mod 4)) sao

C Og. Analogamente, se
1 1
m =1 (mod 4), temos z € Z+Z <—|—2\/ﬁ> = z=a+b (—i—;/ﬁ) com a,b € Z. Como

(F1™) = 54 %57 e Q. tomos = € @y, Assim, 742 (1137 € O

Vamos agora mostrar a inclusdo oposta. Seja a € O C K, de forma que
a =a+ by/m com a,b € Q. Entao « é raiz de:

2? — 2ax + (a* — mb?) € Q[z]
O discriminante deste polinémio é:
(2a)* — 4(a* — mb?®) = 4mb*

de forma que 2% — 2ax + (a? — mb?) é redutivel em Q[z] se, e somente se, b = 0, uma vez
que V4mb? = 21b| v/m, 2|b| € Q e v/m & Q, de forma que 2 |b| y/m € Q se, e somente se,
21b| =0, isto é, b = 0. Portanto:

T —a, seb=0
r? — 2ax + (a* —mb?), seb#0

irrg(a) = {
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Como « é um inteiro algébrico, temos pelo Teorema 60 que irrg(a) € Z[x]. Assim:

a € 7, seb=20
2a,a> —mb* €7, seb#0

Se b =0, temos o« = a € Z C Z + Z+/m. Suponha que b # 0. Se 2a € 27 entdo a € Z

e, consequentemente, mb? € Z. Como m ¢é livre de quadrados e b € Q, temos b € Z. De
fato, como b = P com p,q € Z,p#0,qg>0e (p,q) =1, temos % € 7Z, donde ¢*|mp*
e (P, ¢4 =1 :>qq2|m e m ¢é livre de quadrados = ¢> =1 = ¢ = qll = b=p € Z. Assim,
temos o = a + by/m € Z + Z+/m. Se 2a € 27 + 1, temos a = %;—1, com k € Z. Como

2k +1

2
a® — mb* € Z, temos 4 ( ) —mb? | = (2k+1)* — 4mb* € Z, donde 4mb* € Z.

Do fato de que m ¢ livre de quadrados e b € QQ, segue por um argumento semelhante ao

anterior que 2b € Z. Caso b € Z, temos:

a® = (a®> —mb®) + mb* € Z

o que contradiz a = k+1. Portanto b € Z, de forma que 2b€2Z+1eb:2U;—1,com
v € Z. Entao:

a? —mb? = i((Qk +1)2 = m(2v +1)?)
a2—m62:i(4k2+4k+1—4m(02+v)—m)
a2—mb2:k2+k—m(02+v)+1_4m
m4_1:k2+k—m(v2+v)—(a2—mb2)eZ

donde m =1 (mod 4) e:
a:a+b\/ﬁz2k;1+2”2+l\/ﬁ
:(k—v)+(2v+1)<1+2m>6Z+Z<1+2m>
Portanto, O C Z + Z+y/m caso m Z 1 (mod 4) e Ox C Z + Z <1 +2\/ﬁ> caso m = 1

(mod 4). Pelas consideragoes anteriores, segue que:

Z + Z/m, sem# 1 (mod 4)

O =
K Z+Z<1+2\/m>, sem=1 (mod 4)
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4.3 EXTENSOES SIMPLES

Generalizaremos os resultados obtidos sobre corpos quadraticos para outros tipos
de extensoes. Em particular, comegaremos estudando as propriedades de extensoes simples,

antes de analisar as extensoes multiplas.

Definicao 49 (Extensdo simples). Sejam K C C um subcorpo de C e a € C. Definimos:

K(a) = aE}~ F (4.1)
KCF(subcorpo)CC

como sendo uma extensdo simples de K.

Note que K(a) # (), uma vez que a € C, K C C e C é subcorpo de C, donde o
conjunto de elementos sobre os quais estamos tomando a interseccao é nao vazio. Como

todos esses elementos contém «, segue que a intersec¢ao ¢ nao vazia.

Mostremos que K («) é um corpo. Seja A = {F C C | F é subcorpo de C, K C
F,a € F}. Dados a,b € K(«),c € K(a) \ {0}, temos:

e a+be K(a): Como a,b € K(«) = N )CF, temos a,b € FV F € A =
subcorpo)C

KCF,a€eF

m%eFVFeA:a+M%&F:Km)

e ab € K(a): Como a,b € K(a) = N F,temos a,be FV Fe A= abe

F(subcorpo)CC
KCFacF

FYFeA=abe N F=K/a).
FeA

e —a € K(a): ComanK(a):F( bﬂ )(CF,temosaEF‘v’FEA#—aG
subcorpo)C

KCFacF
FYFeA=—ac N F=K|a).
FeA

e ¢! € K(a): Como ¢ € K(a) = N F,temosce FYF e A= c'e
F(subcorpo)CC
KCFacF

FVYFeA=c'le N F=K|(a).
FeA

« K C K(a),aa € K(a): Como K C F VYV F ¢ A:>KCFQAF:K(04). Analoga-
mente,aEFVFeAéaeFQAF:K(a).

Como K(a) C C, o restante das propriedades de um corpo segue do fato de C ser um

corpo.
Note que K(a) = K & a € K.

Dados K (subcorpo) C C e a € C, seja L o conjunto:
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by + b oo + b
{ 0—:_ 104—:_ —:_ a | m,nGN,bO,...,bm,co,...,cnGK,co+cloz+...+cnoz”7éO}
Co +ca—+ ...+ c,a”

f(a)
= f(x),g9(x) € K|x],g(a) # 0
{g(a)l()() (7], 9(a)
Mostremos que L é um corpo. De fato, as propriedades da soma e do produto (e a

nao existéncia de divisores de 0) sdo satisfeitas pois L C C(corpo). Ainda, dado k € K,

seja k(z) € K[z] dado por k(z) = k ¥ 2 € K, de forma que ’fgzi - ’f — k € L, donde
K C L. Analogamente, como f(z) = = € K[z], temos {Eg; - % — o € L. Por fim, dados
a,be Lece L\ {0}, temos:
e a+be L Existem f(z),g(z),p(z), q(z) € K[z] tais que g(a),q(a) #0 e a = ggz))
ch— Zgzg Logo:
aapo 2@ o) flajgle) +g(a)ple) _ (fa+op)(e) _ o

g(a)  q(a) g(a)q(a) (99)()

uma vez que K corpo implica em K[z] dominio de integridade, donde (fq +

gp)(2), (99)(z) € K[z] e g(a)g(a) # 0, dado que g(a),q(e) € C\ {0} e C ndo
possui divisores de 0.

o ab € L: Existem f(x),g(z),p(z),q(x) € K|z] tais que g(a),q(a) #0 e a = ;CEZ; e
e
b= f(a) "B

~ fla)pla)  (fp)(a)
=G ale)  gala) <

uma vez que K[z] é dominio de integridade, donde (fp)(x), (9q)(z) € K[x], e C néo

possui divisores de 0, donde (gq)(«) # 0. Note que, como —1 € K C L, segue dessa
propriedade que se d € L, entao —d € L.

fla)

« ¢! € L: Existem f(x),g(z) € K[z] tais que g(a) # 0 e c = m. Ainda, como
¢ # 0, devemos ter f(a) # 0. Consequentemente, d = ji((z)) € Le:
fla) g(a)
d=1YINY _
“ g @)

donde ¢t =d e L.

Com isso, vemos que L ¢ um corpo que contém K e «. Consequentemente, temos

K(«a) € L. Por outro lado, seja F' um subcorpo de C que contenha K e «. Entao,
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dado f(z) € Kz

—

, temos f(a) € F. Seja a € L. Existem f(z),g(x) € K[x] tais que

(@)

gla) #0ea = f() Como f(a),g(a) € F, g(a) # 0 e F é um corpo, devemos ter
g(a
o fla) 1
gla)™t = — € F, donde a = ——= = f(a)—— € F. Portanto, L C F para todo
g(@) 9() g(e)

Fe{F cC | F ésubcorpode C,K C F,a € F'}. Assim: LCF( 0 ) CF:K(a).
subcorpo)C
KCF,aeF

Dessa forma, temos K (a) = L.

Analisemos agora o caso em que o € C é algébrico sobre K. Seja n = degy(«).

Sabemos que, dado a € K, existem f(z), g(z) € K[x] tais que g(a) #0 e a = M. Como

g(c)
g(a) # 0, temos irrg(a) 1 g(z). Uma vez que irrg(a) é irredutivel em K[x], que é um
dominio Euclidiano (pois K é corpo) e, consequentemente, é dominio de ideais principais
pelo Teorema 18, temos:

(irrg(a), g(x)) = (1) = K[z]

Portanto, podemos encontrar m(z),n(z) € Klz| tais que:
m(z)irrg (o) +n(z)g(z) =1

Disso, segue-se que:

1
na)gla) =1= — =n(a) = a= "= = fla)n(a
(@gle) =1 % o = nfa) > a = L = flajna)
Assim, todo elemento a € K(«a) pode ser escrito como h(a), com h(z) € K[z]. Como
K|[x] é dominio Euclidiano, podemos dividir h(z) por irrg(«), de forma que existem

u(z),v(x) € Kz| tais que:
h(z) = u(x)irrg(a) +v(z), deg(v(z)) < deg(irrg(a)) =n
Como « é raiz de irrg(«), temos:
a=hla) =v(a) =ay+aa+ .. +a,_1a" * ag,ay,...,an_1 € K
Com isso, provamos o seguinte teorema:
Teorema 63. Sejam K (subcorpo) C C, o € C algébrico sobre K e n = degk(c). Entao:
K(a)={ag+aa+ ..+ a,_1a" | ag,...,ap_, € K}

Note que o teorema anterior generaliza a construcgao feita para corpos quadraticos.

De fato, o caso para corpos quadraticos é o caso particular do teorema anterior em que

K = Q e irrg(a) é um polindémio quadratico. Ainda, o resultado anterior justifica a

seguinte defini¢ao:

Definicao 50 (Grau de uma extensao K (a) sobre K). Sejam K (subcorpo) C C, a € C
algébrico sobre K e degx(a) = n. O grau da extensio K(«) sobre K, denotada por
[K(«) : K|, é dada por:

[K(a): K] =n
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4.4 EXTENSOES MULTIPLAS

Podemos agora estudar o que ocorre ao adjuntarmos multiplos elementos a um corpo
K. Para isso, definiremos extensoes multiplas de maneira recursiva. Sejam aq, ao, ..., ap €

C algébricos sobre K. Definimos:

K(ay, a2) = K(ag)(az)
K(ay, a9, 03) = K(oq, az)(as)

K(01, s, .y 0p) = K (0, 0, ooy 1) (o)

Mostraremos que o estudo de extensoes multiplas pode ser reduzido ao estudo de
extensoes simples. Tal teorema sera o principal desta secao e tem como consequéncia o
fato de que os resultados provados para extensoes simples valem também para extensoes
multiplas. Para mostrar isso, antes provaremos dois lemas, propostos pelo autor deste

texto:

Lema 8. Sejam K um corpo e p(z),q(z) € K[z]. Entao p(q(z)) =poq(x) € K[z].

Demonstragio. Sabemos que existem ag, ay, ..., a, € K tais que p(z) = Z a;z'. Como K
i=0
é corpo, temos K[z] dominio de integridade. Consequentemente:
q(z) € K[z] = q(z) * q(z) = q(z)* € K[a]
q(x)?, q(z) € K[z] = q(2)* x q(z) = q(2)* € K[z]

q(x)" 1 q(x) € K[z] = q(2)" ' * q(z) = q(x)" € K|x]

Dado i € {0,...,n}, como a;, ¢(z)" € K[z] (sendo ¢(x)° = 1), temos a;q(z)" € K[z].
Portanto, ag, a1q(z), azq(z)?, ..., anq(x)™ € K[z] = ao + a1q(z) + asq(z)* + ... +
ang(x)" = 3 aiq(x) = plq(v)) € Kla]. O
i=0

Lema 9. Seja K um subcorpo de C. Entio Q C K.

Demonstracio. Como K é subcorpo de C, temos que 0,1 € K. Suponha que n € NN K.
Dado que K é corpo, temos K fechado para a adicdo, donde n,1 € K = n+1 € K.
Concluimos que n+ 1 € NN K. Pelo principio de inducao, segue que n € NN K V n € N,
isto é, N C K. Da propriedade do inverso aditivo, sabemos que a € K = —a € K. Como
N C K, temos —N C K e, consequentemente, Z C K. Por fim, usaremos a propriedade de
que todo elemento nao nulo de K possui inverso multiplicativo, isto é, dado a € K \ {0},

1 1
existe a=! = — € K. Portanto, dado z € Z \ 0, temos — € K.
a 2
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Seja a € Q dado. Existem p,q € Z, com ¢ # 0, tais que a = b Pelo que provamos,
q
1 1
p,— € K. Como K é fechado para o produto, segue que a = b p— € K. Logo,
q q q
QCK. O

Com isso, podemos comecar a provar que as extensoes multiplas podem ser reduzidas
a uma extensao simples. Faremos a demonstracao para o caso da extensao com dois

elementos adjuntados, a partir da qual o resultado mais geral seguira como um corolario.

Teorema 64. Sejam K(subcorpo) C C, «, 8 € C algébricos sobre K. Entao existe v € C

algébrico sobre K tal que:

K(a,B) = K(7)
Demonstragio. Sejam p(x) = irrg(a) e q(z) = irrg(5). Entao:
p(x) = (x —ay)...(x — o) € K[z]
q(z) = (x — B1)...(x — B,) € K|z]

com o = @, ..., ay,, conjugados de a sobre K e 51 = f3, ..., 3, conjugados de 3 sobre K.
Pelo Teorema 58 sabemos que os «; sao distintos, tais como os 3;. Consequentemente, o

conjunto S dado por:

a, —
S:{ . ® |r,s:1,...,m;t,u:1,...,n;t7£u}

Bt - Bu
é um subconjunto finito de C. Seja ¢ € Q \ S (tal escolha é possivel dado que S é finito).
Vale notar que ¢ # 0 pois 241—041 =0 € S. Entao os elementos:
1= Mn

a;+cBiii=1,...m;j=1,..n

sao todos distintos. De fato, caso o; + ¢f; = oy + ¢f; com (3,5) # (k,l), terfamos os

seguintes casos:

« Caso t = k: Neste caso, ¢f8; = cf;, donde segue que ¢ = 0 ou 3; = 3, o que sao

ambos absurdos, uma vez que os conjugados de 3 sao todos distintos.

« Caso j = I: Neste caso, a; = o, o que é um absurdo pois os conjugados de a sao

distintos.
o Caso i # k e j # I: Neste caso, temos:

a; +cfj = oy + cfy
a; —ag, = c(B — B;)

o; —
) kES

T B- 5

C

o que ¢ um absurdo.
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Sejam v = a + cf, K1 = K(v) e p1(z) = p(y — cz). Como K C Ki(corpo) e p(x) € Klz],
temos p(x) € K[z]. Ainda, como K; é subcorpo de C, temos que Q C K pelo Lema 9.
Consequentemente, —c,y € K; = v — cx € Ki[x]. Pelo Lema 8, segue que p(y — cz) =
p1(z) € Kilz]. Note que p1(5) = p(y—cf) = p(a) = 0, de forma que p;(z) e ¢(x) possuem
uma raiz em comum. Mostraremos que esta é a tnica raiz em comum destes polinémios.
Suponha que outra raiz comum A € C exista. Como A é raiz de ¢(x) = (z — f1)...(x — Bn),

temos A = 3 para algum j € {2,3,...,n}. Entao:

pi(B;) =p(y —¢cB;) =0

donde v — ¢f; € {a, ..., }. Logo, existe k € {1,...,m} tal que:

v =B = ay
oy +cfy —cfj = ay

Oél—akzc(ﬁj—ﬂﬁ
QT g

Bi = B

o que é um absurdo. Logo, pi(x) e g(z) tem apenas 5 como raiz comum. Seja h(z) =

CcC =

irrg, (). Entao h(z) | p1(x) e h(z) | g(x). Como p;(z) e g(x) tem apenas uma raiz em
comum, segue que deg(h(z)) = 1, donde h(z) = x 4+ § para algum § € K;. E, uma vez
que h(B) =40 =0, temos 6 = —f € K1 = § € K;. Logo, « = v — ¢f € K;. Com isso,
mostramos que:

K(avﬁ) CKI :K(’Y)

ja que K(7) é um subcorpo de C que contém K, « e 3. Por outro lado, K C K(a,f3) e
v=a+cp € K(a, ), donde conclui-se que:

K(y) C K(a, B)

Das duas inclusoes acima, temos:

]

Note que a demonstracao anterior, além de provar a validade do enunciado, nos da
uma forma de encontrar o v que satisfaz a igualdade apresentada no teorema. Usando do

que acabamos de provar, podemos entao mostrar a versao mais geral do resultado:

Coroléario 6. Sejam K (subcorpo) C C, aq, s, ..., € C algébricos sobre K. Entdo existe

a € C algébrico sobre K tal que:

K(ay, asg,...;ap) = K(«a)
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Demonstracio. Para n = 1 o resultado é trivial. Para n = 2, o resultado segue pelo
teorema anterior. Suponha que o resultado valha para n > 2. Mostraremos que ele vale

para n + 1. Sabemos que existe « tal que K(aq,as, ..., a,) = K(«), donde:
Koy, ag, .oy, ani1) = Ko, )

Como sabemos que o resultado vale para o caso com 2 termos, temos que existe v € C

algébrico sobre K tal que:
K(ah Qg ..., Op, Oln+1) = K(Oé, Oén+1) = K(’Y)
Por indugao, o resultado segue. [

Por fim, mostremos que K («) é algébrico sobre K e que o grau de qualquer elemento
dessa extensao sobre K nao supera o de a. Em particular, este resultado implica que

elementos de C com grau sobre K maiores que o de « nao pertencem a K (a).

Teorema 65. Sejam K (subcorpo) C C e o € C algébrico sobre K. Entao todo elemento
p € K(a) € algébrico sobre K, e o grau de 8 sobre K é menor ou igual ao grau de o sobre
K.

Demonstragio. Sejam € K(«a), com « algébrico sobre K e n = deg(irrg(«)). Pelo

Teorema 63 cada uma das poténcias 47, com j = 0,1, ...,n podem ser escritas da forma:
n—1
j k
B =2 apa
k=0
com a;, € K. Considere o sistema homogéneo:

Y ajr;=0,k=0,1,..,n—1
j=0

Este sistema possui uma solucio (zg, 1, ..., ¥,) € K" ndo nula, uma vez que o niimero

de incognitas é maior que o nimero de equagoes. Entao:

n ) n n—1 n—1 n
Do =) w; Y agat =3 oty ap; =0
7=0 7=0 k=0 k=0 j=0

donde [ é algébrico sobre K e o grau de [ sobre K é menor ou igual que o grau de «
sobre K. O]
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5 CORPOS DE NUMEROS ALGEBRICOS

Estudaremos agora corpos de nimeros algébricos, pois, como vimos no Teorema 62,

. : - 1++ym - L
estes estao associados aos dominios Z+Z+/m e Z+7 —5 ) 0s quais sao bastante uteis

na resolugao de equagoes diofantinas (em particular, nas equagoes diofantinas envolvendo

termos quadraticos).

5.1 CORPOS DE NUMEROS ALGEBRICOS

Definigao 51 (Corpo de ntimeros algébricos). Um corpo de nimeros algébricos é um

subcorpo de C da forma Q(ay, ..., an), em que ay, ..., a, sGo nimeros algébricos.

Note que, utilizando o Coroléario 6, chegamos ao seguinte resultado:

Proposigao 18. Se K ¢ um corpo de nimeros algébricos entdo existe um nimero algébrico

0 tal que K = Q(0).

Este resultado, entretanto, pode ser melhorado, como veremos a seguir.

Teorema 66. Se K é um corpo de nimeros algébricos entao existe um inteiro algébrico 0

tal que K = Q(0).

Demonstracio. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Pela Proposicao 18, existe ¢

nimero algébrico tal que K = Q(¢). Pelo Teorema 56, temos ¢ = = em que 6 é um

b
Q(0). O

0
inteiro algébrico e b € Z \ {0}. Assim, utilizando o Lema 7, temos: K = Q(¢) = Q <> =

Com o resultado anterior, vemos que qualquer corpo de niimeros algébricos é da
forma {a 4+ b0 | a,b€ Q}, sendo 6 € Q. Esta caracterizacdo dos elementos destes corpos
tera muitas consequéncias importantes, inclusive para os inteiros algébricos destes corpos.

Em particular, aplicando o Teorema 63 a corpos de ntimeros algébricos, temos:

Proposicao 19. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros algébricos, em que 6 é um inteiro

algébrico e n = deg(irrg(f)). Entdo todo elemento de K é expresso unicamente da forma:
Co + 61(9 + ...+ cn,lﬁnfl
em que co, Ci, ..., cn—1 € Q. Ainda, se cy,ci,...,cn_1 € Q, temos cy+c10+...4c, 10" € K.

Segue que K é um espacgo vetorial n dimensional sobre Q.
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Como discutimos no inicio deste capitulo, o Teorema 62 nos mostra que o conjunto
dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros algébricos ¢ um conjunto importante. Esta-
beleceremos entao uma notagao para este conjunto e, em seguida, usaremos dos resultados

mostrados para extensoes de corpos para estudar as propriedades destes conjuntos.

Definigao 52 (O conjunto Ok). O conjunto de todos os inteiros algébricos em um corpo

K de nimeros algébricos é denotado por Ok . Isto é:
Ok =0NK

Teorema 67. Seja K um corpo de numeros algébricos. Entao Ok é um dominio de

integridade.

Demonstragao. Pelo Corolario 5 sabemos que €2 C C é um dominio de integridade. Como

K C C é um corpo, temos O = K N2 dominio de integridade. O]

O teorema anterior nos permite renomear o conjunto O da seguinte forma:

Definicao 53 (Anel de inteiros de um corpo de ntmeros algébricos). Ok € chamado de

anel de inteiros do corpo de numeros algébricos K.

Teorema 68. Se K ¢ um corpo de niumeros algébricos entdo é o corpo quociente de O .

b
Demonstragdo. Sejam F' o corpo quociente de Ok e a € F'. Entdo a = -, com b, c € Ok

b
ec#0. Como Ok C K, temos b,c € K(corpo), com ¢ # 0= b,c' € K= bc! == =
c
a € K. Assim, segue que F' C K.

d

Seja a € K. Como K ¢ corpo de nimeros algébricos, pelo Teorema 56 temos a = —,

e

com d inteiro algébrico e e € Z \ {0}. Pelo Lema 9, temos e € K e, como e é inteiro

algébrico, segue que e € Og. Consequentemente, ae = d € K, donde d € Ok e, portanto,

d
a=— € F. Logo, K C F. Portanto, K = F. O]
e

Teorema 69. Se K é um corpo de numeros algébricos entao Ok ¢é inteiramente fechado.

Demonstracao. Pelo Teorema 68, o corpo quociente de O é K. Seja 8 € K inteiro sobre
Ok. Como O ¢ inteiro sobre Z, pelo Teorema 53 temos 3 inteiro sobre Z, donde 3 é

inteiro algébrico. Logo, g € K N = Ok e, portanto, Ok ¢é inteiramente fechado. O

Teorema 70. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Entdo todo ideal nao nulo de O

contém um inteiro ndo nulo.

Demonstragio. Sejam I # (0) um ideal de O e v € I'\ {0}. Como « € I C Ok, temos
« inteiro algébrico. Seja irrg(a) = ™ + bz + ... + b,. Afirmo que b, # 0. De fato,

se n =1, b, = by = 0 implicaria em irrg(o) = x, donde irrg(a)(a) = a = 0, o que é



91

um absurdo. Caso n > 2 entao b, = 0 implicaria em irrg(a) redutivel em Q[z], o que
contradiz o Teorema 57. Logo, b, # 0. Pelo Teorema 60 sabemos que irrg(«) € Z[z], uma
vez que « é inteiro algébrico. Portanto, by, ...,b, € Z. Como Z C Qe Z C Q C K (pelo
Lema 9), temos Z C QN K = Ok. Assim, como —1,b,...,b, € Ok e « € I(ideal), segue
que b, = —a" —bja" ' — ... —bhaeleb, e Z\ {0} O

O proximo resultado nos mostra que qualquer ideal nao nulo de um corpo de
numeros algébricos K contém um elemento que, quando adjuntado a Q, gera o corpo K.

Este fato sera importante quando estivermos estudando fatoragao de ideais.

Teorema 71. Sejam K um corpo de nimeros algébricos e I # (0) um ideal de Ok . Entdo
existe v € I tal que K = Q(7).

Demonstragio. Pelo Teorema 66 existe § € Ok tal que K = Q(f). Pelo Teorema 70 existe
c e ZNI\{0}. Sejay=ch. Como 0 € Ok e c € I temos v € I. Ainda, como ¢ € Z\ {0},
segue que K = Q(#) = Q(cf) = Q(v), pelo Lema 7. ]

5.2 CORPOS CONJUGADOS DE UM CORPO DE NUMEROS ALGEBRICOS

Estudaremos agora os corpos conjugados de um corpo de niimeros algébricos. Para
isso, estudaremos homomorfismos de anéis. Em particular, mostraremos que os corpos
gerados pela adjuncao de um conjugado de um nimero algébrico a QQ é isomorfo ao corpo

algébrico gerado pela adjun¢ao deste niimero algébrico a Q.

s

Defini¢ao 54 (Homomorfismo). Sejam R e R' dois anéis. Uma aplicagio ¢ : R — R’ é

dita um homomorfismo seV a,b € R:

1. ¢(a+b) = ¢(a) + o(b)
2. ¢(ab) = ¢(a)p(b)

Defini¢ao 55 (Monomorfismo e isomorfismo). Sejam R e R dois anéis. Um homomorfismo
¢ : R — R ¢ dito um monomorfismo se ¢ for injetiva. Caso ¢ seja bijetiva, entao ¢ é

dito um isomorfismo e R é dito isomorfo a R'.

Provemos agora algumas propriedades dos homomorfismos, as quais foram comple-

mentadas pelo autor deste texto:

Proposigao 20. Sejam A, B e C anéis e p: A — B e u: B — C homomorfismos. Entdo:

1. poop: A— C é homomorfismo.
2. Se e ¢ sao monomorfismos, entao po ¢ é monomorfismo.

3. Se u e ¢ sao sobrejetoras, entdo po ¢ é sobrejetora.
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4. Se i e ¢ sao isomorfismos, po ¢ é isomorfismo.

1

5. Se p € isomorfismo, entao p= € isomorfismo.

6. A relagio ~ definida sobre um conjunto de anéis dada por A ~ B < A € isomorfo a

B ¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao. 1. Como p e ¢ sao aplicagoes, sabemos que p o ¢ estd bem definida.
Dados a,b € A, temos:

o pog(a+b)=pu(ga)+ o)) = u(g(a) + u(db)) = po dla) + o ¢(b)
o po(ab) = p(d(a)p(b)) = p(p(a))u(e(b)) = (1o ¢(a))(uo (b))

donde p o ¢ é homomorfismo.

2. Sejam a,b € A tais que po ¢(a) = po ¢(b). Como pu é monomorfismo, devemos ter
¢(a) = ¢(b). Como ¢ também é monomorfismo, a igualdade anterior implica em

a = b. Portanto u o ¢ é injetora, donde é monomorfismo.

3. Seja ¢ € C. Como pu é sobrejetora, existe b € B tal que p(b) = ¢. Como ¢ é também

sobrejetora, existe a € A tal que b = ¢(a). Portanto:

pogla) = p(d(a)) = pb) = c
donde p o ¢ é sobrejetora.
4. Se u, ¢ sao isomorfismos, entao u, ¢ sao monomorfismos sobrejetores. Por 2. e 3.,
segue que 4 o ¢ é monomorfismo sobrejetor e, portanto, um isomorfismo.

1

5. Sabemos que ™" estd bem definido pois p é bijecao. Dados ¢,d € C, existem

a,b € B tais que ¢ = p(a) e d = u(b). Assim:
o pie+d)=pHula) +pd) =p(wla+d) =a+b=p""(c)+p'(d)
o ui(ed) = pH(pu(a)pu(d)) = p~H (u(ad)) = ab = p~(c)p~'(d)

donde segue que ! é homomorfismo. Como p é bijecao, temos p~! bijecao, logo

pu~ ! é isomorfismo.

6. Sejam C um conjunto de anéis, M, N, P € C e ~C C x C uma relagao dada por
M ~ N < M é isomorfo a N. Temos:

o M ~ M: Seja I : M — M a aplicacao identidade. Entao I é bijetora e, dados
a,be M:

Ila+b)=a+b=1(a)+ 1(b)
I(ab) = ab=1(a)I(b)

donde [ é isomorfismo e M ~ M.
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e M ~N= N~ M: Como M é isomorfo a N, existe o : M — N isomorfismo.
Por 5. sabemos que ¢~ : N — M ¢ um isomorfismo, donde N ¢é isomorfo a M,
ou seja, N ~ M.

e M~NeN~P=M~P: Como M ~NeN ~ P, existem isomorfismos

c: M — NeXN: N—P. Pord, Noo: M — P é um isomorfismo, donde
M ~ P.

Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia em C.

]

Lema 10. Seja 0 : K — K’ um homomorfismo entre subcorpos de C, tal que o # 0 (isto
é, existe a € K tal que o(a) #0). Entao o(q) = q para q € Q e, dado p(x) € Q|x], temos

o(p(x)) = plo(x)).

Demonstracao. Notemos que Q C K N K’ pelo Lema 9. Primeiramente, mostremos que
o(1) = 1. De fato:

oc(1)=c(1x1)=c(l)o(1) =0(1)* = o(1)* —o(1) =0

donde o(1) € K’ C C é uma raiz complexa de ¢(r) = 2> — x = z(x — 1) € C|x]. Logo,

devemos ter o(1) = 0 ou o(1) = 1. Suponha que (1) = 0. Dado a € K, temos

o(a) =o(ax1) = o(a)o(l) = 0, donde ¢ = 0, o que é um absurdo. Logo, (1) = 1.
=n

Suponha que o(n) para algum n € N. Entao:

on+1)=o0n)+o(l)=n+1

Pelo principio de indugdo, segue que o(n) =n V n € N. Mostremos agora que o(—1) = —1.
Temos:
l=0(1l)=02-1)=02)+0(-1)=2+0(—-1)=0(-1) = -1

Consequentemente, 0(0) = o(1—1) = o(1)+0(—1) =1—1=0. Logo, dado n € N, segue:
o(—n)=o0(=1%xn)=0(—1)x0o(n) = —n

Dessa forma, o(z) = z V z € Z. Resta mostrar agora que o(a) =a ¥V a € Q. Seja a € Q.

Entdo existem p, ¢ € Z, com ¢ # 0, tais que a = pg~!. Logo:

o(a)q = o(a)ol(q) = o(aq) = o(pg'a) = o(p) =p = o(a) =~ = a

q
Portanto, o |g= I. Com isso, sejam p(z) € Q[z] e k € K. Existem ay, a1, ..., a, € Q tais
que:

p(z) =ag+ a1z + ... + aa”
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Assim:
o(p(k)) =o(ag + a1k + ... + a k") = o(ap) + o(ar)o(k) + ... + o(a,)o (k)"
=ag+ajo(k)+ ... + a,o(k)" = p(o(k))
donde segue que p(o(x)) = o(p(x)). O

Teorema 72. Seja K um corpo de nimeros algébricos de grau n sobre Q. Entao existem

exatamente n monomorfismos distintos oy : K — C(k =1,...,n).

Demonstragio. Pelo Teorema 18 existe § € K tal que K = Q(6). Seja p(x) = irrg(f).

Entao:
deg(p(x)) = deg(irrg(9)) = [Q(F) : Q] =n
entao 6 tem n conjugados distintos sobre Q pelo Teorema 58. Sejam 6 = 61,05, ..., 0,, esses

conjugados. Entao:
p(z) = (x —01)(z — 0s)...(x — 0,)
Pelo Teorema 19 cada elemento o € K pode ser expresso unicamente na forma o =
ap+a0+...+a,_ 10", em que ag,ai, ...,a,_; € Q. Assim, para k € {1,2,...,n} podemos
definir o : K — C dado por:
O'k(ao -+ a1<9 + ...+ Clnfl(gnil) =ag+ alek + ...+ an,legfl
Comegaremos mostrando que ox(k = 1,...,n) ¢ um homomorfismo entre corpos. Dados
ke{l,..,n}eafp €K, temos:
a=ay+af+..+a, 10"!
B="0by+b0+ ... +b,_10""
com ag, 1, ..., Ap_1, b9, b1, ..., b,_1 € Q. Entao:
a+ B =(ao+bo) + (ar +b1)0 + ... + (@p1 4 byy)0" "
or(a+ B) = (ag +bo) + (a1 +b1)0k + ... + (an_1 +bp_1)07 "
= (ag + a1l + ... + an_ 10771 + (bg + 010y + ... + by 107
= op() + ox(B)

Assim, oy, é aditivo. Ainda, sejam:

f(z) =ao+aw+ ... + a, 12" € Q[x]
g(x) =by+ b1z + ... + by 12" € Q[z]

de forma que f(0) = « e g(0) = B. Dividindo f(z)g(z) por p(z) em Qz], obtemos
q(x),r(z) € Q[z] tais que:

f(x)g(x) = p(x)q(x) +r(2), deg(r(z)) < deg(p(x)) = n
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Como deg(r(z)) < n, existem co, ¢y, ..., c,—1 € Q tais que:

r(z) =co+ x4 ...+ et

Assim, e usando o fato de que p(6), p(0;) = 0, temos:

ar(af) = o (f(0)9(0)) = ow(p(9)q(8) +1(8)) = ox(r(0)) = or(co + 16 + ... + o 16"7)
=co+aly + o+ 107 = 1(0k) = p(0k)q (k) +7(0k) = f(Ok)g(6r)
= (ap + a10p + ... + ap_ 107" (bo + 10y + ... + by 1077
= oplag + a0 + ... + an_ 10" )or(bo + 010 + ... + b, 10" = op(a)or(B)

donde o} é multiplicativo. Logo, o ¢ homomorfismo. Vamos agora mostrar a injetividade.

Suponha que oy () = 0% (). Entao:
ao + a1y + ... + ap 1077 = by + b10 + ...+ by 1077
de forma que 6, é raiz do polinémio:
h(z) = (ag — by) + (a1 — b))z + ... + (@n_1 — bp_1)2" " € Q[2]

de grau menor que n. Como 6y, é raiz de p(x) € Q[z] e p(x) é irredutivel em Q[z], temos
irrg(fx) = p(z), assim deg(irrg(dx)) = n. Uma vez que deg(h(z)) < n, devemos ter
h(z) = 0, donde ag = by, a; = by, ...,a,_1 = b,_1 e a = . Portanto, o, é monomorfismo
para k € {1,...,n}.

Por fim, devemos mostrar que estes sao os inicos monomorfismos. Seja A : K — C

um monomorfismo. Entao:

pelo Lema 10. Consequentemente, existe k € {1,...,n} tal que A() = 0. Assim, dado
d € K, existem dy, dy, ..., d,_1 € Q tais que:

d=dy+d0+ ... +dp_0""
de forma que:

AMd) = Mdo + 0 + ... + dpy 10" ") = do + dyOg + ... + dyy 107!
= do -+ dlak(ﬁ) + ...+ dn_lak(ﬁn_l) = O'k(d() + d19 + ...+ dn_lé’"_l) = O'k(d)

donde A = oy,

Portanto, {0} | k =1,2,...,n} sdo todos os monomorfismos de K em C. ]

Com este resultado, podemos provar o seguinte corolario.
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Corolario 7. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de grau n sobre Q e 8 um nimero
algébrico tal que K = Q(0). Sejam 0, = 0,05, ...,0, os conjugados de 6 sobre Q. Entdo os
corpos Q(0y), com k € {1,....k} sao isomorfos.

Demonstragio. Como [K : Q] =ne K = Q(f), todo elemento a € K é escrito de maneira
tinica como sendo a = ag + a10 + ... + a,_10""!, e todo ntimero desta forma pertence
a K, como diz a Proposicao 19. Pela demonstracao do teorema anterior, sabemos que
oy : K — C dado por:

O'k(a[) -+ a1<9 + ...+ an,lenfl) = agp + alek + ...+ an,legfl

¢ um monomorfismo para k € {1,...,n}. Dado a = ag+ @10 + ... + a,_10""* € K, note que
or(a) = ap+a1p+...+a,_ 1071 € Q(6}), de forma que podemos restringir o contradominio

de cada o. Isto é:
a— og(a)

é um monomorfismo para k € {1,...,n}. Dados k € {1,....,n} e b € Q(6), temos que

existem by, by, ..., b,_1 € Q tais que:
b=0by+ b + ... + b, 107"
Seja a = by + b0 + ... + b,_10""! € K. Entao:
Ar(a) = Mg (bo+b10+...4b,—10" ") = 04 (bo+b10+...4by,—10" ") = bo+b1Op+...+b, 107 = b

donde )\ é sobrejetora e, consequentemente, um isomorfismo entre K e Q(6;). Como a
relagao de ser isomorfo é uma relagao de equivaléncia pela Proposicao 20 e K = Q(6,),

temos Q(0;) com k € {1,...,n} isomorfos entre si. O

O corolario anterior nos leva a seguinte defini¢ao:

Definicdo 56 (Corpos conjugados de um corpo de ntmeros algébricos). Sejam K um
corpo de numeros algébricos, 6 um nimero algébrico tal que K = Q(0) e 6, =0,60,,...,0,

os conjugados de 0 sobre Q. Entdao os corpos:

Q((91> = K7 Q(62)7 cee Q(9n>

sao chamados de corpos conjugados de K.

Como a escolha de € na definigdo acima nao ¢ tnica, os conjugados 6y, ..., 8, também
nao sao. Portanto, nao é evidente que os corpos conjugados de K sejam independentes da
escolha de 6. Tal fato, entretanto, é verdade, como mostra o proximo teorema, o qual faz
uso de um importante resultado sobre polindmios simétricos, cujo enunciado, retirado de

(3, Teorema I11.4.4), apresentaremos antes do teorema, sem demonstragao.



Teorema 73 (Teorema de Newton). Seja A um anel e seja f(Xq,...,X,) € A[Xq, ..., Xy
um polinémio simétrico. Entao existe um unico polinomio h(Xy, ..., X,) € A[Xq, ..., X,],

efetivamente calculdvel, tal que f(Xy, ..., X,) = h(s1, S2, ..., Sn), sendo:

s1=X1+Xo+ ...+ X,
So = Z XilXig

1<ii<ia<n

S5 = Z Xz XZQXZ

1<i1<ip<...<i;<n

J

Sp = XlXQ...Xn

Os polindmios s; acima, com j € {1,...,n}, sdo chamados de polindémios simétricos
elementares. Vale mencionar que este teorema sera usado em mais demonstragoes ao longo

deste capitulo.

Teorema 74. Sejam K um corpo de numeros algébricos, 6 um nimero algébrico tal que
K=Q() e, =0,0,,...,0, os conjugados de 0 sobre Q. Sejam ¢ outro nimero algébrico
tal que K = Q(¢) e cy,c1, ..., cn1 € Q tais que:

¢ = C + 019 4+ ...+ cn,lenfl
Para k € {1,...,n}, seja:
b =co+ by + ...+ 07!

de forma que ¢y = ¢. Entdo ¢q, ..., ¢, sao os conjugados de ¢ sobre Q e:

Demonstracao. Seja:

flz) = ﬁ(:z: — o) = ﬁ(.ﬁt —(co+ 1+ ... +cna007)) € Ky [7]

k=1 k=1
com K1 = Q(0y,6,,...,0,).
Pelo Lema 9, temos Q € K C K; C C. Afirmo que f(z) € Q[z]. De fato, os

coeficientes de f(x) sdo os polindmios simétricos elementares (multiplicados por —1 em
alguns termos) em ¢, = co+019k+...+cn_192_1 com k =1,...,n, e portanto sao polinomios
com coeficientes racionais sobre os polindmios simétricos elementares em 61, 05, ..., 8,,. Como
01 +0s+ ...+ 0,010 + ... + 0,10, ...,010,...0,, sdo racionais (pois sao os coeficientes de

irrg(f) € Q[x] exceto pelo sinal), temos que os coeficientes de f(x) sdo racionais. Logo,



98

Q[z] e, como f(¢) = 0, temos irrg(¢) | f(z), donde f(z) = irrg(¢)g(z) com

n = deg(f(x)) = deg(irro(¢)g(x)) = deg(irro(9)) + deg(g(x))

Como deg(irrg(¢)) = [Q(¢) : Q] = [K : Q] = n, devemos ter deg(g(z)) = 0, donde
g(x) =ce Qe f(x) =cirrg(¢p). Uma vez que f(z) e irrg(¢) sdo monicos, devemos ter
¢ =1 e, portanto, f(x) = irrg(¢). Dessa forma, ¢y, ¢a, ..., ¢, 20 os conjugados de ¢ sobre
Q. Por fim, dado k € {1, ...,n}, temos:

¢k =co+cbp+.. + Cn_lez_l € Q(@k) = @(¢k) C Q(Qk)

Ainda:

n=[Q(0) : Q] = [Q(Ok) : Q(w)][Q(¢x) : Q] = [Q(0k) : Q(ex)]n
= [Q(0k) : Q(¢x)] =1
donde segue que:
Q(ekz) = @(¢k> Vike {1’ vn}
O

5.3 POLINOMIO DO CORPO DE UM ELEMENTO DE UM CORPO DE NUMEROS
ALGEBRICOS

Estudaremos agora um tipo de polinébmio que esta relacionado com um elemento
algébrico sobre QQ e seus conjugados. Veremos que esse polindmio possui diversas proprie-

dades importantes, e que este se conecta com o polindmio irredutivel de a.

Sejam K um corpo de numeros algébricos de grau n sobre Q, # € K tal que
K=Q() el =0,0,,....0, os conjugados de 6 sobre Q.

Dado a € K existem 1nicos cg, c1, ..., ¢,—1 € Q tais que:
a=co+ci0+ ... +cp 10"
pela Proposigao 19. Para k € {1,...,n}, definamos:
ap =co+ 10, + ...+ cn,lﬁz’l
de forma que a; = . Com esta notagao, temos a seguinte definicao:

Definigao 57 (Conjunto completo de conjugados de « relativos a K). O conjunto de
nimeros algébricos {a; = a, aw, ..., } € chamado de um conjunto completo de conjugados
de « relativos a K. Tal conjunto também pode ser chamado de K-conjugados de o ou

conjugados de a relativos a K.
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Vale notar que os conjugados de « relativos a K sao obtidos aplicando os mono-
morfismos oy, : K — C, com k € {1,...,n}, em a, isto é, ox(a) = ap € Q(6y).

Podemos agora definir

Defini¢cdo 58 (Polindmio do corpo de a sobre K). Sejam K um corpo de nimeros
algébricos de grau n sobre Q, a € K e oy = a, p, ..., v, 08 K-conjugados de . Entdao o

polinomio do corpo de o sobre K ¢ o polinomio:

fldx(a) = [] (z — ax) € Cla]
k=1
Provaremos entao propriedades deste polinémio.

Teorema 75. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de graun e a € K. Entao:
fldg () € Q|x]

Demonstragio. Seja 6 € K tal que K = Q(#). Temos deg(irrg(f)) = [Q(F) : Q] = [K :

Q] =n. Como « € K, pelo Teorema 19 existem ¢y, c1, ..., ¢,—1 € Q tais que:
a=cy+c10+...+c, 107"
Entao os K-conjugados de « sao:
o =co+ 10, + ...+ cn_lﬁ,’j_l, kEe{l,..n}

O polinémio do corpo de « sobre K é:
fldK(oz):Hx—ozk Hx— (co+ 10k + ... + o107
k=1 k=1

de forma que fldk(a) € Ki[z] = Q(0y, ..., 0,). Os coeficientes de fld («) sdo os polindmios
simétricos elementares (multiplicados por —1 em alguns termos) em co+c16y + ... —l—cn,lHZ’l
com k =1, ...,n, e portanto sdo polindbmios com coeficientes racionais sobre os polinémios
simétricos elementares em 64, 0s, ..., 0,,. Como 01+605+...+0,,,0:05+...+0,,_10,, ...,0105...0,
sdo racionais (pois sao os coeficientes de irrg(f) € Q[x] exceto pelo sinal), temos que os
coeficientes de fldg () sdo racionais, isto é, fldx(a) € Q[z]. O

Teorema 76. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de graun e a € K. Entao:

fldg(a) = (irrg(a))®

em que s € o inteiro positivo:
n

deg(irrg(e))

S =
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Demonstragio. Seja {ay = a, a, ..., a, } 0 conjunto completo de conjugados de av em K.

Entao:
n

fldx(a) = [] (z — ax) € Q[z]

k=1

pelo Teorema 75. Como fldk (o) tem a como uma raiz, temos:
irrg(a) | fldg (@)

em Q[z]. Entao, como Q[z] é um dominio de fatoragao unica, temos:

fldg(a) = (irrg(e))*h(z)

em que h(x) € Q[z] é um polindmio ménico nao divisivel por irrg(a) e s € N. Suponha
que deg(h(z)) > 0. Entao, como cada (z — ay) é irredutivel, devemos ter h(ay) = 0 para
algum k € {1,....,n}.

Sejam 0 € K tal que K = Q(0) e 04,65, ...,0, os conjugados de 6 sobre Q. Como
a € K existe r(z) = ag+a1x+ ...+ a,_12,1 € Q[z] tal que r(f) = . Entdo o; = 0j(cr) =
o;(r(0)) =r(c;(0)) =r(0;) para j € {1,...,n} pelo Lema 10. Seja g(x) = h(r(x)) € Q[z].
Entao g(0x) = h(r(0x)) = h(ax) = 0, donde g(x) é um multiplo de irrg(fy) = irrg(d) €
Q[z]. Consequentemente, g(6;) = 0 para j € {1,...,n}. Em particular, g(d) = 0 e,
portanto, h(a) = h(r(f)) = g(d) = 0. Assim, irrg(a) | h(z) em Q[z], o que é um absurdo.

Dessa forma, h(z) é um polindmio constante. Como h(x) é ménico, devemos ter
h(z) = 1 e, portanto:

fldie(a) = (irrg(a))

Comparando os graus dos polindmios na equagao acima, temos:

n = deg(fldic(a) = s deg(irrg(a))

5T deg(irrg(a))

]

Teorema 77. Sejam K um corpo de nimeros algébricos e a € Ok . Entao os K-conjugados

de a sao inteiros algébricos.
Demonstracao. Seja a € Ok. Pelo Teorema 60, temos:
irrg(a) € Zx] (5.1)

e pelo Teorema 76:
fldk(a) = (irrg(a))® € Z[z]

donde o resultado segue. O]
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Teorema 78. Sejam K um corpo de numeros algébricos e a € K. Entao os K-conjugados

de v sao iguais se, e somente se, a € Q.

Demonstra¢ao. Suponha que o € Q. Entdo oy = o(a) = a para k € {1,...,n}, donde
todos os K-conjugados de «a sao iguais. Por outro lado, se todos os K-conjugados de «
sao iguais, temos:

fldg (o) = (x — )"

Portanto, pelo Teorema 76, segue que:
(irmg(@)" = (x — )"

Mas, pelo Teorema 58, sabemos que as raizes de irrg(a) sado todas distintas, donde:
irrgla) =z —a,s=n

Como irrg(a) € Q[z], devemos ter o € Q. O

Teorema 79. Sejam K um corpo de numeros algébricos e a« € K. FEntdo todos os

K -conjugados de o sao distintos se, e somente se, K = Q(«).

Demonstragio. Se os K-conjugados de « sdao todos distintos entdo fldg(«) é um produto
de fatores lineares distintos e, portanto, pelo Teorema 76, temos s = 1 e irrg(a) = fldgx ().

Assim:
[Q(«) : Q] = deg(irrg(a)) = deg(fldx (o)) =n =[K : Q]
Como Q(«) C K, segue que K = Q(«). Por outro lado, se K = Q(«), entdo deg(irrg(a)) =

n, donde s = 1 pelo Teorema 60 e fldx (o) = irrg(a). Como as raizes de irrg(a) sao

todas distintas (pelo Teorema 58), temos os K-conjugados de a todos distintos. [

5.4 O DISCRIMINANTE DE UM CONJUNTO DE ELEMENTOS SOBRE UM CORPO
DE NUMEROS ALGEBRICOS

Definiremos o discriminante, o qual é uma grandeza associada a um conjunto de
elementos de um corpo de niimeros algébricos, e mostraremos que ele possui diversas
propriedades importantes, como o fato de ser sempre um nimero racional. Ainda, mos-
traremos que podemos usar do discriminante para descobrir propriedades dos elementos,

como se estes sao linearmente independentes.

Definigao 59 (Discriminante de n elementos em um corpo de nimeros algébricos de grau
n). Sejam K um corpo de nimeros algébricos de grau n, wy, ..., w, € K e op(k=1,...,n)

os n. monomorfismos distintos de K em C. Parai=1,...,n, sejam:

%(1) =01 (w;) = wy,w

(2)

i

:o'Q(wi),...,w- :O'n(wi)
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0s conjugados de w; relativos a K. Entdo o discriminante de {wy,...,w,} é:

[CONNE)) 2

wl w2 PR w/’(-bl)
WD D
D(le ) wn) =

Defini¢ao 60 (Discriminante D(«) de um elemento «). Sejam K um corpo de nimeros

algébricos de graun e a € K. Definimos o discriminante D(«) de a como sendo:

D(a) = D(1,a,0?,...,a" ")

A definigdo de discriminante de um elemento se assemelha bastante ao determinante

de uma matriz de Vandermonde. De fato, essa proximidade nos sera util.

Definigao 61 (Matriz de Vandermonde). Dados m,n € N e ay, a9, ..., € C, uma
matriz V' de ordem m X n é dita uma matriz de Vandermonde se cada uma de suas linhas
estd em progressao geométrica. Isto é, V é uma matriz de Vandermonde se, reordenando

0s indices nos o se necessdrio, tivermos:

1 a; o - o}t
1 ay a2 - ay?

V= _
2 n—1

1 o o, -+ o

Enunciaremos sem provar uma proposicao associada as matrizes de Vandermonde.

Proposicao 21. Sejam aq, as, ...,a, € C e V uma matriz de Vandermonde de ordem n

tal que:
2 n—1
1 o a7 -+ o
1 ay a2 -+ oyt
V = i
2 n—1
1 o a -+ a

Entao o determinante de V' € dado por:

Vi= 11 (aj—ai)

1<i<j<n

Usando deste fato, podemos encontrar uma expressao explicita para o discriminante

de um elemento.

Teorema 80. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de graun e o € K. Entao:

1<i<j<n

em que g = Q, Qg ..., A, SG0 0S8 conjugados de o com respeito a K.
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Demonstragcao. Dado o € K, pela Proposigao 21, temos:

1 a o oyt
1 ay o3 as!
) = H (aj — )
: : 1<i<j<n
1 a, a? an~!
Portanto:
2 n—12
1 o o fo%)
-1
1 s o ol
2 2 2
D(a) = . = 1 (-
: : 1<i<j<n
1 a, a? -+ ot

[]

Definiremos agora o discriminante de um polinémio, e mostraremos que este se
conecta com o polindomio do corpo de um elemento e com o discriminante deste mesmo

elemento.

Definigao 62 (Discriminante de um polindémio). Seja f(x) = a,2" +ay, 12" '+ ...+ a1x +
ap € Clz] em quen € N e a,, # 0. Sejam x4, ..., x, € C raizes de f(x). O discriminante
de f(z) € dado por:

disc(f(z))=a2* [ (zi—z;)*€C

1<i<j<n

Teorema 81. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de grau n e a € K. Entao:
D(a) = disc(fldg(a))

Demonstracio. Sejam oM = a, a?, ..., o™ os K conjugados de o. Entéo as raizes de

fldg(a) sdo aW ..., a™. Entdo, como fldx(a) é moénico e usando o Teorema 80, temos:

disc(fldg(e)) = ] (a® —a@)? = D(a)

Seguimos mostrando propriedades do discriminante.

Teorema 82. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de graun e o € K. Entdo:
K =Q(a) < D(a) #0
Demonstracao. Usando os Teoremas 79 e 80, temos:

K = Q(a) < os K-conjugados de « sao distintos < D(a) # 0
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Teorema 83. Seja K um corpo de nimeros algébricos de grau n.

1. Se wq,...,w, € K, entao D(wy,...,w,) € Q;
2. Se wr,...,w, € Ok, entio D(wy,...,w,) € Z;
3. Se wy,...,w, € K, entdo:

D(wy, ...,wpn) # 0 < wy, ...,w, sdo linearmente independentes sobre Q

Demonstracao. 1. Pelo Teorema 18 temos K = Q(f) para algum 0 € K. Entao, para

1=1,2,...,n, segue que:
w; = Co; + Clie + ...+ C(n_l)ﬂ"_l

em que Co;, C1i, -, -1y € Q. Entao, para j € {1,2,...,n}, temos:

wz-(j) = Co; + Cligj + ...+ c(n_l)ﬁ;?_l

O w™

com 0y, = 6,05, ...,0, os conjugados de 0 sobre Q e w ;

os K-conjugados de
w; para i € {1,2,...,n}. Note que permutar os conjugados de 0, isto é, fazer 6, = 6,

e 0/, = 0, para algum par a, b faz com que:

;(b) = coi + bl + ... + C(n71)i9;n_1 = coi + C1ilq + ... + C(n71)i92_1 = Wi(a)

w;(a) = Cp; + Cli‘% + ...+ c(n,l)ﬁ;”fl = Cp; + cueb + ...+ c(n,mﬂg—l = wZ(b)

w

de forma que tal processo apenas permuta as linhas da matriz:

ORI

fazendo com que seu determinante nao seja alterado. Como qualquer permutacao
entre os conjugados pode ser obtida através de sucessivas permutagoes entre dois
termos, segue que D(wy, ..., w,) nao é alterado. Portanto, D(wy, ...,w,) é uma fungio

simétrica das raizes do polinémio:
(x—01)(x —03)...(x — 0,) = 2" + ap_ 12" + ... + ag

com ag, ay, ..., a,—1 € Q. Pelo Teorema de Newton, D(wy, ..., w,) é um polindémio nos

coeficientes ag, ar, ..., a,_1 € portanto um nimero racional.

2. Se wy,...,w, € Ok entdo D(wy,...,w,) € Ok, uma vez que O é dominio de in-
tegridade e D(wy, ...,w,) é obtido de wy, ...,w, através de uma série de adigbes e

multiplicagoes destes termos. Como D(wy, ..., w,) € Q, temos pelo Teorema 16 que
D(wl, ,wn) €.
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3. Se o conjunto {wy, ...,w, } é linearmente dependente sobre Q, entao existem ¢y, ..., ¢, €

@ nao todos nulos tais que:
cwi + ...+ cpw, =0

Aplicando cada monomorfismo oy, com k € {1,....,n}, a equagdo acima, obtemos o

seguinte sistema homogéneo de n equacoes lineares sobre ¢y, ..., ¢,:
cle + ...+ cnwfll) =0
clw§2) 4ot =0
c1w§”) 4o F ™ =0

Como este sistema tem solucao nao trivial (cq, ..., ¢,) # (0, ...,0) € Q", devemos ter

seu determinante igual a 0, isto é:

W W) )
W W@ L O
=0
donde: )
O C IR
w? WP w®
D(wq,...;wp) = 1 =0
w™ WM ™

Por outro lado, suponha que {wy, ..., w, } é linearmente independente sobre Q. Entao
{wi1, ...,wn } é uma base para o espaco vetorial K sobre o corpo Q. Em particular,

como 1,0,...,0" 1 € K existem ¢;; € Q com 4,7 € {1,...,n} tais que:
1= Cliw1 + ... + C1pwp
0= Colwi + ... + ConWn
0" ! = cpiwr + ... + Conwn

Entao:
D(#) = D(1,0,...,0" 1) = |det(ci;)|> D(wi, ..., wn)

Como K = Q(#), pelo Teorema 82 sabemos que D(#) # 0 donde:

D(wl, ,wn) # 0
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Teorema 84. Sejam K um corpo de nimeros algébricos com [K : Q] =n e I # (0) um

ideal de Ok . Entdo existem vy, ...,v, € I tais que:
D(vy,...,v,) #0

Demonstragio. Pelo Teorema 66 temos K = Q(#) para algum 6 € Og. Pelo Teorema 82,
temos D(#) # 0. Ainda, pelo Teorema 70, como I é um ideal ndo nulo de Ok, existe

c € INZ com ¢ # 0. Entao, como I ¢é ideal de O, temos:

m=cuvs=ch, . . v,=c" el

D(vy,...,vn) = D(c,cl,...,c0" ) = " D(1,0,...,0" 1) = " D(6) # 0
m
Em particular, temos pelos dois resultados anteriores que todo ideal nao-nulo de

Ok contém n elementos linearmente independentes sobre Q. Tal fato nos servird para

mostrar o préximo teorema, que motivara uma definicao mais a frente.

Teorema 85. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de grau n e I # (0) um ideal de
Ok . Entao existem elementos vy, ...,v, € I tais que cada elemento o € I pode ser expresso
unicamente na forma:

a =111 + ... + T,V

em que x1, ..., T, € 7.

Demonstracao. Como I é um ideal ndo nulo de Oy, pelo Teorema 84 existe um conjunto
{v1,...,vn} C I tais que D(vq,...,v,) # 0. Pelo Teorema 83, D(vy,...,v,) € Z de forma
que |D(vy, ...,v,)| € N. Seja:

S ={|D(vi,...;vn)| | V1, € I,D(11,...;vpn) # 0}

Como S C Ne S # (), S possui um elemento minimo |D(vy, ..., 1,)|, com vy, ...,v, € I.
Como D(vy,...,v,) # 0, pelo item 3 do Teorema 83, segue que {vy, ..., v, } é uma base para

o espago vetorial K sobre Q. Seja a € I. Entao existem tunicos 1, ..., z, € Q tais que:
o =TV + ... + TV

Suponha que pelo menos um x; nao é um inteiro. Permutando vy, ..., v,, se necessario,

podemos supor que r; € Z. Entao existe um tnico inteiro [ tal que:

<z <l+1
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Seja v =a —lvy. Como o € [ e vy € I temos v € I. Note que v = (x1 — D)vy + ... + Tyl

Aplicando cada monomorfismo oy, com k € {1,2,...,n}, a 7, temos:

A\ = (21 — Z)Vfl) + 3527/51)“' + anv(zl)

@ = (21 — D + 20A? . + 2@

,Y(n) = (71 — l)an) + x2y§")... + ivny}{ﬂ

em que v = v, v®, 4™ sio os K-conjugados de v e vV = v, ¥, ..., ™ sdo os

K-conjugados de v; com i € {1,2,...,n}. Pela regra de Cramer, deduzimos que:

NI O
N R )
b ORI

1 — L =
S0 00
RER I
A

Entao: D

(I1 . l)2 _ ('Y, Vo, 7Vn)

de forma que:
0 < |D(y, v, ., )| = (1 — 1)? | D(v1, vy oy )| < | D(v1, 10, ooy )]

Isso contradiz a minimalidade de |D(vy, v, ..., v,)|. Entéo todos os z; sdo inteiros e cada

elemento o € I pode ser expresso unicamente na forma o = z1v1 + ... + T,0,. m
Como vy, ...,v, € I e I é um ideal, temos:
o+ ...+ Zv, = {kyvy + ... + kpvp | k1, kn €ZY C 1

e o Teorema 85 nos diz que:
I CZw+..+2v,

donde:
I =721+ ..+ 72y,

de forma que I é um Z-mdédulo finitamente gerado.

Teorema 86. Seja K um corpo de numeros algébricos. Entdo Ok é um dominio Noethe-

71aN0.
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Demonstracao. Sabemos que Z e Ok sao dominios de integridade com Z C Ok e que Z é
um dominio Noetheriano. Pelo Teorema 85, temos O = (1) é um Z-mddulo finitamente

gerado. Portanto, pelo Teorema 42, Ok é um dominio Noetheriano. O

Os resultados anteriores nos levam a seguinte definicao:

Defini¢ao 63 (Base de um ideal). Sejam K um corpo de nimeros algébricos de grau n
e I # (0) um ideal de O. Se {vy,...,v,} € um conjunto de elementos de I tal que cada

elemento o € I pode ser expresso unicamente na forma:
a =z + ... + TV, COM X1, ..., Ty €E L
entdo {v1,...,vn} € chamado base para um ideal I.

Como a representacao de cada elemento a de um ideal I # (0) por uma base

{v1, ..., } é Unico, os elementos da base vy, ..., v, sdo linearmente independentes sobre Q.

Mostremos como o discriminante se relaciona com as bases de um ideal I de Og-.

Teorema 87. Sejam K um corpo de nimeros algébricos de graun e I # (0) um ideal de
Ok.

1. Sejam {vy, ..., vn} e {1, ..., \n} duas bases para I. Entao:

l)(Ul,”.,Vn) Zil)(Al,”.,An)

n
vi = cijhj,
i=1

em que ¢;; € Z para i,j € {1,2,...,n} sdo tais que:

Ci1 Ci2 - Cip
Co1 Co2 -+ Cop

=41
Cnl Cn2 - Cpp

2. Sejam {vy,...,vn} uma base para I € Ay, ..., \, € I tais que:
D\, ..y dn) = D(v1, .oy 1)
Entao {\1, ..., \n} € uma base para I.
Demonstracao. 1. Como {\i,...,\,} é uma base para I, temos:

I =7\ + ...+ 72\,
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Como vy, ..., v, € I existem ¢;; € Z com 4, j € {1,2,...,n} tais que:
n
Vi = Zcij)‘j7
j=1
Uma vez que {v, ..., ,} é uma base para I, temos:

I =71+ ..+ 2y,

Visto que Ay, ..., A, € [ existem dj; € Z com j,k € {1,2,...,n} tais que:

n
A= djv,
k=1

Entao, para ¢ = 1,2, ..., n, temos:

n n n n
vi=) Cij ) djxlk =) ( Cijdjk) Uk
1 Jj=1

j=1 k= k=1

Como {vy,...,v,} é uma base para I, temos que vy, ..., v, sao linearmente indepen-

dentes sobre QQ, de forma que:

1, sei=k
0, sei#k

> cidin = {
j=1
Definimos as matrizes n x n C' e D como sendo:
C = [¢;], D = [d]
de forma que C' e D tem elementos inteiros. Entao:
CD = [Z Cijdjk] = In
j=1
em que I, é a matriz identidade de ordem n. Assim:
det(C)det(D) = det(CD) = det(I,) =1
Como det(C), det(D) € Z, devemos ter:
det(C) = det(D) = £1

Sabendo que v; = Y ¢;;\; para i € {1,...,n}, temos:
j=1
D(vy,...,v,) = (det(ci)) > DA, oy An) = (det(C))* DAy, .oy An)

donde:
D(vy, . vp) = (il)QD()\l, v An) = DA, Ap)
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2. Como {vy,...,v,} é uma base para I e \,...,\, € I, existem d;; € Z, com i, j €

{1,...,n}, tais que:
/\i = Zdijyja
j=1
Entao:
D()\l, cevy )\n) = (det(dlj))2D(V1, cany Vn)

Como D(\y, ..., \,) = D(v1, ..., 1), deduzimos que:
(det(dm))2 =1

donde det(d;j) = +1. Consequentemente a matriz D = (d,;;) tem uma inversa

D™t = C = (¢;j) cujos elementos sao todos inteiros, e:
n
Vv, = Z Cij)\j72 = 1, 2, ., n
j=1

Seja a € I. Entao, como {vy,...,v,} é uma base para I, existem ay, ..., a, € Z tais

que:
n
o = Z a;V;
i=1

Portanto:

a=) q %&:§:<

=1 7j=1 7=1

n
aicij )‘j
1

1=
n
em que cada Z a;c;; € Z com j € {1,...,n}. Isto mostra que todo elemento o de I

i=1
pode ser expresso da forma:

o = bl)\l + ...+ bn)\n

com by, ...,b, € Z.

Suponha que a pode ser expresso de mais de uma maneira nesta forma, isto é:
a=bM+ ...+ b\, =N+ .+ BN,
com by, ...,b,, b}, ...,b, € Z. Entdo:
et +...+e N, =0

com e; = b; — b, € Z para i € {1,2,...,n}. Se pelo menos um dos e; é diferente de
0 entao Ay, ..., A\, sdo linearmente dependentes sobre Q e pelo Teorema 83 item 3.

temos:

D(>\17 ceey )\n) =0

e portanto:
D(vy,...,v,) =0
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de forma que vq, ..., v, é linearmente dependente sobre Q, o que é um absurdo. Logo
e; =0parai=12,..n,donde b, =, para i =1,2,...,n e a é unicamente expresso
na forma by \; + ... + b, A, com by, ..., b, € Z. Portanto, {\q, ..., \,} é uma base para
1.

]

Se {v1,...,vn} e {1, ..., \,} sdo duas bases para o mesmo ideal nao nulo do anel

de inteiros de um corpo de nimeros algébricos entao sabemos pelo Teorema 87 que:
D(Vl, PN Vn) = D()\l, ceey )\n)
Assim, podemos apresentar a seguinte definicao:

Defini¢cao 64 (Discriminante de um ideal). Sejam K um corpo de nimeros algébricos de
graumn, (0) # I C Ok e {v1,...,un} uma base de I. Entdo o discriminante D(I) do ideal

I é o inteiro diferente de 0 dado por:
D(I) = D(v1,..., )

Teorema 88. Sejam K um corpo quadrdtico e m € Z o unico inteiro livre de quadrados

tal que K = Q(y/m).
1. Casom # 1 (mod 4), sejam a,b,c € Z com a,c # 0. Entao:
{a,b+ c/m} é uma base para o ideal <a,b + c\/ﬁ>

se, e somente se,

cla, c|b, ac|b® —mc?

2. Caso m =1 (mod 4), sejam a,b,c € Z com a,c# 0 e b= c (mod 2). Entdo:

= 2ol

} ¢ uma base para o ideal <a, 5

se, e somente se,

cla, c|b, 4ac|b* —mc?

Demonstracao. Provaremos apenas a primeira afirmacao, uma vez que a segunda segue de

maneira analoga.

1. Suponha que ¢ | a, ¢ | b e ac | b* — mc?. Entao existem x,y, 2z € Z tais que:
a=cx, b=cy, b*—mc*=acz

Entao:

br —ay =0, by —az =mc
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Seja o € I = {a,b+ cy/m). Existe 6 € O e ¢ € Ok tais que:

a=60a+ ¢(b+ cy/m)

Como 0,09 € Og e m #Z 1 (mod 4), pelo Teorema 62 existem inteiros r, s, t, u tais

que:
O=r+sym, ¢=t+uym

Assim:

a=(r+sym)a+ (t+uy/m)(b+cym) =
= (ra +tb+ umec) + (sa + tc + ub)y/m =
= s(bx — ay) + (ra + tb + u(by — az)) + (scx + te + ucy)y/m =
= (r — sy —uz)a+ (t + sz + uy) (b + cv/m)
donde {a,b + ¢\/m} é base para I.
Por outro lado, suponha que {a, b+ cy/m} é uma base para I = (a, b+ ¢/m). Como

ay/m € I e /m(b+ cy/m) € I existem inteiros x,y, u, v tais que:

av'm = xza + y(b+ cy/m)
(b+ cvm)vm = ua +v(b + cy/m)

Igualando os coeficientes de 1 e \/m, obtemos:

xa+yb=0
yc=a
ua + vb = cm

ve=2>=

Da segunda e quarta equagoes, vemos que ¢ | a e ¢ | b, respectivamente. Da terceira

e da quarta equacoes, obtemos:

uac 4+ b* = *m

de forma que:

ac | b* —mc?
[

Teorema 89. Seja P um ideal primo do anel Ok de inteiros de um corpo de nimeros

algébricos K. Entao P é um ideal mazximal de Og.
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Demonstracao. Suponha que o teorema seja falso. Entao existe um ideal primo P; de
Ok que nao é um ideal maximal. Seja S = {I C Ok | I éideal de Ok, P, C I}. Como
P, nao é ideal maximal, temos S # (). Pelo Teorema 86, O é um dominio Noetheriano.
Entao, pelo Teorema 36, S contém um elemento maximal. Isto é, existe um ideal maximal
P; tal que:

P, C P C Ok

Pelo Teorema 13, sabemos que P, é um ideal primo. Como cada ideal nao nulo em O
contém um z € Z \ {0} (pelo Teorema 70), vemos que P, NZ # {0}. Entao, pelo Teorema
16, P, NZ é um ideal primo de Z. Mas Z ¢ um dominio de ideais principais, de forma que

Py NZ = (p) para algum p € Z. Pelo Teorema 11, segue que p é primo. Portanto:

Note que P, NZ # 7, pois 1 ¢ P,. Uma vez que (p) é ideal maximal de Z (pelo Teorema
14), temos:

Como P, C P, existe a« € P, \ P;. Uma vez que a € Ok, existem k € N e aq, ...,a5_1 € Z
tais que:
Oék + ak,lakfl +. .. F+aat+a=0€P

Seja [ o menor inteiro positivo para o qual existem by, ..., b,_1 € Z tais que:
d+b T+ i+ by € P
Como a € Py, temos:
d 4+ b= oz(o/_l +b a4+ b)) € Py
Entao, como P, C P, e P, é um ideal:
bo = (@' + b0/ + . F b+ by) — (@' + b0+ L+ ba) € Py

Mas by € Z, de forma que:
boEPgﬁZIplﬂZ

donde by € P;. Do fato de que o + b_1a/™' + ... + by + by € P, deduzimos que:
A+t bhae P
Se l =1, temos o € P;, o que é um absurdo. Logo, [ > 2, donde:
ol F b ) EP
Como P; é um ideal primo e o € P, segue que:
AP P+ b e P
o que contradiz a minimalidade de [.

Com isso, o resultado segue. ]
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6 DOMINIOS DE DEDEKIND

Neste capitulo, estudaremos os dominios de Dedekind. Um dos motivos por tras do
estudo destes dominios se da pelo fato de nem todo dominio de integridade ser um dominio
de fatoracao tinica. De fato, ao estudarmos equagoes diofantinas na Teoria Elementar
dos Numeros, um método comum e eficaz na resolucao destas equagoes consiste em
reescrevermos a equacao analisada como um produto de elementos (geralmente, com MDC
igual a 1) e utilizarmos do Teorema Fundamental da Aritmética para obtermos informagoes
sobre os termos deste produto e, consequentemente, sobre as possiveis solugoes da equagao.
Para isso, utilizamos fortemente da unicidade no Teorema Fundamental da Aritmética,
a qual, como vimos, é perdida se o dominio ndo é um dominio de fatoracao tinica. Por
isso, estudaremos os dominios de Dedekind: com eles, conseguimos restaurar a unicidade
da fatoracao fatorando os ideais ao invés dos termos da equacao, como veremos mais
adiante, nos permitindo aplicar um método semelhante ao utilizado na Teoria Elementar

dos Numeros, mesmo em dominios que nao sao de fatoragao unica.

6.1 DOMINIOS DE DEDEKIND

Vimos no capitulo 5 que o anel de inteiros algébricos O de um corpo de niimeros

algébricos K tem as seguintes propriedades:

e Ok é um dominio Noetheriano (pelo Teorema 86).
+ Og ¢ inteiramente fechado (pelo Teorema 69).

« Cada ideal primo P de Ok ¢é um ideal maximal (pelo Teorema 89).

Um dominio de integridade que satisfaz essas 3 propriedades é chamado dominio
de Dedekind.

Definigao 65 (Dominio de Dedekind). Um dominio de integridade D que satisfaz as

propriedades:

e D ¢ um dominio Noetheriano.
e D ¢ inteiramente fechado.

e Cada ideal primo P de D é um ideal mazimal.
¢ chamado dominio de Dedekind.

Em particular, pelas observagoes anteriores, segue o seguinte teorema:
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Teorema 90. Sejam K um corpo de niumeros algébricos e Ok seu anel de inteiros. Entdo

Ok ¢ um dominio de Dedekind.

Mostremos que outro tipo de dominio é também um dominio de Dedekind.

Teorema 91. Seja D um dominio de ideais principais. Entdo D é um dominio de
Dedekind.

Demonstracao. Seja D um dominio de ideais principais. Pelo Corolario 2, D é um dominio
Noetheriano. Pelo Teorema 38, D é um dominio de fatoracdo tnica e, portanto, pela
Proposicao 17, D é inteiramente fechado. Por fim, pela Teorema 14 todo ideal primo de

D é maximal. Assim, D é um dominio de Dedekind. O]

6.2 IDEAIS EM UM DOMINIO DE DEDEKIND

Queremos provar que podemos fatorar ideais unicamente em um dominio de
Dedekind como um produto de ideais primos. Para isso, mostremos primeiro que todo

ideal nao nulo contém um produto de ideais primos.

Teorema 92. Em um dominio Noetheriano todo ideal nao-nulo contém um produto de

um ou mais ideais primos.

Demonstracio. Suponha que D é um dominio Noetheriano que possui pelo menos um
ideal nao-nulo que nao contém o produto de um ou mais ideais primos. Seja entao S # ()
o conjunto destes ideais. Como D é Noetheriano, pelo Teorema 36, S contém um ideal
nao-nulo A tal que A é o elemento maximal de S. Em particular, pela definicao de S, A

nao é um ideal primo. Entao, pelo Teorema 15, existem ideais B e C' tais que:
BCCABZgAeC¢gA

Definamos ideais B; e C'y de D como sendo:
Bi=A+BeC,=A+C

De forma que:
AC B eACC(C

donde By, C; ¢ S. Portanto, existem ideais primos P4, ..., P, de D tais que:
P,..P,CByePyy..P, CCy
Entretanto, isso implica em:
P..P,CBCi=(A+B)(A+C)=AA+AC+BA+BCCA

pois BC' C A por hipdtese e AA, AC, BA C A pelas propriedades do produto de ideais.

Tal fato é um absurdo, pois contradiz A € S. Logo, S = () e o resultado segue. n
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Como consequéncia direta do resultado anterior, temos o seguinte corolario:

Corolario 8. Em um dominio de Dedekind todo ideal nao-nulo contém um produto de um

ou mais ideais primos.

Como queremos ser capazes de fatorar ideais, é interessante definir e estudar a

inversa de um ideal. Com isso, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 66 (Ideal fracionario). Sejam D um dominio de integridade e K seu corpo

quociente. Um subconjunto ndao-nulo A de K com as propriedades:

e a,bc A=a+be A.
e a €A, reD=racA.

e Existey € D com v # 0 tal que YA C D.
¢ chamado de um ideal fraciondrio de D.

Note que, se A é um ideal fracionario de D e A C D, entdao A é um ideal de D.
Ainda, todo ideal de D é também um ideal fracionario de D. Da defini¢do anterior, vemos

que se A é um ideal fracionario de D entao:

1
A==-1
Y

em que v € D\ {0} e I é um ideal de D. Note ainda que essa representagdo niao é unica,

pois se 6 € D\ {0}, entdo 6/ é um ideal de D e:
1
A= —41
Y0
Em particular, se D é um dominio Noetheriano, entao cada ideal I de D é finita-

mente gerado. Entao, existem aq, ..., € D tais que:
I={ay,..,a)

Assim:

1 1
A=—-1=—{(a,...,qq) = <0417 s ak>
g v v Y

ou seja, todo ideal fracionario A de D é também finitamente gerado. Por fim, note ainda

que, se A e B sao ideais fracionarios de D e «y e § pertencentes a D \ {0} satisfazem:

A:lIeleJ
v 0

com I e J ideais de D, entdo a =vd € D\ {0} ¢é tal que:
1
a

1
A=—-T'eB=-J
Q
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com I' =01 e J' = ~J ideais de D. Assim, podemos definir A + B e AB como sendo:

1 1

A+B=—(I"+J)e AB = —QI’J’
a Q@

donde vemos que A+ B e AB sao ideais fracionario de D e que as propriedades mostradas

para a adicao e o produto de ideais sao também validas para a adi¢cdo e o produto de

ideais fracionarios.

Definamos entéo o conjunto P para um ideal primo P.

Definig¢ao 67. Sejam D um dominio de integridade e K o corpo quociente de D. Para

cada ideal primo P de D definamos o conjunto P como:
P={aeK | aPcCD}

Teorema 93. Sejam D wm dominio de integridade e P um ideal primo de D. Entio P é

um ideal fraciondrio de D.

Demonstracao. e Sea,be PentdoaP C DebP C D. Entdo (a+b)P C aP+bP C D,
donde a + b € P.

« SeacPere D, entao como aP C D, temos raP C aP C D, donde ra € P.

« Seja € P\ {0}. Para todo a € P, temos aP C D, donde ar € D. Assim, 7P C D.

Portanto, P é um ideal fracionario de D. n

Mostraremos, no proximo resultado, que em um dominio de Dedekind, P é o inverso

do ideal primo P.

Teorema 94. Sejam D um dominio de Dedekind e P um ideal primo de D. FEntao
PP =D =(1).

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que:
PP=DouPP=P

Como P e P sao ambos ideais fraciondrios de D, segue pelas observacoes anteriores que
PP é um ideal fracionario de D. Mostremos que PP C D. De fato, se z € PP, entdo

existem rq,...,7, € P e s1,...,5, € P tais que:
rT=71181+...+71.8,

Dado i € {1,...,n}, como s; € P, segue, por definicao, que s;P C D. Em particular,
r;s; € ;P C D. Logo, x € D. Portanto, PP C D e, pelas consideracoes anteriores, temos
que PP é um ideal de D. Como 1P = P C D, segue que 1 € P, donde P C PP. Ainda,
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como P é um ideal primo e D é um dominio de Dedekind, segue que P é um ideal maximal.
Portanto, PP =P ou PP =D.

Mostremos agora que D C P. Se a € D entdo aP C P C D, de forma que a € P.
Logo, D C P. Mostremos ainda que D C P. Seja § € P\ {0}. Pelo Teorema 8 existem

ideais primos P4, ..., P, de D tais que:
P..P, C (5)
Escolhamos k& como sendo o menor inteiro positivo tal que a inclusdo acima valha. Como:
P..P,C(B8)CP

e P é um ideal primo, temos:
P, CP

para algum ¢ € {1,...,k}. Reordenando os indices se necessario, podemos supor que
P, € P. Uma vez que D é um dominio de Dedekind, segue que P; ¢ um ideal maximal, e

entao:
Pl - P

Consideremos agora duas possibilidades:

1
» Caso k = 1: Neste caso, P = P, = (). Como [ # 0, podemos definir v = 3 e K.

Suponha que v € D. Entao § € U(D) e P = (8) = D, contradizendo que P é um
ideal primo. Logo, v & D e:

donde v € P. Entdo, v € P\ D, donde P\ D # 0.
o Caso k > 2: Neste caso, pela minimalidade de k, temos:
Py...Py, ¢ (5)

Entao existe § € Ps...P; tal que § ¢ (). Como 3 # 0, podemos definir v = g € K.

Como § ¢ (), vemos que vy = g ¢ D. Entretanto:

donde:

1)
Py=P—CD
T=05

Logo vy € P\ D. Assim, P\ D # (.
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Com isso, mostramos que:
DCP

Por fim, mostraremos que:
PP=D

Sabemos que PP = P ou PP = D. Mostremos que PP # P. Suponha que PP = P.
Sejam a,b € P. Entdao aP,bP C PP = P. Assim:

abP C aP C P

donde ab € P. Portanto, P é fechado para o produto. Logo, P é um dominio de
integridade com D € P ¢ K. Como D é um dominio Noetheriano, todos seus ideais
(e, consequentemente, todos os seus ideais fracionarios) sao finitamente gerados. Logo,
P é um ideal fracionério de D finitamente gerado. Em particular, P é um D-médulo
finitamente gerado. Pelo Teorema 48, P é inteiro sobre D. Entretanto, D é inteiramente
fechado, donde segue que D = P. Tal fato contradiz D - P. Portanto, PP = D. n

6.3 FATORACAO EM IDEAIS PRIMOS

Usaremos do ultimo teorema da secao anterior para provar a propriedade que,
em dominios de Dedekind, todo ideal proprio de D pode ser expresso unicamente como

produto de ideais primos.

Teorema 95. Se D é um dominio de Dedekind e I é um ideal de D com I # (0), (1),
entao I € um produto de ideais primos. Se existem P, ..., Py, Q1, ..., Q, ideais primos de
D tais que:

I =PP.. P =0Q0Q.Q,

entao k = r e, apds reordenarmos indices (se necessario), temos:
P, = Q; para todo i € {1, ..., k}

Demonstragio. Suponha que exista um ideal I de D, com I # (0), (1), tal que I nao
é o produto de ideais primos. Como D é um dominio de Dedekind, D é Noetheriano,
e pela condi¢ao maximal (a qual D satisfaz pelo Teorema 36), existe um ideal A de D
maximal com respeito a propriedade de nao ser o produto de ideais primos. Pelo Teorema

92, existem ideais primos P, ..., P, de D tais que:
P..P,CA

Seja k o menor inteiro positivo com esta propriedade. Se k = 1, entao P, C A C D.

Como P; é um ideal primo de D, P; é um ideal maximal de D, pois D é um dominio de
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Dedekind. Logo, A = P;, o que contradiz A nao ser o produto de ideais primos. Entao
k > 2. Pelo Teorema 94, temos PP = D, donde:

P,P,P...P, = DP,...P, = P,...P,
Entao:
Py..P, C PA

Pela demonstragido do Teorema 94 temos que D C P;, donde A € PlA. Se A = P A,
entao:
P..P,.CA

o que contradiz a minimalidade de k. Entdo A C P;A. Como P, A é um ideal de D, pela

maximalidade de A, temos:
PA=Q,..Q
para ideais primos @)s, ..., Q5. Entao:
A= AD = AP,P, = P|Q...Q),
é também um produto de ideais primos, o que contradiz A nao ser o produto de ideais

primos. Logo, todo ideal I # (0), (1) de D é um produto de ideais primos.

Suponha que exista um ideal I # (0), (1) de D tal que a fatoragdo como produto
de ideais primos de D nao é tnica. Pela condi¢do maximal, podemos tomar um ideal B
maximal com relagao a esta propriedade. Entao, existem duas fatoracoes distintas de B,

isto é, existem P, ..., Py, Q1, ..., Q, ideais primos de D tais que:

B - Plpk - Ql---Qr

Como P;...P, C Q1 e Q1 é um ideal primo, segue pelo Teorema 15 que existe i € {1, ..., k}
tal que:
P, C @

Reordenando os indices se necessario, podemos supor que P; C );. Como P; é um ideal

primo de D (dominio de Dedekind), segue que P, é um ideal maximal. Entao:

P =@

Assim:
BP, = P,P,P,...P, = P,..P,

BP, = BQ1 = Q1Q1...Q, = Q2...Q,
Se BP, = B , entao BP,P, = BP,, donde B = BP,. Definamos o ideal fracionario B de

D como sendo:
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Entao:
BB = P,..P.P,...P, = P,P,..P.,P, = D

donde:
D=BB=BPB=P

o que contradiz P; ser um ideal primo (e, consequentemente, proprio) de D. Entao
3151 # B. Como D C ]51, temos B C Bl51. Assim, devemos ter:

B C BP,

Como BP; é um ideal de D que contém B estritamente, pela maximalidade de B segue
que BP; tem exatamente uma fatoracdo como o produto de ideais primos. Entdo, de
BP, = P,...P, = Q,...Q,, deduzimos que k — 1 = 7 —1 (donde k = r) e, ap6s reordenarmos
os indices, se necesséario, obtemos P; = Q; para i € {2, ..., k}. Isso implica que ambas as

fatoragoes de B sao iguais, o que é um absurdo. Com isso, o resultado segue. O]

Como um caso particular do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 9. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Entdo todo ideal proprio de Oy

pode ser expresso unicamente como o produto de ideais primos de Og.
Demonstracao. Esse resultado segue como consequéncia direta dos Teoremas 90 e 95. [

Seja A um ideal préprio de um dominio de Dedekind D. Pelo Teorema 95, sabemos

que A pode ser escrito unicamente (a menos de ordem) na forma:

A= Ql--'Qr

com @y, ..., Q, ideais primos de D. Sejam P, ..., P,, os diferentes ideais primos dentre os
ideais ()1, ..., Q.. Suponha que cada P; ocorre a; vezes dentre (1, ..., @, de tal forma que

a; >1lea; + ..+ a, =r. Entao:
A=P"..P"

sendo ay, ..., a, inteiros positivos. Pelo Teorema 95, essa representagao é inica (a menos
de ordem). Definamos também que D = P)Py...P°, de forma que D é produto de 0 ideais
primos. Com estas convencoes, temos que todo ideal nao-nulo de um dominio de Dedekind
pode ser escrito de maneira tnica (a menos de ordem) como um produto de poténcias de
ideais primos.

Sejam A e B ideais ndo-nulos de um dominio de Dedekind D. Entao AB é um
ideal nao-nulo de D. Sejam P, ..., P, ideais primos distintos de D tais que cada um deles

ocorre na fatoracao de pelo menos um dos ideais A, B ou AB. Entao:

A=T[P*,B=T]P" e AB=T] P’

i=1 i=1 i=1
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com a;, b;, ¢; inteiros nado-negativos para ¢ € {1,...,n}. Assim:

H Pf = AB = H P& H Pibi _ H Piai"!‘bi
i=1 1=1 1=1 i=1

Pelo Teorema 95, segue que:
¢; = a; + b; para todo i € {1,...,n}

Definicao 68 (Divisibilidade de ideais). Sejam D um dominio de Dedekind e A e B ideais
nao-nulos de D. Dizemos que A divide B, e escrevemos A | B, se existe um ideal C' de D
tal que B = AC.

n n
Se A = [[P", B = [[F' com Pi,..,P, ideais primos distintos de D e
i=1 i=1
a1, ..., Qn, b1, ..., b, inteiros ndo-negativos, entao:

A|B & a; <b paraie{l,..n}

Estenderemos agora a representacao de ideais como produto de ideais primos para

ideais fracionarios.

Seja A um ideal fracionario nao-nulo de um dominio de Dedekind D. Sejam
a,b € D\ {0} dois denominadores comuns de A (isto é, aA C D e bA C D). Entao:

(A=Be B)A=C

com B e C ideais nao-nulos de D. Suponha que:
(@=11P".B=1IP"
i=1 i=1

o) =IIrPC=]1P"
i=1 i=1

em que P, ..., P, sao ideais primos distintos de D e r;, s;,t;, u; sao inteiros nao-negativos

para i € {1,...,n}. Entdo, como:

temos:

H pritui — H P§¢+ti
bl o
de forma que, pelo Teorema 95, segue que:
ri+u; = s; +t;, parai € {1,...,n}

Portanto, podemos definir a fatoracao em ideais primos do ideal fracionario A como sendo:

A= H Pisi_Ti

i=1
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e esta definicdo é valida pois independe da escolha do denominador comum de A. Com

esta notacdo, como PP = (1) para todo ideal primo P de D, temos:

P=p!
Se P, ..., P, sdo ideais primos tais que:
n n
H Hai — H Hbi
i=1 i=1
em que a;, b; sdo inteiros para todo i € {1,...,n}, entdo multiplicando ambos os termos da
n
equagao por H R-M , em que M é um inteiro positivo tal que a; + M > 0 e b;+ M > 0 para

i=1
todo i € {1,...,n} (por exemplo, M = max{|ay|, ..., |an|, |b1], .., |bn|} + 1 € N), e usando

do Teorema 95, obtemos que a; + M = b; + M para todo i € {1,...,n}, donde a; = b; para
todo i € {1,...,n}. Portanto, a representacao de um ideal fracionario nao-nulo de D como

um produto de ideais primos de D é tnica.

Pelas consideragoes anteriores, segue o seguinte resultado:

Teorema 96. O conjunto de todos os ideais fraciondrios de um dominio de Dedekind D

forma um grupo abeliano com respeito a multiplicagao. A identidade do grupo é (1) = D e

n
a inversa de A = H P, com Py, ..., P, ideais primos distintos de D e ay,...,a, € Z, é:
i=1

A—l — H Pifai
=1

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 10. Sejam K um corpo de nimeros algébricos e O seu anel de inteiros. Entdo
o conjunto de todos os ideais fraciondrios nio-nulos de O forma um grupo abeliano I(K)

com respeito a multiplicacao.

Demonstracao. Esse resultado é consequéncia direta dos Teoremas 90 e 96. O

6.4 ORDEM DE UM IDEAL COM RESPEITO A UM IDEAL PRIMO

Seja A um ideal fraciondrio nao-nulo de um dominio de Dedekind D. Entao, A

pode ser escrito unicamente na forma:

A=T] P~
=1

em que cada P; é um ideal primo distinto de D e a; € Z. Com esta notagao, podemos

definir a ordem de um ideal com respeito a um ideal primo.
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Defini¢ao 69 (Ordem de um ideal com respeito a um ideal primo). A ordem de A com
respeito ao ideal primo P; (com i € {1,...,n}), denotada por ordp,(A) = a;. Se P é um
ideal primo de D e P & {Py, ..., P,}, definimos:

ordp(A) =0

Em particular, temos pela definigao anterior que ordp({1)) = 0 e ordp(P*) = k

para todo ideal primo P de D.

Podemos entao estender o conceito de divisibilidade de ideais para ideais fraciona-

rios.

Definigao 70 (Divisibilidade de ideais fracionérios). Sejam D um dominio de Dedekind e
A e B ideais fraciondrios nao-nulos de D. Dizemos que A divide B, e escrevemos A | B,
se existe um ideal C' de D tal que B = AC.

Pela definicao anterior e pelas consideragoes da se¢ao anterior, temos que:

A| B < ordp(A) < ordp(B) para todos os ideais primos P de D

O préximo teorema nos da uma condig¢ao necessaria e suficiente para um ideal

fracionario A dividir um ideal fracionério B.

Teorema 97. Sejam D um dominio de Dedekind e A e B ideais fraciondrios nao-nulos
de D. Entdo:
A|B& BCA

Demonstragio. Como A é um ideal fracionario nao-nulo de D, A=! é um ideal fracionario

nao-nulo de D. Entdao BA™! é um ideal fracionario nao-nulo de D. Entéao:

BCA& BA'CcAA &
& BA'cDe
& BA™' é um ideal de D <
& BA™' = C para algum ideal C' de D <
< B = AC para algum ideal C' de D <
< A|B

Provaremos agora algumas propriedades da funcao ordp(A).

Teorema 98. Sejam D um dominio de Dedekind, P um ideal primo de D e A e B ideais

fraciondrios nao-nulos de D. Entdo:
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1. ordp(AB) = ordp(A) + ordp(B).

2. ordp(A + B) = min{ordp(A),ordp(B)}.

Demonstragao. 1. Pela definicdo da ordem de um ideal com respeito a um ideal primo,

temos:

A= HPordp(A) e B = HPordp(B)
P P
em que os produtos sao tomados sobre todos os ideais primos P de D, donde:

HPordp(AB) — AB = Hpordp(A)+ordp(B)
P P

Pela unicidade da fatora¢do como produto de ideais primos, temos:
ordp(AB) = ordp(A) + ordp(B)
para todos os ideais primos P de D.

2. Seja C' = A+ B. Como A e B sao ideais fracionarios nao-nulos, C' também é um

ideal fraciondrio nao-nulo. Entao:
AC™' + BCO™! = (A4 B)C_l =CcCc'=D

Com isso, AC' Cc AC' +BC'=De BC'Cc AC~'+ BC~ ! = D. Logo, AC~!
e BC~! sdao ambos ideais de D. Suponha que AC~! € P e BC~! C P. Neste caso:

D=AC'+BCtcP+P=P

o que é impossivel. Logo, AC~' ¢ P ou BC~! ¢ P. Pelo Teorema 97, isso implica
em P{AC™! ou Pt BC™!, donde:

min{ordp(AC ™), ordp(BC1)} =0
Por fim, pelo item anterior, obtemos:

min{ordp(A),ordp(B)} = ordp(C) = ordp(A + B)
[

Definamos agora a ordem de um elemento nao-nulo com respeito a um ideal primo.

Defini¢ao 71 (Ordem de um elemento ndo-nulo com respeito a um ideal primo). Seja D

um dominio de Dedekind com corpo quociente K. Para o € K \ {0}, definimos:
ordp(a) = ordp({a))

para todo ideal primo P de D.
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O préximo resultado nos permite identificar quando um elemento o pertence a um

ideal A de D baseado nas ordens de a e de A com respeito a ideais primos P.

Teorema 99. Sejam D um dominio de Dedekind, K seu corpo quociente, A um ideal
nao-nulo de D e o € K \ {0}. Entao:

a € A& ordp(a) > ordp(A) para todo ideal primo P de D
Demonstracao. Temos:

aceAs () CAs
& A | (a) (pelo Teorema 97) <
& ordp(A) < ordp({)) = ordp(a) para todo ideal primo P de D

]

Assim como mostramos propriedades basicas da ordem de um ideal com respeito a
um ideal primo, mostraremos agora propriedades bésicas da ordem de um elemento com

respeito a um ideal primo.

Teorema 100. Sejam D um dominio de Dedekind com corpo quociente K e P um ideal

primo de D.
1. Para o, € K* = K \ {0}:
ordp(af) = ordp(a) 4 ordp(5)
2. Para o, € K* com a+ 3 € K*:
ordp(a + ) > min{ordp(a), ordp(5)}
3. Sea,f,a+ € K* eordp(a) # ordp(8), entdo:
ordp(a + 3) = min{ordp(), ordp(8)}
Demonstragao. 1. Se P ¢ um ideal primo de D, entao:

ordp(af) = ordp
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2. Como a+ 3 € {a) + (f3), temos pelo item 2 do Teorema 98 e pelo Teorema 99 que:

ordp(a + ) > ordp({v) + (B)) =
= min{ordp({a)),ordp((5))} =
(a),ordp(B3)}

= min{ordp

3. Sem perda de generalidade, podemos supor que:

ordp(a) > ordp(p)

Entao, pelo item 2, temos:

ordp(a+ ) > ordp(B)

Assim:
ordp(f) = ordp((av + ) — @) >
> min{ordp(a + ), ordp(a)} =
= ordp(a+ ) >
> ordp(fB)
Portanto:

ordp(a + ) = ordp(8) = min{ordp (), ordp(B)}

]

O proéximo teorema nos mostra que sempre podemos encontrar um elemento do
corpo quociente de um dominio de Dedekind que satisfaga uma determinada condicao

sobre os valores de suas ordens com respeito a ideais primos.

Teorema 101. Sejam D um dominio de Dedekind e K o seu corpo quociente. Dados
um conjunto finito de ideais primos distintos { Py, ..., P} de D e um conjunto de inteiros

{ay, ..., a1}, existe o € K tal que:

ordp (o) = a; para i € {1,....k}

ordp(a)) > 0 para P & {Py, ..., Py}

Demonstracao. Como:
k

k
al a1+1 a;+1 a;+1
P[Pt | PRI A
i=2 i=2
pelo Teorema 97 temos:
k

k
p1a1+1 H Pia¢+1 C Plal H Piai+1

=2 =2



128

Pela unicidade da fatoracgao, temos:

k k
P1a1+1 H Piaﬁ-l 7& Plal H Piaﬁ-l

i=2 i=2
donde:
k k
P1a1+1 H P;”Jrl g Plal H Piaﬂrl
i=2 i=2
Portanto, existe a; € K tal que:
k k
o) € P1a1 Hpiaﬁrl e ay ¢ P1a1+1 HPiai+1
i=2 i=2
Entao:
ordp, (aq) = a4
e

ordp () > a; + 1 para i # 1

De maneira andloga, podemos definir o; € K para j € {2, ..., k} tais que:

ordp, (o) = a;

ordp,(c;) > a; + 1 para i # j

Definamos entao o € K como sendo:
=1+ 0+ ...+ o
Entao, pelo item 2 do Teorema 100, temos:
ordp, (g + ... + o) > min{ordp, (az), ...,ordp, (ag)} > a1 + 1 > ordp, ()
donde:

ordp, (o) = min{ordp, (ay), ..., ordp, (ax)} = min{ordp, (), ordp, (ag + ... + )} =

= ordp (1) = oy

Analogamente:

ordp, (o) = a; para j € {2,..., k}
Por fim, para P # Py, ..., P, temos:

ordp(a;) > 0 para i € {1,...,k}

de forma que:
ordp(a) >0
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Se D é um dominio de Dedekind com corpo quociente K, A é um ideal fracionario

nao-nulo de D e a,b,c € A, escreveremos que:

a=b (mod A) se, e somente se, A | (a — b)

Note que:

Al{(a—b) e (a—b CAsa—-beAsa+A=b+A

Com estas observacoes e usando as propriedades dos ideais, segue que:

a=a (mod A)

a=b (mod A)=b=a (mod A)

a=b (mod A),b=c¢ (mod A) =a=c¢ (mod A)
a=b (mod A) = ac=bc (mod A)

Usando desta notagao, enunciaremos e provaremos o Teorema chinés dos restos

para ideais.

Teorema 102 (Teorema chinés dos restos). Sejam D um dominio de Dedekind e o, ...,y €

D.

1. Se Py, ..., P, sdo ideais primos distintos de D e ay, ..., a; sdo inteiros positivos, entao

eviste o € D tal que:
a=aq; (mod P") paraie {1,.. k}
2. Se I, ..., I}, sao ideais de D primos entre si dois a dois, entdo existe o € D tal que:
a=a«a; (mod ;) paraie {1,...k}
Demonstracao. 1. Considere o ideal de D:
QO = Pt + Py?...P*
Suponha que P é um ideal primo tal que P | @);. Entao, como:
P C Qq, P2 PF C Q4
segue pelo Teorema 97 que:
Qi | P, Qv | BB

Portanto:
P| P P| Py . Pk
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Pela primeira das relagoes acima deduzimos que P | P;, donde P = P;. Entao:
P, =P | P .P*

o que contradiz P, ser um ideal primo distinto de P, ..., P,. Entao, nao existe ideal
primo dividindo @;. Portanto, @1 = D, donde (1) = P/ + Py?...P;*. Assim, existem
x1 € P ey € Py?...P.* tais que z7 + y; = 1. Entao:

y1=1 (mod PM),y3 =0 (mod P) parai € {2,...,k}
Analogamente, para j € {2,...,k}, podemos encontrar y; tal que:
yy=1 (mod P;”),y; =0 (mod P) para i # j

Definamos entao:

a=aoa1y; + ... + oy € D

Entao, como asgys + ... + apyr € Py, temos:
a=ay =op  (mod PM)
Analogamente, a = o; (mod P}”) para j € {2, ..., k}

2. Dado i € {1,...,k}, sejam P, 1, ..., P, ideais primos distintos de D tais que [; =
[1%, P, com a; , inteiro positivo para todo s € {1, ..., k;}. Dado j € {1,...,k}\{i},

7,5
como I; e I; sao primos entre si, temos que F; ; e P;, sao ideais primos distintos de

D para todos s € {1,...,k;} er € {1,....k;}. Segue entao que o sistema:
a=aq; (mod ;) paraie{1,..,k}
é equivalente ao sistema:
a=wo; (mod Py*) para todos i € {1,...,k},s € {1, ..., k;}

Pelo item 1, sabemos que existe a € D que satisfaz o sistema acima. Portanto, existe
a € D tal que:
a=a«a; (mod ;) paraie {1,.. k}

6.5 GERADORES DE IDEAIS EM UM DOMINIO DE DEDEKIND

Por fim, mostraremos que todo ideal fracionario de um dominio de Dedekind é

gerado por, no maximo, dois elementos.

Teorema 103. Sejam D um dominio de Dedekind e A um ideal fraciondrio de D. Entao

A ¢é gerado por, no mdzimo, dois elementos.
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Demonstragio. Se A = {0}, entao A = (0) e se A = D, entdo A = (1). Podemos entao
supor que A # (0),(1). Seja € A, com 5 # 0e 5 ¢ U(D). Entao (5) C A, donde

A | (B). Portanto, existe um ideal B de D nao-nulo tal que:
(B) = AB
Sejam Py, ..., P, o conjunto de ideais primos distintos para os quais:
ordp,(A) # 0 ou ordp (AB) # 0

Este conjunto é nao-vazio pois A # D. Pelo Teorema 101 existe @ € K (o corpo quociente
de D) tal que:

ordp, (o) = ordp,(A) para i € {1,...,n}
ordp(a) > 0, para P # Py, ..., P,

Para P # Py, ..., P,, temos ordp(A) = 0 donde:
ordp(a) > ordp(A) para todos os ideais primos P

Entao, a € A. Parai=1,2,...,n, temos:

ordp,(A) = min{ordp, (A), ordp, (AB)}(pois B é um ideal de D) =
= min{ordp, (a),ordp,(AB)} =

= min{ordp, ((«)),ordp, (AB)} =
= ordp,({(o) + AB)

pelo item 2 do Teorema 98. Para P # Py, ..., P,, temos ordp(A) = ordp(AB) = 0, de

forma que:

ordp(A) = min{ordp(a),ordp(AB)} =
= min{ordp({a)),ordp(AB)} =
= ordp((o) + AB)

pelo item 2 do Teorema 98. Portanto:
ordp(A) = ordp({c) + AB) para todos os ideais primos P de D

Logo:
A= {(a)+AB

Com isso, temos:

A= (a)+(f) = (. f)
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7  EQUACOES DIOFANTINAS

Estudaremos agora equacoes diofantinas nao-lineares utilizando a teoria construida
ao longo do texto. Em particular, veremos a utilidade da fatoracao em ideais e como
podemos usar a fatoracdo tnica para encontrar as solucoes de equacoes diofantinas. Para

isso, antes iremos definir mais alguns conceitos:

7.1 NORMA DE UM IDEAL FRACIONARIO, UNIDADES FUNDAMENTAIS E GRU-
POS DE CLASSE

Nesta secao, definiremos o grupo de classe de um corpo de niimeros algébricos
e o numero de classe do corpo, além da norma de um ideal fracionario e o conceito de
unidade fundamental. Além disso, enunciaremos alguns resultados importantes sobre estes

conceitos, cujas demonstragoes serdo omitidas por fugirem do escopo deste texto.

Vimos que os ideais fracionarios nao-nulos do anel de inteiros Og de um corpo de
nimeros algébricos formam um grupo multiplicativo I(K), conforme o Corolario 10. Os
ideais principais em I(K) sao da forma (a) = {ra | r € Ok} para algum o € K* e eles
formam um subgrupo P(K) de I(K), uma vez que:

() (8)" = (ap™") € P(K)
para a, f € K*. Como o grupo I(K) é abeliano, segue que P(K) é um subgrupo normal

estd bem definido e é abeliano.

I
de I(K) e, portanto, o grupo quociente P((K)
Definigao 72 (Grupo de classe). Sejam K um corpo de nimeros algébricos, 1(K) o grupo

de ideais fraciondrios nao-nulos de Ok e P(K) o subgrupo de ideais principais de I(K).
I(K)
P(K)

Entao o grupo quociente ¢ chamado de grupo de classe de K e é denotado por

H(K).

Denotaremos o elemento de H(K) contendo um ideal fracionario A nao-nulo como
[A], e o chamaremos de classe de ideais de A. Se A e B pertencerem a mesma classe de

ideais, diremos que A é equivalente a B e escreveremos A ~ B. Note que:
A~ B <& AP(K)=BP(K) &
& A'Be P(K) &
& A7'B = (a) para algum a € K* <
< B = A{a) para algum a € K* &
< (a)y A = (b) B para algum par a,b € Ok \ {0}
Um importante resultado provado por Minkowski, cuja demonstracao omitiremos,

é o de que H(K) é sempre um grupo finito. Essa demonstragdo pode ser encontrada em

(1). Tal fato nos leva a seguinte definicao:
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Definicao 73 (Numero de classe). Seja K um corpo de nimeros algébricos. A ordem do

grupo de classe H(K) é chamada de nimero de classe de K e € denotada por h(K).

Note que a unidade em H(K) é [(1)] (a qual é também a classe de qualquer ideal
principal) e que, se A e B sdo ideais fraciondrios nao-nulos de Ok, [AB] = [A][B] e
[A~!] = [A]~!. Note ainda que [A] € H(K), donde, por um resultado conhecido da teoria

dos grupos (que pode ser encontrado em (3)), segue que [A]o*dH ) = [A]ME) = 1],

Provaremos agora um resultado, que sera usado em alguns teoremas mais a frente.

Teorema 104. Sejam K um corpo de numeros algébricos, h o nimero de classe de K e
A um ideal de Ok tal que A* é um ideal principal para algum k inteiro positivo coprimo

com h. Entao A € um ideal principal.

Demonstragio. Seja [A] a classe de ideais de A. Pelas observagdes anteriores, temos que
(A" = [A)" = [(1)] = I, donde A" € P(K), ou seja, A" é um ideal principal. Como
(h, k) = 1, existem inteiros r, s tais que rh + sk = 1. Entdo, como A* é um ideal principal,

segue pelo item 5 da Proposicao 6 que:
A= Arh+sk — (Ah)r(Ak)s
também é um ideal principal. O

Vimos, anteriormente, a definicio da norma de um ideal de O, sendo K um
corpo de numeros algébricos. Estenderemos agora esta definicao para ideais fracionérios, e

apresentaremos, sem demonstrar, uma propriedade.

Definicao 74 (Norma de um ideal fracionério). Sejam K um corpo de nimeros algébricos,
Ok o seu anel de inteiros e A um ideal fraciondrio nao-nulo de O . Entdo existe um

ideal nao-nulo I de Ok e um elemento nao-nulo o € Ok tais que:

A=—-1
o)

Definimos a norma N(A) do ideal fraciondrio A como sendo:

em que N(I) e N({«)) sdo as normas dos ideais I e ().

Mostremos que definicao anterior é valida. Para isso, faremos uso do seguinte

resultado:

Teorema 105. Sejam K um corpo de nimeros algébricos e A e B ideais de Ok . Entdo:

N(AB) = N(A)N(B)
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Sejam [ e J ideais nao-nulos de Ok e «, 8 € Ok tais que:

1.1
—I=—J
a p

Entao:
Bl = aJ

de forma que vale a igualdade entre os produtos:

donde:
N(I) N(J)

N({a))  N((8)

Assim, a norma de um ideal fracionario estd bem definida. Ainda, note que se A é um

ideal de Og, entao a defini¢do da norma de A vista como a norma de um ideal fracionario
coincide com a definigdo da norma de A como um ideal de Ok. De fato, se N'(A) é a norma
de A considerando A um ideal fracionario de Ok e N(A) é a norma de A considerado

como um ideal de Ok, temos:

uma vez que A é ideal de Og.

Apresentaremos entao o resultado de nosso interesse, generalizando o Teorema 105.

Teorema 106. Sejam K um corpo de niumeros algébricos, Ok o seu anel de inteiros, A e

B ideais fraciondrios de Og. Entao:
N(AB) = N(A)N(B)

Demonstracio. Como A e B sao ideais fracionarios nao-nulos de Ok, existem ideais
nao-nulos I e J de Ok e a, € Ok \ {0} tais que:

1 1
A=—-]leB=—-J
«Q ¢ 15}
Entao: )
AB =—1J

af
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De forma que:

]

Por fim, apresentaremos, sem demonstrar, um resultado, no qual definiremos a

unidade fundamental de Og com K corpo de ntimeros algébricos.

Teorema 107. Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Entdo existe uma unidade
v > 1 de O m) tal que toda unidade de Og( my € da forma £v", com n € Z. Ainda, esta
unidade v é unica e é a menor unidade de Og /m)y maior que 1. A esta unidade damos
o nome de unidade fundamental de Q(v/m). Se Og(m) contém unidades de norma —1,

2n+1

estas sao dadas por v e as unidades de norma 1 sdo dadas por +v*", com n € Z.

Neste caso, a unidade fundamental de norma 1 é dada por v2.

Note ainda que, se m é um inteiro negativo livre de quadrados, ja sabiamos encontrar
as unidades de Og /m), donde o resultado anterior nos permite terminar de caracterizar

as unidades para os anéis de inteiros de corpos de ntimeros algébricos.

7.2 A EQUACAO 3?2 =2% +k

Analisaremos alguns casos da equacdo y*> = x> + k, e utilizaremos dos resultados
estabelecidos ao longo do texto para verificar se a equacao em questao possui ou nao

solugoes, além de encontré-las em alguns casos.

Primeiramente, usaremos da teoria elementar dos niimeros para mostrar que, para

certos valores de k, essa equagao nao possui solucgao.

Teorema 108. Sejam M e N inteiros tais que:
M=3 (mod4) e N=2 (mod 4)

N
sendo que todos os divisores primos p de > satisfazem p = 1 (mod 4). Entdo, se

k= M3 — N2, a equagio y*> = x® + k ndo possui solugoes inteiras.
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Demonstragio. Suponha que (z,y) € Z? é uma solugao de y?> = 23 + k. Como k =
M3 — N?=27—4= -1 (mod 4), temos:
v’ =2° -1 (mod 4)

Como y? = 0,1 (mod 4) para todo y € Z, a relagdo acima nao pode ser satisfeita se

r=0,2,3 (mod 4). Assim, devemos ter z =1 (mod 4). Como k = M3 — N?  vemos que:
Y+ N2 =23 + M? = (v + M)(2* — Mx + M?)
Como z =1 (mod 4) e M =3 (mod 4), segue que:
v — Mz + M*=3 (mod 4)

Entao 22 — Mx + M? é impar e a relagdo acima mostra que esta expressio possui ao menos

um fator primo p = 3 (mod 4). Assim, y> = —N? (mod p). Por hipétese, temos p { N.

3)-()-(2)-

o que contradiz p = 3 (mod 4). Portanto, a equagdo nao possui solugoes inteiras. ]

Logo:

Abaixo, seguem alguns valores de M, N e k para os quais a equacao y> = 2° + k

nao possui solugoes inteiras usando o resultado anterior.

M -1 15 3 3
N 2 58 2 10
k -5 11 23 -73

Teorema 109. Sejam M e N inteiros tais que:
M=2 (mod4) e N=1 (mod 2)

com os divisores primos p de N satisfazendo p =1 (mod 4). Entio a equacdo y? = 2° + k

nao tem solucao inteira.

Demonstragio. Suponha que (z,y) € Z? é uma soluciao de y? = 23 + k. Considerando a
equacao modulo 4, obtemos:
=2° -1 (mod 4)

2
Entdo, devemos ter x = 1 (mod 4). Como k = M? — N2, temos:
v+ N? =2+ M? = (2 + M) (2> — Mz + M?)
Uma vez que =1 (mod 4) e M =2 (mod 4), obtemos:
2> — Mz + M*=3 (mod 4)

Pelas mesmas consideragoes feitas ao final do Teorema 108, o resultado segue. O
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Abaixo, seguem alguns valores de M, N e k para os quais a equacao y> = 2° + k

nao possui solugoes inteiras usando o resultado anterior.

M 2 -2 2 -2 6 14 6
N 1 1 5 5 13 533 17
kK 7 -9 -17 -33 47 -65 -73

Teorema 110. Sejam M e N inteiros tais que:
M =46 (mod8) eN=1 (mod?2)

com todos os divisores primos p de N sendo da forma p = £1 (mod 8). Seja k = M3+2N?2.

Entio a equagio y* = 2° + k ndo tem solucdo inteira.

Demonstragio. Suponha que (z,y) € Z? é uma solucao de y?> = 2® + k. Como k =
M3+ 2N?% =2 (mod 4), temos:

v’ =2°+2 (mod 4)
Entdo z Z 0 (mod 2) e x # 1 (mod 4), donde x = 3 (mod 4). Ainda, temos:
y? —2N?* = 2° + M® = (v + M)(2* — Mz + M?)
Se x = 3 (mod 8), entao:
2>~ Mr+M*=1-3M+ M?> =43 (mod 8)

Logo 2% — Mx + M? é impar e pelo menos um de seus fatores primos p é tal que p = +3
(mod 8). Logo, pt N e y*> = 2N? (mod p), donde:

()= ()= ()=
p p p
contradizendo p = +3 (mod 8).

Se x =7 (mod 8), entao:

r+M=7+M=43 (mod 38)

Entdo z + M é impar e pelo menos um de seus fatores primos p satisfaz p = £3 (mod 8).
Logo, pf N e y?> = 2N? (mod p), donde:

(- (5)-()-

contradizendo p = +3 (mod 8).

Com isso, segue que y? = 23 + k nao possui solucoes inteiras. ]



138

Abaixo, seguem alguns valores de M, N e k para os quais a equacao y> = 2° + k

nao possui solugoes inteiras usando o resultado anterior.

M -2 4 -10 4 4 2
N 1 7 23 1 1 7
k -6 34 58 -62 66 90

Teorema 111. Sejam M e N inteiros tais que:
M=4 (mod8) eN=1 (mod2)

com todos os divisores primos p de N satisfazendo p = 1,3 (mod 8). Defina k = M3 —2N?2.
Entdo, a equacio y*> = 23 + k ndo possui solugoes inteiras.
Demonstragio. Suponha que (z,y) € Z? é uma solugao de y?> = 23 + k. Como k =
M3 —2N? =2 (mod 4), temos:

> =2°+2 (mod 4)
Entao devemos ter z = 3 (mod 4). Ainda, como k = —2 (mod 8), temos:

y* =2 —2 (mod 8)
donde z # 7 (mod 8). Entdao, x =3 (mod 8). Note que:

y* +2N? = 2° + M? = (v + M)(2* — Mx + M?)

Como z =3 (mod 8) e M =4 (mod 8), temos que x + M =7 (mod 8). Entao = + M

é impar e tem ao menos um fator primo da forma p = 5,7 (mod 8). Assim, p t N,

y? = —2N? (mod p) e: <_2> ) <_2N2> _ (yQ> —1
p b P

contradizendo p = 5 ou 7 (mod 8). O

Abaixo, seguem alguns valores de M, N e k para os quais a equacao y> = 2° + k

nao possui solugoes inteiras usando o resultado anterior.

M 4 4 -4 -4 4
N 3 1 1 3 9
k 46 62 -66 -82 -98

Note que este método apenas nos diz quando uma equagao desta forma nao tem
solucao. Se k é um inteiro que nao é coberto por nenhum dos resultados anteriores, nao
conseguimos determinar se existem ou nao solugoes e, caso existam, nao temos um método
para encontra-las. Para fazermos o estudo para outros valores de k e encontrarmos solugoes,
usaremos agora dos resultados referentes a teoria algébrica dos niimeros (em particular, &

fatoragao em ideais). Antes, entretanto, provaremos um resultado importante.
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Teorema 112. Sejam D um dominio de Dedekind e A, B e C' ideais nao-nulos de D tais

que A e B sao coprimos e:

AB =C"

com n inteiro positivo. Entdo, existem ideais A1 e By de D tais que:
A=A1,B=B!,C=A5B

Demonstracao. Como D é um dominio de Dedekind, todo ideal nao-nulo de D pode ser

expresso unicamente como um produto de ideais primos de D (pelo Teorema 95). Entao:
C=P". P

em que r >0e P, ..., P. sao ideais primos distintos de D e ag, ..., a, sao inteiros positivos.
Entao:

AB = prev__prer

Como A e B sao ideais coprimos, cada poténcia de ideal P"* divide apenas um dentre A

e B (com i€ {1,...,7}). Reordenando os indices se necessario, temos:
_ nai na _ Nas41 na
A= Pro_ pres o g = pias  pras

para algum inteiro s com 0 < s < r. Sejam A; = P*...P% e By = P;3{"...P*. Entao

A:A?7B:B{LGC:A131 ]
Teorema 113. Seja k um inteiro tal que:

k< -1
k € livre de quadrados
k=23 (mod4)
WMQ(WVE) #0 (mod 3)

1. Se existe um inteiro a tal que:
k=1-3a*

Entdo as tnicas solucoes inteiras de y> = 23 4+ k sdo:
r=4a* -1,y = £(3a — 8a*)
2. Se existe um inteiro a tal que:
k=—1-3a>
entdo as unicas solugoes inteiras de y?> = x> + k sdo:

r=4a* -1,y = £(3a — 8a*)
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3. Se k # 1 — 3a? para algum inteiro a entio y* = 23+ k ndo possui solucoes inteiras.

Demonstra¢io. Primeiramente, note que no item 1, £k = 1 (mod 3) e no item 2, k = 2
(mod 3), donde os casos nos itens 1 e 2 sdo disjuntos. Suponha que y* = z* + k tem uma
solucdo inteira. Primeiramente, mostremos que x = 1 (mod 2). Como y? = 0,1 (mod 4)
ek =23 (mod 4), vemos que z° = y?> —k = 1,2,3 (mod 4). Mas 2® # 2 (mod 4), donde
=1 (mod 2).

Suponha que (z,k) # 1. Entdo existe um primo p tal que p | z e p | k. Como
k é livre de quadrados, temos p|lk. Entao, p|jz® + k e entao p||y?, um absurdo. Logo,
(x, k) =1.

De z =1 (mod 2) e (z,k) = 1 deduzimos que (x,2k) = 1, donde existem inteiros !
e m tais que:

le +m(2k) =1

Seja K = Q(vk) um corpo quadrético imaginario. Como k = 2,3 (mod 4), sabemos
que o anel de inteiros Og de K é Z + Z+/k. Mostremos agora que os ideais <y + \/E> e

<y — \/E> de Ok sao coprimos. Suponha que isso seja falso. Entao existe um ideal primo

P tal que:
P|<y+\/E>,<y—\/E>
Donde:
y+\/E,y—\/E€P
Entao:
2Wk=(y+Vk)—(y—Vk) P

2k = VE(2VE) € P

Como <y—|— \/E> <y— \/E> = (i —k) = (z*) = (2)®, temos P | (z)°, donde P | (z) e
x € P. Dessa forma, 1 = lx +m(2k) € P, o que é absurdo, pois 1 € P implica em P = D,

o que contradiz P ser primo.

Logo, <y + \/E> e <y — \/E> sao ideais coprimos de O com <y + \/E> <y = \/E> =
<x>3. Como K é um corpo de nimeros algébricos, Ok é um dominio de Dedekind pelo

Teorema 90, e entdao pelo Teorema 112 existe um ideal A de O tal que:
<y - \/E> = A3

Entao A% 6 um ideal principal e, como h(Q(vk)) = h(K) #Z 0 (mod 3), segue pelo Teorema

104 que A é um ideal principal. Assim, existem a,b € Z tais que:
A= (a+bVk)

Entao:

<y + \/E> = <a + b\/E>3 = <(a + b\/E)3>
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Pelo Teorema 2, existe uma unidade u € Ok tal que:
y+ Vk = u(a+ bVk)? (7.1)

Sabemos que v = a' + ¥ Vk com o', ¥ € Zewu|1. Comok < —1 ek =23 (mod 4), segue
pela funcao ¢ que:
a? —kb?* =1

Se b # 0, entdao a? — kb? > a? —k >a?+ 1> 1, o que é um absurdo. Entao ¥ =0 e

a”? =1, donde ¢’ = u = £1. Tomando o conjugado na equacao (7.1), obtemos:

y— vk =u(a— k) (7.2)
Assim:
2 = y?—k = (y+VE) (y—Vk) = (a+bVE)*(a—bVE)? = ((a+bVE) (a—bVE))* = (a>—kb?)?

de forma que:

r=a®— kb’

Adicionando e subtraindo as equagoes (7.1) e (7.2), encontramos:

2y = u((a + bVk)® + (a — bVE)?)

Wk =u((a+bVk) = (a — 0VE)®)

de forma que y = u(a® + 3kab?) e 1 = u(3a*b + kb*). Dessa tltima igualdade, vemos que
b| 1, donde b ==+1= 4u. Se b = u, temos:

v =a*—k,y=u(a®+3ka),1 =3a>+k

de forma que:
k=1-3d

exr=4a’>—1,y=4(3a — 8a?). Note que ainda temos que mostrar que estas sio, de fato,
solugoes, pois até agora mostramos apenas que se existissem solugoes, estas deveriam ser

dessa forma. Tal verificacdo, entretanto, é direta, pois:
¥ + k= (4a® — 1)° + (1 — 3a®) = 64a° — 48a" + 9a* = (8a® — 3a)* = 3
Donde o item 1 segue.
Se b = —u, entao:
v =a*—k,y=u(a®+3ka),1 = -3a®> — k

donde:
k=—1—3d>
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ez =4a’>+1, y=+(3a+ 8a?). Ainda, vale que:
22 4+ k= (4a® +1)% — 1 — 3a® = 64a° + 48a" + 9a* = (8a® + 3a)* = 3

Donde o item 2 segue.

Por fim, se k # 41 — 3a® para todo a € Z, entao b # —1,1 (pois vimos que b = £1
implica em k = +1 — 3a?), o que é um absurdo, pois mostramos que b | 1. Assim, o item 3

segue. O

O resultado anterior nos permite analisar a equacio y*> = 2° + k para grande parte

dos casos em que k£ < 0. Mostraremos agora alguns resultados referentes a k > 0.
Teorema 114. Seja k um inteiro tal que:

k>0
k ¢é livre de quadrados
k=23 (mod4)
WMQ(WVE) #0 (mod 3)

Seja T + UVk a unidade fundamental de K = Q(Vk) de norma 1. Se uma das opgoes:

k=4 (mod9) eU=0 (mod?9)
k=7 (mod9) eU==+3 (mod?9)
k=4 (mod7)eU=0 (mod?7)

ocorre, entdo a equagdo y? = x> + k ndo tem solugdes inteiras.

Demonstracao. Prosseguindo como na demonstragao do Teorema 113, obtemos:
y+Vk = u(a+bVk)®

em que a,b € Z e u é uma unidade de O, com K = @(\/E) Seja v a unidade fundamental

de Ok, de forma que:

u =+
com [ € Z. Como os cubos —1 = (=1)3 e ™ = (v™)? podem ser absorvidos no cubo
3
(a+ bVE)?, temos y + vk = u(a + bvk)?, em que u = 1,v ou v2. Ainda, como v = U—Q e
v
3

v )
v? = — e os cubos podem ser absorvidos, temos:

14

1 1
y+\/E:U(a+b\/E)37 com u &€ {1’V’V} ou {171/27y2}

1 1
Escolhamos u € {1, v, } se v tiver norma 1 e u € {1, — V2} se v tiver norma —1. Em
v v

ambos 0s casos, temos:

we{l,T+UVET—-UVE}
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em que T 4 Uv/k é a unidade fundamental (> 1) de Ok de norma 1. Se u = 1, igualando
os coeficientes de vk, obtemos 1 = 3a2b + kb3, de forma que b | 1 e b = +1. Entao
+1 = b = 3a?® + kb* = 30> + k > k > 1, um absurdo. Logo, v =T + Uv'k. Assim:

y+Vk=(T+UVE)(a+bVE)® =
= (T + UVE)((a® + 3kab®) + (3a®b + kb*)Vk) =
= (T(a® + 3kab®) £ Uk(3a®b + kb)) + (T(3a*b + kb*) + U(a® + 3kab®))Vk

donde:
1 =T(3a®b + kb*) £ U(a® + 3kab?) (7.3)

Temos os seguintes casos:

1. Caso k =4 (mod 9) e U = 0 (mod 9): Como U = 0 (mod 9), de T? — kU? =1
obtemos que T'= +1 (mod 81), assim:

T=¢ (mod81), comee {—1,1}
Pela equacao (7.3) médulo 9, encontramos:
1 =e(3a®b+ 4b*)  (mod 9) (7.4)

Essa congruéncia implica em b # 0 (mod 3). Entdo b = A (mod 3) com A € {—1,1}.
Logo:
b’ =X (mod9)

Entéao, pela equagao (7.4), deduzimos que:
1=eX3a®>+4) (mod 9)

de forma que:
36> +4=eA==+1 (mod 9)

Assim:

3a>=40u6 (mod9)
e ambos 0s casos sao impossiveis.

2. Caso k=7 (mod 9) e U = £3 (mod 9): Neste caso, U?> = 0 (mod 9). De T? —
kU? = 1 deduzimos que 7% =1 (mod 9), donde:

T=¢ (mod9), comee {—-1,1}
Ainda, pela equagao (7.3) médulo 3, obtemos:

1=¢b® (mod 3)
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de forma que:
b=e¢ (mod3)eb®=e (mod9)

Entao, de (7.3) mddulo 9, temos:
1=3a>+7+3a® (mod 9)

Tal fato implica que a #Z 0 (mod 3), de forma que a = +1 (mod 3), > =1 (mod 3)

e a® =a (mod 3). Entao:

1=14+3a (mod9)

o que nos dd a =0 (mod 3), um absurdo.
. Caso k=4 (mod 7) e U =0 (mod 7): Da equagao:
y+Vk = (T +UVE)(a+ bWk

deduzimos que:

y—Vk=(TTUVE)(a—0VE)?

donde:
=y —k=(y+VE)(y—Vk) =

= (T £ UVE)(a+WET FUVE)(a — Wk)® =

= (T% = kU?)(a® — kb°)® =

= (a® — kb?)?
e entao:

r = a® — kb?
Como:
*=0,1,6 (mod 7)
e
> =0,1,2,4 (mod 7)
temos:
v’ —2*=k=4 (mod7)

Assim:

y¥’=4 (mod7)ex*=0 (mod7)
Entao:

=0 (mod7)

donde:

a®—4v* =0 (mod 7)
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ou seja:
a=+2b (mod7)

De U =0 (mod 7) e T? — kU? = 1, deduzimos:

T? =1 (mod 49)
donde:

T'=+1 (mod 49)

Entéao, da equacao (7.3), obtemos:
1 =420 (mod7)
0 que é impossivel.
Com isso, vemos que y? = x> + k é insoltvel nos inteiros em todos os 3 casos. O

Por fim, mostraremos um caso quando h(Q(vk)) = 0 (mod 3). Usaremos, sem
provar, o fato que h(Q(v/—31)) = 3 (esse resultado pode ser encontrado em (1)).

Teorema 115. A equacdo:
y? =2 — 31 (7.5)

ndo tem solucoes inteiras.

Demonstragio. Suponha que y* = 23 — 31 tem uma solugio inteira (z,y). Notemos que
311y, pois se 31 | y entao 31 | z e assim 312 | 3 — y? = 31, o que é um absurdo.

Mostraremos agora que z deve ser par. Suponha que z é impar. Se z =1 (mod 4)
entdo 3 =1 (mod 4) e assim y? = 2° — 31 =2 (mod 4), o que é um absurdo. Se r = 3
(mod 4) entdao 2% + 3z + 9 =3 (mod 4). Ainda, 2° + 3z +9 > 1 (pois esta desigualdade
vale para todo z € R). Entao, 2% + 3z + 9 tem um fator primo p com p = 3 (mod 4).
Assim:

v’ +4=12"—27T= (v —3)(2* + 32 +9)

de forma que y*> +4 =0 (mod p), o que é impossivel, pois:

-1 -1\ (4 —4 2
- (-G)0-6)-)-
p p p p p
o que é um absurdo. Logo, x é par e y é impar.

1+\/—_31},

5 ¢ uma base inteira para K =

Q(v/—31) (esse resultado pode ser encontrado em (1)). Uma fatoragdo em ideais primos

Usaremos, sem provar, o fato que {1,

de 2 em Ok é dada por:

@ = (22070 (2 22y 76)

= 7 5
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Mostremos que ( 2,

3+v—31
2

> nao é um ideal principal. Suponha que seja. Entao,

existem a,b € Z tais que:
3++v-31 1+ +v-31
S A U e

Tomando as normas dos ideais, temos:

() )

B ‘N <2a+b—|—b\/—31>‘ _ (2a+b)* +31b°

2 4
De forma que:
(2a +b)* + 316> =8
0 que é impossivel.
Usando das equagoes (7.5) e (7.6), deduzimos que:

P )

2 : 2 2

(7.7)

Mostremos que os ideais sao coprimos. Suponha o contrério.

y+ VI Jy— VA
2 2
Entao, existe um ideal primo P tal que:

) (g

Assim:
Y+ V3T y— =31
, epP
2 2
donde:
v—31 — =31
\/—31:“2 ~L—er
Entao:
P | {V=31)
Mas P e <\/—31> sao ambos ideais primos, de forma que:
P = (v/=3I)
Portanto:

v—31
<1 /_31> | <y+2>
v—31
donde segue que y+2 € <\/—31>. Isso mostra que existem inteiros u e v tais que:

y+m:\/_—31<u+v\/—_3l>

2 2
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v—31
Assim, u = 1 e y = —31v, o que contradiz 31 t y. Isso mostra que os ideais <y+2>
— /=31
% sao coprimos. Substituindo y por —y se necessario, vemos de (7.7) que

existe um ideal A de O tal que:

y+ /=31 _<23+¢_—31>A3
2 S\ 2

y—VII\ [ 8-y
2 ’ 2

(-

2

em que A = {@ | a € A} denota o ideal conjugado de A. Como h(Q(v/—31)) = 3

o ideal A% ¢é principal. Da primeira equacao do sistema acima, deduzimos que o ideal

(AT

8

é principal, o que é um absurdo. Com isso, vemos que a equacao y> =

2% — 31 ndo tem solucdes inteiras. L]

7.3 AEQUACAO y(y+1)=a(z+1)(z+2)

Nesta secdo, usaremos o corpo ciibico K = Q(6), com 6 satisfazendo 6 — 46 +2 = 0.
Para isso, usaremos, sem provar, os seguintes resultados sobre K (os quais podem ser

encontrados em (1)):
Ok =7+ 70 + 7.6 (7.8)

Ok ¢ um dominio de fatoragao tunica (7.9)

{€,v} é um sistema fundamental de unidades de O, come =60 —-1ev =20 —1
(7.10)

Toda unidade de O é dada por =+ €™v" com m,n € Z (7.11)

Para estudar esta equacao, a transformaremos em outro problema. Definamos
X=2rx+2eY =2y + 1. Entao a equagao:

rz+1)(z+2)=yly+1) (7.12)
se torna a equagao:
2Y% = X3 —4X +2 (7.13)

Se (z,y) é uma solugao de (7.12), entdao a solugao (X,Y’) de (7.13) correspondente satisfaz
X par e Y impar.

Sejam 0, 60',0" € C as raizes de 2® — 42 4+ 2 = 0. Entdo:
04+60 +6" =0
00 +60'0" +0"0 = —4 (7.14)
009" = —2
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Provaremos agora uma sequéncia de lemas:

Lema 11. 6 ¢é primo em Og.

Demonstragio. Das equagoes (7.14) deduzimos que |N(0)| = |00'0"| = 2, o qual é um

inteiro primo, donde # é primo em Og. O]

Lema 12. 40 — 3 € primo em Ok.

Demonstragao. Pelas equacoes (7.14), temos:

N (40 — 3) = (40 — 3) (40" — 3)(40" — 3) =
= 6400'0" — 48(00" + 0'0" + 0"0) + 36(0 + 0’ +0") — 27 =
= 64(—2) — 48(—4) 4+ 36(0) — 27 =
= —128 +192 — 27 =
=37

o qual ¢ um inteiro primo, donde 46 — 3 ¢é primo em Og. O
Lema 13. 2 = pf?, com p € U(Ok).

Demonstracio. De 62 — 460 + 2 = 0 deduzimos que:

6)3

Ainda: o N (93 ;
N () CNO (9
2 2 8
Entao:
93
5 € U(Ok)
Assim: 5
7 € U(Ok)
donde:
2
R =p
para algum p € U(Ok). O

Lema 14. Se (X,Y) € Z* é uma solugdo de (7.13), entdo:

(X —0)(X?+0X + (0> —4)) = pt°Y?
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Demonstragio. Pelas equagoes (7.13), 63 — 460 +2 = 0 e pelo Lema 13, temos:
(X —O)(X?4+0X + (0> —4)) = X® —4X — 0> + 40 =
= X3 4X42=
=2Y? =
— p63Y2
O]

Lema 15. Os tinicos primos de O que possivelmente dividem ambos X —0 e X% +60X +
(6% —4) sdo 6 e 40 — 3.

Demonstragio. Seja m um primo de O que divide ambos X — 0 e X2 + 0X + (0> — 4).

Entao 7 divide:

3— — J—
(X 40X + (6~ 4)) — (X +2)(X ) =32 4= A0 S0
0 — 2
8 7 620(4Q—3):p(49—3)6’2

pela equacio 62 — 40 + 2 = 0 e pelo Lema 13. Como p é uma unidade isso mostra que as

Unicas possibilidades para m sdo m =0 e m = 460 — 3. n

Lema 16. 0 ¢ um fator comum de X —0 e X* + X0+ (6*> — 4) tal que 6>t X — 0.

Demonstragio. Pelo Lema 13, temos que 6% | 2 em Og. Entao, como X ¢é par, deduzimos
que 2 | X em Of. Assim, 6 | X, donde § | X —f e 6| X*+ X6+ (6> —4). Por fim, como
02 | X e 6210, temos 6% X — 0. O

Com estes lemas, podemos entao estudar as solugoes da equagao (7.13).
Teorema 116. As solugdes inteiras da equagio (7.13) sao:
(X,Y) =(-2,£1),(0,£1),(2,£1),(4,1£5), (12, 4+29)
Demonstracao. Definamos um inteiro nao-negativo n como sendo:
(40 —3)" | X —0,(40 = 3)""' 4 X — 0

Entao, como Ok é dominio de fatoracao tnica, da relagdo anterior, das relagoes (7.8) e

(7.10) e dos Lemas 14 e 15, deduzimos que:
X — 0 =40(40 — 3)"'v™(a + b0 + ch?)?

para inteiros [,m,a,b,c. Absorvendo os quadrados no termo (a + b0 + c6*)?, podemos

reescrever a igualdade acima como sendo:

X — 0 =40(40 — 3)Ne"vM(A + BO + C0*)?
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com A, B, C inteiros e L, M, N € {0,1}. Tomando a norma de ambos os lados da equagao

acima, obtemos:

X3 —4X +2=42x 37V x 72

para algum Z € Z. Como X é par podemos definir X = 2X;, com X; € Z, donde a

equacao acima pode reescrita como:
4X7 —4X, +1 =437 x 72
Analisando a equagao acima modulo 8, temos:
1=45" (mod 8)
mostrando que N # 1. Entao, como N € {0, 1}, temos N = 0. Portanto:
X — 0 =40 (A4 BO + CH*)? (7.15)

com L, M € {0,1}. Expandindo o quadrado na expressao anterior e fazendo uso do fato

que 02 = 0 — 2, temos:
X — 0 = 40" ((A? — 4BC) + (2AB + 8BC — 20%)0 + (2AC + B* +4C*)#*) (7.16)
Consideramos agora 4 possibilidades:
(L, M) =(0,0),(0,1),(1,0) e (1,1)
1. (L, M) = (0,0): Neste caso, a equagao (7.16) se torna:
X — 0 =40((A* — 4BC) + (2AB + 8BC — 20?)0 + (2AC + B? + 4C?)6?)

Usando que #% = 40 — 2, e igualando os termos em 1, # e #? em ambos os lados da

equagao acima, obtemos:

4AC +2B* +8C% = FX (7.17)
A? —4ABC +4B* + 8AC + 16C? = F1 (7.18)
AB +4BC —C*=0 (7.19)

Analisando a equagao (7.18) médulo 4, vemos que F1 =0 ou 1 (mod 4). Assim, as

equagoes acima podem ser reescritas como:
4AC +2B* +8C* = X (7.20)

(A+4C)? +4B* —4BC =1 (7.21)
B(A+4C) =C? (7.22)
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Quando B = 0, a equagao (7.22) nos dd C' = 0. Entao, de (7.20) obtemos X = 0.
Se B # 0, de (7.21) e (7.22), deduzimos que:
— +4B* - 4BC =1 (7.23)
Sabemos que, para todo x € R, vale que:
(¢ = B)’((z+ B)* +2B%) >0
Entao:
z* > 4B%*z — 3B*

im:
e ass A

z 2 2

52 +4B°—4Bx > B

Tomando z = C' na desigualdade acima, e usando de (7.23), deduzimos que:
1>B?

De forma que B = +1. Entao, de (7.23) temos:

Cr44F4C =1
2

C
donde C' = £1. Portanto, de (7.22) obtemos A = 5 —4C = F3. Por fim, de (7.20),

obtemos:
X=2—-12+8= -2

. (L, M) = (0,1): Neste caso, (7.15) se torna:

X —0=40(20 - 1)(A+ BO + C0*)?
Multiplicando a equacdo acima por @ e absorvendo 6? no quadrado, obtemos:
F(X0—60%) = (1—20)((A* —4BC) + (2AB +8BC — 2C*)0 + (2AC + B* +4C?)6?)

e igualando os coeficientes de 1,6 e 62, obtemos:

0= A? - 4BC + 4(2AC + B? +4C?) (7.24)
FX =2AB +8BC —20? — 2(A* — 4BC) — 8(2AC + B* +4C?) (7.25)
+1 =2AC + B* +4C* — 2(2AB + 8BC — 2(?) (7.26)

De (7.24) vemos que A é par e de (7.26) vemos que B é impar. Entao, considerando
(7.26) médulo 4, vemos que +1 = 1 (mod 4), donde o sinal na terceira equagao é
positivo (e, consequentemente, na segunda é negativo). Assim, as equagdes acima se

tornam:
0= (A+4C)*+4B(B - 0) (7.27)
1= A(2C — 4B) + B* — 16 BC + 8C"* (7.28)
X =2A? +8B% 4+ 34C? — 2AB — 16BC + 16 AC (7.29)
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Suponha que C = 2B. Entao de (7.28) obtemos B? = 1. Como as solugdes (4, B, C')
e (—A,—B,—C) nos dao o mesmo valor para X, podemos considerar B = 1. Entao
C =2 e de (7.27) obtemos (A + 8)? = 4, donde A € {—6,—10}. Assim, de (7.29)
com (A, B,C) = (—6,1,2) obtemos X =4 e com (A, B,C) = (—10, 1,2) obtemos
X =12

Suponha que C' # 2B. Entao, de (7.28) temos:

B? —16BC +8C* — 1

A:
4B - 2C

Assim: 51

Dessa forma, de (7.27), deduzimos que:

B2_-1\?
(M) +4B(B—C):0

de forma que:

B*—-2B*+1+16B(2B—-C)*(B—-C) =0

Isso mostra que B | 1, donde B = +1. Entao, a equagao anterior nos da (como
C # 2B) C = B = £1. Assim, de (7.30), obtemos A = —4C = F4 e de (7.29)
X =2

. (L, M) = (1,0): Neste caso, a equagao (7.16) se torna:
F(X —0) = (0 —6*)((A* —4BC) + (2AB +8BC — 2C*)0 + (2AC + B?* 4 4C?)6?)
Igualando os coeficientes de 6 e 6%, obtemos:

+1 = (A? — 4BC) + 6(2AC + B? +4C?%) — 4(2AB + 8BC — 2C?)
0= (2AB +8BC —20?) — (A% —4BC) — 4(2AC + B? + 4C?)

A primeira equacao nos mostra que A é impar e a segunda que A é par, o que é um

absurdo.
. (L, M) = (1,1): Neste caso, (7.15) se torna:
+(X —0) =0(1 —0)(1 —20)(A+ BO+ Co*)?

Multiplicando por @ a expressao acima e absorvendo 2 no quadrado, obtemos a

expressao:

+0(X —0) = (1-30+20%)((A*—4BC)+ (2AB+8BC —2C?*)0+(2AC + B*+4C?)6?)
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Igualando os coeficientes de 1 e 6%, obtemos:

0= (A? —4BC) + 6(2AC + B* +4C?) — 4(2AB + 8BC — 2C?)
F1 = 9(2AC + B* + 4C?) — 3(2AB + 8BC — 2C?) + 2(A* — 4BC)

A primeira equacdo mostra que A é par e entdo que B também ¢é par pois 6582 = 0

(mod 4). A segunda mostra que B é impar, o que é um absurdo.

Logo, as solugdes no enunciado do teorema sao as unicas possiveis. Como os pares (X,Y)

listados no enunciado sao, de fato, solugoes, o teorema segue. O

Como consequéncia do teorema anterior e da transformacao feita no comeco da

segao, obtemos as solugoes da equacao y(y + 1) = z(z + 1)(z + 2).

Teorema 117. As solugoes inteiras da equagdo:
yly+1)=az(x+1)(x+2)

5Q0:

(x,y) =(0,0),(0,—1),(=1,0),(=1,-1),(=2,0),(=2,—1),(1,2),(1,-3),(5,14), (5, —15)

7.4 A EQUACAO a2 4 y? = 22

Nos resultados das se¢oes anteriores, estudamos apenas equacoes com duas variaveis
e utilizamos de toda a teoria construida ao longo do texto para fazer a analise de suas
possiveis solucdes. E possivel, entretanto, estudar equacdes diofantinas com mais de
duas variaveis com os métodos que desenvolvemos ao longo do texto. Em particular,
mostraremos que conseguimos resolver o problema de encontrar as ternas pitagéricas (o
qual é um dos mais famosos no estudo de equagdes diofantinas) utilizando apenas a teoria
desenvolvida nos primeiros capitulos (isto é, fazendo uso apenas de dominios Euclidianos,
de ideais principais e de fatoracao tnica). Para isso, daremos duas demonstracoes do
mesmo resultado, uma delas utilizando apenas teoria elementar dos niimeros, e a outra

utilizando os métodos da teoria algébrica dos niimeros.

Comecemos pela demonstragdo sem o uso dos conceitos de teoria algébrica dos

numeros. Essa construgdo é retirada de (2, Secao 4.1).

Teorema 118. As solucoes inteiras da equagdo:

sdo da forma:
r = +d(m? —n?),y = £2mnd e z = £d(m* + n?)
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Ou
r = +2mnd,y = £d(m? —n?) e z = £d(m?* + n?)

Comm,n €N, (myn)=1edeN.

Demonstracio. Seja (z,v, z) € Z* uma solucdo. Note que (y, z, z) também é uma solucio
Y ) ) Y
(por isso encontramos duas formas para as solugoes no enunciado). Primeiramente, podemos

supor que (z,y) = (y,2) = (z,2) = 1. De fato, suponha que (z,y) = d # 1. Entao:
2= gy = P 4 Py = B y?)
Donde d? | 2%, Assim, d | z. Logo, z = d2' e:
d*2? = d*(2” + y?) = 2% =27 +y”

Portanto, (z/,y/, 2') é solugao da equagao e (2/,3) = 1. Repetindo esse processo para (y, 2)
e (x, z), encontramos uma solugao (z,y, z) com (x,y) = (y,2) = (¢, z). Note ainda que a
solugao original (sem a condigdo que os MDCs sejam iguais a 1) é da forma (dz, dy, dz),
com d € N. Logo, se encontrarmos as solucoes dessa equagao com x,y,z primos entre
si dois-a-dois, teremos encontrado todas as solugoes inteiras. Podemos ainda supor que

x,y,z > 0, pois se (x,y, z) é solu¢do, (+z,+y,+z) também é.

Com isso, seja (x,y,z) com z,y,z > 0 primos entre si dois-a-dois uma solugao.
Temos que = e y nao podem ser ambos pares. Sem perda de generalidade, podemos supor
que z é fmpar. Ainda, como a®> =0 ou 1 (mod 4) para todo a € Z, temos que y nio pode

ser impar, pois, neste caso, teriamos:
A= +y*=1+1=2 (mod 4)

o que seria um absurdo. Assim, y é par. Por outro lado, temos:

v =2>—2"=(z—12)(z +2)

Como (z,z 4+ z) = (z,2) =1, temos (z —z,2 4+ x) = (22,2 4+ 2) = (2,2 + x) = 2 (pois z e
x sao impares). Assim, a equagdo acima se torna:

y2 z—xxz+x
22 2 2

é um

Z—T z+xT Yy Z—T z+zx z+xr z—
— —, 2 €Ze |—, e

2 2 2 2 2 2
quadrado perfeito, temos pelo Teorema Fundamental da Aritmética que

Com ) = 1. Como o produto de

Z+x 22—
e

2
sao quadrados perfeitos. Assim, existem m,n € N tais que:
zZ+x Z—=x
—_—m— ’[’)’[/27 _— n2
2 2
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Com isso, temos:

2
(g) :m2n2:>%:mn:>y:2mn

Z2—T Z+x . 5
Como ( 7 > =1, temos (m,n) = 1. Somando e subtraindo as equagoes:
Z+x 9 Z—X 9
=m-e =n
2 2
encontramos:

x:mg—nzez:m2+n2

Assim, todas as solugoes (z,y, z) com z,y,z > 0 primos entre si dois-a-dois sd@o da forma

r=m?>—n%y=2mnez=m?+n’

com m,n € N, (m,n) = 1. Como vimos, qualquer outra solugao da equacao pode ser
obtida multiplicando z,y e z por uma constante d € N, trocando x com ¥y e invertendo os
sinais de x, y e z arbitrariamente. Portanto, temos que toda solucao inteira da equacao
2% 4+ y? = 22 é da forma:

r = +d(m? —n?),y = £2mnd e z = £d(m* 4+ n?)
ou da forma:

r = +2mnd,y = £d(m? —n?) e z = £d(m? + n?)
com m,n € N, (m,n) =1ed € N. Por fim, basta notar que se m,n,d € Ne (m,n) = 1,
entao:
(£d(m? — n?))? + (£2mnd)* = (£2mnd)* + (£d(m? — n?))? =
d*(m* — 2m2n? + 4m*n® + n*) = A*(m* + 2m*n* + n?) =
(£d(m? + n?))?

donde toda expressao de uma das formas mencionadas €, de fato, uma solugao da equagao.
m

Daremos agora uma demonstracao alternativa, utilizando os conceitos e resultados
do capitulo 1, para evidenciar a utilidade da teoria estudada na resolucao de equagoes

diofantinas.

Teorema 119. As solucoes inteiras da equagdo:

J:Z_‘_yQ:zZ

sao da forma:
r = +d(m? —n?),y = £2mnd e z = £d(m* + n?)

Ou
r = +2mnd,y = £d(m? —n?) e z = £d(m?* + n?)

Com m,n €N, (myn)=1edeN.
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Demonstracao. Pelas mesmas consideracoes da demonstracao anterior, podemos estudar
as solugoes (z,v, 2) € Z* com z,y, z > 0 primos entre si dois-a-dois. Sabemos que Z + Zi ¢
um dominio Euclidiano, donde, pelo Teorema 18, Z + Zi ¢ um dominio de ideais principais
e pelo Teorema 38, Z + Zi é um dominio de fatoracao tnica. Assim, podemos reescrever a

equagao original como sendo:

22 = (x + yi)(x — yi)

Note que (z,z — yi) = (x,—yi) = (x,—i) = (z,i) = 1 pois (z,y) = 1 e i € U(Z + Zi).
Pelas mesmas consideracoes da demonstracao anterior, sabemos que = é impar e y é par ou

x é par e y é impar. Supomos entao, sem perda de generalidade, que x é impar. Portanto:
(v +yi,x —yi) = 2z, 2 — yi) = (2,2 — yi) = (a + bi)

com a,b € Z, pois Z+Zi é dominio de ideais principais. Primeiramente, note que 2 { z — yi,
pois 2(r + si) = 2r + 2si para todos 1, s € Z e x nao é par. Assim, como a + bi | 2,z — yi,

temos a + bi ¢ 2. Dessa forma, como a + bi | 2, temos:
a>+b* deat+bift2=a’+b =1oua®+b*=2

Suponha que a?> + > = 2. Neste caso, devemos ter a®> = b?> = 1, donde a + bi €
{14+4,1—4,—141¢,—1—1}. Noteque —1—i = —(1+1), 1 —i = —i(1+i) e —=1+i = i(1+7),
donde todos os elementos acima sao associados. Portanto, podemos tomar a+bi = 1+14 sem
perda de generalidade. Note que, dados 7, s € Z, temos (1 +14)(r + si) = (r — s) + (r + s)i
er—s=r+s (mod 2). Portanto, como 1 +i=a+bi |z —yi, temos l =z =—-y =0
(mod 2), o que é um absurdo. Logo, devemos ter a* + b? = 1, donde a + bi ¢ uma unidade
e, portanto, (z + yi,x — yi) = 1 (isto é, x + yi e x — yi sdo primos entre si). Como Z + Zi
¢ um dominio de fatoragao tnica, x + yi e x — yi sdo primos entre si e seu produto é um
quadrado perfeito, temos que = + yi e x — yi sdo quadrados perfeitos. Portanto, existem

m,n € 7 tais que:

x+yi = (m+ ni)?

r —yi = (m — ni)?

Da primeira equacao, segue que:

x4+ yi = m? + 2mni — n®

igualando os coeficientes, encontramos:

r=m?>—n’ey=2mn
Donde segue que z = m? + n?. Note que podemos supor m,n € N. De fato, se n = 0,
temos y = 0 e x = m? = (&m)? = z, donde podemos assumir que m > 0. Se m = 0, temos

x = —n?%. Como estamos assumindo que a solucao é tal que x,y,z > 0, temos n = 0. Se



157

m,n # 0, como y = 2mn > 0, temos m,n > 0 ou m,n < 0. Caso m,n < 0, tomemos
m' = —m e n’ = —n. Neste caso, segue que m’,n' € Ne x =m? —n? = (m')? — (n')* e
y = 2mn = 2m'n’, donde z = (m/)? + (n/)?. Dessa forma, podemos assumir que m,n € N.
Afirmo ainda que (m,n) = 1. De fato, se (m,n) # 1, seja p € Z um primo com p | (m,n).

2—n?ep|2mn=y. Assim, p | (z,y) = 1, o que é absurdo.

Entao p | m,n, donde p | xt = m
Portanto, (m,n) = 1. Pelas mesmas consideragoes feitas ao final da demonstracao anterior
(com relagao a encontrar solugoes e a verificar se as formas apresentadas sao de fato

solugoes), o resultado segue. O

7.5 A EQUACAO 2™ =y + k

Usaremos agora os conceitos do capitulo 2 para estudar casos especificos da equagao
2™ =y>+k, comm € Nek € Z. Note que, na (7.2), estudamos mais a fundo o caso em
que m = 3, utilizando as ferramentas desenvolvidas ao longo de todo o texto. Mostraremos,
num teorema proposto pelo autor deste texto, que para certos valores de k, utilizando
apenas os conceitos do capitulo 1, conseguimos encontrar resultados que valem para todo
m > 2.

Teorema 120. Sejam k € N* livre de quadrados com k > 2 tal que Z + Z~/—k € um
dominio de fatoracdo tinica e m € Z par com m > 2. Entdo a equacio z™ = y? + k ndo

possui solucao inteira.
Demonstragio. Seja (x,y) € Z* uma solugao de:
™ =y 4+ k

Primeiramente, note que (y, k) = 1. De fato, suponha que (y, k) # 1. Entao existe p € Z
primo com p | y, k. Logo:

ply' +k=a"=pla
Dessa forma, como m > 2, temos:
p2 | " y2 =k

Mas k é livre de quadrados, o que é um absurdo. Assim, (y,k) = 1. Reescrevamos a

equagao acima como sendo:
2™ = (y+ V=R)(y — V=)

Note que:

(y+vV—=k,y —V—k) = (y+V—Fk,2y) = (y + V—F,2)

pois (y + v—k,y) = (y,v—k). Como (y,k) = 1 (em Z), existem r,s € Z tais que
yr+ks =y(r+0v—k)+(0—sv—k)yv—k=1,donde 1 € <y, \/—k> e, consequentemente,
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(y,v/—k) = 1. Mostremos entdo que (y +v/—k,2) = 1. De fato, note que, dados u,v € Z,
2(u + vv/—k) = 2u + 2vy/—k. Como o coeficiente de /—k em y ++/—k é 1 e 21 1, segue
que 2 1y + v—k. Assim, (y +v—k,2) # 2 e (y +vV—k,2) | 2. Mostremos que 2 é
irredutivel em Z + Z+/—k. De fato, se u + vy/—k | 2, temos pela funcio ¢_; que:

u? + kv® | 4

Se 2 for redutivel, entdo podemos encontrar u,v € Z tais que u? + kv? # 1,4. Neste
caso, deveremos ter u? 4+ kv? = 2, o que é um absurdo. De fato, se v # 0, temos
u? 4+ kv? > kv? > k > 2, donde devemos ter v = 0 e u? = 2, donde u = ++/2 g 7.
Assim, 2 é irredutivel em Z + Zv/—k. Como (y + v—=k,2) | 2, (y + vV=k,2) # 2 e
(y +v—k,2) € Z + Z/—F, segue da irredutibilidade de 2 que (y + v/—k,2) = 1, donde
y ++v—k ey —/—k sdo coprimos. Com isso, e os fatos de que Z + Z+/—k é dominio de
fatoracao tinica e de que o produto de y + v/ —k e de y — v/—k é uma m-ésima poténcia,
segue que y + v —k e y + /—k sdo m-ésimas poténcias em Z + Z+/—k. Em particular,

existem a,b € 7Z tais que:

y+V—k=(a+b/=k)"

Como m é par e m > 2, existe n € N* tal que m = 2n. Assim, a equacao acima pode ser

reescrita como:
y+vV—k=(a+bV/—k)* = ((a* — kb*) + 2abv/—k)"

Expandindo a expressao da direita como um binémio de Newton, temos:
y+vV-k=>Y (n) (a® — kb*)(2abyv/—k)""
i=0 \"

Analisaremos o coeficiente de /—k na expressiao acima. Sabemos que um termo no
somatério a direita contribui para o coeficiente de v/—k se o expoente n — i é fmpar. Seja
entdao i € {0,...,n} tal que n —i seja impar. Entao, n—i > 1, donde n —i—1 € N. Assim,
temos:

(77) (a® — kb*) (2abV/—k)" " = (?) (a® — kb?)' (2ab)" ™ (V=k)" ™" =

1

7

= (”) (a® — kb*)'2abv/—k(2abyv/— k)"~ = 2ab ((?) (a? — ka)i(zab\/—_k)"—i—1> V—Fk

Portanto, 2 divide o coeficiente deste termo. Assim, a soma dos termos desta forma (a
qual é igual ao coeficiente de v/—k em y++/—k) é divisivel por 2. Entretanto, o coeficiente
de v—k em y + v/—k é 1, donde segue que 2 | 1, o que é um absurdo. Dessa forma, a

equacao 2™ = y? + k nao possui solucao. O

Note que o Teorema 120 também nos da um critério para determinar se um dominio

da forma Z + Z+/—k é um dominio de fatoracao tnica, quando k£ > 2 é livre de quadrados.
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Em particular, se a equacdo 2 = y? + k tem solucio, entdo Z + Z+/—k nao é dominio de
fatoracdo tnica. Neste sentido, por exemplo, Z + Z+/—k nao é dominio de fatoracio tnica
quando k é impar livre de quadrados. De fato, existem a,b € Z impares tais que k = ab.
Como k é livre de quadrados, a # b, digamos a < b. Assim, tomando x = (a +0)/2 e
y=(b—a)/2, temos (x —y)(x +y) = ba = k.

7.6 A EQUACAO 22 —my? = N

Por fim, estudaremos a equacao 22 — my? = N. Neste estudo, utilizaremos apenas
de métodos da teoria elementar dos nimeros. Esta escolha foi feita pelo fato de que, apesar
dessa equacao poder ser resolvida por ambos os métodos (isto é, com teoria elementar dos
niumeros e com teoria algébrica dos nimeros), tal resolucao faz uso, em ambos os casos, de
fragdes continuas, as quais fogem do escopo deste texto. Por isso, apresentaremos apenas
propriedades basicas desse tipo de equagao, com o intuito de apresentar uma condicao
necessaria e outra suficiente para a existéncia de solugoes desse tipo de equacao. E para

tais resultados, necessitamos apenas da teoria elementar dos ntimeros.

Comecemos com uma proposicao que nos permite construir solugoes da equacgao

acima a partir de outras solucoes.

Proposicao 22. Sejam a,b,m € 7Z tais que existem x,y,u,v € Z com x> — my* = a

e u? —mv? = b. Entdo existem p,q € Z tais que p*> — mq®> = ab. Analogamente, se

a=my?—2? eb=u?—mv?, entio existem p,q € Z tais que mq* — p* = ab.

Demonstracao. Para o primeiro caso, temos:

ab = (x2 — myQ) (u2 — va) = 2%u® — ma*v? — muPy? + mPy*o?
= 22u® + 2mayuv + m*y*v? — muty? — 2mayuv — ma*o?
= (zu+myv)> —m (u2y2 + 2zyuv + m%z)

= (zu 4 myv)? —m (uy + 2v)* = (zu — myv)* —m (uy — v)°
Assim, fazendo p = zu + myv e ¢ = uy + xv, ambos inteiros (ou p = zu — myv e

q = uy — xv), temos:

p? —mqg® = ab
Para o segundo caso, temos:

ab = (—SB2 + my2> (u2 — mv2> = —2%u? + ma®v® + muty? — mPy*o?
= — <x2u2 + 2mayuv + m?y*v? — muty? — 2mayuv — meUQ)
= — ((xu + myv)® —m (u2y2 + 2zyuv + :L‘2v2)>

= — (zu +myv)® +m (uy + 2v)° = — (zu — myv)” + m (uy — zv)°
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Assim, fazendo p = zu + myv e ¢ = uy + xv, ambos inteiros (ou p = zu — myv e
q = uy — xv), temos:

mq* — p* = ab

]

Dado a € Z, diremos que a é uma m-solucao caso existam z,y € Z tais que
22 — my? = a ou my? — 2? = a.

Note que o caso m = 0 possui solucao se, e somente se, N for um quadrado perfeito
(em particular, devemos ter N > 0). Note ainda que, se N = 0, a equagdo sempre possui
a solucao x = y = 0, a qual chamaremos de solugao trivial. Entretanto, existem certos
valores de m para os quais ha solugoes nao-triviais. Estes casos serao analisados na seguinte

proposicao.

Proposicao 23. A equacio x* — my? = 0 possui solucio nao-trivial se, e somente se, m

¢ um quadrado perfeito.

Demonstragio. (=) Seja (z,y) € Z x Z uma solugdo nao trivial de 2z = my?. Se x = 0,
devemos ter my? = 0. Sendo (z,y) solugdao nao trivial, ndo podemos ter y = 0, donde
segue que a equagao admite solu¢ao nao trivial apenas se m = 0, e 0 é quadrado perfeito.
Se x € {—1,1}, temos my? = 1, donde m | 1 = m = +1. Mas y*> > 0 para todo
y€Zel=my?>>0. Assim, ndo podemos ter m < 0, donde segue que m = 1 = 12

Se z ¢ {0,—1,1}, sabemos pelo Algoritmo de Euclides que z possui uma fatora¢ao em

primos. Seja x = u pr“ esta fatoracdo, com n € N, u € {—1,1}, p1,...,p, € N primos e
i=1

at, ..., o € N. Assim, my? = 22 = u? szai = szai # 0, donde m,y # 0. Dessa forma,
=1

[ %
i=1

dado i € {1,...,n}, temos:
Vp; <x2> = 2uy, () = vy, (mgf) =1y, (m) + 21y, (y) =
Vp, <m> =2 (Vpi (SC) — Up (y))
em que v, (h) é o maior expoente de p; que divide h. Portanto, v, (m) =0 (mod 2) para

todo i € {1,...,n}, donde m é quadrado perfeito.

(<) Se m ¢ quadrado perfeito, existe k € Z tal que m = k?. Dado y € Z \ {0},
tomemos = = ky € Z. Entao (z,y) # (0,0) (pois y # 0) e 22 — my? = (ky)* — k%y*> = 0,

donde (z,y) é solu¢ao nao-trivial. O

Daremos agora uma condigao suficiente e outra necessaria para que uma equagao da
forma 22 — my? = N tenha solucdao com z,y € Z para m, N # 0. Ambas foram propostas

pelo autor deste texto. Comecgaremos pela condicao suficiente.
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Teorema 121. Sejam m,N € Z \ {0}, N = ud?l a decomposicio em parte livre de

quadrados e | = Hpi a fatoracao em primos de l. Se u,pi,...,pn SGo m-solucoes e
i=1

#x € {u,p1,....pn} | *=ma*=b? coma,beZ} =0 (mod 2), a equagio x>

—my? =N

possut solucao.

Demonstragio. Como #{x € {u,p1,....,pn} | * = ma®> —b* com a,b € Z} =0 (mod 2),
existe k € NU {0} tal que #{z € {u,p1,....,pn} | © = ma® — b*, com a,b € Z} = 2k.
Podemos entdo enumerar os termos deste conjunto como sendo {x € {u,py,....,p.} | = =
ma? — b, com a,b € Z} = {1, xs,...,Tox}. Iremos parear cada um destes termos nos
pares (z;, Togr1-i), com i € {1,....k}. Para todo i € {1, ..., 2k}, existem a;, b; € Z tais que

x; = mb? — a?. Assim, dado i € {1, ..., k}, temos:

Lil2k+1—i = (mbf - af) (mbgkﬂﬂ‘ - a%kﬂﬂ‘) =(-1) (a? - mbf) (1) (agkﬂﬂ' - mb%kﬂﬂ‘)
= (a? - mb?) (agk-&-l—i - mb%lﬁ-l—i)
Pela Proposigao 22, existem A;, B; € Z tais que x;Tor41; = A —mB2. Seja {y1,...,yn} =

{u,p1, e o} \{x € {u,p1, ... P} | * =ma®—b% com a,b € Z}. Paracadai € {1,...,h},

existem U;, V; € Z tais que y; = U? — mV?. Dessa forma:

et ) ) () i)

(im0 (o)

Aplicando a Proposicdo 22 repetidamente, existem X,Y € Z tais que ul = X? — mY?2.
Fazendo & = Xd e y = Yd, temos 2,y € Z e N = ud?l = d® (X?> —mY?) = (dX)* —
m (dY)? = 2% — my?. O

Daremos agora uma condi¢do necessaria para que haja uma solu¢do da equacao

22 —my? = N.

Teorema 122. Sejam m,N € Z \ {0}, N = ud?l a decomposicio em parte livre de

quadrados, | = sz‘ a fatoracao em primos de | e p € N um primo. Se a equagao
i=1
22 —my? = N tem solucdo, seque que:

1. Sep|mept N, entdo#{xe{u,pl,...,pn} | <x> =— }EO (mod 2).
p

m N
2. Sep| N eptm, entdo () =1 oup®| N ea equagio x> —my* = — tem solugio.
p p

m N
3. Sep|m ep||N, entdo p||m e a equagio px®> — —y? = — possui solugio.
p
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N
. Sep|lmep , entao p ou p e a equagao r° — my” = — tem solugao.
4. S N, enta N 2N io x* 2 5 t luga
p

5. Se p? | m, N, entdo a equagio x> — ;’;yQ = EZ tem solugao.
Demonstragio. Seja (x,y) € Z* uma solugio da equagao:
2> —my* =N (7.31)
a qual existe por hipdtese.
1. Analisemos a equagao (7.31) médulo p:
2 _ 2

?*=2>-my’ =N (mod p)

pois p | m. Como p{ N, segue que p { z, donde:
5)-()
| = - =1
p p
x
{21, .} = {x €{u,p1,...,pn} | (p) = _1}

Wy = AW prs s ot \ {l“ € {u,p1, -, pn} | (Z;) = —1}

Pelas propriedades do simbolo de Legendre (as quais podem ser encontradas em (2)),

) () - (3) -

Em particular, <y2> # 0 para todo i € {1, ...,1}. Como (?ﬁ) = —1 implicaria em
p p

Sejam

temos:

v € {x € {u,p1, ., pn} | (x) = _1} (o0 que seria um absurdo), temos (‘%) =1
D p

para todo i € {1,...,1}. Ainda, pela defini¢do de {:c € {u,p1,....,pn} | (x = —1},
p

temos <$Z> = —1 para todo ¢ € {2,...,k}. Assim:
p

() @2)) -

donde segue que £k = 0 (mod 2). Entretanto, k = # {x € {u,p1, ..., pn} | <x> = —1},
p

logo temos o resultado.
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2. Suponha que <m> # 1. Entao, como p t m, temos <m> = —1. Assim, analisando
p p

a equacao (7.31) médulo p, temos:

22 —my* =N =0 (modp)=2>=my®> (mod p)

ERNCECRE

2

z x?
Como () > 0 para todo z € Z, temos ()
p p
22 y?
) 0= () donde segue que
p

0> — ( ) Como vale a

igualdade entre esses termos, devemos ter

T
p | z,y. Neste caso, p? | 2 — my? = N. Sejam 2/ = — € e’—er Entao:
p p
2 2 9 9
x Y ¥ —my N
@t = (2) -m (L) =T 2
p p p
donde (2',y') € Z?* é solugao de:
N
2 —my? = o

x?. Suponha que p||m

3. Como p | m, N, temos p | 2 = N +my?, donde p | = e p? |
2-my =N,o

seja falso. Entao, como p | m, temos que p? | m. Dessa forma, p? | z

x
que é um absurdo. Assim, p||m. Seja ©’ = — € Z. Entao:
p

o m o,  (a® m , (z*—my*\ N
e e e Al e
p p p p p

donde (/,y) € Z* é uma solugao de:
moo N
p:E - Y
p p
4. Suponha que p||N seja falso. Entdo, como p | N, temos p* | N. Ainda, como p | m,

segue que p | 22 = my? + N. Uma vez que p é primo, temos p | . Portanto:

P lmy? =22 = N

Como p||m, temos que p? ¥ m. Assim, p | ¥?, donde p | y. Sejam 2’ = TeZe
p
Yy = Y ¢ 7. Ento:
p
2 2 22 N
(@')? = mly)* = () —m (y) ==
p p p p

donde (2/,y') € Z? é solugdo da equagao:
N
r? —my? = —
p
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5. Se p? | m, N, entdo p? | 22 = N + my?, donde p | z. Seja 2/ = Yen. Segue que:
p
(2/)? m <x>2 m , z*—my* N
p? p p? p? p?
donde (2/,y) € Z* é solugao da equagao:
m N
-yt =
p p

]

Note que, no resultado anterior, muitas vezes conseguimos reduzir a equagao para
outra mais simples, sendo que, exceto no caso do item 3, essa nova equacgao ainda é da

forma 22 — my? = N, o que nos permite aplicar, novamente, o teorema anterior.
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8 CONCLUSAO

Pudemos notar ao longo deste trabalho que, mesmo para o estudo de equagoes
diofantinas com expoentes pequenos, como as equacoes x> = 3% + k e yly+1)=z(z+
1)(z+2), é necessario a analise de diversos casos e 0 uso de uma extensa lista de conceitos e
resultados. Tal fato mostra a dificuldade por tras das equagoes diofantinas, mas também sua
elegancia, pois estes sao problemas facilmente enunciaveis e testaveis computacionalmente,
mas que exigem o desenvolvimento e uso de uma extensa teoria algébrica para que possam

ser definitivamente resolvidos e categorizados.

Além disso, vimos que, mesmo utilizando apenas a teoria desenvolvida no primeiro
capitulo, conseguimos analisar equagoes importantes e obter resultados sobre essas equagoes
que nao seriam facilmente obtidos usando apenas a teoria elementar dos niimeros. Isso nos
revela a eficiéncia da teoria algébrica dos ntimeros na resolucao de problemas de equagoes

diofantinas.
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