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Resumo

Neste trabalho é estudado um método analitico para a deteccao de caos em sis-
temas dinamicos: O Método de Melnikov. Sua ideia geométrica é definir uma funcao que
mede a separagao entre as variedades estavel e instavel de um sistema com uma orbita
homoclinica, quando sujeito a uma pequena perturbagao; caso esta funcao possua um
zero simples é o indicativo do caos.

Além do método, este trabalho apresenta também duas aplicagoes deste: o pro-
blema de determinar a érbita de um corpo sujeito a atracao gravitacional de um centro de
massa com potencial do tipo monopolo + quadrupolo, ou seja, com distribuicao de massa
nao esférica e o Problema de Gylden, que visa modelar, por exemplo, a orbita de um

corpo sujeito a atracao gravitacional ao redor de um centro atrativo com massa variavel.

Palavras-chave: Caos, Perturbacoes, Método de Melnikov, Sistemas Dinamicos.
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1 Introducao

1.1 Apresentacao do tema e contextualizacao

O estudo de sistemas descritos por equacgoes diferenciais ¢ uma area importante
dentro, nao s6 da matematica pura - devido a sua riqueza tedrica - mas também da
matematica aplicada, pois varios fenomenos naturais podem ser modelados por equagoes
diferenciais, por exemplo, a posicao e a velocidade de um péndulo ou de uma mola, a
populacao de uma ou mais espécies que coexistem em um determinado ambiente, o valor
de uma a¢ao em um mercado de agoes, etc., o objetivo comum de todas essas modelagens
é 0 mesmo: fazer previsoes.

Um sistema de equacoes diferenciais é dito cadtico quando este apresenta o
fenomeno do caos, que pode ser definido como o fenomeno pelo qual sistemas descri-
tos por equagoes diferenciais apresentam um comportamento nao previsivel a partir de
um certo tempo, quando sujeitos a pequenas perturbacoes, ou seja, sistemas cadticos sao
sistemas sobre os quais a previsao de resultados é muto dificultada. A dinaminca cadtica é
uma area localizada dentro da area de sistemas dinamicos que visa estudar e compreender
o comportamento de sistemas cadticos.

O rapido desenvolvimento tecnélogico atual tem permitido o estudo de sistemas
cada vez mais complexos, e estes surgem nas mais diversas areas do conhecimento: Mete-
reologia, Sistemas Bioldgicos, Dinamica de Fluidos, Cosmologia, Mecanica Celeste, Ele-
tromagnetismo, Mercado Financeiro, entre outras. Muitas vezes, recorre-se a utilizagao
de programas de computador para se ter uma ideia do comportamento do sistema, mas
a categorizagao do caos inerente ao sistema deve ser analitica. Sendo assim, nao basta
apenas estudar métodos numéricos e implementa-los para resolver o sistema e afirmar
que ele é cadtico ou nao, faz-se necessario um estudo analitico aprofundado de sistemas
dinamicos para este fim.

No sentido de classificar um sistema quanto a sua caoticidade, existem poucos

métodos analiticos e, em geral, os poucos que existem sao especificos para uma dada classe
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de problemas. Um desses métodos - O Método de Melnikov - é o objeto de estudo deste
trabalho. Sua importancia se da devido ao uso de perturbacoes, uma metodologia ampla-
mente utilizada de abordagem de estudo de sistemas cadticos. O Método de Melnikov é

uma ferramenta poderosa que pode ser usada nestes modelos perturbados.

1.2 Justificativa

Sistemas cadticos sao de fundamental importancia para a ciéncia e tecnologia
contemporaneas, dado que estes surgem nas mais variadas dreas possiveis (metereologia,
fisica, quimica, biologia, engenharias, ciéncias sociais, etc.) e entender seu comportamento
e fazer previsoes de acordo com dados atuais pode ser muito vantajoso. Por exemplo,
se alguém consegue modelar com razoavel precisao o mercado de agoes, de forma que
esta consiga fazer previsoes (preco de determinada agao, altas e baixas do mercado e
de empresas, previsdes de possiveis faléncias, etc.), esta pessoa saberia tomar decisoes
de forma a sempre obter vantagens. Outro exemplo seria, se estacoes metereoldgicas
conseguissem fazer previsoes a longo prazo sobre chuvas, furacoes, tsunamis e outros
fenomenos devastadores, a evacuagao de pessoas de areas de risco seria facilitada; dentre
outros. Assim, modelar, simular, entender e saber medir a precisao do resultado obtido
na modelagem de sistemas cadticos é de fundamental importancia.

Além disso, a fim de resolver numericamente um sistema sao utilizadas apro-
ximacgoes, e com estas, erros sao cometidos. Assim, é comum observar resultados ligei-
ramente diferentes quando estes resolvem o mesmo sistema - diferengas dentro de certos
limites, mas ainda assim, sao resultados diferentes. Esses resultados, mesmo diferentes,
quando o sistema é bem comportado e o método possui uma precisao razoavel, capturam
a natureza da solucao da equacao, por exemplo, se a fungao solucao de uma equacgao é ex-
ponencial, métodos tendem a encontrar solugoes com uma natureza exponencial. Quando
um sistema é cadtico, estes resultados podem ter comportamentos diferentes, o que nao
significa que o método é ruim ou foi mal implementado, isto é da natureza do proprio
problema. Assim, a fim de obter uma solucao adequada para o sistema, faz-se necessario
um estudo aprofundado deste, ou seja, classificar um sistema como cadtico ou nao, é, por

muitas vezes, interessante.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste trabalho é estudar um método analitico para a classi-

ficacao de sistemas cadticos.

1.3.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:

e fazer uma revisao bibliografica sobre os principais resultados de teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordindarias, para a compreensao e aplicacao do método de

Melnikov;
e estudar sistemas sobre os quais é possivel aplicar o métodos de Melnikov;

e implementar métodos numéricos para a solucao de equacoes diferenciais ordinarias

para obter solugoes particulares das aplicacoes estudadas;

1.4 Metodologia

A metodologia empregada neste trabalho foi a de levantamento bibliografico sobre
a teoria qualitativa das equacgoes diferenciais a fim de compreender o método de Melnikov.
Logo apds, foi feita uma revisao bibliografica sobre sistemas hamiltonianos, pois nestes
sistemas, a aplicacao do método de Melnikov é facilitada, e uma revisao bibliografica
sobre mecanica celeste, para a parte de aplicacoes. Feita a parte de revisao bibliografica,
foram selecionados alguns problemas que serviram como aplicagoes e foram implementados
alguns métodos numéricos para a constatacao numérica de que estes sistemas sao, de
fato, cadticos. Ao final, passou-se a parte de estudo aprofundado destes e de aplicacao
do método de Melnikov sobre estes, a fim de compreender melhor o funcionamento do

método.
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1.5 Estrutura do Trabalho

O capitulo 2 apresenta uma revisao bibliografica sobre a teoria qualitativa das
equagoes diferenciais, com os principais resultados para a compreensao e aplicagao do
método de Melnikov, que é apresentado no capitulo 3. Os exemplos de aplicagoes do
método de Melnikov se encontram no capitulo 4, e os resultados numéricos no capitulo 5.
Ao final, no capitulo 6, é feita uma conclusao e uma apresentacao de possiveis trabalhos

futuros.
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2 Teoria Qualitativa das Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos fundamentais da Teoria Qua-
litativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias; um objeto de estudo muito importante,
dado que nao se conhecem métodos para resolver todas as equacoes diferenciais, e, por
muitas vezes, o objetivo ao estudar um sistema nao é quantitativo, mas qualitativo, ou
seja, por vezes, nao se esta interessado em saber quanto vale a fungao solucao em deter-

minados pontos, mas sim como esta se comporta dentro de alguns cendrios (Sotomayor,

1979; Perko, 2001).

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesta se¢ao sao apresentados dois teoremas que garantem a existéncia (e uni-
cidade) da solucao de uma equagao diferencial ordinaria, e, além disso, sdo definidos
também dois conjuntos, chamados w-limite e a-limite, importantes para o estudo das
equacoes diferenciais.

Seja f: R x D — R" onde D € R".

Teorema 2.1. (Teorema de Peano)
Seja f continua em Q = I, X By, onde I, = {t € R; [t —to| < a}, By ={z € R"; |z —x0| <
b}. Se |f| < M em Q, o sistema & = f(t,x) com a condi¢cdo inicial x(ty) = xo, tem pelo

menos uma solugao em I, onde o = min{a,b/M}.

Teorema 2.2. (Teorema de Picard)
Seja f continua e lipschitziana em Q0 = I, X By, onde I, e By definimos acima. Se
lfl < M em Q, o sistema & = f(t,x) com a condi¢io inicial x(ty) = xo, admite uma

inica solu¢ao em I,, onde o = min{a,b/M}.

As demonstragoes desses teoremas podem ser encontradas em Sotomayor (1979).
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Desses dois teoremas, pode-se afirmar que dadas certas condigoes (f continua)
existe ¢(t, zg) solugdo da EDO (se f for lipschitziana garante-se também a unicidade de
¢(t, o)) por um tempo determinado. Caso I, = (—o0,a) ou I, = («a, +00) define-se dois

conjuntos de pontos de R™ interessantes:
Definicao 2.1. Sejam
e w(wo) ={p € D;t = 00 = ¢(t,z9) — p}
o a(xg) ={p € D;t - —c0 = ¢(t,z9) — p}
Estes conjuntos sao chamados, respectivamente, de w-limite e a-limite.

Exemplo 2.1. Seja o sistema

T=pu—x°,

comx € R ep>0.

s e et e
-z 'y :

Figura 2.1: Diagrama de fase do sistema & = u — 2% com u > 0.

Este sistema possui dois pontos criticos: x = £\/i conforme mostra a figura

2.1, ou seja, caso o fluzo comece em v = +,/u este permanece ai, ou seja, w(\/ﬁ) =
a(y/m) = {Vi} e w(=y/n) = a(—/n) = {—+/It}; resta analisar as oulras trés regides:
(—OO, _\/ﬁ)} (_\/ﬁ> \/ﬁ) € (\/ﬁa +OO)

o Sex € (—o0,—/n) entio w(z) =0 e a(x) = —{/1n}.
o Sex € (—\/11,\/1t) entdo w(x) = {\/i} e a(r) = —{/1}.

o Sex € (\/it,+00) entio w(z) = {/i} e a(z) =0.
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2.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Nesta secao sao apresentados algumas defini¢oes e alguns teoremas sobre sistemas

lineares que serao utilizados mais a frente.

Definicao 2.2. Um sistema de equacoes diferenciais lineares é um sistema da forma:

(
Jfl = a11T1 + 122 + -+ ATy

£L:2 = a21X1 + A99%X9 + -+ + QopTy

L Ty = Ap1T1 + ApaZ2 + -+ + App Ty,

ou entao, na forma matricial:

T = Az, (2.1)
onde
T aiy iz * - Ay T
X2 ag1 G2 * -+ Q2p X2
T = , A= ex =
:E'n An1 Ap2 *** Qpp Ty,

Esse sistema possui uma solugao, conforme garantido pelo

Teorema 2.3. (Teorema Fundamental para Sistemas Lineares)
Seja A uma matriz n X n.

A

O sistema (2.1), onde x(0) = xq possui uma tinica solu¢ao, dada por: x(t) = e'xy.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Perko (2001).
A seguir é apresentada a definicao dos subespacos estavel, instavel e central do

sistema (2.1).

Definicao 2.3. Sejam \; = a; +ib; os autovalores de (2.1) com seus respectivos autove-
tores wj = uj; + 1v;.

Entao os susbespagos estdvel E®, instdvel E* e central E° do sistema (2.1) sao dados por:
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o E° = [u;,v;], tais que a; < 0;
o B = [u;,vj], tais que a; > 0;
o E°=[uj,vj], tais que a; =0,

ou seja, E°, E" e E° sao os subespacos de R™ gerados pelas partes real e imagindria dos
autovetores associados aos autovalores com parte real maior que, menor que e igual a

zero, respectivamente.

Portanto, os autovalores da matriz A tem um papel fundamental no comporta-

mento do sistema (2.1), e saber calculd-los é importante.

Definigao 2.4. O mapeamento et : R* — R" ¢é chamado o fluzo do sistema (2.1).
Quando todos os autovalores de A tem a parte real nao-nula, et é dito um fluzo hiperbélico

e o sistema (2.1) € dito hiperbdlico.

Definicao 2.5. Um subespaco E C R™ ¢ dito invariante com respeito ao fluzo et : R —

R" quando e*E C E, para todo t € R.

Observacao 2.1. Os subespacos estavel, instavel e central sao invariantes com respeito ao

fluxo e : R® — R™, e a demonstragao deste fato pode ser encontrada em Perko (2001).

2.3 Equacoes Diferenciais Nao-Lineares

Nesta sec¢ao sao apresentadas alguns resultados e algumas defini¢oes que estendem
conceitos ja estabelecidos para sistemas lineares. Além disso, sdo apresentados também
o teorema de Hartman-Grobman, uma peca chave na ligacao entre sistemas lineares e
nao-lineares e o teorema da variedade estavel, importante resultado para o método de
Melnikov.

Considere, nesta secao, a equacao diferencial

&= f(t,z), onde x € R™. (2.2)
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Suponha, sem perda de generalidade, que x € R?, e considere o sistema:

d
d—f = f(z,y)
(2.3)
dy
E - g(:l:,y),

onde f e g sao de classe C*.

Para calcular f(z,y) e g(x,y), em torno do ponto (z*,y*) pode-se utilizar, como

0
uma aproximacao, a série de Taylor, ou seja, f(x,y) ~ f(x*,y*) + a—f (x —x*) +
x
(z*,y%)
of . o ooy 99 o 99 .
90 (y—y)eg(Ly)%g(w,y)Jra— ( —g;)+a— (y —y*)
Y@=y Ty Y@y

Assim, ao substituir as aproximagoes de f e ¢g na equagao (2.3) obtém-se

o = J@n Y+ o (@ —a™)+ o (v —v)

(@*,y*) Y1y (2.4)
dy . ., 9 o, 99 \ '
o = g(z*,y") + ol (x —x*) + - (y —y")

Considerando (z*,y*) um ponto de equilibrio de f e g, ou seja, f(z*,y*) =0 e

g(x*,y*) = 0 o sistema (2.4) se torna

de  Of . af . . .
— = (z —a") + o~ (y—y*) =alz—z") + bly —y")
dt  Ox|, ... OY |/ v
(z*y*) (z*,y*)
p P 5 (2.5)
4 9 (iU—fE)Jra— (y —y") =clz —2*) +d(y — y),
(z*,y*) Y@y
. of af dg dg .
pois 9 - ' Br e 9u sao constantes.
Plary) 9Ylayy “Tlayy 9Ylay)
Considere, agora, a mudanca de variaveis u = r—x* e v = y—y*. Para transformar
. o , L. ou Ov o
o sistema (2.5) para as novas variaveis u e v é necessario calcular 5 e 5 0 que nao é

dificil, pois como u(t) = x(t) — x* e v(t) = y(t) — y* (uma vez que z* e y* sdo constantes)
ou or Ov dy

obtém-se — = — e — = —. Logo, o sistema (2.5), apés a mudanca de varidveis
ot ot ot ot %Y (2:5), ap g €6 varav

u=x—2x"ev=y—y" setorna

du
T =au+ bv
(2.6)
dv
— = cu + dv.
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Portanto, para valores proximos dos pontos de equilibrio do sistema nao linear
(2.3), uma boa aproximagao para este é o sistema linearizado (2.6), onde a matriz J,

formada pelos coeficientes é chamada a matriz jacobiana

of of

J - 81‘ (Q?*,y*) 8y (x*,y*)
9 99
0% @y O (a0

Note que a mudanca de variaveis ©u = ¢ — x* e v = y — y* permite o estudo do
sistema em torno da origem. Assim, é suficiente compreender a dinamica de sistemas
lineares em torno da origem, pois ao realizar a mudanca inversa (r = u+z* e y = v+ y*)

o comportamento deste nao se altera (Panfilov, 2010).

Definicao 2.6. Um homeomorfismo ¢ uma funcao h : A — B bijetiva, continua com
inversa h™' : B — A continua. Dois espacos A e B sdo ditos homeomorfos quando existe
um homeomorfismo entre eles. Um difeomorfismo é uma funcao h : A — B bijetiva,
continua, diferencidvel com inversa h™' : B — A continua e diferencidvel. Dois espagos

A e B sao ditos difeomorfos quando existe um difeomorfismo entre eles.

Definicao 2.7. Seja E um subconjunto aberto de R™ e seja f : E — E de classe C*. Para
cada g € E, seja ¢(t, xg) a solu¢ao da equagao (2.2), onde x(0) = x¢. Parat no dominio

de ¢(t,z0), o mapeamento ¢(xo) = ¢(t, xo) € dito ser o fluxo da equagao diferencial (2.2).

Segue agora o teorema de Hartman-Grobmam, o teorema responsavel por realizar

a ligacao entre os fluxos de sistemas lineares e nao-lineraes.

Teorema 2.4. (Teorema de Hartman-Grobman)

Sejam E um subconjunto aberto de R"™ contendo a origem, f : E — E de classe C' e ¢; o
fluxo do sistema nao-linear (2.2). Suponha que f(0) =0 e que a matriz DF(0), a matriz
jacobiana calculada na origem, nao tenha autovalores com parte real nula. Entao existe
um homeomorfismo H de um conjunto aberto U € R™ contendo a origem em um conjunto
V e R™ também contendo a origem tal que, para cada xog € U, existe um intervalo aberto
Iy C R contendo 0 tal que para todo vy € U et € Iy H o ¢y(zo) = e H(xg), ou seja,
H mapeia trajetorias do sistema nao-linear (2.2) prozimas a origem em trajetorias do

sistema linear (2.6) proximas a origem e preserva a parametriza¢ao.
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A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Sotomayor (1979).

Definigao 2.8. Sejam E um subconjunto aberto de R", f : E — E de classe C' e
¢ E— E o fluxo da equacao definido para todo t € R. Um conjunto M C E € dito ser

invariante com respeito ao fluzo ¢y, quando ¢(M) C M, para todo t € R.

Conforme dito anteriormente E*, E" e E¢ (os subespagos estdvel, instavel e cen-
tral) do sistema linear & = Az sdo invariantes pelo fluxo ¢; = e, Afim de enunciar um
resultado similar para sistemas nao-lineares - o teorema da variedade estavel - é necessario

definir o conceito de variedade.

Definicao 2.9. Uma variedade diferencidvel n-dimensional M € um espaco métrico co-

nexo com uma cobertura aberta {Uy}aer tal que:

e Para todo o € L, U, € homeomorfo a bola unitdria de R", B = {z € R";|z| < 1}

e SeU,NUs #0 ehy: Uy — B, hg : Us — B sao homeomorfismos entao ha(Us,NUp)
e hg(Us NUp) sio subconjuntos de R e a aplicagio h = hqohg' : hg(Uy N Ug) —
ho(UsNUg) € diferencidvel e além disso, para todo x € hg(U, NUg), detDh(zx) # 0.

A wvariedade estavel (instdvel) de p € R™ sao os pontos de R"™ que tem p como w-limite

(a-limite).

Teorema 2.5. (Teorema da Variedade Estavel)

Sejam E um subconjunto aberto de R™ contendo a origem, f : E — E de classe C* e
o1 0 fluro do sistema nao-linear (2.2). Suponha que f(0) = 0 e que a matriz DF(0),
a matriz jacobiana calculada na origem, tenha k autovalores com parte real negativa e
n — k autovalores com parte real positiva. Entao existe uma variedade diferencidavel k-
dimensional S tangente ao subespago estavel E° do sistema linear (2.6) na origem, tal que,
para todo t > 0, ¢(S) C S e para todo xy € S, tlgono o1(zg) = 0; e existe uma variedade
diferencidvel n — k-dimensional U tangente ao subespaco instavel E* do sistema linear

2.6 na origem, tal que, para todo t <0, ¢,(U) C U e para todo xo € U, 1tlim o(zo) = 0.
——00
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Perko (2001).

Definicao 2.10. Um ponto p € R™ € dito ser um ponto fizo hiperbolico de F' : R™ — R"”

se, F(p) = p e todos os autovalores de DF(p) tem norma diferente de 1.
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Fixando ¢t € R, o difeomorfismo F' : R” — R™ pode ser definido por F(x) = ¢:(z),

e surge assim, uma versao do teorema da variedade estavel para difeomorfismos:

Teorema 2.6. Seja F : R® — R™ um difeomorfismo de classe C' com um ponto fizo
hiperbolico 0 € R™. FEntao existem as variedades invariantes estdvel e instdavel locais S
e U tangentes ao subespacos estavel e instdvel E* e E* de DF(0), respectivamente, de
mesma dimensao, ou seja, dim(E®) = dim(S) e dim(E") = dim(U), tais que para todo
reSen>0,F'(z) €S e F'(x) - 0 quando n — oo e para todo x € U en > 0,

F(z) e U e F"(x) — 0 quando n — oo.

Observagao 2.2. Esta versao do teorema ¢ importante para o método de Melnikov.

A partir do enunciado desta versao do teorema da variedade estavel, as variedades

estavel e instavel globais do ponto 0 € R™ podem ser redefinidas.

Definigcao 2.11. A wvariedade estdvel global do ponto 0 € R™ € o conjunto W*5(0) =

U F7"(S) e, analogamente, a variedade instavel global do ponto 0 € R™ € o conjunto
n>0

wu(0) = | F(U).

n>0
Definigao 2.12. Uma drbita homoclinica € uma curva y(t) solugdo do sistema (2.2), que
satisfaz 0 = tlim o(t, xo) = tlim o(t, z0), Vo € {7(t);t € R}, com 0 um ponto de sela,
—00 ——00

conforme figura 2.2.

Y(t)

4

Figura 2.2: Exemplo de uma 6rbita homoclinica

Observagao 2.3. Note que v C W*(0) (W*(0).
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2.4 Teoria das Bifurcacoes

Esta breve secao se dedica a elucidar o conceito de bifurcagoes das E.D.O.s,
apresentando um simples exemplo.

A Teoria das Bifurcagoes das Equacoes Diferenciais estuda equacgoes diferenciais
dependendo de parametros, e a sua questao principal é: Para quais valores do(s) seu(s)
parametro(s) o sistema se comporta do mesmo jeito, e para qual(is) ele muda seu com-

portamento?
Exemplo 2.2. Considere o sistema @ = pi — 2.

e Caso p > 0 hd dois pontos criticos: x = %./j1, ou seja, caso o fluzo comece em
r = +,/u este permanece ai; resta analisar as outras trés regioes: (—o0, —\/ﬁ),
(=1, /1) e (\/B,+00). Para (—oo, —\/p) como 2* > p, & < 0, ou seja, o fluzo
ird se dirigir “para a esquerda”, se afastando do ponto x = —./u; acontece algo
semelhante no intervalo (\/f1, +00), ou seja, o fluro se dirige para o ponto x = \/Ji;
em (—\/ﬁ, \/ﬁ) acontece o contrdrio, pois x? < u, ou seja, & > 0, isto é, o fluro se
dirige “para a direita”se afastando do ponto r = —./iu e se aprorimando do ponto

r = /u (Figura 2.3).

e Caso it = 0 hd somente um ponto critico: x = 0, e assim, caso o fluxo comece em
x = 0 este permanecerd af, caso contrdrio, como x* > 0, & < 0, assim, se xg > 0
o fluxo se dirigird para o ponto x = 0, caso xy < 0 o fluro se afastard de x = 0

(Figura 2.4).

e (Caso p < 0 nao hd nenhum ponto critico e o fluro se comportard de uma so maneira,
independente de onde ele comece: uma vez que & < 0 o fluxo ird sempre “para a

esquerda” (Figura 2.5).
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i —f— ¥
I Ve

Figura 2.3: Diagrama de fase do sistema i = py — 2

e S P |
0

Figura 2.4: Diagrama de fase do sistema & = y — 22 com u = 0.

. el

Figura 2.5: Diagrama de fase do sistema & = pu — 2% com u < 0.

com p > 0.
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3 O Método de Melnikov

Este capitulo se dedica a apresentar o método de Melnikov e sua ideia geométrica
(Perko, 2001; Silva, 2011).

O método de Melnikov é um método analitico para detectar caos em sistemas
dinamicos perturbados. Sua ideia geométrica é definir uma funcao que mede a separacao
entre as variedades estavel e instavel de um sistema com uma érbita homoclinica de
um ponto de sela hiperbdlico, quando sujeito a pequenas perturbagoes; caso esta funcao
possua um zero simples, isto é, existir um ponto p onde a funcao vale zero e sua derivada
seja diferente de zero, o teorema homoclinico de Smale-Birkhoff garante que este sistema
estudado é cadtico.

O método de Melnikov é utilizado em sistemas perturbados, sendo assim, faz-se

necessario definir o conceito de sistema perturbado.

Definicao 3.1. Um sistema dinamico

T = f(z)+eg(z,1), (3.1)

diz-se perturbado pela funcdao g quando 0 < € << 1. Quando € = 0 diz-se que o sistema

esta na sua forma nao perturbada.

O método de Melnikov é aplicado a sistemas perturbados da forma (3.1) com
f:R? = R? com f de classe C' e g : R?> x R — R?, com ¢ também de classe C! e
periddica em t.

A fim de enunciar o teorema porposto por Melnikov resta apenas definir a funcao

de Melnikov e enunciar duas hipdteses para o teorema.

Hipétese 3.1. Para € = 0 o sistema (3.1) possui uma orbita homoclinica ~(t) em um

ponto de sela hiperbélico 0 € R?.

Hipdtese 3.2. Para e =0 o sistema (3.1) possui uma familia a um parametro de orbitas

6750(60) # 0 (veja figura 3.1).

periddicas v, (t) de periodo T, no interior de y(t) com
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Figura 3.1: Retrato de fase de um sistema sujeito as hipéteses 3.1 e 3.2.

Definigao 3.2. A fun¢ao de Melnikov M (ty) € dada por

Aﬂmﬁi/m5ﬁ““mwvwa»Amww¢+mwu

[e.e]

onde y(t) € a drbita homoclinica do sistema nao perturbado e a opera¢ao A € dada por:

se f=(f1,f2) e g=(91,92) entio f Ng= fig> — g1 fo.

Observagao 3.1. Para sistemas hamiltonianos, a funcao de Melnikov assume uma forma

simplificada:

Aﬂm%=[%f@@»Aﬂ%ﬂ¢+th

uma vez que neste tipo de sistema V f = 0.

Com isso, o teorema de Melnikov pode ser finalmente enunciado.

Teorema 3.1. (Teorema de Melnikov)
Sob as hipdteses 3.1 e 3.2, se a funcao de Melnikov possuir um zero simples em p, isto €,
oM
M(p)=0ce W(p) =+ 0, entdo, para qualquer valor de € > 0 suficientemente pequeno, as
0

variedades estdvel e instavel do sistema (3.1) se cruzam transversalmente. Caso a fun¢ao

de Melnikov nao possua zeros entao as variedades nao possuem nenhum ponto em comum.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Guckenheimer e Holmes

(1983).

Definicao 3.3. Um ponto g € R™ € dito homoclinico em relagao a p se q pertence a orbita
homoclinica de p. Caso q seja o ponto onde as variedades estdvel e instavel se intersectem

transversalmente, q € dito ser ponto homoclinico transversal, conforme ilustra a figura 3.2.

Assim, se existir um ponto homoclinico transversal ¢, como o teorema da va-

riedade estavel para difeomorfismos garante que as variedades estavel e instavel sao F-
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p—"

Figura 3.2: Ponto homoclinico transversal

invariantes, ocorre que F'(q) também pertence as variedades estavel e instavel, e conse-
quentemente, este resultado se estende a F"(q), Vn € Z, criando um objeto chamado
emaranhado homoclinico (figura 3.3), que, de acordo com o Teorema Homoclinico de
Smale-Birkhoff, é a assinatura do inicio de uma dinamica caodtica. Este teorema pode ser

encontrado em Guckenheimer e Holmes (1983).

Figura 3.3: Emaranhado homoclinico

Exemplo 3.1. Considere o sequinte sistema

T=1y
(3.2)
y=1x—x°+ e(ucost — 2, 5y).
A hamiltoniana deste sistema para ¢ =0 € dada por
2 2 4
Y o
H = — — 4+ — 3.3
) =% -2+ (33)

que possui duas drbitas homoclinicas em H(z,y) = 0 : 4§ = £(v/2sech(t), —v/2sech(t)tanh(t)),

conforme ilustra a figura 3.4.
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2 gt
Figura 3.4: Curvas de nivel da hamiltoniana H(z,y) = TR + R
Calculando a funcio de Melnikov em v, obtem-se
Mit) = [ ulueos(t + t0) — 2, 5y(t)d
= —\/§u/ sech(t)tanh(t)cos(t+t0)dt—5/ sech?(t)tanh?(¢)dt

= V2umsech (g) {Sen(to) - %1 )

onde ko = 10cosh (g) (3v/27) ~ 1.88.

Figura 3.5: (a) Caso ko > > 0, (b) Caso = ko > 0, (¢) Caso u > ko > 0.

Assim, caso p > ko > 0 entao a funcao de Melnikov terd pelo menos um zero

simples, o que implica na existéncia do caos.
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4 Aplicacoes

Neste capitulo sao considerados exemplos de sistemas fisicos, aos quais a funcao
de Melnikov pode ser aplicada. O primeiro exemplo consiste em perturbar o problema
dos dois corpos, onde a massa de um deles ¢ muito maior que a do outro e o segundo
exemplo modela um centro de massa cujo potencial pode ser descrito por uma forca do

tipo monopolo + quadrupolo.

4.1 O Problema de Gylden

Conforme dito anteriormente, o problema de Gyldén consiste em perturbar a
forca central do problema de dois corpos, onde a massa de um é muito maior que a do

outro, de forma que a forca que o corpo de menor massa sinta seja dada por

? 1 + 6)\(15),\

F(r)=- IGE (4.1)

Este problema pode modelar, por exemplo, a 6rbita de um planeta ao redor de
uma estrela que perde massa ao longo do tempo.
Em coordenadas polares (r,6), o movimento desta particula é descrito pela ha-
miltoniana
;P 1A

H(py,po) = o + o2 g, (4.2)

Como 0 é uma variavel ciclica, py é constante. Assim, as equacoes de Hamilton

sao dadas por
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A expansao de Mcgehhe (Castilho e Marchesin, 2009) é dada por

w_w
it~ 4"
3
% = %( ——u3+eu)\(t)>

4
U — —u
|pe|
4
R
[pel
4
Dy
t— 204
167
as equagoes (4.5) se tornam
du  u?
_— = —
dat 4
dv  u? s
— = — (u—ud 4+ eul(FLt) ).
il (u u’ + eu (16 )>

Definindo um novo parametro

7(t) :/0 —‘u(? |ds,

e introduzindo-o no sistema (4.7), obtém-se
du
dr

4
% =u—u’+ eu)\(];—gt(T)),

v

(4.4)

(4.5)

(4.7)

(4.8)
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onde t(7) denota a inversa de 7(t), e é dada por t(r) = / 4cosh®(s)ds =
0

4
4senh(T) + gsenhg’(T).

A hamiltoniana que governa o sistema (4.9) é dada por

02wt 2 p4
H=—+———[1+ex(z2t . 4.1
e () (4.10)
v o ut
A hamiltoniana do sistema nao perturbado (H(u,v) = 55t Z) possui duas

6rbitas homoclinicas em H (u,v) = 0: 75 = £(v/2sech(7), —v/2sech(7)tanh (7)), conforme
o exemplo da se¢ao anterior.

Portanto, s6 resta tomar uma fungao perturbacao que seja periédica em t. Seja
g:R* x R — R? dada por g(u,v,t) = (0, cost).

Fazendo, na notacao do método introduzida no capitulo anterior, f : R? — R2,

2 2 4
v u? w _ , . :
f(u,v) = H(u,v) = — — — + —, e g definida anteriormente, o sistema a ser analisado

2 2 4
serd dado pela equacao

du
ar v 0
dT = +e : (4.11)
d_: | u—ud | uA(t(7))
fu,v) 9(u,v,1)

onde py foi tomado igual a 2 por simplicidade.

Para este sistema, a funcao de Melnikov é dada por

M(r) = /_OO wNt(T + 79))dT
_ / " Vasech(r) (—v2sech(r)tanh(r))A(H(r + 7))

4 .
= / —2sech?(7)tanh(7)cos(4senh(7 + 79) + gsenhd(T + 79))dT.
Note que, se 19 = 0 entao a funcao

4
7+ —2sech?(7)tanh(7)cos(4senh(7) + gsenhg(T))



4.2 Potencial do Tipo Monopolo + Quadrupolo 27

é fmpar, e portanto a integral

00 4
/ —2sech?(7)tanh(7)cos(4senh(7) + gsenh?’(T))dT

o0

é zero, ou seja,

> 4
M(m) = / —2sech?(7)tanh(7)cos(4senh(7 + 79) + gsenhg’(T +79))dT =0,

—00

isto é, a funcao de Melnikov possui um zero na origem. Resta provar que este zero é
simples.

A derivada da funcao de Melnikov é dada por

8_M<7_> = ai {—2/ sech?(7)tanh(7)cos(4senh (7 + 7o) + %Lsenh?’(T + To))dT]
T0 _

[e.9]

- —2/ 9 |:seCh2(T)t&nh(T)COS(4S€Dh(T +70) + %senhg’(T + To))dT] ,

) 8’7’0

que avaliada na origem fica

Z—T]\f(O) = 8/00 senh(7)sen (%senh(T)(?) + senhQ(T))) sech?(7)tanh(7)dr (4.12)

—00
[e.9]

A integral 8 /

—00

4
senh(7)sen (gsenh(T)(?) + senhg(T))) sech?(7)tanh(7)dr foi ava-
liada numericamente, sendo igual a 0, 668552 # 0, e portanto o zero da fun¢ao de Melnikov

é simples, ou seja, o método de Melnikov assegura a ocorréncia do caos.

4.2 Potencial do Tipo Monopolo + Quadrupolo

Baseado no estudo de Letelier e Vieira (1998) este problema representa o movi-
mento de uma particula de massa m atraida por um centro de massa com distribuicao nao
esférica, e cujo potencial pode ser modelado por um termo monopolo mais um quadrupolo,

ou seja, o potencial do centro de massa sera dado por

V(R)= —— — = (4.13)
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onde k = GM, G a constante gravitacional, e M a massa do centro de atracao e () a forca
quadrupolar.

O movimento desta particula pode ser descrito pela hamiltoniana

2 2
p h> k@
Hy=— = — = — = —|. 4.14
0= gy T Verss onde Very m<2R2 R R3) (4.14)
Os valores estaciondrios de V¢ sao dados por
h2
R= (1% /1-125), (4.15)

com (3 = ’2—? Denotando por R, o valor estacionario com o sinal de menos, segue que

mh?
Ver(Run) = g (=1 4+2¢/1 - 125). (4.16)

m

Para valores grandes de R, V¢ ~ — 5 < 0, logo, para que a particula descreva

um movimento periddico, é necessario que Visr(R,,) < 0 e portanto, é necessario que
00625—1<ﬁ<1 0,0833
’ IR R

E conveniente trabalhar com quantidades adimensionais. A mudanga de variaveis

T — —t (4.17)

adimensionalisa o sistema (4.14), sendo que r é proporcional ao raio, 7 é proporcional ao
tempo e € é proporcional a energia total da particula.

Nestas novas unidades, a equacao da energia é dada por

1 2% (4.18)

2
2¢ =1r" +20c5¢, onde 2v.5p = 2T s

e R,, é escrito como

- %(1 _ /1= 125). (4.19)
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Figura 4.1: Gréfico de v.ss, para f = 0,068 (curva superior), 0,072 e 0,078 (curva
inferior), sendo que o ponto de méximo é r,, = %( — 1 -12p).

Uma particula com energia € = vers(ry,) descreve tanto uma érbita periddica

instavel (r = r,,, 7= 0), quanto uma érbita homoclinica tentendo & essa orbita quando

2run (1 — Tun)
dryn —1

Fazendo € = vss, cujo grafico é mostrado na figura 4.1 a equagao da energia se

T — #o00. Tal 6rbita homoclinica é cercada por circulos de raio ry, e, =

torna
P32
= twg, 4.20
RN e i (420
4 un 1 . ~
onde wg = (7“—2)7 que admite como solugao
3rz,
—r 232 (T — T)Tun
7_ :l:wﬁ AV + Tm + 2run arctan harctanh m .
(4.21)

O ramo positivo do gréfico de 7(r) é mostrado na figura 4.2 com os valores de /3

= 0,064 (curva superior), 0,065, 0,066, 0,067 e 0,068 (curva inferior).
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Figura 4.2: Ramo positivo de 7(r).

A constante de integracao foi escolhida de forma que, em 7 =0, r = r,,.

Observagao 4.1. Note que uma particula leva um tempo finito para sair de r,, até a
vizinhanga de 7,,, mas leva um tempo infinito para sair de (ou chegar em) r,,, onde a

orbita periddica instavel esta localizada.

Considere, na notacao do método de Melnikov introduzida no capitulo 3, o sistema
f =e€eeg = Ar)cos(27), onde A(r) é um polinomio em r, com coeficientes positivos
(negativos) para distribui¢oes de massa do lado de fora (do lado de dentro) da o6rbita

homoclinica.

Observagao 4.2. A funcdo g tomada anteriormente representa uma alta variedade de
situacoes: Ao tomar o potencial de uma distribuicao de massa e realizar uma expansao
em multipolos nas varidveis de espago e uma expansao em séries de Fourier na variavel
de tempo e, além disso, considerar simetria axial e reflexiva, a funcao resultante tera a

mesma forma de g (Letelier e Vieira, 1998).

A funcao de Melnikov para este sistema sera dada por

M(r) = /00 ﬁd)\(r)cos(Q(T — 70))dT

o dT dr
O dr d\(r) > dr d\(r)
— /Oo e cos(QU1 — 79))dT + /0 e cos(Q(1 — 79))dr,
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aplicando a mudanca de variaveis

T—T

dr
dr = —d
T=_dr
T=0=r="r, (4.22)
T —00=1 =Ty

T — —00 = T — I'yn,

a funcao de Melnikov fica

M(n) = / A AAT) o — m))dr + /0 TAr A - )

e dT dr dr dr
" d\(r) dr dt e d\(r) dr dt
— 0 e 0 _ananer
/Tun = cos(Q(7(r) To))dT drdr—i-/rm o cos(Q(7(r) To))dT drdr

_ / dzgj“) cos(Qr(r) — Qro))dr — / d)c\lg)cos(QT(T) — Qm))dr

m T'm

_ / dZif"’ (cos(Qr(r))cos(Sm) + sen(Qr (1) )sen(Qr) ) dr

_ /Tun d/c\lir)(Cos(QT(r))Cos(QTo) + sen(Q27(r))sen(Q7o ) )dr

= /TW dA(r) cos(Qr(r))cos(Qro)dr — /run d/c\l(r)cos(QT(r))cos(QTo)dr

dr r

m m

+ /ru" A7) sen(Q7(r))sen(Qro)dr + /Tw MSQH(Q(_T(T)))Sen(QTO)dr’

dr dr

m

mas como 7(r) possui simetria de reflexdo em relagdo ao eixo r

M(m) = /Tun di\ig)sen(QT(T))sen(Qro)dr + /run dz\lgamSen(QT(r))sen(QTo)dr

dA(r)
dr

m

= —2K(Q)sen({21g), onde K(2) = /Tun sen(Qr(r))dr.

Observagao 4.3. A mudanca de variaveis 7 — r é a chave da aplicacao do método de
Melnikov neste exemplo, pois esta mudanca permite transformar um intervalo infinito em

um finito, o que permite a utilizacao de um método grafico.
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Sendo assim, a func¢do de Melnikov tera os zeros simples caso K (2) # 0, ou seja,
o problema de calcular a funcao de Melnikov, torna-se o problema de saber se a integral

Tun d)\
K(Q) = / %sen(QT(r))dr é zero ou nao.

Considere primeiramente A(r) um polinémio com coeficientes positivos em r.

A figura 4.3 mostra o grafico do integrando de K(2), para 5 = 0,064, 2 = 0,06
dA(r) r2 s

o =T (curva superior), 16 © 100 (curva inferior).

?U(r!: r ——
’ N =10 oo
A(r) =r°/100

A'(r)*sin[Q (r)]
EN

dA
Figura 4.3: Gréfico de d(r)sen(QT(r))dr.
r

A area abaixo das curvas da figura 4.3 nao é zero, e portanto, a funcao de Melnikov
tera os zeros simples requeridos, ou seja, a érbita desta particula, nestes casos, serd cadtica.
Considere agora, A(r) um polinomio com coeficientes negativos em r.

A figura 4.4 mostra o grafico do integrando de K(£2), para § = 0,068, Q = 0,15
dA 1 1 1

e — = — (curva superior), — e
dr  3r2 ( P ) Or3 =~ 27r4

(curva inferior).
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r = 1‘/3r§ —
W) =1/9r8 oo
X = 1/27r* e

A (r)*sin[Q (r)]
o

d\
Figura 4.4: Grafico de (

r) sen(Q7(r))dr.

r

Reescalando a figura 4.4 pode-se perceber que as fungoes possuem uma parte

negativa, que é menor do que a parte positiva, conforme ilustrado na figura 4.5.

:

A (r)*sin[Q (r)]
o

H
0.3 0.4 0.5 0.6

d\
Figura 4.5: Grafico de

0.7 0.8 0.9 1
r)

sen(Q7(r))dr.
”

Perto do ponto r,,, = 0,285524 a fungao possui varias oscilagoes entre [—4, 0; 4, 0]

(curva superior), [—5,0;5,0] e [—5, 5;5, 5] (curva inferior) que nao contribuem significati-

vamente para o valor da integral, ou seja, a area das partes positivas das curvas é maior

do que a drea das partes negativas, e portanto, K(€2) = /

seja, o método de Melnikov garante que o movimento desta particula e cadtico.

e d\(r)
dr

™m

sen(Q7r(r))dr # 0, ou
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5 Experimentos Numéricos

Neste capitulo sao apresentados alguns experimentos numéricos dos exemplos do
capitulo anterior, ilustrando o conceito do caos nestes sistemas tratados anteriormente.

Em todos os exemplos, o método numérico utilizado para resolver os sistemas foi
um método de Runge-Kutta de quarta ordem para sistemas de equacoes diferenciais de
primeira ordem, uma vez que é sempre possivel transformar uma equacao diferencial de

ordem superior em um sistema de equacoes de primeira ordem da seguinte maneira

=y
Y2 = Uy
) . (n—1) Y3 = Us
y"=fty vy ytY) & . (5.1)
Yn-1= Yn—2
| Y= Gy g9, Yna)-

Assim, um sistema de equagoes diferenciais de ordem superior pode ser transfor-
mado em um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem, aplicando este processo
a cada uma das equacoes originais.

Um método do tipo Runge-Kutta de quarta ordem conhecido para o problema

de valor inicial
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é expresso por

Wy = &,
]{?1 = hf(ti,wi),

h 1
k‘z = hf (tl—i‘ E,wi + 5]61) y

5.2
ks=nhf |t + h + 1k; o
= it owit Sk ),
3 5 52
]C4 = hf (tz + h,wi + kg) s
1

Wit1 = W; + g(lﬁ + 2k + 2ks + ka),
paracadai=0,1,2,--- , N —1, onde N é o nimero de passos desejados na simulacao, w;
, L < - . . |b—al
¢ a aproximagao da solucao da equacgao no i-ésimo ponto discreto, h = = |tip1—til,

ou seja, h é a medida da discretizacao do dominio da equacao e kq, ko, k3 e k4 sao chamados
de coeficientes de Runge-Kutta (Burden e Faires, 2008).

A generalizacao deste método para o problema de valor inicial

;

= filty, 2, Yn)

Yo = fo(t,y1,y2, -+ s Un)

Yn = fn(tayby% o ,yn>7

\

onde p

yi(a) =

y2(a) = az

yn(a) = Qp,
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com a <t <b, édada por

W10 = 01,Wa 0 = Qg, - ,Wnpo = Op,
ki = hfi(tj, wij,wa, - Wnyj)s

h 1 1 1
koi = hf; <tj + - wij+ ki, we i+ kg, W —k’1,n) )

2 2 2 2 -3
h 1 1 1 (5:3)
ksi=hfi{t;+ 57 WL + §k2,1,w2,j + 5762,2, Tty Wnyt §k2,n ;
k4,z‘ = Nhf; (tj +h, wi,j + k3,17w2,j + /f3,27 cre,Whyj ka,n) )
1
Wij+1 = Wi + a(klz + 2ky; + 2k + kay),
para cada i = 1,2,--- ,n e para cada j = 0,1,2,--- | N — 1, onde w; ; é a aproximagao

da i-ésima equagao no j-ésimo ponto discreto, e, analogamente, N é o niimero de passos

b—al
N

do dominio da equacgao e ki, k2, k3; e ks ; sao chamados de coeficientes de Runge-Kutta

desejados na simulacao, h = = |tiy1 — t;|, ou seja, h é a medida da discretizacao
(Burden e Faires, 2008).
O método utilizado neste trabalho para os experimentos numéricos é o esquema

numérico dado por 5.3.

5.1 O Problema de Gylden

Considere que a 6rbita da particula teste do problema de Gylden estd em R2. O

sistema que governa o movimento desta particula é dado por

1 4 e(t) .
(:CQ + y2)3
1+ eA(t)
($2 + y2)3

Y
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que, ao ser transformado em um sistema de equacoes de primeira ordem, se torna

T =,
Y = Uy
: 1+ €eX() (5.5)
P = —————x
(CUQ +y2)3
. 1+ eA(t)
Uy = ——F——===1,
L (.TQ +y2)3

onde v, e v, sdo0 as componentes em x e em y, respectivamente do vetor velocidade (Eshagh
e Najafi-Alamdari, 2007).

Foram realizados experimentos considerando-se ¢ = 0,01, A(t) = cos(t), At =
102 e como posicoes e velocidades iniciais z = 1,0, 1,01, 1,02 ¢ 1,03, y = 0,0, v, = 0,0,
v, = 1,0, ou seja, y, v, e v, foram mantidos fixos, variando-se somente a posicao inicial

em z, conforme ilustrado na figura 5.1.

1-5 T T T T T

Figura 5.1: Posigoes e velocidades iniciais da particula teste.

No problema dos dois corpos, sabe-se que estes descrevem circulos, elipses, parabolas
ou hipérboles ao redor do centro de massa do sistema (Collins II, 2004; Volchan, 2007).
Assim, a uma certa velocidade, no problema nao perturbado, o resultado esperado é que

a particula teste retorne a posigao inicial a cada volta.
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A figura 5.2 mostra a posicao que a particula cruzou o semi-eixo positivo = a cada
volta, sendo que sua posigao inicial em z é de 1,00 (figura 5.2(a)), 1,01 (figura 5.2(b)),
1,02 (figura 5.2(c)) e 1,03 (figura 5.2(d)).

toy ey g
b v 4 #
I T S
e 4 F e

Bkt W e

1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

T ‘i,.ﬁi}?&t L

"

"

+

¢

"

kS

£,

"

€:« £
A,
g
&

0.9 1 09 1

08

L L L L L L L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
volta volta

(c) (d)

Figura 5.2: Gréficos da posigdo em z pelo nimero da volta; com posigao inicial em x (a)
x=1,00, (b) x =1,01, (¢) z = 1,02, (d) = = 1,03.

Pode-se perceber, através da figura 5.2, que a pequena perturbacao introduzida na
condicao inicial do sistema altera o comportamento da particula, pois sendo x; a posicao
na qual a particula cruza o semi-eixo positivo de z na i-ésima volta, com a posicao inicial
x = 1,00 (figura 5.2(a)) a distancia entre x;,1 e x; é maior do que com a posicao inicial
x = 1,03, e também, essa distancia em x = 1,00 além de atingir um intervalo maior de
valores - (0,8;1,3) contra (0,95;1,22) com o z inicial em x = 1,03 - varia um ndmero
maior de vezes dentro desse intervalo, isto quer dizer, geometricamente, que a érbita com
x inicial igual a 1,00 muda seu comportamento, aumentando e diminuindo seu raio, mais
rapidamente do que com z inicial igual a 1, 03.

A figura 5.3 mostra a drbita da particula em algumas voltas pré-determinadas (as

voltas de numeros 1, 50, 200, 330, 580, 790, 1060 e 1370) com as posigdes iniciais testadas.
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L L L L L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 5.3: Voltas de numero (a) 1, (b) 50, (c) 200, (d) 330, (e) 580, (f) 790, (g) 1060,

(h) 1370.
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5.2 Potencial do Tipo Monopolo + Quadrupolo

A forca sentida por uma particula sob a acao do centro de massa modelado por

k
um potencial do tipo monopolo + quadrupolo <V(r) — Q—?) é dada por
r r

km 3Qm

F(r)=——_—7—22"p (5.6)
(> {lrf)

, GMJL,R:  LR: h(F)? 232 28
Considere k = G . Q 5 5 5 7, 02 08

(Letelier e Vieira, 1998).
Ao considerar novamente que a érbita da particula estd em R?, o sistema (na sua

forma nao perturbada) responsével por governar o movimento da particula é dado por

(e 2
V@2 +y2? (a2 +y?)

(5.7)
. 1 304
y=- 2 213 . 2 2\5 Y
\ VE2+y2)P (@ +y?)
que, ao ser transformado em um sistema de equacoes de primeira ordem, se torna
(
T =,
Y =1y
S g = 1 n 302 . (5.8)
' V@2 +y?)P (@2 y?)
. 1 n 302
Uy = — Y,
L \WEEE e V)

onde v, e v, sdo0 as componentes em x e em y, respectivamente do vetor velocidade (Eshagh

e Najafi-Alamdari, 2007).
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Introduzindo a perturbacgao considerada nos exemplos de aplicacao do método de

Melnikov (g = A(r)cos(€2t)), o sistema em sua forma perturbada é dado por

Y=y
Up == (\/(x21+ y2)? * \/(J?QO—BF y2)5) @ + ecos(Q)N'(r) (59)

Foram considerados um exmeplo de perturbacao com o polindmio A com coeficien-

2 1
tes positivos em r ()\(r) = %) e um exemplo com coeficientes negativos ()\(7") = —3—) :
r
Para o caso de A\(r) = % o sistema (5.9) fica
(
T =,
Y=y
1 2 1 5.10
Up = — + 306 x + —ecos(Qt)(z* + y?) (5.10)
V2 (@ )P 2
1 3032 1
Uy = — + y + —ecos(Qt) (a2 + 12
\ Yy <\/<x2 + y2)3 \/(xz T y2)5> 2 ( )( )

1
e para o caso de A(r) = —3, © sistema (5.9) fica
r
(
T =,
y = Uy

g 1 302 . ecos(t) (5.11)
T (22 + y2)? (2% + y2)° 3\/22 + 2

g — — 1 N 3032 _ ecos()
\ Yy (m2+y2)3 (x2+y2)5 Y 3 /;E2~|—y2.
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2
Além disso, para A(r) = %, foram considerados os parametros 5 = 0,064 e

Q2 = 0,06, e para A(r) = —3%, foram considerados 8 = 0,068 ¢ 2 = 0,15. Em ambos
os casos foram considerados € = 0,01 e At = 1073, e, como condicoes iniciais y = 0,0,
v, =0,0,v,=1,0ex=1,03, 1,04, 1,05, 1,06, 1,07 e 1, 08.

As figuras 5.4, 5.5 e 5.6 mostram a posicao que a particula cruzou o semi-eixo po-
sitivo x a cada volta, no sistema nao perturbado, perturbado por gjcos(Qt) e perturbado
por —B%COS(Qt), respectivamente, sendo que sua posigao inicial em z é de 1,03 (figuras
5.4(a), 5.5(a) e 5.6(a)), 1,04 (figuras 5.4(b), 5.5(b) e 5.6(b)), 1,05 (figuras 5.4(c), 5.5(c) e
5.6(c)), 1,06 (figuras 5.4(d), 5.5(d) e 5.6(d)), 1,07 (figuras 5.4(e), 5.5(e) e 5.6(¢e)) e 1,08
(figuras 5.4(f), 5.5(f) e 5.6(f)).
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Figura 5.6: Graficos da posicao em z pelo nimero da volta no sistema perturbado por

1
——cos(§2t); com posicao inicial em = (a) x = 1,03, (b) x = 1,04, (¢) z = 1,05
’

r=1,06, (e) x =1,07e (f) x = 1,08.

d
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Conforme pode ser visto nos graficos dos sistemas perturbados, a introdugao da
fungao de uma perturbacao no sistema (5.8) afeta consideravelmente a érbita da particula
teste, considerando que, antes, no sistema nao perturbado, a particula cruzava o semi-
eixo positivo dos x somente em valores menores ou iguais ao x inicial, e apds a introducao
da perurbagao, a particula cruza este semi-eixo em valores maiores e menores que o x
inicial. Além disso, a distancia entre o maior e o menor valor no qual a particula cruza o
semi-eixo positivo dos x no sistema nao perturbado diminui conforme aumenta-se o valor

de z inicial, comportamento esse que nao se repete nos sitemas perturbados.
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6 Consideracoes Finais

Conclui-se, através deste trabalho que o Método de Melnikov é realmente uma
ferramenta poderosa para a classificacao de sistemas cadticos, no entanto, os requisitos que
o sistema tem que cumprir tornam a sua aplicacao bastante restrita - érbitas homoclinicas
com uma familia de érbitas periddicas associadas e uma funcao perturbadora periddica
nao sao facilmente encontraveis em problemas fisicos - além disso, ha também o fato
de que a funcao de Melnikov é, por si sé, dificil de ser calculada analiticamente - neste
trabalho mesmo, a tinica obtencao de uma expressao direta para a funcao de Melnikov foi
no exemplo do capitulo 3; nas aplicagoes motivadas por problemas fisicos, foram utilizados
outros meios para que o método de Melnikov pudesse ser aplicado (integra¢do numérica e
andlise de gréficos) - no entanto, uma vez que o sistema possua todos os pré-requisitos e a
fungao de Melnikov possa ser aplicada, o método garante (sem a necessidade de qualquer
implementagao computacional, sujeita a erros) que o sistema é cadtico ou nao.

O método de Melnikov estudado neste trabalho sé pode ser aplicado a sistemas
bidimensionais. Ha varios trabalhos presentes na literatura que buscam generaliza-lo
em varios sentidos: perturbacgoes nao periddicas; perturbagoes de tempo finito; dimensoes
maiores; entre outras, sendo assim, perspectivas para a continuagao deste trabalho seguem

nesta linha de generalizagoes.
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