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Introducao

Neste trabalho, fazemos um estudo da agao de um Grupo Fuchsiano de Transformacoes

de M&bius sobre o espaco hiperbolico.

Para tal, definimos primeiramente o que sao tais transformagcoes, vemos como é sua
acao em subconjuntos de H? e fazemos uma classificacao das mesmas de acordo com esta

acao, principalmente com relacao ao nimero de pontos fixos em H? ou na sua fronteira.

Todas estas defini¢oes e resultados se encontram nas segoes 2 e 3 do trabalho. Uma
discussao mais detalhada e as demonstracoes dos teoremas e proposicoes dessas secoes

podem ser encontradas nos capitulos 3 e 4 de [1].

Em seguida, na se¢ao 4, discutimos a acao de subgrupos discretos do grupo de trans-
formacoes de Mobius em H?. Definimos também grupos elementares e citamos alguns

resultados sobre tais grupos, cujas demonstragoes sao encontradas no capitulo 5 de [1].

Por fim, chegamos a defini¢ao de grupos Fuchsianos e de dominios fundamentais para
esses grupos. Fazemos entao alguns resultados e um exemplo importante de dominio

fundamental para um dado grupo Fuchsiano, o seu Poligono de Dirichlet.

Para uma introducao a geometria hiperbodlica e ao estudo da agao de um grupo sobre

um espago topologico, o leitor pode consultar [2].



1 Transformacoes de Mdobius em R"™

1.1 Grupo de Mobius

A esfera S(a,r) em R" é dada por S(a,r) = {x € R* |z —a|] =}, onde r > 0 e
a € R".
Definicao 1. A inversao na esfera S(a,r) é dada por

r

o(r) =a+ ( >2(x—a).

|z — al

E claro que ¢ nao estd definida para = a e isto é recuperado adicionando-se a R"
um ponto extra, nao pertencente a R™, que chamamos oco. Formamos, entao, a uniao
R™ = R™ U {o0}. Definindo ¢(a) = oo e ¢(o0) = a, temos que ¢ ¢ uma bijecao de R"

sobre si mesmo. Além disso, ¢ satisfaz ¢=! = ¢.
Chamamos de plano (hiperplano) em R™ um conjunto da forma
P(a,t) =z € R"; < z,a >=t.
Defini¢ao 2. Definimos a inversao no plano P(a,t), ¢ : R™ — R™ por

la

r+2(t—<z,a>)%, se xelR”
P(z) = ( i

00, se T =00
Assim como ¢, 1 é uma bijecao de R" em R" satisfazendo Pt =)

Construimos em R™ uma métrica em que estas inversoes sao continuas. Esta métrica,

chamada métrica da corda é definida por
d(x,y) = |n(z) — 7(g)],

onde, dado x = (x1,- -+ ,z,) € R", escrevemos & = (11, -+ ,2,,0) € R"" e 7 & a projecio

estereografica de R™ sobre S™.
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Podemos mostrar que, dados x,y € R”, vale que

2\/a:fy| '

. 1+1.2121+ 2\1/2»

d(z,y) = { TP
1+]z|2”

se X,y # o0

se r = 0

Definicao 3. Uma Transformagao de Mobius em R™ é uma conposigao de um nimero

finito de inversoes (em esferas ou hiperplanos).

Como essas transformagoes sdao suas proprias inversas, o conjunto GM (R") (Grupo

Geral de M6bius) das transformagoes de Mobius é um grupo com a composicao de fungoes.

Teorema 1.1. Toda isometria euclideana de R™ é uma transformacao de M&bius, sendo

que é uma composicao de no maximo n + 1 inversoes.

Como um corolario da demonstracao do teorema anterior, temos:

Corolario 1.2. Uma funcao ¢ : R® — R” é uma isometria euclideana se, e somente se, é

da forma ¢(z) = Az + xp, onde A é uma matriz ortogonal e o € R"

Definicao 4. Uma aplicagao ¢ : R® — R"™ ¢é dita conforme se existe A : R* — R tal que
Ap) # 0,Vp € R™ e < dp,v1, dyva >4 =< V1, Vs >, -A*(2).

Teorema 1.3. Toda reflexao é conforme e inverte orientacao.

Definicao 5. O Grupo de Mobius, M (R”) agindo em R" é o subgrupo de GM (R")

consistindo de todas as transformacoes de Mobius que preservam orientacao.

1.2 Propriedades das Transformacoes de Mobius

Denominamos esferas em R" as esferas euclideanas S(a,r) e os hiperplanos P(a,t).

A equagao geral de uma esfera em R" ¢ dada por:
Y =aplz]* -2 <z,a> +ap4 =0

e dizemos que os coeficientes vetoriais de X sado (ag, a1, -+, Gpi1)-

An41

5. Logo X ¢ um

Note que se ag = 0, entao —2 < z,a > +a,+1 =0 =< x,a >=

hiperplano.
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Teorema 1.4. Sejam ¢ € M(R") e ¥ uma esfera em R™. Entdo ¢(X) é uma esfera (genera
lizada).

Definicao 6. Definimos o produto inversivo de duas esferas,
Y= (a07a17 e 7an+1> € E/ - (b07b17 e 7b7L+1)7
por

. 12 < a,b> —agbpi1 — bolni1]

(Ea E/) -
2v/lal? — aoan41+/[b1> — bobp 41

No caso em que X e ¥/ se intersectam, entao o produto inversivo (X, Y') representa o

modulo do cosseno de um dos angulos de intersecao.

Teorema 1.5. Para toda Transformacao de Mobius ¢ e quaisquer esferas X e X/, temos:

(6(2), (X)) = (5, X),

ou seja, transformagoes de Mdbius preservam o produto inversivo.

Teorema 1.6. Seja > uma esfera e o a inversao em Y. Se ¢ é uma transformacao de

Mébius que fixa os pontos de ¥, isto é, ¢(x) = z,Vx € ¥ entdo ou ¢ = o, ou ¢ = Id.

Corolario 1.7. Duas inversoes quaisquer em R" sao conjugadas. Isto é, se 01,09 sao

inversoes em R" | entdo existe ¢ € GM (R”) tal que o9 = po?

Alternativamente, podemos reformular o Teorema anterior da seguinte forma:

Seja > uma esfera em R” e ¢ a reflexao nesta esfera. Dizemos que = e y sao pontos
inversos com relagdo a ¥ se, e somente se, o(x) = y. Se x e y sdo pontos inversos com
relagdo a X e ¢ é uma transformacgao de Mébius, entdo ¢(x) e ¢(y) sdo pontos inversos em

relagdo a esfera ¢(X). A prova ¢ devida ao fato de todas as inversoes serem conjugadas.

Definicao 7. Definimos a Razao Cruzada dos pontos distintos z, y, u,v € R" por

lz—u|
lu—v]”

W’ se x’y7u’fueRn
— { le—yllu—]
[l’, ya U, U] -

se Yy =00

Teorema 1.8. Uma aplicacao ¢ : R™ — R" 6 uma transformacao de Mdbius se, e somente

se, preserva a razao cruzada.
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Um teorema simples, porém muito til sera demonstrado a seguir:

Teorema 1.9. Dados trés pontos distintos 21, 29, z3 € R”, existe tnica transformacao de
Mobius f tal que
f(z1) =0, f(z2) =0 e f(z3) = 1.

(z=21)(23—22)
(2—22)(z3—21)"

Demonstragao. Para mostrar a existéncia, basta considerarmos f(z) =
Suponha que existam f, g transformagoes de Mébius tais que f(21) = g(21) =0,
f(29) = g(22) = 00 e f(z3) = g(z3) = 1. Entao fg~! fixa 3 pontos, 0,1,00 € C.

Logo, fg~! = Id, ou seja, f = g. O

Assim, se precisamos estudar o comportamento de alguma transformacao de Md&bius
em trés pontos quaisquer, podemos “levar"o problema para os pontos mais faceis de se

estudar.

1.3 Extensao de Poincaré

Poincaré notou que toda transformacao de Mobius ¢ agindo em R" possui uma exten-
sao natural (;3 agindo em R+ e, assim, podemos enxergar G M (R”) como um subgrupo
de GM(R"'). Basta para isto considerarmos a imersio = = (z1,--- ,2,) —> & =
(1, -+ ,x,,0). Esta extensao age da seguinte forma:

e Se ¢ ¢ a inversao em S(a, ), entao 6 é a inversio em S(a,r);
e Se 1) é a inversdo em P(a,t), entdo ¢ é a inversiao em P(a, );
e Para toda transformacéo de Mébius ¢, tem-se: @(z,0) = (¢(x),0).

Isto é, se & = (11, ,&,) € R" e y = ¢(z), entdo

O(T) = ¢(x1,- - 20, 0) = (Y1, -+ 40, 0) = § 1= ()

Note que ¢ deixa invariante o plano z,.1 = 0, bem como os semi-espacos {zp41 > 0}

e {zr 11 <0}

Como toda Transformacao de Md&bius ¢ agindo em R"™ é a composi¢ao de um ntmero
finito de inversoes, digamos ¢ = ¢y, - - - existe pelo menos uma transformacao ¢ =
) ) b my

$10 -0 ¢, que extende a acio de ¢ a R**! da forma descrita acima e que preserva

H = {(@1,- ,2pq1); T > 0},
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Na verdade, podemos ver que ¢ é tnica com essa propriedade. De fato, se 11 e 1
sao duas dessas extensoes, entao 1, © 09y preserva H? e fixa cada ponto de sua fronteira.

Como consequéncia do Teorema 1.6, 1 = 5.

Denominamos ¢ por Extensdo de Poincaré de ¢ e temos que ~ é um isomorfismo de
GM(R™) sobre sua imagem em GM (R"+1).

Nosso primeiro modelo para o espaco hiperbolico ¢ H"!, munido da métrica p, dada

por:
2

x_
+| Y|

cosh(p(zx, =1 )
(p( y>) 2Tp11Yni1

lz—y/?
2Tn41Ynt1

Proposicao 1.10. A enxtensao de Poincaré preserva a expressao . Logo, pre-

serva a distancia hiperbolica entre dois pontos de R™.

Concluimos que as transformagoes de Mdbius sao isometrias hiperbolicas.

1.4 Aplicacoes em B!

Seja B"! = {x € R""!;|z| < 1} a bola fechada de raio 1 em R™. Considere ¢, a
inversio na esfera S(e"*',v/2). Temos que

2(1‘ - 6n+1)

|x — eni1)? € dol{z, =0} = 7,
n

¢0(5L‘) = €n+1 +
onde 7 é a projecao estereografica.

Além disto, podemos ver, por um simples calculo, que |¢o(z)|> =1+ |$4x”“ Dali, se

—€n41 |2 ’

Tpy1 > 0, entdo |¢o(z)]*> > 1 e ¢o(z) esté fora de B". Caso z,41 < 0, entdo |¢o(x)]* < 1

e ¢o(z) esta no interior de B".

Sendo o a inversao em {z,1; = 0}, temos que, se ¢ = ¢y o 7, entao ¢(B") =B ! ¢
¢ induz uma métrica em B"*L:
2|dx|
ds = ————.
1 — |z
Pode-se ver mais informagoes sobre essa métrica no capitulo 7 de [1].
Além disso, as isometrias ¢ de H"™! sao identificadas com as isometrias de B"*!, com

essa métrica, através de ¢ — ¢t

Teorema 1.11. Seja ¢ uma transformagdo de Mobius tal que ¢(0) = 0 e ¢p(B") = B".

Entao ¢(x) = Ax, para alguma matriz ortogonal A.
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Teorema 1.12. Seja o a reflexao na esfera S(a,r) C R™. Sao equivalentes:

1. S(a,r) é ortogonal a esfera S"~1;

2. o(a*) =0 (ou 0(0) = a*, onde a* = ﬁ),

3. o(B") =B".

Teorema 1.13. (Forma Geral de uma Transformagao de Mobius). Seja ¢ : R" — R»

uma Transformacao de Mobius. Temos:
1. Se ¢(B™) = B, entao ¢(x) = Ax ou ¢(z) = A(o(x)), onde A é uma matriz ortogonal
e o é a inversao em alguma esfera ortogonal a S"7!;

2. Se ¢(o0) = o0, entao ¢(x) = rA(x) + xg, onde r > 0, xg € R” e A é uma matriz

ortogonal;

3. Se ¢(00) # 00, entdo ¢(x) = rA(o(z)) + o, onde r > 0, g € R", 0 é a inversao em

alguma esfera ortogonal a S"~! e A ¢ uma matriz ortogonal.
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2 Transformacoes de Mobius em C

2.1 Representacao Matricial

Denominamos por C o conjunto R2, que & identificado naturalmente com C U {o0}.

Definicao 8. Uma transformacao racional linear é uma funcao 7' : C — C da forma

T(z) = 4z +2 onde a,b,c,d € C.

cz +

T esta definida para todo z # %i em C no caso em que ¢ # 0 e para todo z € C, caso

c=0 (aqui, T(z) =d'z+ ¥, com o', b/ € C).

Se ¢ = 0, T' é claramente linear e bijetora. Se ¢ # 0, T' é injetora caso ad — bc # 0.
E facil ver que neste caso T também admite inversa e 7~ é também uma transformacao

racional linear.

Estendemos 7" a C da seguinte forma:

T:C—C
az+b —d.
cz+d’ se 27& c’
T(:)=1 oo, s 2=t
g se 2z = 00.
C

Assim definida, T ¢ um homeomorfismo de C sobre C e o conjunto desses homeomor-

fismos forma um grupo com a composicao de fungoes.

a b
Representamos cada transformagao T'(z) = %is por uma matriz da forma ( p ) .
c

Teorema 2.1. M = {T(z) = %t qd — be # 0} = M(R?).

cz+d’

Definigao 9. Uma matriz em GL(2,C) (conjunto das matrizes 2 X 2 complexas com

determinante nao nulo) é dita unitaria se AA* = Id, onde A* = A
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Chamamos de SU(2,C) o conjunto das matrizes unitarias com determinante 1.

Podemos olhar para GL(2,C) com a norma:

|A][* = tr(AA") = |al* + [b* + |cf* + |d]*.

Esta norma induz naturalmente uma métrica em GL(2,C), onde d(A, B) ¢ definida

por |14 - B|.

Teorema 2.2. Seja A € SL(2,C) (uma matriz de determinante 1). Entao sdo equivalen-

tes:
1. Ae SU(2,C);

2. |IAI* =2

—b a

a
3. A é da forma ( >, com a,b € C, isto é, A € um quatérnio.

Considere ¢ : GL(2,C) — M dada por
a b az+b

P = = .

( < c c > ) () cz+d

E facil ver que ® é um homomorfismo de grupos, sobrejetor (pois as matrizes em M

sao invertiveis), e temos também que
Ker(®) ={a-Id;a € C}.

a

De fato, se <I><
c c

b
))zld, entao temos
TO)=%=0 =b=0
T(o)=%=00 = c¢c=0
T(1)=1 = at+tb=ct+d=a=d.

Podemos usar o Teorema do Homomorfismo para concluir que

GL(2,C)
{a-Id;aeC

p=M
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Restringindo ® a SL(2,C), temos que Ker(®) = {Id, —Id} e, dai,

SL(2,C) ~ M
{-Id,1d}
As duas funcoes t:;g) e ‘JL‘?JE)' sao invariantes sob a funcao A —— AA, para todo

A #0etoda A€ GL(2,C). Definimos entao, para g € M as fungoes

tr2(A) 1Al
02(a) = 2 _

r(9) = —7 e lldll det(A)]
onde A é qualquer representante de g em %.

2.2 Classificacao das Transformacoes de Mobius

Facamos uma analise sobre os pontos fixos de transformacgoes de Mdébius.
e Se ¢ =0, g(oco) = oo. Logo, 0o é ponto fixo de g em C.
e Se ¢ # 0, entao g(=%) = co e g(co0) = 2. Logo os tnicos pontos fixos possiveis estdo em
C. Temos que g(2) =2 az+b= (cz+d)z & 2> — (a—d)z— b= 0 (*). Logo g tem
no méaximo 2 pontos fixos em C.
e No caso de ¢ = 0, temos (*) & —(a — d)z = b. Assim, caso a # d, z = =% ¢ o Gnico
ponto fixo de g em C.
eSec=0ea=d entao g(z) =z + %, isto é, g ¢ uma translagao. Logo, o inico ponto

ﬁxodegem@éoo.

Portanto, toda funcao g € M possui um ou dois pontos fixos em C.

2.3 Classes de conjugacao

Defina em M a seguinte relacao de equivaléncia:

f,geM=f~geIheM, com f=hgh™ "

Definigdo 10. Chamamos de Fiz(g) o conjunto {z € C; g(z) = z}.

Se g # Id, entdao Fiz(g) tem 1 ou 2 elementos.
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Sejam z € Fiz(g) e f = hgh™!, com h € M. Temos:

F(h(2)) = hgh™' (h(2)) = h(2).
Logo, z € Fiz(g) = h(z) € Fiz(f).

Reciprocamente,
f(z) = 2= hgh™'(z) =2 = g(h™'(2)) = h™'(2).
Concluimos que se f ~ g, entao Fix(f) = h(Fiz(g)), onde h € M & tal que f = hgh™'.

Definicao 11. Definimos as transformagoes-padrao my : C—C por:

mi(z) =z+1
my(z) = kz, sek#1,keC\{0}.

Temos que Vk € C\ {0}, vale que tr?(my) =k + 2 + 1.

Teorema 2.3. Sejam f,g € M \ {Id}. Entao f ~ g se, e somente se, tr(f) = tr?(g).

Olhemos agora para as extensoes de Poincaré das transformacoes-padrao my, em R3.
Escrevemos cada elemento em R? na forma z +¢ - j, onde j é o terceiro vetor canoénico na

base ordenada de R3. Temos entao:

mi(z+t))=z+1+tj
mp(z+1tj) =kz+|kltj, sek#1keC\{0}.

Temos entdo que se k = 1, my, fixa somente co em R3. Se |k| # 1, my, fixa apenas os
pontos {0,00}. Ja no caso em que k # 1, mas |k| = 1, entdo my;, fixa todos os pontos do

eixo {tj;t € R}, além de oo.

Definicao 12. Seja g € M\ {Id}. Entao:

1. ¢ é dita PARABOLICA quando fixa exatamente um ponto em R3
(g ~ma);

2. ¢ é dita LOXODROMICA quando fixa exatamente dois pontos em R3
(g ~ my; [k # 1);

3. g é dita ELIPTICA quando fixa infinitos pontos em R3
(g ~mq, com |k| =1,k #1).
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Definicao 13. Seja g € M \ {Id} loxodromica. Entdo g ¢ dita HIPERBOLICA quando
existe um disco D (generalizado) tal que g(D) = D. Caso contrario, g ¢ dita NAO-
HIPERBOLICA ou ESTRITAMENTE LOXODROMICA.

Obs.: g é hiperbolica < g ~ my, onde k e Rk #1e k > 0.

Teorema 2.4. Seja g € M\ {Id}. Entao:

1. g é parabolica < tr?(g) = 4;
2. g é eliptica < tr?(g) € [0,4);
3. g ¢ hiperbdlica < tr?(g) € (4, +00);
4. g & estritamente loxodromica < tr?(g) € C\ [0, +00).
Definimos o comutador de g e h em M por [g,h] = ghg 'h™!. Se A e B sdao matrizes
em SL(2,C) representando g e h, respectivamente, entao trlg, h] = tr[ABA~'B~1].

Teorema 2.5. (i) Duas transformacoes de Mobius g e h tem ponto fixo em comum em

C se, e somente se, tr[g, h] = 2;
(ii) Se g e h tem um ponto fixo em comum em C, entdo ocorre uma das duas opgoes:

1. [g,h] = Id e dai gh = hg = Fiz(h) = Fiz(g);

2. [g, h] é parabolico e Fix(g) # Fix(h).

Teorema 2.6. Sejam g,h € M\ {Id}. S&o equivalentes:

(i) gh = hg;

(i) h(Fir(g)) = Fiz(g) e g(Fiz(h) = Fix(h)

(iii) Fiz(g) = Fixz(h) ou g e h tem um ponto fixo em comum em H3, com ¢? = h? =

(gh)? = Id e Fiz(g) N Fiz(h) = (.

Teorema 2.7. Um subgrupo G C M possui somente elementos elipticos (além da iden-

tidade) < todos os elementos de G' possuem um ponto fixo comum em H?.
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Lema 2.8. Suponha que g, h e gh sao elementos elipticos. Entao os pontos fixos de g e
h estdo em um mesmo circulo em C. Além disto, se [g, h] = Id ou se [g, h] for eliptico,

entao ¢ e h tem um ponto fixo comum em H3.

Definigao 14. Definimos o Eixo de um elemento elipitico g € M, com Fixz(g) = {«, 5},
por:

A, = {z+tj € H’ tal que g(z + tj) = 2 + tj}.

Temos que o eixo de g é o semi-circulo ortogonal a C que passa por a e [ (equivalen-

temente, ¢ a geodésica de H? passando por a e f3).

Lema 2.9. Sejam ¢, h € M transformacoes de Mébius que preservam B? e fixam a origem.

Entao ocorre uma das opgoes:

1. Os elementos de < g,h > tem o mesmo eixo (e os mesmos pontos fixos);

2. Existe f €< g,h > tal que Ay, Aj, e Ay sao coplanares.

2.4 Alguns resultados sobre a razao cruzada

Voltemos a Razao Cruzada, definida anteriormente. Temos que , para zy, 29, 23, 24 € C,

(21 — 23)(22 — 2)
(21— 22) (23 — 21)

[Zla 22, 23, 24] =

Sua extensdo a C é dada por

21 — 23

[21722723700] = .
<1 T R2
Temos também que a razao cruzada é invariante por transformacoes de Mobius. De fato,

az+b
cz+d’

se g € M é tal que g(z) = com ad — bc # 0, entao:

az+b aw+b bew—adw —bcz+adz (2 —w)(ad — be)

9(z) —glw) = ——— -~ = (cz+d)(cw+d)  (cz+d)(cw+d)
Dai:
_ (g(z1) — 9(23))(9(22) — g(z)) _
9(21),9(z2), 9(28): 9 (200l = 0= oS G = )

)(
cz1+d)(cz3+d) czo+d)(cza+d) o (Zl — 23)(22 — 24)
)

|:(z1 z2)(ad—bc ] [(23 z4)(ad— bc):| o (Zl — 22)(23 —,24)

( - [21722723724]-
(cz1+d)(czo+d (cz3+d)(cza+d)

|:(zl z3)(ad— bc] [22 z4)(ad— bc)i|
)
)
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Portanto, se queremos encontrar o valor de [z, 29, 23, 24|, basta tomarmos g € M tal

que g(z1) = 0,9(22) = 1, g(24) = 00. Logo, [21, 22, 23, z4] = [0,1, g(23), 00] = g(23).

Por outro lado, se [z1, 29, 23, 24] = [w1, w2, w3, w,], entdo podemos encontrar g € M

tal que g(z;) = w;. De fato, sabemos que existem f,h € M tais que:

21— 0 wy — 0
iR zg—1 eh:< wy—s1
Zy — 00 Wy —> 00
Assim,
f(23) = [Oa 1,f(23),00] - [21722723724] - [wl,WQ,W3,W4] = [07 1,h(’lU3),OO] = h('lUg)

Portanto, basta tomarmos ¢ = h™! o f e o resultado segue.

Proposigao 2.10. Temos que z1, 29, 23, 24 € C estdo em um mesmo circulo <= (21, 29, 23, 24] €

R.

Demonstracao. Considere g tal que

21— 0
g: 29— 1

24 ——> OO
Entao 9(23) = [07 179(23>7OO] = [21,22,23,2’4].

Como 0,1 e 0o estdo no mesmo circulo (a reta real ¢ um circulo generalizado em
C), temos que z1, 29, 23, 24 entdo em um mesmo circulo se, e somente se, g(z3) estd no
mesmo circulo, em C, que as imagens de zj, 23 e z4, ou seja, se, e somente se, g(z3) =

[21, 22, 23, 24] € R. O
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3 Subgrupos Discretos de M

Estudaremos agora a acao de subgrupos discretos do grupo de Tansformacoes de
Mobius sobre subconjuntos de C. Vale lembrar que se G C SL(2,C), entao para toda
sequéncia {A,} C G, com A, — X, devemos ter A, = X para todo n suficientemente
grande. Isto se deve ao fato de Id ser um elemento isolado de SL(2,C), que é um grupo

topolégico. Dai:
AnA;}rl S XX t=]ld= AnA;}rl = Id,Vn grande — A,, = A, 11Vn grande .

Definicao 15. Seja G um grupo de homeomorfismos do espaco X.

Dado x € X, definimos o Estabilizador de x por G, = {g € G;g(x) = z} (observe
que G, < G).

Definimos também a orbita do elemento = por G pondo G(z) = {g(x); g9 € G}.

Dizemos que dois elementos x,y € X sao equivalentes por G se existe g € G tal que

g(x) = y. Denotamos = ~ y.

3.1 Os grupos Elementares

Definicao 16. Um subgrupo G C M ¢é dito um GRUPO ELEMENTAR se existe uma

G-orbita finita em R?, isto ¢, se existe z € R3? tal que G(z) ¢é finito.

Exemplos:

1. O estabilizador G, de qualquer elemento x € X é grupo elementar, pois G,(x) =
{z};
2. Se G < M é finito, entao G ¢é grupo elementar;

3. Todo subgrupo G < M abeliano é elementar. De fato, se fixarmos g € GG, entao para
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todo h € G, como gh = hg, segue que h(Fixz(g)) = Fix(g). Logo, para z € Fix(g),

temos que G(x) = Fiz(g), que ¢ finito pois tem no maximo 2 elementos;

4. Se G < M possui somente elementos elipticos, além da identidade, entao G é
elementar, pois pelo teorema 2.7, existe x € H? que é ponto fixo comum de todos

os elementos de G e, dai, G(x) = {x}.

3.1.1 Classificacao dos grupos elementares

Sejam G < M elementar e {x, 2, -+ ,x,} uma oOrbita finita.

Classificamos agora os grupos elementares de acordo com o nimero de pontos de

alguma orbita finita contida em C.

Definig¢ao 17. Dizemos que G é um grupo elementar do TIPO 1sen > 3ou{xy, -+ ,z,} &

C. Grupos do tipo 1 sao aqueles que contém apenas elementos elipticos.

Cason =1eux € @, dizemos que G é grupo elementar do TIPO 2. A menos de
uma conjugag¢ao, podemos supor que xr; = oo e, dai, todo elemento de G fixa oo. Logo,

g(z) = az + b, para todo g € G.

Sen =2ex,x9 € @, G ¢é dito elementar do TIPO 3. Neste caso, a menos de
conjugacao, podemos supor r; = 0 e x5 = oo. Dai, todo g € G deixa invariante o
conjunto {0,00}. Assim, g € G é do tipo ¢g(z) = az, com g(0) = 0 e g(co) = o0 ou

g(z) = ¢ sendo, neste caso, g(0) = oo e g(oo) = 0.

Teorema 3.1. Se g € M for loxodrémico e f € M possui exatamente um ponto fixo

comum com ¢, entao < f, g > nao é discreto.

Teorema 3.2. Todo subgrupo G < M nao-elementar possui infinitos elementos loxodro-

micos, que, dois a dois, nao tem pontos fixos em comum.

Teorema 3.3. Seja f € M\ {Id}, com f? # Id. Defina § : M — M por 6(g) = gfg~".
Se, para alguns n € N e g € M, tem-se 0"(g) = f, entdo < f,g > ¢é elementar e, além
disso, 0(g) = f.

3.1.2 Grupos com um disco invariante

Teorema 3.4. Seja G um subgrupo nao-elementar de M. Entao existe um disco D C (@,

G-invariante se, e somente se, G nao possui elementos estritamente loxodréomicos. Além
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disso, se D é um disco G-invariante, entao D e o seu complementar sao os tunicos discos

G-invariantes em C.

3.2 Grupos Descontinuos

Seja G um grupo de homeomorfismos de um espago topolégico X. Dizemos que G age
descontinuamente em X quando, para todo compacto K C X, tem-se que g(K)NK = 0,

exceto possivelmente para um nimero finito de elementos g € G.

Propriedades:

Suponha que G seja um grupo que age descontinuamente em X. Entao:

(i) Todo subgrupo de G age descontinuamente em X;
(ii) Se ¢ é homeomorfismo de X, entdao pGyp~! também age descontinuamente em X;
(iii) Se Y C X é G-invariante, entdo G age descontinuamente em Y

(iv) Sex e X e gy, -+ ,gn,-- sdo elementos distintos de G, entao a sequéncia {g,(x)},

nao converge em X;
(v) Se x € X, entao o estabilizador de z, G, é finito;
(vi) Em particular, se X C R3, entao G ¢ enumeravel.
A demonstracao do item (iv) se da notando-se que se supomos g,(z) — ¥y, entdo o

conjunto K = {z,y,91(z), -+ , gn(x),--- } é compacto e tal que g,(K)N K # () para todo

n. Logo, G nao pode agir descontinuamente em X.

Teorema 3.5. Um subgrupo G < M ¢é discreto se, e somente se, age descontinuamente

em H°3.

Lema 3.6. Seja G < M e D um aberto de C que contém um ponto fixo de algum

elemento g € GG parabolico ou loxodrémico. Entao G nao age descontinuamente em D.

Lema 3.7. Seja D um disco aberto de Ce suponha que g € M ¢é tal que g(D) C D.

Entao g é loxodromico e possui um ponto fixo em g(D).
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Definicao 18. Seja G um subgrupo nao-elementar de M. Definimos o conjunto

Ao = {w € C;3g € G loxodromico, com g(w) = w}.

Dizemos que o conjunto limite de G é A(G) = Ay e que o conjunto ordinario de G é

Q=C\AG).

Note que:

e (G nao elementar = A é infinito;

e G CGi=AG) CAGy) e QG) CQGH);
e Ay é G-invariante;

e Dai, A(G) é G-invariante.

Teorema 3.8. Para qualquer grupo G nao-elementar, o conjunto limite A(G) é o menor
fechado nao-vazio G-invariante de C. Além disso, A(G) é perfeito (fechado e ndo possui

pontos isolados) e nao-enumerével.

Teorema 3.9. Seja G C M um subgrupo nao-elementar e sejam Uy, U abertos disjuntos
em C que intersectam A(G). Entao existe g € G loxodromico, com pontos fixos o € Uy e
6 e Us,.

Definicao 19. Dado z € C definimos o conjunto limite de z com relacao a GG por

Az) ={weC;3gy,+ ,gn,-- ,€ G distintos tais que g,(z) — w}

Teorema 3.10. Se G C M for subgrupo nao-elementar e discreto, entao A(G) = A(z)
para qualquer z € C.

Teorema 3.11. Seja G C M subgrupo nao-elementar e discreto. Entao:

(i) G age descontinuamente em €;

(ii) Se G age descontinuamente em um aberto D C C, entdo D C €.

Corolario 3.12. Seja G C M subgrupo nao-elementar e discreto. Entao € # ) se, e

somente se, G(z) nio é denso em C para algum z € C.
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Teorema 3.13. Suponha que G C M seja subgrupo nao-elementar e discreto. Suponha

também que Q # (). Entao, para todo z € Q, o estabilizador G, ¢ ciclico e finito.

Demonstracao. Se G é nao-elementar e discreto, entao age descontinuamente em 2. Logo,
2 ndo contém pontos fixos de elementos parabolicos ou loxodroémicos. Entao G, \ {Id}
possui apenas elementos elipticos, Vz € 2. Dai, GG, é elementar do tipo 1 e, sendo discreto,

é entao ciclico e finito.

De fato, se G é elementar do tipo 1 e discreto, entao G possui somente elementos
elipticos e podemos supor que todo elemento de G fixe j € H?. Logo, ||g||* = 2,Vg € G.
Assim, G é limitado e, sendo discreto, deve ser finito, pois caso contrario, teria ponto de

acumulacgao, pois é limitado. O

Teorema 3.14. Seja G C M subgrupo nao-elementar e discreto. Entao:

(i) Vx € H3, existe bola aberta (hiperbélica) N, centrada em z, tal que para todo g € G,
g(N) =N, se g(xr) =x e G(N)N N =), caso contrario.

(ii) Para todo z € Q (se Q # (), existe vizinhanga N de z em (2, tal que Vg € G,
g(N)=N,seg(z) =z 0ouG(N)NN =0, se g(z) # z.

Teorema 3.15. Seja G C M subgrupo nao-elementar e discreto.

(i) Se D C C ¢ aberto, ndo-vazio e G-invariante, entdo G age descontinuamente em D;

(ii) Se D C C é aberto, ndo-vazio e g(D) N D = §,Yg € G\ {Id}, entdo G age desconti-
nuamente em U g(D).
geG
Definicao 20. Se D C C é um aberto tal que g(D) N D = (,¥g € G\ {Id}, dizemos que
D é G-packing.

Teorema 3.16. Sejam G, Gy, - - - subgrupos de M e seja G o subgrupo gerado pela uniao
desses subgrupos. Considere tmabém, para cada indice j, D; um aberto Gj-packing e

suponha que, dois a dois, D; U D; = @, se i # jeque D¥ = m D; é nao-vazia. Entao

J
G ¢ o produto livre dos subgrupos G;, D* ¢ G-packing e G age descontinuamente em

J g(D").

geG
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Teorema 3.17. (Desigualdade de Jorgensen.) Suponha que f,g € M geram um sub-

grupo < f, g > nao-elementar e discreto. Entao:

tr*f — 4| + |tr*(fgf'g7") — 2| > 1.

Definigao 21. Uma Horobola ¥ em H? é uma bola euclideana em H? tangente a C em

algum ponto de OH? dado, chamado de base da horobola.

A fronteira 9% é chamada Horoesfera.

Definicao 22. Um grupo Fuchsiano G é um subgrupo discreto de M com um disco

invariante D (temos que G age descontinuamente em D).
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4 Dominios Fundamentais

Definigao 23. Seja G um grupo Fuchsiano agindo em A (ou H?). Um conjunto fun-
damental para G € um subconjunto F© C A que contém exatamente um ponto de cada

orbita em A.

Note que dois pontos distintos em F' nao sao G-equivalentes e que U f(F) =A.
feG

Definicao 24. Um subconjunto D do plano hiperbdlico é um dominio fundamental para

o grupo Fuchsiano G se, e somente se:

(1) D é um dominio;
(2) existe um conjunto fundamental F para G, tal que D C F C D;

(3) u(0D) =0, onde u denota area hiperbolica.

Obs. 1: Se D é um dominio fundamental para G, entao Vg € G,g # Id, tem-se

g(D)ND =10, U f(D) = A e dizemos que D e suas imagens “ladrilham"A. Note que
fea
se para algum g € G existe w € g(D) N D, entdao w = g(z) com z,w € D C F, o que

contradiz o fato de que F' é conjunto fundamental. Concluimos que se f # g € G, tem-se

g(D) N f(D) = (. Logo, a unido acima é disjunta.

Obs. 2: Nao é suficiente substituir (2) pela exigéncia de que cada ponto de 9D
seja a imagem de algum outro ponto de dD por G. Por exemplo, o grupo gerado por
g : 2z — 2z age descontinuamente em H? mas o conjunto {z + yi;y > 0el <z < 2},

que tem tal propriedade, nao é dominio fundamental de G.

Demonstragdo. Para mostrar que < g > age descontinuamente em H?, seja K C H?
compacto. Como 0 ¢ H? e K ¢ limitado, temos que existem M, e > 0 tais que € < |z| <

M Vx € K.
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Assim, dado = € K, temos: |g"(x)| = 2"|x| > 2"e.
Deve existir n; € N tal que 2"e > M. Assim, ¢"(z) € K e entdo ¢"(K)NK # (),Yn > n;.
Analogamente, existe ng < 0 em Z tal que 2"M < e. Dai, |¢"(x)| = 2"|z| < 2"M <
e,Vn < ng. Logo g"(K)N K # 0,Vn < ny.

Logo ¢g(K) N K # () apenas possivelmente para um ntmero de g € G.

Temos que D satistaz a propriedade descrita acima para todo w € 9D. De fato, se
w =2+ yi, tome z = 1+ i € dD e tem-se g(z) = w. Analogamente, se z = 1+ ti, tome

w=2+2ti € ID e temos g ' (w) = z.

Portanto, todo ponto em 0D é imagem por < g > de algum outro ponto em 0D. Mas

como ¢g(D)N D # (), temos que D nao é um dominio fundamental.

]

Temos que (2) e (3) implicam que u(F') = p(D). O teorema a seguir mostra que a

area hiperboélica de D depende somente de GG e nao da escolha de D.

Teorema 4.1. (1) Sejam F, F; conjuntos fundamentais mensuraveis para G. Entao
p(Fr) = p(Fy).

(2) Seja Fy conjunto fundamental mensuravel de Gg, subgrupo de indice k& em G.

Entao M(F(]) = klU(Fl)

Demonstragao. (1) Observe que U f(Fy) = A D F e que esta unido é disjunta. Dai:
feG

u(F) = p(F0 (U g(F)) = D n(Rng(F) = > ulFang™ () = u(F).

geG geG geG

(2) Para provar a segunda parte, escreva G como uniao disjunta de classes de equivaléncia

k k
G = U Gogn € ponha F* = U gn(FY).
n=1

n=1
Sew € A, entao g(w) € F) para algum g € G, ja que F; é conjunto fundamental para
Geg't=h"'og,, para alguns n € Ne h € Gy. Entao h(w) = g,(9(w)) € gu(F})

e, dai, F”* contém pelo menos um ponto de cada 6rbita em A.

O que faremos é mostrar que, a menos de um conjunto enumerével de pontos, F* é

um conjunto fundamental para Gy.
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Suponha que z, f(z) € F*, para alguma f € Gy e algum z € A que nao seja fixado
por nenhum elemento nao-trivial de G. Devem existir m,n € {1,--- ,k} tais que
9.1(2), 9.1 (f(2)) pertencem a F} e, portanto, sao iguais. Dai, g, 0 g} (f(2)) = z, o

que nos da g, 0 g, ' = f € Gy. Logo, g.Go = 9.nGo e segue que m =n e f = Id.

Isto mostra que F* contém exatamente um ponto de cada oOrbita que nao possui
pontos fixos e pelo menos um ponto de cada 6rbita com pontos fixos. Excluindo
um conjunto adequado, enumeravel, de pontos fixos de F* (pois cada fun¢do em
G tem no maximo 3 pontos fixos e G é enumerével), o conjunto resultante , que

chamaremos também F™*, é um conjunto fundamental para G e, pela primeira parte,
*\

W(F*) = u(Fy).

Claramente, Fj intersecta cada uma de suas imagens em, no maximo, um conjunto

enumeravel de pontos (fixos). Entao:

p(F*) =Y ulgnFr) = kp(Fy).

4.1 Dominios Fundamentais Localmente Finitos

No seguinte exemplo, retratamos a necessidade de condi¢oes extras para que se de-

senvolva uma teoria razoavel sobre dominios fundamentais.
Exemplo:

Seja C* = C\ {0} e G o grupo ciclico gerado por g : z — 2z. Temos que o espago

quociente C*/G é um toro.

Seja v a curva em C dada por

y =e %, sezestd no primeiro quadrante;
v

|z| =1, caso contrario
A regiao D, entre v e g(y) ¢ um dominio fundamental para GG, no sentido de que cada
ponto de C* é equivalente a pelo menos um ponto de D e a no méaximo um ponto de D.

Apesar disto, identificando pontos equivalentes em 9D, pode-se provar que D /G nao

é compacto. Dai, D/G e C*/G nao podem ser homeomorfos.
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¥

Figura 1: D/G e C*/G ndo sio homeomorfos.

A mesma situagao pode surgir para um grupo Fuchsiano, mesmo quando D é um
poligono convexo com nimero finito de lados. Queremos, entao, impor uma condi¢ao
que evite essa possibilidade. Antes disso, facamos um estudo sobre as projecoes nesses

espacos.

Sejam G um grupo Fuchsiano agindo em A e D um dominio fundamental para G em

A. O grupo G induz a natural, continua e aberta projegao m: A — A/G.

Podemos também usar G para induzir outra relacdo de equivaléncia em D, identifi-
cando pontos equivalentes (em dD) e entdo, com D/G herdando a topologia quociente,
existe outra projecdo continua 7 : D — D /G, de modo que:

(i) Os elementos de A/G sao orbitas {G(z);z € A}, w(z) = G(2);

(ii) Os elementos de D/G sdo os conjuntos {D N G(z);z € A}, #(2) = G(2) N D.

Considere agora 7 : D — A, a fungdo inclusdo (identidade em D).

Construimos 6 : D/G — A/G, dada por §(D N G(z)) = G(2). 0 estd bem-definida,
pois para cada z, D N G(2) # (). Além disto, 67 = 77 e estas funcdes estdo ilustradas na

Figura 2.

p ———— A

b/G A —— A/G
Figura 2: Diagrama representando as projecoes acima.

Proposicao 4.2. (i) 6 e 7 sao injetivas;
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(ii) 7,7 e 6 sdo sobrejetivas;

(iii) 7,7, 7 e 6 s@o continuas.

Demonstragao. (i) Temos que

(DN G(2)) =0(DNG(2)) = G(z1) = G(z) = DNG(21) = DN G(z).

Logo 6 é injetiva.

A funcao 7 é injetiva por ser a funcao identidade em D.

(ii) 7 e T s@o sobrejetivas por defini¢ao (pois sdo projegoes).

Dada uma 6rbita G(z), com z € A, temos que D N G(2) # () e, dai, (D N G(z)) =
G(z). Logo, 0 & sobrejetiva.

(iii) Como 7 e 7 sdo as proje¢Oes naturais (sobre um espago com a topologia quociente),

temos que essas fungoes sao continuas por definigao.
T é continua por ser a fun¢ao identidade em D.

A demonstragao de que 6 é continua segue do fato de que 7 = w7 e do seguinte

resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [1] (Proposigao 1.4.2):

“Suponha que f : X — Y, onde X e Y sao espagos topologicos e Y possui a topologia
quociente. Para cada funcao g : Y — Z, temos que ¢ é continua se, e somente se,

gf é continua."

O

Definicao 25. Um dominio fundamental D de G é dito localmente finito se, e somente
se, cada subconjunto compacto de A intersecta apenas um nimero finito de G-imagens

de D.

Como consequéncias da definicao, temos que se D é localmente finito, cada z € A
possui uma vizinhanga compacta N, que intersecta somente um ntmero finito de imagens

g1(D), -+ ,g.(D) (associados a N). Além disto, diminuindo N, se necesséario, podemos

supor que

(i) z € mgi(E)Q
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(i) N c|Ja(D);
i=1
(iii) A(D) N N = (), a menos que h seja algum dos g;.

Teorema 4.3. D & localmente finito se, e somente se, § é homeomorfismo entre D/G e

A/G.

Demonstragao. (<) Suponhamos que 6 seja um homeomorfismo e que D nao seja local-
mente finito. Assim, devem existir w € A, 21, ,2,,--- € D e distintos g1, - , gp, - €

G tais que g,(z,) — w.

Escreva K = {21, 2s,---}. Entdo K C D e toda vizinhanca de w intersecta infinitas
imagens g¢,(D). Dai, w nao pertence a h(D),Vh € G (pois essas imagens sao disjuntas) e
m(w) € m(K), pois m(K) = {n(z,);n € N} = {G(z,);n € N} = {g(2,);n € N,g € G}.

Provaremos que m(w) € m(K'), o que nos dard uma contradi¢ao.

Os pontos g, ' (w) nao podem se acumular em A, pois G é discreto. Dai, os pontos
z, nao podem se acumular em A, e isto mostra que K é fechado em D. Como K C D,

temos que K N D = K, o que nos da:

1 7#K) =7 (#(DNK)) =7 (K)=KND =K.

Podemos usar a definicio da topologia quociente em D/G para afirmar que 7T(~K)
¢ fechado em D/G. Como 07 = 77, segue que 7(K) = n7(K) = 07(K) e, sendo 6 um
homeomorfismo, 7(K) é fechado em A/G. Dai, m(w) = lim 7(g,(2,)) = lim7(z,) € 7(K).
Logo, m(w) € m(K). ' '

Temos uma contradi¢ao. Consequentemente, D é localmente finito.

(=) Suponhamos que D seja localmente finito. Sabemos que # é continua. Resta
mostrar que §~! é continua (ou, equivalentemente, que § é uma funcao aberta, ja que esta
¢ bijetiva). Seja A € D/G aberto e nio-vazio. Como 7 é sobrejetiva e continua, existe

um subconjunto aberto B C A com 7 1(4) = DN B. Ponha V = U g(D N B). Entao
geG

7(V)=a(DNB)=77(DNB)=0x(DNB) =0(A).

Precisamos mostrar que §(A) é aberto e, como 7 é uma fungao aberta, resta mostrar-

mos que V é aberto.
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Seja z € V. Como V é G-invariante, podemos assumir z € DNB. Sendo D localmente
finito, existe um disco hiperbdlico N, com centro em z e que intersecta somente as imagens

90(D), g1(D), -+, gm(D); go = Id. Podemos também supor que cada um desses conjuntos

contém z.

Entao g]-’l(z) € D,Vj=0,---,m e isto nos diz que 7 estd definida em cada um dos
g; '(2). Claramente, 7 envia esses pontos em 7(z) (em A). Portanto, g;'(z) € 7 '(A) =
DNBe, dai, z € gj(B),¥j = 0,--- ,m. Diminuindo N, se necessario, podemos entao
assumir N C ﬂ g;(B).
j=0
Fica claro que N C V' quando se nota que se w € IV, entao para algum j, w € g; (D)

ew € gj(B), o que nos dd w € g;(DNB) C V.

Concluimos que, dado z € V, existe vizinhangca N de z inteiramente contida em V.

Logo, V' é aberto e, dai, 7(V') = #(A) é aberto, mostrando que # é um homeomorfismo.

]

Exemplo:

Mostraremos neste exemplo que a convexidade de um dominio fundamental nao é

suficiente para assegurar finitude local.

Seja G o grupo gerado por f(z) = z e g(z) = %. Considere as seguintes curvas,
representadas na Figura 3:
72
1
T, a3
-2 -1 o 1 2

Figura 3: Um dominio fundamental para < f,g >.

n=A{lzl =1}
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72 = {lzl = 2}

1 1
o) = {5 cosf — g + (5 sen 0)i; 0 € (0,7)}

3 + (1 sen 0)i; 0 € (0,7)}

1
02:{§c089+2 5

E facil ver que f(v1) = 72 e g(01) = 02 (para a tltima, basta notar que g(—1) = 1 e
9(=2)=2).

Usando o Teorema 3.16, com Gy =< f >, Gy =< g >, D; a regiao entre 7; e 75 €
Dy a regiao entre o7 e 0y, concluimos que G é discreto e D, a regiao delimitada por estas

quatro curvas, é G-packing. Consequentemente, h(D)N D =), se Id # h € G.

Podemos dizer mais: na verdade, D é um dominio fundamental (localmente finito)
para G. De fato, dado z € H?, escolha a imagem de z mais proxima de i1/2. Esta escolha

é possivel, pois, sendo G discreto, temos que as imagens de z nao podem se acumular.

Temos:

p(2,1V2) < p(z, f(iV2)) = p(f7}(2),iV2) & |2] < 2.
De fato,

|z — iv2|? |z — 2iv/2|?
AN R TN

&2z —iV2? < |2 — 2iV2P? & 2[|2)? + 2iV2 — ZiV2 + 2] < |22+ 2V2iz — 2V2iZ + 8 &

cosh(p(z,1v?2)) < cosh(p(z, f(iv2))) < 1 +

s <d4e ] <2
Vale também que

p(z,iV2) < plz, f7H(iV2)) & |2 > 1.

De fato,
cosh(p(z,iv2)) < cosh(p(z, f71(ivV2))) & 1+ M <1+ [z — %5‘2 o
- 2Im[z]v2 QIm[Z]‘/T5

&z —iV2P? <2z — \/_|2<:>| 2+ 2ivV2 —ZivV2 +2 < 2[|2)* + \g_@z gi -|e

2
s <1le| <1

Analogamente, mostra-se que z estd mais proximo de iv/2 do que g(2) e g~'(2) se, e

somente se, esta entre oy e 0s.
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Dai, podemos concluir que o ponto mais proximo de iv/2 da 6rbita de qualquer z € H?
estd em D.
Ponha Dy = D N {z; Re[z] < 0}. Logo, (D — D;) U g(D;) é ainda um dominio

fundamental para G.

Figura 4: Constru¢ao de um novo Dominio Fundamental a partir de D.

Construindo as geodésicas x = 1 e x = 2 e os pontos (,(’ e w como na Figura 5,

substituimos o triangulo T'(w,1,2w) pelo triangulo T'(2w,2,4w) = f(T). Além disto,

cada segmento euclideano [£,2£], onde |{] = 1 e £ estd entre w e i (estritamente), é

substituido pelo segmento equivalente [¢’, 2¢"].

20

! 4w

/
2i 200 |,

‘f/;(})— ‘I\i)\

(= et R

1 2

Figura 5: X

Finalmente, o segmento [i, 2i] é apagado; note que [i, 2i] é equivalente segmento hiper-

bolico [g(i), g(2i)] na fronteira de g(D;) e, como este segmento é mantido, o novo dominio
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Y. (na Figura 5, o poligono de vértices 1, g(i), g(2i),2 e oo) ainda contém em seu fecho
pelo menos um ponto de cada orbita.

A construcao acima substitui o quadrilatero D pelo pentdgono ¥. Por construcao,
Y. ¢ um dominio fundamental para G e, pelo seguinte lema, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [1] ( Capitulo 7, Teorema 7.16.1), 3 é convexo.

Lema 4.4. Um poligono em H?, de angulos 6y, --- ,0, é convexo se, e somente se, 0 <

0; <m, paratodoj=1,---,n.

Observe que os pontos no segmento [g(7), g(2¢)] ndo possuem equivalentes em 0%. A

unica possibilidade, entao, é que as imagens de > se acumulem ao longo do segmento
[9(1), 9(24)].

Para uma prova mais especifica de que X nao é localmente finito, precisamos apenas

observar que os pontos z, = 142" estdo em 3, para todon € Ne f7"(z,) = i +27" — .

Concluimos que ¥ é um dominio fundamental convexo nao localmente finito. Como
o dominio original D é localmente finito, temos que H?/G ~ D/G, o que é um toro com

um ponto removido

Note que ¥/G é um cilindro com um ponto removido, logo nao pode ser isomorfo a

H?/G, uma consequéncia do fato de ¥ nao ser localmente finito.

O

Teorema 4.5. Seja D um dominio fundamental convexo para um grupo Fuchsiano G e

suponha que, para todo z € 9D, temos:

(1) Existe g € G tal que g # Id e g(z) € 0D;

(2) z pode ser ligado a um ponto em D por uma curva contida inteiramente em D U{z}.
Entao D é localmente finito.

Faremos um esbogo da demonstragdo num caso mais fraco, substituindo (2) pela

convexidade de D. Antes disso, definimos:

Definicao 26. Um ponto z € H? é dito regular quando existe uma vizinhanca de z que

intersecta somente um numero finito de copias de D. Caso contrario, z é dito excepcional.

Entao D é localmente finito se nao existem pontos excepcionais em D.
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Demonstracao. Provaremos o teorema mostrando que:

(a) O conjunto dos pontos excepcionais é enumeravel;

(b) Se existe um ponto excepcional em D, entao D contém uma quantidade ndo-enumeravel

deles.

De fato,

(a) Por (1), cada ponto excepcional z pertence a algum conjunto g(D) N h(D) (obriga-
toriamente na fronteira), com g # h. Temos que os pontos interiores da intersegao
o(g,h) = g(D) N h(D) (o que, por convexidade, é um segmento hiperbolico) sao
pontos regulares. Entao existem no méaximo dois pontos excepcionais em o(g,h).

Como G é enumeravel, segue que o conjunto dos pontos excepcionais é enumeravel.

(b) Suponha que w é um ponto excepcional; entdo existem 2y, -+ , z,, - -+ € D e distintos

g1, 5 Gn, -+ € G tais que g,(z,) — w.

Podemos assumir que D é ilimitado (como G é Fuchsiano, G age descontinuamente
em D. Dai, se D for limitado, o que nos d4 D compacto, temos g(D) N D # ()
somente para um nimero finito de elementos de G. Neste caso, D é claramente
localmente finito). Entdo existe algum ¢ € D com |¢| = 1. Considere L, = [z,,() .
Os raios g,(L,) se acumulam em outro raio [w, (*), |¢*| = 1. Por construgao, todo

ponto de [w, (*) é excepcional.

]

Teorema 4.6. Seja D um dominio fundamental localmente finito para o grupo Fuchsiano
G. Entdo Gy = {g € G;9(D) N D # 0} gera G.

Demonstracdo. Seja G* o grupo gerado por Gy. E claro que G* C G. Mostremos entao
que G C G*.

Podemos supor que G age em A e, para todo z € A, existe g € G, com g(z) € D,

pois D é dominio fundamental.

Defina a funcdo ¢ : A — G/G* dada por ¢(z) = G*g, onde g é qualquer aplicagao
que satisfaca g(2) € D. Esta funcio esta bem-definida, pois se h(z) € D, para alguma
outra h € G, temos que h(z) € D N hg~*(D) e dai segue que hg~! € Gy C G*, o que nos
da uma igualdade de classes, G*g = G*h.
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Nossa prova se baseia em uma discussao sobre essa fungao.

Seja z € A qualquer. Como D é localmente finito, existe um numero finito de imagens,
g1(D), -, gm(D), cada uma contendo z e tais que a unido delas cobre uma vizinhanca
N de z. Se w € N, entao w € g;(D), para algum j € {1,---,m}. Consequentemente,
o(w) = G*g;l = ¢(z). Concluimos que cada z € A possui uma vizinhanga onde ¢ é
constante. Como A é um aberto conexo, toda funcao que satisfaca esta propriedade é
constante em A. Além disso, olhando para G/G* com a topologia discreta, segue que

¢ é continua e, como ¢(A) é conexo, esta imagem deve ser apenas um ponto. Logo,
6(2) = d(w), Vz,w € A,

Dada qualquer g € G, sejam z € D e w € g~ (D). Como ¢ ¢ constante,
G = G"Id = §(2) = d(w) = G
e segue que g € G*.
Portanto, G = G* =< G >.

O

Teorema 4.7. Considere D um dominio fundamental localmente finito para o grupo

Fuchsiano G. Temos:

(i) Seja g um elemento eliptico em G e K um disco compacto com g(K) = K. Entdao D

intersecta um ntmero finito e positivo de imagens distintas de K.

(ii) Seja g um elemento parabolico em G e K uma regiao horociclica tal que g(K) = K.

Entdo D intersecta um ntmero finito e positivo de imagens distintas de K.

(iii) Seja g um elemento hiperbélico de G e K uma regiao hiperciclica satisfazendo

g(K) = K. Entdo D intersecta um ntimero finito e positivo de imagens distin-
tas de K.

Demonstracdo. A demonstracio de que D intersecta pelo menos uma imagem de K é a
mesma em todos os casos e s6 depende do fato de D ser dominio fundamental para G.

De fato, dado z € K, temos que existe g € G tal que g(z) € D. Dai, g~*(D) N K # 0.

Mostremos agora, em cada caso, que essa intersecao ¢ nao-vazia somente para um

numero finito de elementos de G.

(i) Temos que se D N g(K) # 0, entdao g~ (D) N K # (). Mas isto s6 ocorre para um

ntmero finito de elementos g € G, pois K é compacto e D ¢é localmente finito.
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(ii) Podemos supor que G age em H? e, como g ¢ parabolico, supomos também g(z) =

z4+1=my(2).

Como K ¢ uma regiao horociclica, deve ser da forma K = {z + iy;y > k > 0}.
Agora escrevamos Ko = {z +iy;y > kot e K1 = {x +iy;k < y < ko}, onde kq é

escolhido de modo que U f(Ky) # H?. Esta tltima condicdo nos da que Kj nio
feaq
pode conter nenhuma imagem de D. Assim, se f(D)NK # (), temos necessariamente

f(D)N K; # (. Esta escolha de kg é possibilitada pela Desigualdade de Jorgensen.

Suponhamos que DNA(K) # (. Dai, h"1(D)NK # ) e consequentemente h~(D) N
K; #0. Pondo E ={z+iy;0 <2 <1,k <y < ko}, entdo U g"(E) = K; e, para

nez
algum ng, devemos ter g™ (h~*(D))NE # ). Como E é compacto e D é localmente

finito, somente um nimero finito de imagens de D, ¢1(D),--- , gs(D), intersectam

—1 _ng

E. Entao g"h~" = g;, para algum j, ¢ assim h(K) = g; ¢ (K) = gj_l(K).

Logo, D N h(K) # () somente para um ntimero finito de elementos de G.

(iii) A prova ¢ analoga a de (ii). Podemos assumir que G age em H? e, como g é
hiperbélico, supomos também ¢(z) = kz, com k > 1. A regiao hiperciclica é uma
regiao da forma K = {re”; | —Z| < e ¢ r > 0}. Escrevemos E = {z € K;1 < |z| <

k}. Entao U g"(E) = K e somente um ntimero finito de imagens de D, digamos
nez
g1(D), -, gs(D), intersectam E (E é compacto).

Se supomos que h(K) N D # (), entdo, para algum n, ¢g"h~(D) N E # 0 e assim,
para algum j € {1,--- s}, temos h(K) = g;(K).

Portanto, D intersecta somente um nimero finito de imagens distintas de K.

4.2 Poligonos fundamentais convexos

Observamos que em nosso estudo é mais natural que olhemos para poligonos convexos.
Mas convém lembrar que, pelo que foi visto, apenas convexidade nao é suficiente para

garantir resultados satisfatorios.

Definicao 27. Seja G um grupo Fuchsiano. Dizemos que P ¢ um poligono fundamental

convexo para G quando P é um dominio fundamental convexo localmente finito para G.
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Definigao 28. Seja P é um poligono fundamental convexo para G. Um LADO de P ¢
um segmento geodésico da forma P N g(P), de comprimento positivo, onde g # Id . Um
VERTICE de P ¢ um ponto da forma P N g(P) N h(P), com g # h # Id.

Observe que um lado de P nao é necessariamente um lado no sentido convencional.
Se chamamos uma geodésica maximal em P de aresta, esta pode conter varios lados de

P. Ou seja, é permitido um angulo de © como angulo interior em um vértice.

Serao listados agora alguns resultados a respeito de poligonos fundamentais convexos.

Uma discussao mais detalhada sobre eles pode ser encontrada em [1] (Capitulo 9, Segao
9.3).
(1) Para todo z € OP, existe g € G, g # 1d, tal que g(z) € OP;

(2) P possui uma quantidade enumerével de lados e de vértices (e isto se deve ao fato de

G ser enumeravel);

(3) Somente um numero finito de lados ou vértices de P podem intersectar algum com-

pacto K (pois P é localmente finito);
(4) OP é a unido dos lados de P;

(5) Cada vértice de P pertence a exatamente dois de seus lados e é o ponto final comum

a eles;

(6) Quaisquer dois lados somente podem se intersectar em um vértice (que é um ponto

final comum a esses lados);

(7) O didmetro euclideano de g, (D) converge a zero se n — oo.

Considere os dois conjuntos a seguir:
G* ={g € G;PNg(P) ¢ um lado de P}
S = { lados de P}.

Cada g € G* produz um tnico lado s de P, dado por P N g(P) e cada lado de
P surge exatamente desta forma. Entao existe uma bijecao ¢ : G* — S, dada por
®(g) = PN g(P). De fato, ® ¢ claramente sobrejetora e, se supomos ®(g) = ®(h), entdo
temos P N g(P) = PN h(P) e isto ndo pode ocorrer caso se tenha g # h, por (6).
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A existéncia de @71 : S — G* assegura que, para cada lado s de P, existe uma tnica
funcio g, associada a ele, tal que s = P N g,(P). Assim, g;'(s) = g;(P)NP = &,
onde s’ tem comprimento positivo e também ¢ um lado. Note que se s’ = g;!(s), entdo
gs = g7 '. Construimos entdao uma funcao s — s’, de S sobre S e esta fungao ¢ chamada

emparelhamento de P, pois
(S/>/ = (gs’)_l = gs(sl) = S.

Desta forma, o conjunto de lados de P particiona-se naturalmente em uma cole¢ao de

pares {s, s'}. Nao se exclui a possibilidade de que s seja igual a s'.

Teorema 4.8. O conjunto das fungoes de emparelhamento, G*, gera G.

Demonstracio. Pelo Teorema 4.6, basta mostrarmos que se P N h(P) # (), entdo h esté
no grupo gerado pelas funcdes g,. Considere entdo algum w € P N h(P). Existem um
disco aberto N centrado em w e elementos hy = Id, hy,--- , hy € G tais que h = hj,, para
¢ ¢
algum jo # 0 e tem-se w € ﬂ hj(P)e N C U h;(P).
j=0 j=0

Diminuindo NN, se necessario, podemos assumir que esta vizinhanga nao contém vér-
tices de nenhum dos h; (P), exceto possivelmente w e que N ndo intersecta nenhum dos
lados dos h; (P), exceto os que contém w. Como a fronteira de P é a unido dos seus lados,
sua fronteira em N consiste (pela escolha de N) de um lado contendo w ou de dois lados

distintos partindo de w.

O mesmo é verdade para cada uma das imagens de P pelos h; (j =1,--- ,t), ou seja,

Vi

Figura 6: A fronteira de P em N.

acontece uma das situagoes ilustradas na Figura 6:

Afirmamos entao que, ap6s renomear os h;’s, se necessario, dois poligonos consecutivos

na lista ho(P) = P, hy(P),- - , hy(P) tem sempre um lado em comum. Consequentemente,
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para todo j = 0,--- ,t, temos que PN hj_lhjﬂ(ﬁ) é um segmento geodésico de compri-
mento positivo, e entao é um lado de P. Dai, para cada j, hj;1 = hjgs, para alguma
funcao de emparelhamento g, (note que hy = Idgs = g5 e, a partir dai, h; é sempre um

produto de funcoes de emparelhamento). Concluimos que h = hj, €< G* >.
Portanto, Gy C< G* > e, como G =< Gy >C< G* >= (G, segue que G* gera G.
]

Definigao 29. (i) Um ciclo C em P é definido pela interse¢ao de uma G-érbita com P.
Um ciclo é necessariamente um conjunto finito {z1,--- , 2,} e, neste caso, dizemos

que o comprimento de C é |C| =n.

(ii) Se C' é um ciclo de pontos em A, entao os estabilizadores G;, de cada elemento
zj € C, sao conjugados dois a dois e sao subgrupos ciclicos finitos de . Definimos

a ordem do ciclo C por Ord(C) = Ord(G}), para qualquer j.

Note que, dados z;,z; € C, entao deve existir h € G tal que h(z;) = 2;. Assim, se
tivermos g € G; = {g € G; g(z;) = z;}, entdo hgh™*(z;) = z; e portanto hgh™! € G;.
Logo, estes estabilizadores sao conjugados. Além disso, cada um deles é ciclico, pelo

Teorema 3.13.

(iii) Seja C = {z1,--,2,} um ciclo em P e 0; o angulo de P em z;. A soma dos angulos
do ciclo C' ¢ dada por 0(C) =0y + - - - + 0,,.

Observe que caso C' contenha um ponto z no interior de P, entao C' = {z} e o
angulo em z é 6 = 27 e no caso de algum ponto de C pertencer ao interior de um

lado de P, entao o angulo nesse ponto é 7.

Teorema 4.9. Para todo grupo Fuchsiano G, todo poligono fundamental para G, P, e
todo ciclo C' em P, vale que
2T
0(C) = ——.
(©) Ord(C)

Demonstrag¢ao. Se C' consiste em apenas um ponto no interior de P, entao 6(C) = 27 e

o teorema ¢é valido, ja que G, = {Id}.

Podemos entao supor C' = {z1, -+, z,} C OP. Entao existem g; = Id, go, -+ ,gx € G
tais que g;(z;) = z1 € OP. Segue que g;(P) tem z; como vértice e o angulo de g;(P) em
Z1 é Qj.

Além disso, z; € h(P) < h™'z = z;, para algum j < para este 7, hgj_l(zl) = z. Ou

seja, se G € o estabilizador de z1, temos que z; € h(P) se , e somente se, para algum 7,
h S Glgj.
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Na Figura 6, temos
{ho, - bt} = Gigi UGigz -+ U Gigs,

e estas sao exatamente as imagens de P que contém z;. Como os elementos de G sao as

rotagoes em torno de z;, cada f € Gg; determina um angulo 6, em z;.

Entao
21 = [Ord(Gy)](01 + - - -+ 6,,) = Ord(C)0(C).
Portanto,
6(C) = —T
Ord(C)

Veremos agora algumas consequéncias desse teorema.

e Suponha que z nao seja fixado por nenhum elemento eliptico de G. O ciclo C'
contendo z em P ¢ caracterizado por Ord(C) = 1 e é chamado ciclo acidental. Neste
caso, 0(C) = 2.

Sen=1,entao 0 =271 e z € P,
Se n =2, entao ¢, = 0, = m e z é entao um ponto interior de um lado de P.

e Suponha agora que z seja fixado por algum elemento eliptico de G e que o estabili-

zador de z tenha ordem ¢ em G. Entao 0(C) = %’r.

Um caso especial de grande interesse é quando |C| = 1 (onde z nao é equivalente a
nenhum outro ponto em JP). Entao 6, = 27“ e, caso [C| =1leq =2, tem-se §(C) =0, = 7.
E féacil ver que, neste caso, G, = {Id, g}, onde g> = Id, e z um ponto interior do lado
s = PN g(P). Note que aqui s = s', pois g = g*. Reciprocamente, se, em geral, s = &,
entao é facil ver que g; é de ordem 2, com um ponto fixo em s (considere o efeito de g

na geodésica contendo s e note que P N g(P) = ().

Como os pontos fixos de elementos elipticos de G necessitam de uma atencao especial,
¢ muitas vezes conveniente consideréd-los como vértices de P. Esta é somente uma variagao

da definicao usual e é uma questao de convencao qual definicao adotar.

Discutiremos agora a fronteira euclideana de P em {|z| = 1}. Denotamos este con-
junto por E. Ele pode possuir uma quantidade nao-enumeravel de componentes, mas
somente uma quantidade enumeravel de componentes de comprimento positivo. Estes

sao chamados “lados livres"de P e sao intervaldos nao-degenerados em {|z| = 1}.
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Se w € E, entdo existe {z,} C P convergendo a w. Para todo z € P, o segmento
[z, 2,] esta contido em P e, obviamente, [z,w) C P. O mesmo vale para todo ponto

suficientemente proximo de z e, como P é convexo, temos que [z,w) C P.

Um ponto w € E pode nao pertencer a nenhum lado ou lado livre de P. Por exemplo,
podem existir infinitos lados de P se acumulando em w, sem conter w. Sabe-se pouco

neste caso. Restringimos entao nossa discussao a pontos-finais de dois lados:

Definicao 30. Dizemos que v € E é um vértice proprio de P se v é o ponto final de dois
lados de P. Caso v seja ponto final de um lado e um lado livre de P, entao v é dito vértice

improéprio de P. Nos dois casos, v é um vértice no infinito.

Na Figura 7, vemos um exemplo de cada caso. A primeira situagao retrata um vértice

improprio e a segunda um vértice proprio.

Figura 7: Um vértice improprio e um vértice proprio, respectivamente.

Para todo v € E, o ciclo de z ¢ G(2) N E. Se z é um ponto ordinario, o ciclo de z deve
ser finito (caso contrério, infinitas imagens de P intersectam uma vizinhanga de z e, por
(7), z seria um ponto limite). Além disso, z deve ser um vértice proprio ou improprio no

infinito.

A definigao 29 se generaliza a esta situagao e, se C' é o ciclo de z, entao

Ord(C)=1eb0,+---+0,=m.

Esta ¢ a contrapartida do Teorema 4.9. Ela ¢ valida também no caso em que z é ponto

interior de um lado livre, onde |C| = 1 e 6; = w. Por outro lado, note que #; somente

T

pode tomar os valores 0 ou 5. Assim, se |C| = 2, tem-se necessariamente 0; = 6, = 7 e

entdao z é o ponto final comum de um lado livre de P e um lado livre de algum ¢(P).

Teorema 4.10. Ponha F como acima.

Seja v € E um ponto que seja fixado por algum g € G nao-trivial. Entao g deve ser
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parabolico (e nao pode ser hiperbolico). Além disso, o ciclo C' de v em E é finito e cada

um de seus pontos é um vértice proprio de P.

Demonstracao. Primeiramente, v nao pode ser fixado por nenhum elemento eliptico de

G, pois |v| = 1.

Suponha que v seja fixado por um elemento hiperboélico h € GG. Considere A, o eixo
de h (dado pela geodésica que passa pelos pontos fixos de h) e construa algum segmento
[z,v) € P. Tome {z,} € [z,v) com z, — v. Entdo existem pontos a, em A com
p(an, z,) — 0. Para todo n, existe alguma poténcia de h, digamos h,, tal que h,(a,)
pertence a um sub-arco compacto de A (podemos tomar os h,’s distintos). Como h,, é
sempre uma isometria, temos que os pontos h,(z,) estao todos em um compacto K C A.

Isto contradiz o fato de P ser localmente finito.
Concluimos que v somente pode ser fixado por um elemento parabdélico de G.

Obviamente, o ciclo de pontos em E determinado por v s6 pode conter pontos fixos pa-
rabolicos. Se este ciclo for infinito, digamos vy, -+ ,v,, - -, entao existem gy, -+ , gp, - €
G, distintos, tais que g,(v) = v,. Se K é uma regiao horociclica com base em v, entdo
gn(K) & uma regiao horociclica com base em v, e g,(K) deve intersectar o convexo P, pois
v € F. Concluimos que P intersecta infinitas imagens de K, o que contraria o Teorema

4.7. Segue que o ciclo determinado por v (ou por qualquer ponto fixo parabolico) é finito.

Finalmente, devemos mostrar que v é um vértice proprio de P. O mesmo deve ser

verdade, pelo mesmo argumento, para todos os pontos no ciclo de z.

Escolha uma regido horociclica K com base em v. Pelo teorema Teorema 4.7, P
intersecta somente um ndimero finito de imagens de K, digamos K, ¢1(K), -, g(K),
sendo estas imagens regioes horociclicas com base em v, vy, - - - , v;, respectivamente, onde
v; = g;(v). Se v; ¢ E, entdo P é disjunto de alguma vizinhanca desse ponto. Dali,
Png(P) éum subconjunto compacto de A. Diminuindo K, se necesséario, podemos supor

que para todo j, v; € E. Isto mostra que o ciclo de v em E é {v,vy,--- , v}

Sem perda de generalidade, suponha que G age em H?, v = 0o e que o estabilizador
de v é gerado por p : z + z+ 1. E claro que K ¢é da forma {x + iy;y > k}. Podemos

assumir k£ > 1.

Se a = inf{Re[z];z € P} e b = sup{Re[z];z € P}, entao a < b < a + 1, pois, caso
contrario b — a > 1 nos daria que P contém , por convexidade, um tridngulo com largura

excedendo 1. Assim, teriamos P N p(P) # (), um absurdo.
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Note que
KNh(P) # 0 < h'(K) = gj(K), onde j € {0,--- ,t} < existe n € Z tal que h™ = g;p".

Segue que oo € J(h(P)), pois h(v;) = co. Exatamente como acima, h(P) estd em uma
faixa vertical de largura 1 e, dai, hd no maximo 3 valores de n consecutivos tais que
h(P) = p"g; ' (P) intersecta P. Concluimos que somente um nimero finito de imagens de
P podem intersectar PN K. Isto significa que PN K intersecta apenas um namero finito
de lados de P e, entao, em um horociclo suficientemente pequeno em oo, a fronteira de P

consiste de apenas duas geodésicas verticais. Portanto, v deve ser um vértice proprio de
P.

4.3 O poligono de Dirichlet

Durante esta secao, seja G um grupo Fuchsiano agindo em A e w € A um ponto que

nao seja fixado por nenhum elemento eliptico de G.

Definicao 31. Para cada g € G, defina:

(1) Ly(w) = {z € A;p(z,w) = p(z, gw)};

(il) Hy(w) ={z € A;p(z,w) < p(z,9w)} = {z € A; p(z,w) < p(g~tz,w)}.

Figura 8 L,(w) e Hy(w).
Segue da defini¢do que L,(w) é uma geodésica que nao contém w e que Hy(w) é o
semiplano contendo w que é limitado por Ly(w).

Defini¢ao 32. O poligono de Dirichlet de centro w para G, D(w), é definido por:

Dw)= () Hyw).

9€G,g#£1d
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As vezes, D(w) é chamado poligono de Poincaré de G. Dirichlet usou esta constru-
¢ao para espacos Euclideanos em 1850 e Poincaré a explorou, em seguida, para espacos

hiperbdlicos.

Podemos ver D(w) como o conjunto dos pontos que estao mais proximos de w do que
de qualquer imagem de w por G. Equivalentemente, D(w) é o conjunto dos pontos z € A

que estao, dentre todos os pontos de suas 6rbitas, mais proximos de w.

Observe que z € Hy(w) & w € Hy-1(2). Logo, z € D(w) & w € D(z). Note que isto

quer dizer que qualquer ponto em D(w) é um centro para este poligono.

Se h ¢ uma isometria qualquer do espaco hiperbolico, entao h(Hy(w)) = Hpgp-1(hw).

De fato,
y € h(Hy(w)) & y = hz, com p(z,w) < p(z,g9w) < p(hz, hw) < p(hz, hgw) <
< p(y, hw) < p(y, hgw) < y € Hpgp-1(hw).

Consequentemente (usando Dg(w) = D(w)) temos que h(Dg(w)) = Dpgp-1(h(w)).
Em particular, se h € G, entao h(D(w)) = D(hw).

Teorema 4.11. O poligono de Dirichlet D(w), definido acima, ¢ um poligono fundamental

convexo para G.

Demonstragao. Como cada Hy(w) é convexo e contém w, vemos que D(w) é convexo e

nao vazio.

O restante da prova é consequéncia do fato de que somente um nitmero finito dos
L,(w) pode intersectar qualquer compacto dado em A. Isto segue diretamente do fato de

que se G =go, " ,Gn, "+, entao

plw, L, (1)) = 2 pluw, gu(w)) = oo,

De fato, caso p(w, g,(w)) /4 oo, terfamos que a sequencia g,(w) estaria toda contida em

um compacto e, portanto, possuiria subsequéncia convergente, o que nao pode acontecer.

Seja z € D(w). Temos que existe algum disco compacto K centrado em z tal que,
para todo g € G, ou K C Hy(w) ou z € Ly(w) e, além disto, a ultima opgao s6 pode

ocorrer para um numero finito de g € G.

E claro que se z € D(w), a segunda op¢do nao ocorre e K C D(w), o que nos diz
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que D(w) é aberto. Além disso, as duas opgoes acima sobre z nos dizem que 9(D(w)) C

U L,(w). Portanto, u(0(D(w))) = 0.

Mostraremos agora que existe F', conjunto fundamental para G, tal que D(w) C F C

D(w).

Para cada orbita G(z), escolhemos exatamente um ponto z* € A satisfazendo
p(w,z") < p(w, g2),Vg € G.

Tal escolha é possivel, pois G(z) nao possui ponto de acumulagdo. O conjunto F' dos
pontos escolhidos contém D(w), pois, claramente, se z € D(w), ndo ha outra escolha

possivel além de z = 2*.

Para mostrar que F' C D(w), tome z € F e considere o segmento [w,z). Como
w € D(w), nenhum dos L,(w) passa por w. Se L,(w) N (w,z) # 0, entdo p(z,w) >

p(z, gw) = p(g~ 'z, w), contrariando o fato de que z € F. Dai, L,(w) N (w,z) = 0, para

todo g € G. Portanto, (w, z) C D(w) e entdo z € D(w).

Concluimos que D(w) C F' C D(w) e, dai, D(w) é um dominio fundamental convexo

para G. Resta mostrar que D(w) é localmente finito.

Seja K C A um disco compacto centrado em w de raio r. Suponha que g(D(w))NK #

(). Entao existe z € D(w) com p(gz,w) < r. Como z € D(w), temos:
p(w, gw) < p(w, g2) + plgz, gw) <7+ p(z,w) <+ p(z, 97 'w) =7+ p(gz,w) < 2r.

Isto s6 pode ser verdade para um conjunto finito de elementos g € G.

Observamos que isto completa a prova, pois, dado qualquer compacto K C A, este
contém um disco cujo centro é levado em algum ponto em D(w) e, como este ponto

também é um centro para D(w), podemos supor que K é um disco centrado em w.
Portanto, G(w) é um poligono fundamental convexo para G.

]

Em virtude do Teorema 4.11, todos os resultados para poligonos fundamentais conve-
x0s s@o validos para os poligonos de Dirichlet. Em particular, o espago quociente D(w)/G
independe (topologicamente) da escolha de w, desde que w néo seja fixado por elementos

elipticos de G. Isto é, para tais pontos, D(w)/G ¢é sempre homeomorfo a A/G.

Teorema 4.12. Seja {z1, -, z,} um ciclo na fronteira do poligono de Dirichlet D(w).
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Entao

p(z1,w) = p(z9,w) = - -+ = p(zn, w).

Demonstracao. Considere, por exemplo, z; e z3, dois elementos de um mesmo ciclo na
fronteira de D(w). Entao existe h € G tal que h(z;) = z2. Como [w, z;) C D(w), vemos

que
[hw, z2) = h([w, z1)) C h(D(w)) = D(hw).

Segue que 29 é equidistante de w e de hw. Dali,
P(UJ, 22) = p(h’wa ZZ) = p(w7 hilZQ) = p(wa Zl)

]

Cada lado de D(w) ¢ da forma s = D(w) N g(D(w)) = D(w) N D(gw) e, em vista
da discussao anterior, s deve estar contido em algum dos Ly(w). Por razoes parecidas, os

vértices de D(w) sao pontos de sua fronteira, onde dois ou mais dos L,(w) se intersectam.
Exemplo:

Seja G' o grupo modular agindo em H? (grupo das transformagoes de Mdbius cujas
matrizes representantes tem entradas inteiras). Devemos mostrar que o poligono aberto
P na Figura 9 é o poligono de Dirichlet de centro v, Vv > 1. Seja entao w = v, onde

v > 1 e, por brevidade, escrevamos D = D(w), L, = Ly(w) e H, = Hy(w).

Primeiramente, as isometrias fz = z+1 e gz = _71 estao em G e os trés lados

geodésicos de P sdo precisamente Ly, L;-1 e L,. De fato, L; = {z € H* p(z,w) =
p(z,w+ 1)} & justamente a reta {Re[z] = 3}. Pelo mesmo argumento, Ly-1 = {Re[z] =

—1}. Resta mostrar que L, = {|z| = 1}.
Temos:

| 1 |z — iv]? z+ 5l
h = coshp(z,——) & 1+ 1 =1 e
coshp(z,iv) = coshp(z, iv) + 2Im[z]v + 2Im/[z]2

1 1
Slz—w=vz+ =P =lvz+=P=vz—i|* &
iv i
& |z +ive — vz +0? = 0?2 vz — vz + 1 & [2)2(1 —0?) =1 -2
Como v > 1, segue que coshp(z,iv) = coshp(z, g(iv)) < |z| = 1 e, portanto, L, = {|z| =

1.
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x=1/2

Figura 9: P

Isto mostra que D C P.
Se supomos D # P, entao algum lado de D deve intersectar P e, dai, existe z € D
tal que h(z) € h(D) N P e, assim, z é tal que z, hz € P. Mostraremos que isto ndo pode

az+b

ocorrer.
a b _

Escreva h(z) = 225, onde ( i ) € SL(2,Z). Entao:
c

lcz+d|? = |z +2Re|z)ed+-d* > A4-d*—|cd| = (|c|—|d|)*+|ed]|, pois |z] > 1 e |Re[z]| < =

Este limitante inferior é um inteiro positivo (s6 seria 0 se ¢ = d = 0, mas ad — bc = 1)

]

Concluimos que |cz +d| > 1 e, como
h(z) = az+b (az + b)(c%—i— d) _ ac|z|? + adz + bez + bd’
cz+d  (cz+d)(cZ+d) lcz + d|?
segue que Imlhz] = Im[‘ffzzigff] = ]m[(ad+bc|)(:iigi(1‘g—bc)yi _ |§Z[§‘}27 onde z = = + iy.
Dalf,
Im[h(z)] = |ch3—[3\2 < Imlz].

O mesmo vale substituindo z e h por hz e h™!. Dai, Im[z] < Im[hz] e temos uma

contradicao.

Entao D = P.
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Como D é um poligono fundamental convexo, os resultados da secao anterior valem.
Podemos entdo ver D tendo 3 lados, 51 = [(,00), 82 = [~(,00) e [~(, (], com as fun¢des
de emparelhamento satisfazendo f(s2) = s, f7(s1) = s2 e g(s3) = s3, ou adotar a con-

vengao alternativa, substituindo sz pelos dois lados s, = [—(,i] e s5 = [1, (] e considerando

7 um vértice de D.

Como P é um poligono fundamental para G, o poligono P; na Figura 9 também o é.

Apenas substituimos uma faixa vertical de P pela sua imagem por f.

| |
| [
| X = Xp | xX=x9+1
| |
| |
| |
! P, |
| |
| [
[ |
! !
| . |
i
pemmm W - A
- R}“'<, WI—W S~
s ~ e ™~
’ LN P ~
/s -\ s AN
’ N / N
S % / \
/ /
/ L 3
/ vy \
I Vv \
I \ |
| | ]
-1 0 1

Figura 10: P,
Aqui, P; tem 5 ou 6 lados. No caso em que consideramos P; com 6 lados, estes sao:
51 = [~w, 0], 85 = f(s1) = [1 — W, 00], 83 = [, 1,
s1=g(s3) = [i,w],s5 = [w, (], s6 = f(g(s5)) = [¢, 1 —w].

No caso em que consideremos P, com 5 lados, vemos [—w,w] = ¢([—w,w]) como

sendo um unico lado.

Teorema 4.13. Seja G um grupo Fuchsiano e D(w) o poligono de Dirichlet de centro
w. Entao, para quase todas as escolhas de w (a menos de um conjunto de medida nula),
temos:

(1) Todo ciclo eliptico em D(w) tem comprimento 1;

(2) Todo ciclo acidental em 0D(w) tem comprimento 3;
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(3) Todo vértice improprio que é um ponto ordinario estd em um ciclo de comprimento

2;
(4) Todo vértice proprio tem comprimento de seu ciclo igual a 1 e é ponto fixo parabolico;

(5) Todo ciclo parabolico tem comprimento 1 e é um vértice proprio.

Demonstrag¢ao. A prova de cada item (k), para k = 1,--- |5, segue o mesmo padrao: Se

a condicao (k) falha, entdo w deve pertencer a um conjunto excepcional Ej, de medida
5

nula. Assim, se w ¢ U, que tem medida nula, todas as condi¢oes sao validas.
k=1

Para verificar (1), seja £} a unido (enumeravel) de todas as geodésicas equidistantes
de dois pontos fixos elipticos. Claramente, F; tem medida nula. Se existem u e v pontos
fixos elipticos distintos em um mesmo ciclo, pelo Teorema 4.12; p(u,w) = p(v,w). Dali,

wEEl.

Para o restante da prova, fazemos uso do seguinte Lema, cuja prova pode ser encon-

trada em [1] (Capitulo 9, segao 9.4).

Lema 4.14. Seja R(z) uma funcio racional nao-constante em H?. Entao
E = {2z ¢ H* R(z) € R}
tem medida nula.

Para todas f, g, h € G distintas e nao-triviais, definimos:

(z — 92)(fz = hz)
(z = f2)(9z — hz)

Note que R(z) pode ser constante, por exemplo no caso em que f, g e h fixam 0 e oco.

R(z) =

Seja Fy = | J{z; R(z) € R}, sendo a unido tomada sobre todos os trios {f, g, h} para
os quais R nao é constante (note que denotamos R(z), mas R depende também de f,g e
h).

Pelo Lema 4.14, F5 tem medida nula e mostraremos agora que se (2) nao ocorre,

UJGEQ.

Suponhamos que (2) falha. Entao existem quatro pontos distintos u, f = (u), g7 (u), h ! (u)
em um mesmo ciclo acidental. Pelo Teorema 4.12, temos p(w, u) = p(fw,u) = p(gw,u) =

p(hw,u). Entdo os pontos w, fw, gw, hw pertencem a um circulo hiperbolico de centro
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em u. Pela Proposicao 2.10, segue que R(w) é real. Entao, a menos que R seja constante,

UJGEQ.

Mostraremos que R nao pode ser constante. De fato, caso tivéssemos R(z) = A, esco-
lhendo z € H? que nao seja fixado por nenhum dos elementos g, f, f~*h, g~'h, vemos que
A = R(z) # 0,00. Fagamos agora z — v, onde v é algum ponto fixo de g. O numerador e,
consequentemente, o denominador de R convergem a zero. Assim, f ou h também fixa v.
Suponha ent@o que v seja ponto fixo comum de f e g (0 mesmo argumento vale para h).
Como f, g € G (Fuchsiano), segue que < f,g > é um grupo ciclico, gerado, digamos, por
p. Temos que p é hiperbdlico, parabdlico ou eliptico, dependendo se a o6rbita de qualquer
ponto em relacao a < f,g > esteja, respectivamente, em um hiperciclo, horociclo ou
circulo hiperbdlico (possibilidades mutuamente exclusivas). Por hipotese, segue que p é

eliptico e fixa o centro do tnico circulo hiperbélico através de w, fw, gw.
Concluimos que fu = gu = u, o que é uma contradigao.
Isto prova (2).

Um argumento parecido prova (3),(4) e (5). Suponhamos inicialmente que v ¢ um
vértice proprio de D. Entdo exitem dois lados, s; = DNg(D) e s, = DNA(D), terminando
em v. Como s; esté contido na geodésica bissectando [w, gw], segue da segao 7.28 de [1]

que v, w, gw, hw estao em um horociclo com base em wv.

_ (v—g2)(z—h2)
(v—2)(9z—hz)"

Considere agora a fungdo R;(z) = [v, z, gz, hz]
Como um horociclo é um circulo Euclideano, segue que R;(w) € R. A partir dai,
temos duas opgoes: ou R; é nao-constante e w pertence a um conjunto de medida nula,

ou R, é contante.
Devemos mostrar que no ultimo caso, (3), (4) e (5) valem.

Suponhamos entdo que Ri(z) = A, onde A # 0,00. Fazendo z — v, vemos que g
ou h fixa v. Por simetria, podemos supor que g(v) = v. Entao, pelo Teorema 4.10,
g é parabdlico. Isto implica que o lado g7!(s;) de D também termina em v e, entdo,

e v é ponto fixo parabdlico em um ciclo de

¢ justamente o lado sy. Logo, h = ¢~
comprimento 1. Isto estabelece (4) e (5), pois todo ponto fixo parabdlico em 9D é um

vértice proprio, pelo mesmo Teorema.

Finalmente, qualquer vértice improprio v que ¢ um ponto ordinario pertence a um

ciclo finito vy, -+ ,v, e D tem angulos 0y, - -- , 6, nesses pontos, onde cada 6; vale 5 ou 0

ezej:’ﬂ'.



Usando (4), vemos que 6; nao pode ser 0. Entao n = 2 e esta demonstrado (3).
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