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Nam si homines claré totum ordinem naturee intelligerent, om-
nia eeque necessaria reperirent, ac omnia illa, quee in Mathesi
tractantur.!

(Spinoza, COGITATA METAPHYSICA.)

1 Pois, se 0os homens conhecessem claramente a ordem toda da Natureza, notariam que todas as coisas sdo tdao

necessarias quanto aquelas tratadas pela Matemaética. (Trad. de Chaui, M. em Col. Os Pensadores.)



RESUMO

O trabalho objetiva a construcdo de categorias derivadas ndo limitadas sobre
uma categoria abeliana assim como a demonstragdo do Teorema de Dualidade de
Grothendieck na categoria derivada de feixes quase coerentes sobre um esquema X,
através do Teorema da Representabilidade de Brown para categorias triangulares. Para
isso, mostraremos que a categoria de feixes quase coerentes sobre X é compactamente
gerada e que o funtor derivado da imagem direta de um morfismo separado comuta
com coprodutos.

Palavras-chave: Dualidade de Grothendieck. Categorias Derivadas. Geometria Algé-
brica. Representabilidade de Brown.



ABSTRACT

The work aims at the construction of unbounded derived categories of an abelian
category as well as the demonstration of Grothendieck Duality Theorem in the category
derived of quasi-coherent sheaves over a scheme X, through Brown Representability
Theorem for triangular categories. For this purpose, we will show that the category
of quasi-coherent sheaves over X is compactly generated and that the functor derived

from the direct image of a separate morphism commutes with co-products.

Keywords: Grothendieck Duality. Derived Categories. Algebraic Geometry. Brown
Representability.
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1 INTRODUCAO

Na segunda metade do Século XX a Geometria Algébrica foi marcada por uma
revolugdo em seus fundamentos, consequéncia de trabalhos de mateméticos como
Alexander Grothendieck, seus alunos e colaboradores. Trabalhos esses, que propdem
um novo ponto de vista e uma nova linguagem para abordar a teoria classica. Como
explica Grothendieck em suas meméorias,

[...] il y a une chose en mathématique qui me fascine plus que
toute autre, ce n’est ni 'le nombre’, ni "la grandeur’, mais toujours
la forme. Et parmi les mille-et-un visages que choisit la forme
pour se révéler a nous, celui qui m’a fasciné plus que tout autre
et continue a me fasciner, c’est la structure cachée dans les choses
mathématiques.!

(RECOLTES ET SEMAILLES, 1986, p.42)

Essa nova abordagem é marcada por um uso intensivo da Teoria de Categorias, criada
por Eilenberg e Mac Lane nos anos 1940, cuja énfase é colocada ndo nos objetos e suas
propriedades, mas nas rela¢des entre objetos dentro de uma mesma categoria. A partir
de entdo, as ideias de Grothendieck vem inspirando outros matematicos e a linguagem
de Categorias tornando-se cada vez mais popular e ganhando mais relevancia em outras

areas da Matematica e até da Fisica.

Um caso notavel da utilizacdo dessa linguagem é o desenvolvimento do conceito
de Categoria Derivada D (C) de uma categoria abeliana C, que foi introduzido por Jean-
Louis Verdier [25], por volta de 1960, e posteriormente sumarizado no semindrio SGA 4
por Pierre Deligne [4]. Trata-se de uma construgdo de dlgebra homolégica que tem por
objetivo refinar e, em certo sentido, simplificar a teoria dos funtores derivados definidos
sobre C. Uma das grandes vantagens é que nessa linguagem, ndo trabalhamos com

invariantes cohomoldgicos, mas diretamente nos complexos, ver [13].

O impulso original para desenvolver o formalismo “derivado” veio da necessi-
dade de encontrar uma formulagdo adequada da teoria da dualidade de Grothendieck,
isto é, a teoria de dualidade naturalmente esperada ap6s o desenvolvimento da coho-
mologia de feixes quase coerentes sobre esquemas, que gira em torno da existéncia de

um isomorfismo

RA#om(Rf.F,9) — Rf.R#om(F, f'9Y). (1.1)

na categoria derivada de feixes quase coerentes sobre um esquema Y, onde f : X — Y
é um morfismo préprio dado. A este resultado chamamos Teorema da dualidade de

1 Se ha uma coisa na matemética que me fascina mais do que qualquer outra, ndo é nem ‘o0 ntimero’, nem ‘a
4 7

grandeza’, mas sempre a forma. E entre os mil e um rostos que a forma escolhe para se revelar a nés, aquele
que me fascinou mais do que qualquer outro e continua me fascinando, é a estrutura escondida nas coisas

matematicas.
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Grothendieck?, que garante a existéncia de um adjunto a direita, denotado por f*, para
o funtor derivado da imagem direta Rf.. A demonstragdo original de Grothendieck,
ver [11], é construtiva e baseada em cdlculos locais. Mas como categorias derivadas sdo
inadequadas para esse tipo de argumento a demonstragdo torna-se trabalhosa. Como

ressalta Grothendieck no prefdcio de suas notas para o “Semindrio Hartshorne”.

La construction donnée ici est compliquée et indirecte et n’est pas
valable sous conditions aussi générales qu’on est en droit de s’y
attendre. Il faudra sans doute une idée nouvelle por apporter des
simplifications substantielles.?

(GROTHENDIECK, IN RESIDUES AND DUALITY, 1966, Prefacio )

Felizmente, existem métodos abstratos na literatura para garantir a existéncia
do funtor f', como o apresentado por Deligne [5] e complementado por Verdier em
[24]. Posteriormente temos a demonstra¢do de Lipman [16], que até mesmo enfraquece
a hipétese inicial de X ser um esquema Noetheriano. Mas entre todas, destaca-se a
abordagem homotépica proposta por Amnon Neeman [17] que apés formular uma
versao do Teorema da Representabilidade de Brown para categorias triangulares, mui-
tas vezes chamado Teorema de Brown-Neeman, que fornece condi¢fes necessérias e
suficientes para que um funtor triangular seja representavel, pode concluir a Dualidade
de Grothendieck como uma consequéncia imediata até mesmo para o caso ndo Noethe-
riano. No entanto, como no contexto do Teorema de Brown é essencial que a categoria
triangular admita somas diretas, torna-se necessario trabalhar com categorias derivadas

nao limitas.

The point of this article is that Grothendieck duality is very easy
to prove by homotopy theoretic techniques. It is an immediate
consequence of Brown representability.*

(THE GROTHENDIECK DUALITY THEOREM VIA BOUSFIELD’S TECHINIQUES AND BROWN
REPRESENTABILITY, 1996, p. 208)

Assim, este trabalho busca construir categorias derivadas ndo limitadas a partir
de uma categoria abeliana e desenvolver uma teoria que permita o calculo de funtores
derivados nessas categorias. Na sequéncia, visa um estudo dos métodos de demonstra-
¢do apresentados no artigo de Neeman [17], objetivando apresentar a demonstracdo do
Teorema de Dualidade de Grothendieck via Representabilidade de Brown.

Tendo em vista tais objetivos, podemos detalhar o contetido apresentado no
trabalho da seguinte maneira.

Ver nota histérica em [19], pagina 1.

A construgdo aqui apresentada é complicada e indireta e ndo é valida sob condi¢des tdo gerais como seria de
esperar. Serd sem divida necessaria uma nova ideia para introduzir simplificagdes substanciais.

O ponto deste artigo é que a dualidade de Grothendieck é muito facil de provar por técnicas teéricas de homo-
topia. E uma consequéncia imediata da representabilidade de Brown.
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Capitulo 2. Na primeira parte, visando tornar o texto mais acessivel, sdo introdu-
zidas nogoes gerais de Teoria de categorias, como categorias e funtores, transformagdes
naturais, adjuncao entre funtores, representatividade, limites e colimites. Na sec¢do 2.4,
define-se Categorias Aditivas e Abelianas por exemplo a categoria de médulos, grupos
abelianos ou feixes de grupos abelianos . Em seguida, com o objetivo de langar mao de
ferramentas poderosas da teoria de homotopia, definimos Categorias Triangulares, que
foram concebidas por Dieter Puppe e Verdier, como uma categoria abeliana munida
de um funtor de translagdo e uma familia de tridngulos distintos satisfazendo certos
axiomas. E tratamos do sofisticado processo de localizagdo de categorias por um sis-
tema multiplicativo, inspirado pela operagdo de localizagdo de anéis. O resultado mais

importante do Capitulo é o Teorema da Representabilidade de Brown.

Capitulo 3. O capitulo é dedicado a construcdo de categorias derivadas que
podemos resumir do seguinte modo. Comegando com uma categoria abeliana C, consi-
deramos a categoria C(C) de complexos de C. Identificando os morfismos homotopica-
mente nulos em C(C) com o morfismo nulo obtemos a categoria K(C) de homotopia de
C, e como vantagem, temos que muitos diagramas que ndo comutavam em C(C) agora
comutam em K(C). Além disso gostariamos de “enriquecer” essa categoria de modo
que morfismos de complexos que induzem isomorfismos na cohomologia tornam-se
isomorfismos de complexos. Com esse proposito, localizamos a categoria K(C) por um
certo sistema multiplicativo, e assim, obtemos D (C). Como consequéncia dessa cons-
trugdo temos que D (C) é uma categoria triangular. Na sequéncia, definimos funtores
derivados a direita e a esquerda e fornecemos métodos de calcular essas derivagdes
através de resolugdes aciclicas e homotopicamente injetivas. A partir de entdo, podemos
apresentar e estudar nas se¢des 3.3 e 3.4 alguns funtores derivados particulares que sdo

de extrema importancia no desenvolvimento da Geometria Algébrica.

Capitulo 4. Verificaremos, através do Teorema da Localizagdo de Thomason, que
a categoria de feixes quase coerentes de Ox-moédulos sobre um esquema separado X
cumpre as hipéteses do Teorema de Brown, isto é, é compactamente gerada. Como no
capitulo anterior foi provado que, para todo morfismo separado de esquemas f : X —
Y, o funtor derivado a direita da imagem direta, R f., respeita coprodutos, concluiremos
a existéncia de um funtor adjunto a direita que denotamos por f'. Finalmente, demons-
traremos na segdo 4.3 a versdo para feixes dessa adjuncdo, conhecida como Dualidade
de Grothendieck.

Os pré-requisitos do trabalho se concentram em resultados e conceitos de Geo-
metria Algébrica, pois é assumido uma familiaridade com a linguagem de esquemas
e feixes. Todos esses resultados podem ser encontrados no Capitulo II de [10], assim
como em [8] e [9]. Os conceitos de Teoria de Categorias presentes no Capitulo 1 foram
baseados em [21] e principalmente em [15], além do excelente tratamento de Categorias
Triangulares e Localizagdo feita em [18]. Para o Capitulo 2 a principal referéncia utili-
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zada foi [16]. Também foram consultados [11] e [4] assim como os capitulos 13 e 14 de
[15]. Por fim, o Capitulo 4 foi quase totalmente baseado nos métodos de demonstracdes
apresentados em [17].
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2 CATEGORIAS TRIANGULARES E REPRESENTABILIDADE DE BROWN

2.1 CATEGORIAS E FUNTORES

Definicdo 2.1.1. Um universo de Grothendieck U, ou simplesmente universo, é um conjunto

satisfazendo os sequintes axiomas:

1. x€elUey € x,entioy € U. (U é um conjunto transitivo);
2. x,y € Uentdo {x,y} € U;
3. x €U, entdo P(x) € U;

4. Se]eble(xi)ie[cu,entﬁou r; €U.

el

O Axioma de Tarski, ou axioma do universo, garante que, dado um conjunto z,

existe um universo U contendo z.

Axioma de Tarski: Para todo conjunto z, existe um conjunto y cujos membros incluem:
O conjunto z, todo subconjunto de cada membro de y, o conjunto das partes de cada

membro de y e cada subconjunto de y com cardinalidade menor que y.

Para uma apresentagdo completa do conceito de universo ver exposé I em [1].

Definicao 2.1.2. Uma categoria C consiste de um conjunto de objetos, Obj(C), para cada
X, Y € Obj(C)" um conjunto de morfismos denotado por Home (X, Y') e uma lei de composigio
entre morfismos:

o : Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X, Z)
(fig)r—gof

que satisfaz
1. Associatividade: Dados f € Home(X,Y), g € Home (Y, Z) e h € Home(Z, W) temos
(hog)of=hol(gof)

2. Identidade: Para cada X € Obj(C) existe o morfismo identidade idx € Home (X, X) tal
que para todos f € Home(X,Y') e g € Home (Y, X)) temos

Joidx = f idxog=g.

1 Quando ndo houver prejuizo para a compreensao, escreveremos simplesmente X € C para significar X €

Obj(C).
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Um isomorfismo em C é um morfismo f : X — Y para o qual existe um morfismo g : Y —
X ondego f=idxe fog=idy. Dado uma categoria C definimos a categoria oposta C°P
por

Obj(C°?) = Obj(C), Homeor(X,Y) = Home(Y, X).

Onde a lei de composigdo é dada por f o°® g = g o f para todos f € Home(X,Y) e g €
Home (Y, X).

Definigao 2.1.3. Sejam C e C' duas categorias. Dizemos que C' é uma subcategoria de C se
Obj(C") C Obj(C), Home (X,Y) C Home(X,Y)

para todo X,Y € Obj(C’), a lei de composigio em C' é induzida pela lei de composigio de C e o0s
morfismos identidade em C' sdo morfismos identidade em C. Dizemos que uma subcategoria C’
de C é plena se Home (X, Y') = Home (X, Y') para todo X, Y € Obj(C’).

Dado um universo U, gostariamos de sempre trabalhar com categorias onde
a colecdo de objetos e morfismos sdo conjuntos deste universo, é nesse sentido que
consideramos categorias menores que o universo U e formalmente temos a seguinte

definicao.

Definicao 2.1.4. Seja U um universo. Um conjunto X € U é chamado um U-conjunto. Um
conjunto Y isomorfo a um conjunto em U é dito pequeno em U ou U-pequeno. Uma categoria
C é uma U-categoria se para todo X,Y € Obj(C), Home(X,Y') é pequeno em U. Finalmente

diremos que uma U-categoria C é pequena em U, se Obj(C) for pequeno em U.

Denotamos por U-Set, ou simplesmente Set, a categoria dos conjuntos, cujos
objetos sdo todos os conjuntos que pertencem a U/, e Homge (X, Y') é o conjunto de todas
as fungdes f: X — Y € U.

Note que a nogado de categoria de conjuntos esta ligada a defini¢do de universo,
pois ndo existe uma categoria de todos os conjuntos, jd que a colegdo de todos os

conjuntos nao é um conjunto.

Alguns exemplos de categorias sdo, a categoria dos espagos topolédgicos Top
onde os morfismos sdo fungdes continuas, as categorias grupos Group, grupos abelianos
Ab, anéis Ring e corpos Field onde os morfismos sdo os respectivos homomorfismos.
Um conjunto Z com uma ordem parcial < pode ser associado a uma categoria / = (Z, <)

do seguinte modo

{i—j}sei<y

Obj(I)=T7 Homy (i, j) = { .
< caso contrario

Definicao 2.1.5. Dado C uma categoria. Dois morfismos f e g sdo paralelos se possuem o
mesmo dominio e contradominio, isto é f, g € Home(X,Y), neste caso escrevemos f,g: X =
Y.
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Um morfismo f € Home(X,Y') é um monomorfismo se para todos g1,92 : Z 2 Y,
fogi = fogyimplica gu = go. Ou seja, a aplicagio
(fo) : Home(Z, X) — Home(Z,Y)

é injetiva para todo Z € Obj(C). Denotamos esse fato escrevendo f : X — Y.

Um morfismo f € Home(X,Y') é um epimorfismo se para todos g1,92 1 Y = Z,
gi10 f = gso fimplica . = g2. Ou seja, a aplicagdo

(of) : Home(Y, Z) — Home (X, Z)
é injetiva para todo Z € Obj(C). Ou ainda, f°P : X°P — Y°P é um monomorfismo.

Definicao 2.1.6. Sejam duas categorias C,C'. Um funtor F : C — C' é uma regra que associa
um elemento F(X) € Obj(C’) para todo elemento X € Obj(C) e um morfismo F(f) €
Home/ (F(X), F(Y)) para cada f € Home (X, Y') respeitando as leis de composigdo. Isto é

F(idx) =idrx), paratodo X €C.
Flgo f)=F(g)oF(f), paratodo f € Home(X,Y)eg € Home(Y, Z).
Seja C" uma categoria. Um funtor F : C x C' — C" é chamado de bifuntor.

Defini¢ao 2.1.7. Um diagrama em uma categoria C é um funtor o : I — C cujo dominio é

uma categoria pequena chamada categoria de indices.

Observacao 2.1.1. Em razdo da definicdo de funtor, a nogio de diagrama comutativo pela
Definigido 2.1.7 coincide com a nogio usual de diagrama comutativo. De fato, usualmente,

dizemos que um diagrama
f

A——B
‘| |
C D

com objetos e morfismo na categoria C comuta, se ho f = k o g. Assim, como o0s objetos na

_ 5

k

categoria I ndo desempenham papel significativo nessa questdo, podemos tomar a categoria
I como um grafo direcionado onde subgrafos do tipo ~° >, denotam pela seta horizontal a

composigdo das duas setas superiores. De modo que, podemos considerar o diagrama o : I — C

dado por
e oo « A"f B
J\J 4 |
o — O C"D

k

Jd que o é um funtor, deve respeitar composigoes, assim ho f = ko g.
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Definicao 2.1.8. Sejam C e C’ categorias e X e Y objetos de C. Dizemos que o funtor F : C —
C' é pleno, respectivamente fiel, se a aplicagio

Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y))

for sobrejetiva, respectivamente injetiva. Assim, F é plenamente fiel se F é pleno e fiel. Dizemos
que F é essencialmente sobrejetivo se, para todo objeto X' € Obj(C’) existir X € Obj(C) tal
que F(X) ~ X' em C'. Finalmente, F é uma equivaléncia de categorias se for plenamente
fiel e essencialmente sobrejetivo.

Definigao 2.1.9. Sejam F,G : C — C' dois funtores. Uma transformagdo natural o : F —
G, é a colegdo de morfismos (¢x)xec € Home (F(X),G(X)), tal que

G(f) owx =@y o F(f)

para todos X,Y € Obj(C) e todos os morfismo f : X — Y € Home(X,Y). Isto é, o sequinte
diagrama comuta

F(X) G(X)
() j lg(f)
FY) —2 L gy).

Dizemos que ¢ é um isomorfismo natural se todos os px sdo isomorfismos em C.
Dado duas categorias C e C', definimos Ft(C,C'") a categoria dos funtores de C para C'. Assim,
dados dois funtores F,G : C — C', Hompyccry(F, G) € 0 conjunto de todas as transformagoes
naturais de F para G.

2

Segue das defini¢cbes que se C é U-pequena e C' é uma U-categoria entdo os
conjuntos Hompy(c ¢y (F, G) sdo pequenos em U e, portanto, Ft(C,C’) é uma U-categoria.

Definicdo 2.1.10. Denotamos por {pt} o conjunto contendo somente um elemento, pt. Assim,
dado uma categoria C e objetos quaisquer Z,T € Obj(C) dizemos que I é um objeto inicial
se para todo Y € Obj(C), Hom¢(Z,Y) ~ {pt}. Dizemos que T é um objeto terminal se
Home (Y, T) ~ {pt}, isto é, T é inicial em C°P.

Exemplos, na categoria Set o conjunto vazio @ é um objeto inicial, ja que para
todo conjunto X, Homge (@, X) = { — } e todo conjunto contendo um tinico elemento,
{pt} é um objeto terminal. A categoria Field ndo possui objeto terminal ou inicial. De
fato, homomorfismos de corpos preservam a caracteristica, logo ndo existe homomor-

tismo entre corpos de caracteristicas diferentes.

2.2 LEMA DE YONEDA E FUNTORES ADJUNTOS

Sejam U um universo e C uma U-categoria. Cada objeto X € Obj(C) define
naturalmente os funtores Hom do seguinte modo.
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1. Funtor Hom Contravariante

Home (e, X) : C°° —— Set
Y ——— Home(Y, X)
f:Z-Y ——— Home(f, X) : Home (Y, X) — Home(Z, X)
g ——gof

2. Funtor Hom Covariante
Home(X, ¢) : C —— Set
Y ——— Home(X,Y)

f:Y > Z ——— Home(X, f) : Home(X,Y) — Home (X, Z)
g —— foyg

Frequentemente denotamos Hom( f, X') simplesmente por (of) e Hom¢ (X, f) por (fo).
Ja que Home(X,Y) € U para todo X,Y € Obj(C) temos que Hom(X,Y) € Set,

e portanto os funtores acima estdo bem definidos.

Defini¢do 2.2.1. Denotamos por Cj; a categoria dos funtores de C°P para U-Set e por C;; a
categoria dos funtores de C°P para U-Set’™. Isto é

¢ = Ft(C°, U-Set).
C) = Ft(CP,U-Set™) ~ Ft(C,U-Set)*.

Quando ndo for necessdrio destacar o universo U escrevemos simplesmente C" e C”.
Assim podemos definir os funtores de Yoneda como

he :C—Cf; X +— Homge(s, X),
ke:C—C); X+ Home(X, ).
Observacao 2.2.1. Existe um isomorfismo de categorias
CY ~ Ft(C, Set)® ~ Ft((C°)°P, Set)® = (C°P)N”

Definicdo 2.2.2. Sejam C uma categoria e X um objeto de C. Dizemos que um isomotrfismo
F(X) ~ G(X) € funtorial em X, quando vale para qualquer X € Obj(C), isto é, quando
F~G.

Teorema 2.2.1 (Lema de Yoneda). Para qualquer funtor F € C" e para cada X € Obj(C)
existe um isomorfismo natural, com relagioa F ea X.
Homen (Home (s, X), F) —— F(X) 2.1)
(2 — @X(ZdX)

Do mesmo modo, dado G € C¥ e X € C existe um isomorfismo natural

—

Homev (G, Home (X, o)) —— G(X) (2.2)
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Demonstragio. Pela Observagdo 2.2.1, é suficiente mostrar o primeiro isomorfismo. Inici-
almente, podemos definir o mapa ¢ : Homen (he(X), F) — F(X) como a composi¢do ¢
— @x — px(idx). Agora, para mostrar o isomorfismo queremos definir um morfismo
inverso para ¢

11) . f(X) — HOHICA (hc(X), .F)

s —— (P(s)y)veonje)

Nesse sentido, para cada elemento s € F(X) e Y € Obj(C) basta definir de maneira

natural o seguinte morfismo

P(s)y : Home (Y, X) — Homse(F(X), F(Y)) — F(Y)

(2.3)
fo— F(f) — F(f)(s)

Vamos verificar que \(s)y é uma transformacdo natural, isto é, dado g : Z — Y temos

um diagrama comutativo.

Home(Y, X) —2 0 F(Y)
Home(g, X) l F(g)
Pz

Home¢(Z, X) —— F(2)

O que segue diretamente da defini¢do

Uz o Home (g, X)(f) = W(s)z(go f) = Flgo f)(s) = Flg) o F(f)(s) = Flg) o by (s)(f)-

Concluimos que \ estd bem definida. Dados s € F(X) e ¢ € Homen (he(X), F) temos

do(s) = d((s)) =W(s)x(idx) = Flidx)(s) = idrx)(s) = s.

Yo d(p) =(px(idx)) = (W(px(idx))y)yeonjc) = (f — F(f)(pxidx))yeonic)
(;) (f — SOY(f))YeObj(C) = p.

Onde f € Home (Y, X) é um mapa que depende de Y e onde na igualdade () usa-se a

naturalidade de ¢, isto é, para todo f € Hom¢ (Y, X) temos F(f)opx = ¢y oHome(f, X).

Para verificar a naturalidade do isomorfismo com relagdo a F, seja dado uma
transformacao natural § : F — G em C”". Esta induz os morfismos o : Hom(h¢(X), F)
— Hom(h¢(X),G) e Bx : F(X) — G(X) de modo para todo a € Hom(he(X), F) temos
bg(foa) = (Boa)x(idy) = Bx(ax(idx)) = Bx o dx(a), isto é, o seguinte diagrama

comuta.

Hom(he(X), F) 2+ F(X)

| o

Homc(hc(X>, g) - g(X)
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Do mesmo modo, verificamos a naturalidade em relagdo ao objeto X. Dado f : X
— Y, temos induzido os morfismos — o (fo) : Hom(he(X),F) — Hom(he(Y),F) e
F(f): F(X)— F(Y), de forma que para toda transformagdo natural « € Hom(ho(X), F)
temos F(f) o dx(a) = F(flax(idx)) = ay(f) = ay o (f o idy) = (a0 fo)y (idy) =

¢y (ao fo). Assim, para todo f : X — Y temos um diagrama comutativo.

Hom(he(X), F) ~% F(X)

—oU@J )

Home(he(Y), F) ~% F(Y)

O que conclui a demonstragao. O]

Coroldrio 2.2.1. Dado uma categoria C, os funtores h¢ e k¢ sio plenamente fieis.

Demonstragio. Para cada X,Y € C usando o lema de Yoneda, obtemos as seguintes
bijecdes

Homen (he(X), he(Y)) =~ he(Y)(X) = Home (X, Y)

HOIIlcv (kc (X), k’c(Y)) ~ k’c(X)(Y) = HOHIC (X, Y)

Assim, usando a defini¢do, vemos que h¢ : C — C" e k¢ : C — CV sdo plenamente fieis.
O

Observacao 2.2.2. Como o funtor he é claramente injetivos o Coroldrio 2.2.1 permite visualiza-
lo como uma imersio C — C" sendo hc(C) subcategoria plena de C*. O que justifica o abuso de
linguagem ao dizer que existe um isomorfismo entre um objeto de X € C e um funtor F € C",
significando que existe um isomorfismo he(X) ~ F. O mesmo vale para o caso covariante.

Corolario 2.2.2. Seja F : C — C'* um funtor. Se F(X) é isomorfo a um objeto Y de C' para
todo X € Obj(C), entdo existe um tinico funtor Fy : C — C', a menos de isomorfismo tinico, tal

que F >~ her o Fy.
f

C//\
X J‘ her
CI

Seja 0y : F ~ h¢ o Fy o isomorfismo do Coroldrio 2.2.2 acima, a unicidade de F

C

significa que, dado mais um objeto F; tal que exista 6, : F ~ h¢ o F;, entdo existe um

tnico isomorfismo 6 : Fy — F; tal que 6; = (h¢ 0 6) o 6.

Demonstracio. Por hipétese, para cada X € C existe Y € (' tal que existe um isomor-
fismo px : Y = F(X), entdo definimos Fy(X) = Y. Dado um morfismo f : X — X’

na categoria C definimos Fy(f) como a seguinte composi¢ao
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ox F(f) Py
Fo(f) : Fo(X) = F(X) — F(X') = Fo(X').

Agora, segue diretamente da defini¢do que F(idx) ~ idr(x) implica Fy(idx) ~ idr,(x)-
Do mesmo modo, dado uma composi¢do go f : X — X' — X" de morfismos em C

temos
Folgo f)=exnoF(go f)owx =gxno(F(g)oF(f))oex
= (xn 0 F(g) 0 pxr) o (¢ 0 F(f) 0 px) = Folg) o Folf).
De onde segue que F, como definido acima, é um funtor. O

Definicdo 2.2.3. Dizemos que um funtor F : C — Set é representdvel por um objeto X
de C se existir um isomorfismo F ~ Home (e, X) = he(X) se F for contravariante ou F ~
Home (X, o) = ke(X) se F for covariante.

Notemos que, ¢ é um isomorfismo natural entre funtores representados por

objetos X,Y de C se, e s6 se, px(idx) é um isomorfismo entre esses objetos na categoria
C.

Corolario 2.2.3. Um objeto que representa um funtor é iinico a menos de isomorfismo tinico.

Demonstragio. Suponha F : C°® — Set um funtor contravariante representavel por dois
objetos X, Y. Isto é

Seja, ¢ : he(X) — he(Y) o isomorfismo natural. Pelo Lema de Yoneda

Homen (he(X), he(Y)) — Home(X,Y) (2.4)
(2 — QPx (de)

Logo, sendo ¢ um isomorfismo em C", obtemos o seguinte isomorfismo em C, ¢ x (idx) :
X =Y. Além disso, segue diretamente do Lema de Yoneda a unicidade de px (idx).
O

Definicao 2.2.4. Uma propriedade universal de um elemento X € C é expressa como um
funtor representdvel F munido de um elemento universal s € F(X) que define, pelo lema de
Yoneda (2.3), um isomorfismo natural \(s) : Hom(s, X') = F, caso F seja contravariante, ou
P(s) : Hom(X, ») = F, caso F seja covariante.

Exemplo 2.2.1 (Propriedade universal do produto tensorial). Sejam A um anele N, M &
Obj(Mody). Denotamos por B(N x M, «) o funtor que associa cada A-médulo L ao conjunto
B(N x M, L) das transformagdes bilineares de N x M para L, e cada morfismo de A-modulos
f + L— P o morfismo (fo) : B(N x M,L)— B(N x M, P). Notemos que o funtor
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B(N x N, ) : Mod, — Setesta na categoria (Mod4")°P. Entio o isomorfismo (2.2) é escrito

do seguinte modo
B(N x M, L) ~ Hompog,v (Hompod, (L, *), B(N x M, «)).

Para todo A-médulo L. O produto tensorial N © 4 M pode ser definido como o objeto em Mod

que representa o funtor B(N x M, «). Desse modo, temos o sequinte isomorfismo

¢ : Homppog, (N @r M, ¢) = B(N x M, ).

Denotamos por @ = pnem(idygy) € B(N x M, N ® M) o elemento universal
associado ao isomorfismo ¢ pelo Lema de Yoneda. Assim, dado um A-médulo L e um mapa
f € B(N x M, L) existe um iinico f' = ¢~ *(f) = Y(®)7'(f) € Hom(N ® M, L) tal que,
usando a naturalidade de \p(®), temos o segquinte diagrama comutativo.

&
Hom(N ® M, N & M) Y | BN « M, N @ M)
f/ol lf’o
P(®
Hom(N ® M, L) () B(N x M, L)

Tomando a identidade id ngp no diagrama acima temos

f=0(@)(f") = 0(®)L(f oidneom) = f oW (®)venm(idven) = folidyeno®) = fo®.

O que define a propriedade universal do produto tensorial que pode ser enunciada do sequinte
modo; Para todo A-médulo L e todo mapa bilinear f : N x M — L existe um iinico mapa
f'*N®@M — Ltal que f = f' o ®. E que pode ser visualizada como o seguinte diagrama

comutativo.

N x M d > L

®l , v--’a'!bf;“
N&®M

Definicao 2.2.5. Dados dois funtores L : C — C' e R : C' — C, dizemos que (L, R) é um par
de funtores adjuntos, L é um funtor adjunto a esquerda de R e R é adjunto a direita de L se
existir um isomorfismo natural entre os sequintes bifuntores

HOIIl@(L('), ') i Homc(-,R(-)) (25)

isto é, paracada Y € C' e X € C temos um isomorfismo, Home/ (L(X),Y) >~ Home (X, R(Y)),
natural em ambas varidoveis.
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Vamos analisar a hip6tese da naturalidade do isomorfismo (2.5), para isso uti-
lizamos a notagdo f*: L(X) —Y e f*:X — R(Y) para denotar dois morfismos
correspondentes sob a bijecdo (2.5). Pela Defini¢do 2.1.9 da naturalidade em C’, para
todo morfismo £ : Y — Y”, obtemos o seguinte diagrama a esquerda e da naturalidade

em C, para todo morfismo h : X’ — X, obtemos o diagrama a direita

Home (L(X),Y) —— Home/ (X, R(Y)) Home(L(X),Y) —— Home (X, R(Y))
l ko l R(k)o l oL(h) l oh (26)
Home (L(X),Y") —— Home(X, R(Y"))  Home(L(X'),Y) —— Home(X’, R(Y))

Assim, a comutatividade dos diagramas em (2.6) garante, respectivamente, as seguintes

afirmacoes.

(1) Dados f*: L(X) —Yek:Y — Y’ existe (ko f*) : L(X) — Y’ tal que (ko f*)* =
R(k)o f.

(2) Dados f* : L(X)—Y eh : X — X/, existe (f* o L(h)) : L(X') —Y tal que
(fro L)y = foh

O que obtemos até agora pode ser dualizado, isto é, tomando k : Y’ — Y eh : X
— X' na hip6tese de naturalidade do isomorfismo (2.5) obteremos os diagramas em

(2.6) com setas invertidas. Assim, concluimos as propriedades:

(3) Dados ¢ : X — R(Y') ek : Y —Y, existe (R(k) o ¢’) : X — R(Y) tal que
(R(k) o ¢’)F = ko g

(4) Dados ¢’ : X' — R(Y)ek: X' — X, existe (¢°oh) : X — R(Y) tal que (¢’ o h)* =
g* o L(h).

Podemos usar essas propriedades para demonstrar o seguinte Lema.

Lema 2.2.1. Seja (L, R) um par de funtores adjuntos. A naturalidade do isomorfismo (2.5)
implica na afirmagio de que dados os seguintes diagramas em C' e C respectivamente

Lx)—r .y X —" Ry
L(h) j u l K h J b l R(k) 2.7)
LX) —2— vy X’ R(Y")

o diagrama a esquerda comuta se, e somente se, o diagrama a direita comuta.

Demonstragdo. Como (L, R) sdo funtores adjuntos, sdo validas as igualdades acima.

Entdo, supondo que o diagrama da esquerda comute, isto é k o f* = g% o L(h), segue que

Rk)o f* 2 (ko ff = (¢Fo L(n)) Z g oh.
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Dualmente, supondo que o diagrama da direita comute, isto é R(k) o f> = ¢’ o h,
temos que
ko f# 2 (R(k)o ) = (¢ o h)F € ¢ o L(h).

]

Teorema 2.2.2. Sejam C,C’ duas categorias. Um funtor L : C — C' admite adjunto a direita
se e somente se o funtor Home/(L(«),Y") é representdvel para cada Y € C'. De modo similar,
um funtor R : C' — C admite adjunto a esquerda se e somente se o funtor Home (X, R(+)) é

representdvel para cada X € C.

Demonstragio. A ida das asser¢des segue diretamente da defini¢do, entdo basta mostrar

a volta. Dado um funtor L : C — C’ definimos de forma natural o seguinte funtor

L,.C'——(C"
Y —— Home (L(#),Y) : CP — Set.

Para cada Y € C’, suponhamos que L.(Y) é representavel e seja X € C o objeto que o
representa. Isto garante a existéncia de um isomorfismo de funtores h¢(X) ~ L.(Y).
Assim, aplicando o Coroldrio 2.2.2 existe um tinico funtor R : (' — C tal que L. ~ h¢oR,
de onde segue que paracada X € CeY € ('

Home/(L(X),Y) ~ L.(Y)(X) =~ (he o R)(Y)(X) ~ Home(X, R(Y)).

Concluimos que R é adjunto a direita do funtor L.

De modo similar, dado um funtor R : ' — C definimos o funtor

R,:C——C"
X —— Home(X, R(+)) : C' — Set.

Assim, seguindo o mesmo argumento concluimos que existe tinico L adjunto a esquerda
de R. O

Dados X € C,Y € (/, suponha, (L, R) um par de funtores adjuntos. Aplicando
primeiro X e L(X) no isomorfismo (2.5), e depois R(Y) e Y, temos

Home/ (L(X), L(X))

~ Home (X, R(L(X))). (2.8)
Home/(L(R(Y)),Y) ~ Home(R(Y), R(Y)).

(2.9)
Assim, o primeiro isomorfismo leva o morfismo identidade id;x) em um morfismo

ex : X — RoL (X) e, do mesmo modo, a inversa do segundo isomorfismo leva a

identidade idgy) em um morfismo 7y : Lo R (Y) — Y. Notemos ainda que essa
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identificagdo independe dos objetos X e Y, logo se tratam de morfismos funtoriais que

definem os seguintes morfismos de funtores
€:ide — RoL (2.10)
n: LORHZ'dC/, (211)

onde chamamos ¢ e 7, respectivamente, de unidade e co-unidade da adjun-
¢do entre L e R. Note que, comparando essas constru¢des com a feita no Exem-
plo 2.2.1, e levando em conta o Teorema 2.2.2, podemos entender a unidade e a co-
unidade como elementos universais relacionados respectivamente aos isomorfismos
Home (X, R(+)) = Home(L(X), ) e Home (L(e),Y) = Home(e, R(Y)).

O Teorema 2.2.3 abaixo, mostrara que todo par de funtores adjuntos esta re-
lacionado com transformagdes naturais ¢ e 7. Assim, dizemos que (L, R, ¢,7) é uma

adjuncao.

Teorema 2.2.3. Sejam L : C — C' e R : C' — C dois funtores munidos das transformagoes
naturais € e 1 definidas em (2.10) e (2.11). Entdo (L, R) é um par de funtores adjuntos se, e
somente se, as tmnsformagﬁes naturais

(noL)o(Loe): L —— LoRoL —— L (2.12)
(Ronp)o(eoR):R——> RoLoR—— R (2.13)
sdo respectivamente isomorfas a idy, e idp.
Demonstragio. Supondo que (L, R) é um par de funtores adjuntos. Por construcao, para
todo X € C temos (z'dL(X))b =ce(noL(X)) = (nL(x)) = tdrr(x)- Logo temos, através

da adjuncédo e pelo Lema 2.2.1, uma equivaléncia entre a comutatividade dos dois

diagramas abaixo.

idp(x) ex

L(X) L(X) X RL(X)
Losxl lidL(X) EXJ ‘ lidRL(X) (214)
LRL(X) —, 1(x) RL(X) ~2, prx)

Como o diagrama da esquerda comuta, segue a comutatividade do diagrama da direita.
Além disso, como a construcao é funtorial em X, obtemos a igualdade (no L) o (Lo¢e) =
idy,.

De modo dual, notando que (idzry))’ = ery) € que (ny)’ = idgry, obtemos
através da adjunc¢do e do Lema 2.2.1 a equivaléncia entre a comutatividade dos seguintes
diagrama para todo Y € C’s.

idrRr(y) ER(Y)

LR(Y) LR(Y) R(Y) RLR(Y)
idLR(y) J J ny idr(y) J ' J Rony (2.15)
LR(Y) —" . (v) R(Y) —2 . Ry
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Como o diagrama a direita comuta para todo Y temos que o diagrama da esquerda
comuta para todo Y. Assim concluimos que (Ron) o (¢ o R) = idp.

Reciprocamente, vamos verificar a adjunc¢do entre L e R mostrando que as

seguintes composi¢oes

Home (L(X),Y) % Home(RL(X), R(Y)) -5 Home (X, R(Y)) (2.16)
Home (X, R(Y)) - Home/ (L(X), LR(Y)) 25 Home (L(X),Y) (2.17)

sdo inversas uma da outra. De fato, dado f* : L(X) — Y temos, pela naturalidade da

transformacdo 7 : L o R — idp 0 seguinte diagrama comutativo

NL(x)

LRL(X) L(X)
LR(f%) l lfu (2.18)
LRY) —" .y

De onde segue que

2.18 2.12
ny o L(R(f*) o ex) = ny o LR(f*) o L(ex) "= ff o nyxy 0 ex = f.

Do mesmo modo, dado f* : X — R(Y) verificamos, utilizando a naturalidade de ¢ e a
hipétese, que R(ny o L(f*)) oex = R(ny) oer(Y) o f* = f°. O que conclui a prova. [J

L
Proposicdo 2.2.1. Sejam C,C’,C" trés categorias. Consideremos os sequintes funtores C =
R

L/
C'=C" Se(L,R)e (L' R) sdo pares de funtores adjuntos, entio (L' o L, R o R') também é.
R/

Demonstragio. Basta notar que paracada X € CeY & C” temos o isomorfismo natural
Homen (L'L(X),Y) = Home (L(X), B(Y)) = Home(X, RR'(Y)).

De onde segue o resultado. O

2.3 LIMITES E COLIMITES

Dado / uma categoria pequena em I{ podemos chamar de sistema direto qual-
quer funtor covariante o : [ — C e sistema inverso todo funtor contravariante 3 : I°?
—C.

Para definirmos limites em categorias arbitrarias primeiro precisamos definir
limite na categoria Set, para isso, notemos que um sistema projetivo 3 : I°> — Set é

um objeto na categoria I”.
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Defini¢do 2.3.1. Dado um funtor contravariante 3 : I°® — Set definimos o limite, lim 3,
como o conjunto
l(lglﬂ = HomlA(ptlAv B)7

onde pt ;. denota o funtor constante em I, definido por pt;» (i) = {pt} para todoi € I.

Notemos que pt;» é um objeto terminal de /"*. Como primeira consequéncia da

defini¢do temos para cada ¢ € I uma aplica¢do

Homx (pta, 5) <> Homget(ptya (i), {{pt} — (1) } B(17) (2.19)

define o mapa lim J QLN H <1 B(1), induzindo a seguinte bijegdo.
lim 8 == T1(¢;) (1 )i € (@) = 2.20
i (¢:)(lim ) = { ! g para todo f € Homy(1, j) } (2.20)

De fato, definimos uma inversa construindo, para cada (z;);, uma transformagdo natural
p em I" definida por (p; : pt;(i) — x;);. Verificamos que dado f : i — j temos
pilidy (Ptsa (7)) = zi = B(f)(x;) = B(f)(p;(ptr(4))), logo p estd bem definida.

Definicao 2.3.2.

1. Dados funtores a : [ — C, 3 : I°® — C definimos os funtores colima € C” e lim3 € C"
como
colima : X —— lim Home(a(+), X) = lim (he(X) 0 a)

—

lim B : X —— lim Home(X, B(+)) = lim (k¢ (X) o 3)

2. Se esses funtores forem representdveis, chamamos de colimite e limite e denotamos
colima e lim 3 respectivamente seus representantes em C.
Ol L

3. Dado uma categoria pequena 1. Se para todo funtor o € Ft(I,C), colima é representdvel,
dizemos que C admite colimite pequeno, ou simplesmente admite colimite, indexado
por I. Bem como, se para todo funtor 3 € Ft(I°,C), lim 3 for representdvel, dizemos que
C admite limite pequeno, ou simplesmente admite limite, indexado por 1. Dizemos que
C admite colimite finito ou admite limite finito se os funtores forem representdveis e
a categoria [ for finita.

4. Desse modo os limites podem ser visualizados como os funtores:

colim : Ft(I,C) —C, a+— colima.

—

lim : Ft(I°?,C) —C, B limp.
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Segue da definicdo que se os funtores colima € C¥ e lim 3 € C" forem represen-

taveis, entdo temos os isomorfismos em C

Homg (colima, X) =~ lim Home (o, X), (2.21)
Home (X, lim 8) ~ lim Home (X, ). (2.22)

Podemos usar o Lema de Yoneda para caracterizar a propriedade universal
do colimite e limite. Sejam C uma categoria que admite colimite indexado por uma
categoria I e A o objeto de C que representa o funtor colima. Assim, obtemos o
isomorfismo

¢ : Home (A, «) = lim Hom(e, «) = Homya (pt;+, Home(ay, ).

Denotamos por ¢ o elemento universal, isto é, a transformacgdo natural (¢; : pt;a (i) —
Hom(a(7),.A))er tal que ¢ = p4(id4). De modo que, dado um objeto X de C e um
morfismo f € Homyn(pt;., Home (o, X)) que, em vista do isomorfismo (2.20), nada
mais é que uma famdlia (f; : a(i) — X);. Existe uma tnica f’ = o' (f) = w()"L(f) €
Home (A, X)) de modo que pela naturalidade de 1(¢) obtemos o seguinte diagrama

comutativo.
Y(1)a
Home (A, A) Hom;x (pt;a, Home (v, A))
" P
() x
Home (A, X) Hom; (pt;+, Home (o, X))

Onde tomando a identidade id 4 temos
F=0Wx(f) = 0(W)x(f 0ida) = f o (1) alida) = [0 (idao1) = [ o,

Do mesmo modo se C é uma categoria que admite limites indexados por I, o
limite fica caracterizado pela propriedade universal: Existe o elemento universal (p; :
lim 8 — (7)) tal que para todo objeto X € C e toda familia g; : X — f3(i), satisfazendo
as condigdes de compatibilidade naturais, existe uma tnica ¢’ € Hom(X, lim 3) tal que

g' o p; = g; para todo i € I. Essas propriedades podem ser visualizadas nos seguintes

diagramas.
a(i) f: s B(i)
. f o
as) colima > X X > lim 8 B(s)
() 7, 9; B(7)
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Proposicdo 2.3.1. Sejam I e J categorias pequenas e C uma categoria que admita limite e
colimite. Para todo bifuntor o : I x J° — C existe um morfismo candnico

colimlim (7, j) — lim colima(4, 5) (2.23)
Demonstragio. Ver [21] Lema 3.8.3, pagina 112. O

Exemplo 2.3.1. Considere a categoria (R, <), isto é, a categoria onde os objetos sdo niimeros
reais e Hom(z, y) tem um iinico elemento se x < y. Dado uma categoria pequena de indices
I e um diagrama o : I — (R, <) denotamos por X C R o conjunto a(Obj([l)). Entdo, se o

colimite existir em R seque da sua propriedade universal que

1. se x € X entdo existe v : x — colime, isto é, x < colima.

2. se ¢ < x para todo x € X, entdo existe (c — «(i)); logo existe um iinico morfismo

colima — c e portanto colima < c.
—> >

De onde concluimos que na categoria (R, <) o colimite de um conjunto é o supremo deste
conjunto. Do mesmo modo, vemos que o limite de um conjunto é o infimo desse conjunto. Além
disso, na categoria (R, <) onde R = RN {oo, —oo} temos que o limite e o colimite sempre
existem. Dado uma sequéncia de niimeros reais (z,)neny = = : N— R. Associamos a esta
sequéncia o bifuntor N x N > N - R. Entdo

liminf x,, = sup inf z,, = sup inf z,,, = colimlimx, ,,,.
n n>0 m>n n>0 m>0 n > ‘H

limsup x,, = inf sup x,,, = inf sup x,, 1, = limcolimx
+m n+m:
n n>0 m>n n>0 m>0 T m

Desse modo, segue da Proposicio 2.3.1 que para toda sequéncia (x,,)
liminf z,, <limsupxz,
Quando houver a igualdade dizemos que o limite da sequéncia lim x,, existe.

Definicado 2.3.3. Seja F : C — C' um funtor e I uma categoria pequena. Suponha que C admita
limite indexado por I. Dizemos que o funtor F comuta com colimite se para todo o : [ —
C se o funtor colim (F o ) € C" é representado por F (colima) na categoria C'. Do mesmo
modo dizemos que F comuta com limite se para todo 3 : I°? — C o funtor lim (F o 3) € C"
é representado por F(lim 3) na categoria C'.

Proposicdo 2.3.2. Seja C uma categoria e funtor F : C — C'. Se C admite colimite e F admite
adjunto a direita entdo F comuta com o colimite. Assim como, se C admite limite e F admite
adjunto a esquerda, entdo F comuta como o limite.
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Demonstragdo. Vamos mostrar a primeira implica¢do, sendo a segunda andloga. Seja
G : ¢’ — C o adjunto a direita de F. Entdo, paratodo Y € C' etodo a : I — C fazendo
uso dos isomorfismos (2.5) e (2.21) temos

Home/ (F(colimar),Y') >~ Home (colime, G(Y')) ~ lim Home (o, G(Y))
~ lim Home (F(a),Y) =~ Homer (colim F (), Y).

Como o objeto que representa um funtor é tinico segue que F(colima) ~ colim F(«). O

Definicao 2.3.4. Uma categoria I é discreta quando os 1inicos morfismos em I sio 0s morfismos
identidade id;, i € Obj(I). Assim, toda colegdo de objetos {X;};c; em C, pode ser visualizado
como um diagrama o : I — C indexado por uma categoria discreta I.

1. Definimos o coproduto de uma familia {A;} de objetos de C, denotado por [ [ X; como o
colimite
[TXi = colima, o € Ft(I,0).
iel

O elemento universal ¢ define os mapas v; : X; — [ X; chamados i-ésima coprojegio.

2. Definimos o produto de uma familia {X;} de objetos de C, denotado por || X; como o
limite
[[X:=lmB,  BeFuI™.C).
el

O elemento universal p define os mapas p; : [[ X; — X; chamados i-ésima proje¢io.

Usando a propriedade universal do limite temos que dado A € C com mapas
(fi + A— X;), existird um tnicoum f : A— [[ X, tal que f o; = f;. Do mesmo modo
que dado B € C e os mapas (g; : B — X;), existird um tnico g : [[ X; — B tal que
g © pi = Yi-

Home ([ X, A) — [[Home(X;, A)  Home(B, [[X;) — [[Home(B, Xi) (5 94y
X LoAr— (X; e Aier B [1X: (B £ Xi)ier

Dado uma categoria discreta / com apenas dois objetos Obj(/) = {0,1}. Se
a categoria C admite coproduto e produto finitos indexados por I, serdo denotados
respectivamente por XL X, e X x X;. Neste caso, podemos visualizar as propriedades
universais do coproduto e produto respectivamente como os seguintes diagramas.
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Definicdo 2.3.5. Seja por I = e==e g categoria consistindo de dois objetos e dois morfismos
paralelos, além das identidades. De modo que todo par de morfismos paralelos f,g: X =Y

pode ser visualizado como um diagrama o : [ — C.

1. Definimos o coequalizador de um par de morfismos paralelos f,g : X =Y como o
colimite Coker(f, g) = colima com a € Ft(I,C).

2. Definimos o equalizador de um par de morfismos paralelos f,g: X =Y como o limite
Ker(f,g) = limB com 8 € Ft(I°?,C).

Suponha que a categoria C admite colimite e limite finito, considere um par
f,9 : Xo = X definindo diagramas o € Ft(I,C) e 8 € Ft(I°?,C). Dado Y € C,
podemos fazer uso de (2.20) para expressar os isomorfismos (2.21) e (2.22) do seguinte
modo

Home (Coker(f, g),Y) =~ lim Home (o, Y')

~ {(u, v) € Home(X,Y) x Home(X3,Y)
u=vog

u=vef } (2.25)

~ {v € Hom¢(X1,Y) |vo f =vog}

Hom(Y, Ker(f,g)) ~ {u € Hom(Y, Xy) | fou=gou} (2.26)

Exemplo 2.3.2. Na categoria dos conjuntos, dado um objeto X € Set podemos considerar
x € X como um morfismo {pt} = X, onde {pt} é um objeto terminal. De modo que para todo
par de morfismos paralelos f, g : X =Y temos

Ker(f,g) ~ Hom({pt},Ker(f,g)) ~ {zx € Hom({pt},X) | fox =goux} (2.27)
~{r e X[ [f(x) =g(x)}.

O que remete a nogio habitual de equalizador.

O isomorfismo (2.25) nos leva a definir a seguinte propriedade universal do
coequalizador Coker(f,g) = L: Dado Y € C e um morfismo h : X; — Y tal que
ho f = hogentdo existe uma tnica k : L — Y tal que 1ok = h. A propriedade universal
do equalizador Ker(f, g) = K é obtida do mesmo modo pelo isomorfismo 2.26. Essas
propriedades ficam resumidas nos seguintes diagramas.

Y Y
al:k ik
X04>X14L>L KT’X();»Xl
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Observacao 2.3.1. Em consequéncia das propriedades universais, os mapas o : Home (L, o)
— Home (X, ) eop : Home(e, K') — Home(e, Xo) sdo ambos injetivos, de onde segue que

L é um monomorfismo e p é um epimorfismo.

Uma vez definidos produtos e equalizadores em uma categoria arbitraria C

podemos reescrever o limite na categoria Set como composicao dessas operagdes.

De fato, pelo isomorfismo (2.20), uma familia (z;) pertence a lim 3 se, e somente
se, para todo s : i — j na categoria Mor(/) onde os objetos sdo morfismos da categoria
I, B(s)(z;) = (x;). Podemos escrever as condi¢des de compatibilidades naturais do

limite em termos de s. Definindo os morfismos dominio e codominio como segue

d: Obj(Mor(I)) — Obj(I), (s:i—j)r—1i
c: Obj(Mor(I)) — Obj(I), (s:i—j)+—j.

temos, para todo s, um diagrama comutativo

Td(s)
T
{pty =7 Blels)) 75> Bld(s) B(s) 0 Te(s) = Ta(s)-

e assim, vemos que estas condi¢des identificam pares de morfismos paralelos em

[Tsemor(r) B(s). Entdo € natural, definir os morfismos paralelos

[Ts6) == 1I 5@ a:(zi)i— (

el b s€Mor(I) b: (xz)z
De modo que lim 3 ~ Ker(a, b) pois

Ker(a,b) el {(xz)z € Hﬁ(l)

el

a((x:)i) = b((%‘)z’)} ~ {(l’i)i € H/B(i)

Bs)(ws) = @ }

s € Homy (1, )
Esse resultado pode ser generalizado na seguinte proposigao.

Proposicao 2.3.3. Se uma categoria C admite coprodutos pequenos e coequalizadores para
qualquer par de morfismos paralelos, entiio C admite colimites pequenos. Explicitamente, para
todo diagrama o : I — C, temos

colima ~ Coker ( H a(d(s)) = Ha(z)) (2.28)
seMor([) iel

Do mesmo modo, se C admite produtos pequenos e equalizadores, entdo C admite limites pequenos.

Explicitamente, para todo diagrama 3 : I°° — C, temos

lim  ~ Ker (H s = 1 ﬁ(d(s))). (2.29)
(1)

i€l s€Mor
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Demonstragido. Vamos mostrar o resultado para o colimite. Dado um diagrama o : I —
C, para todo Z € Obj(C) temos

Home(colima, Z) ~ lim Home (o, Z) ~ Ker (HHom(a(i), Z) = H Hom(a(d(s)), Z))

el s€Mor([)

~ Ker <Hom (Ha(i), Z) = Hom ( I eas)), Z))

iel seMor(I)

~ Hom <Coker < IT ats) = Ha(i)) , Z).

s€Mor([I) el

De onde segue o resultado pelo Lema de Yoneda. O
Definicdo 2.3.6. Uma categoria I é filtrante se satisfaz as sequintes condigoes,

1. A categoria I ndo é vazia.

2. Paracadai,j € I, existem um objeto k € I, e morfismos i — ke j — k.

3. Dadas dois morfismo paralelos f,g : i = j, existe um morfismo h : j— k tal que
hof=hog.

Dizemos que I é uma categoria cofiltrante se I°P for filtrante.
Podemos reescrever a condicdo (2), na Defini¢do 2.3.6, do seguinte modo:

2’. Dados dois morfismos f' : i — j e f"i— k em [ existem [ € I e os morfismos
g:j—1¢" :k—ltalqueg of =g"of".

Ver [15] Lema 3.1.2, pagina 72.

Proposicao 2.3.4. Seja o : I — Set um funtor, onde I é pequena e filtrante. Definimos a
relagdo ~ no conjunto [ [, a(i) dada por

{ rea(i),yca(j), Is:i—kt:j—k
T~y
tal que o(s)(x) = a(t)(y)

Entdo a relagiio ~ é uma relagio de equivaléncia e colima ~ [ [, a(i)/ ~.
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Demonstragio. A reflexividade e a simetria sdo imediatas. Dados x; € a(i1), 2 € a(is)
e 3 € aiz), tal que 1 ~ x5 e 9 ~ 3. Entdo existem os pares de morfismo s; : iy — jj,

S9 119 Hjl ety: iQ*’jQ,tg . igﬂjg demodoque
a(s1)(z1) = a(s2)(z2), a(tz)(z2) = a(ts)(ws)

Como a [ é filtrante, existem u, e u, tal que o seguinte diagrama comuta.

. 51 .
T —> N

S2 UL

& uz 7

13— J2

3

ia

Temos a(uy 0 s3) = a(ug o ty). Logo a(u; o s1)(x1) = a(ug 0 $2)(xa) = a(ug o ta)(z2) =

a(ug o t3)(z3). Concluimos que z; ~ z3. Finalmente, dado um elemento [ € I temos que

(colima)(l) = lim Hom(a, 1) ~ { (s:)ier € | | Homser(a(i), 1)

~ { s € Homger(] [ (i), 1)

Como o objeto [ foi tomado arbitrariamente, o isomorfismo é funtorial e conclui-

mos que colima =~ [, a(i)/ ~. O

Teorema 2.3.1. Seja I uma categoria pequena. Entdo I é filtrante se, e somente se, o funtor
colim : Ft(/, Set) — Set comuta com o limites finitos. Isto é, para toda categoria finita J e
todo bifuntor o : I x J°° — Set o morfismo candnico

colim lim c (4, j) — lim colima(4, 5)
— <« «— —
i€l jeJ jeJ Tiel

é um isomorfismo.

Demonstragio. Ver [15] Teorema 3.1.6, pagina 74 ou [21] Teorema 3.8.9, pagina 114. [

24 CATEGORIAS TRIANGULARES

Definicao 2.4.1. Definimos uma categoria aditiva como uma categoria C que admite produtos
finitos tal que para todos X,Y € Obj(C), Home (X, Y') tem uma estrutura de grupo abeliano
com operagdo de grupo denotada por +, além disso, a lei de composigdo é bilinear. Dizemos que
um funtor F : C — C' é um funtor aditivo se para todos X,Y € Obj(C),

F : Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y))

é um homomorfismo de grupos.
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Observacao 2.4.1. A propriedade bilinear da lei de composicdo, garante que para todos os pares
f,f" € Home(X,Y) e g,9 € Home(Y, Z) de morfismos em uma categoria aditiva temos as
igualdades

go(f+f)=gof+golf, (g+g)of=gof+gof.

Além disso, para todos objetos X,Y € Obj(C) denotamos por 0xy o elemento nulo do
grupo Home (X, Y') onde para todo f € Home(X,Y') temos

Oxz=0yzof=0yz0(0xy+f)=0yz00xy +0yzo0f=0yz00xy

de modo que se justifica a notagdo 0 para o morfismo nulo de qualquer grupo Hom.

Assumimos ainda, a existéncia do objeto nulo 0 € Obj(C) definido como o objeto de C
tal que Home (0, X') = Home (X, 0) = {0} para todo objeto X. Isto é, 0 é um objeto terminal e
inicial em C.

Seja C uma categoria que admita limites e colimites, considere I e J duas ca-
tegorias pequenas e {X,};c; e {Y]}ics colecdes de objetos em C indiciados por [ e J
respectivamente. Entdo dado um morfismo f : [[ X; — [V}, pela propriedade univer-
sal do limite e colimite, existe uma tinica familia de morfismos (f;; : X; — Y}) (i jjcrxs
definida por f;; = p; o f o ¢; de modo que o diagrama abaixo comuta para todo par
(t,5) e I xJ

f
Hie[ X — Hjej Y}

Li I l Pj
fij

X; Y;

J

O que nos permite entender f como uma matriz cujas componentes sdo os mapas
fi;. Consideramos, assim, I e J categorias finitas e o morfismo definido pela matriz

identidade /d. Denotando por 1 o morfismo identidade id; quando ¢ € I.

Caso o mapa acima seja um isomorfismo entre produtos e coprodutos finitos em
C, |1 Xi ~ [ X serdo denotados por € X; e chamados de soma direta de {X}.

O Teorema 2.4.1 abaixo garante a existéncia da soma direta de toda colegéo finita

de elementos de uma categoria aditiva C.



36

Teorema 2.4.1. Seja C uma categoria aditiva. Entdo C admite coprodutos finitos e o morfismo,
definido para toda coleciio { X, };c; de objetos de C indexada por uma categoria finita I,

d:[[xi— [[ X [dw.:{ gdxi sei=j

sei # j

é um isomorfismo.

Demonstragio. Dado uma cole¢do {X;} de objetos de C, considere os mapas Id; ; : X; —
X, como definido acima. Entao, aplicando a pela propriedade universal do produto
para cada i, existe uma tnica u; tal que p, o uw; = Id, ;. De onde obtemos uma familia de
morfismos (u; : X; — [[ Xi);, com p; ou; = 1e pjou; =0 quando i # j. Além disso,

Pj © <ZU2 OPi) = Z(Pj ou;) 0 p; = pj = p; © idnx;,

1

para todo j € I. Logo, usando que p = (p;) € um epimorfismo, temos
> uiop = idnx,. (2.30)

Vamos verificar que o produto munido do elemento universal v ~ (u;) cumpre a
propriedade universal do coproduto. Dado um objeto Y de C e uma familia de morfismo
(fi : Xi — Y)ier, tomamos o morfismo f = > (f; o p;). Verificamos que, para todo j € [

fouj:ZfiopZ-ouj:fj.

Resta mostrar que f € inica. De fato, dado f': [[X; — Y tal que f' ou; = f;. Nesse
sentido, usando (2.30), temos

f=foidux, = o <Zuiopi) ZZf/OUz’OPi :Zfiopi =T
Assim, concluimos que C admite coproduto e [ [ X; é o objeto que representa [ [ Hom(.X;, «).
Logo existe um isomorfismo ¢ : Hom([[ X;, ) = [[ Hom(X;, «) = Hom([[ X}, »). De
onde segue pelo Lema de Yoneda, que Id : [[X; — [[X; = vnx, (idnx;) € um isomor-
tismo. Além disso, denotando por ¢ o elemento universal do coproduto, o isomorfismo

¢ é dado por (2.24) como ¢ = (ou) o (o)™, de modo que
idHXi — Z.dHX,L- ou=1Idor——](d

Isto é, Id o t; = u; logo Id; j = pj o Id o ;, 0 que fica ilustrado no seguinte diagrama.

Id
Hz’el X; > Hje[ Xj

il / | ps

X; X;
1d; ;

J

Deste modo, concluimos o resultado. O
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Assumindo que C é uma categoria aditiva, para cada par de morfismo paralelos
f,9: Xo=2Xieu:Y — Xytemos que fou = gouse,esése, (f—g)ou= fou—gou =
gou—gou=0ou. O quenos permite expressar o isomorfismo (2.26) como

Hom(Y, Ker(f,g)) ~ {u € Hom(Y, Xo) | (f —¢g) cu=0o0u}. (2.31)

O mesmo vale para o Coker(f, g). De modo que, torna-se natural considerar as

seguintes definicdes.

Definicao 2.4.2. Sejam C uma categoria aditiva, X e Y objetosdeC e f : X — Y. Considere
o morfismo 0 : X — 0 — Y. Definimos o niicleo de f, como o equalizador dos morfismos para-
lelos f,0: X =Y, Ker f := Ker(f,0). Do mesmo modo, definimos o conticleo do morfismo f
como o coequalizador dos morfismos paralelos f,0 : X =Y, Coker f := Coker(f,0).

Segue diretamente da defini¢cdo que se Ker f e Coker f existirem, entdo serdo os

objetos que representam respectivamente os seguintes funtores.
Ker(Home(+, f)) : Z+— Ker (Home(Z, X) — Home(Z,Y)) = {u € Home(Z, X) | fou = 0}
Coker(Home(f, »)) : Z — Ker (Hom(Y, Z) — Hom(X, Z)) = {u € Hom¢(Y, Z) | uof = 0}

Podemos deduzir da propriedade universal do equalizador a propriedade uni-
versal do ntcleo de um morfismo f : X — Y. Existe uma tnica p : Ker f — X tal que
fop=0eparatodomorfismo g : W — X com f o g = 0 existe tinica k tal que ko p = g.
A propriedade universal do conticleo é obtida do mesmo modo. Essas propriedades

ticam resumido nos seguintes diagramas.

X Y X Y Z
W .9 f f g 7
Wk, 0 0 Ak
Ker f Coker f

Notemos que Ker f ~ 0 se, e somente se, f é um monomorfismo. De fato, se
f é um monomorfismo, entdo Hom(W, Ker f) ~ {u € Hom(W, X)| fou = 0} ~ {0}.
Por outro lado, de Ker f ~ 0 entdo dado ¢1, 9, : W — X, temos f o g1 = f o go implica
fo(g1 —¢g2) = 0logo existe tnicak =0: W —0talque kop =0 = g; — go. Assim,
g1 = g2 e f é um monomorfismo. Deste modo, vemos que Ker p ~ 0. Similarmente, para
o conticleo temos que Coker f ~ 0 se, e somente se, f é um epimorfismo. De onde segue

que Coker ¢ ~ 0.

Definic¢ao 2.4.3. Seja C uma categoria aditiva que admita niicleos e coniicleos. Dado um
morfismo f : X — Y em C, denotado por p : Ker f — X e+ : Y — Coker f os respectivos
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elementos universais do niicleo e coniicleo de f, definimos a imagem de f, Im f e a coimagem de
f, Coim f respectivamente como

Im f = Ker(Y = Coker f), Coim f = Coker(Ker f -2 X).

Aplicando as propriedades universais do ntcleo e conticleo, obtemos um mor-
tismo canodnico u : Coim f — Im f. Pois como f o p = 0, existe tinica k tal que f = ko 7.
Agora, como (tok)oi =10 f =0e7éum epimorfismo, devemos ter . o k = 0. Logo
existe tinica v : Coim f — Im f tal que pou = k.

Ker f ’ X d Y & Coker f

b4

1

Coimfv Yo Im f

Definicao 2.4.4. Definimos uma categoria abeliana como uma categoria aditiva C que satisfaz

as seguintes condigdes

1. Para todo morfismo f € Home(X,Y'), Ker f e Coker f existem.
2. O isomorfismo candnico Coim f — Im f é um isomorfismo.

Observacao 2.4.2. Sejam C é uma categoria abeliana e X,Y € Obj(C). Se f : X —Y
é um monomorfismo, entdo Ker f ~ 0 de modo que Im f = Coim f = Coker(Ker f —
X) = Coker(0x : 0— X) ~ X, pois temos, para todo W, Hom(Coker(0x), W) ~ {u €
Hom(X,W)|u o 0x = 0} = Hom(X, W), pelo lema de Yoneda, Coker(0 — X) ~ X. Do
mesmo modo, se f for um epimorfismo entido Coker f ~ 0, logo Im f = Ker(Y — Coker f) =
Ker(0 — Y) ~ Y. Notadamente, se f é um monomorfismo e um epimorfismo, entio f é um

isomorfismo.

Sejam C uma categoria abeliana e X Ly 4 Zum par de morfismos em C tal
que g o f = 0. Entdo ImefYLZéomorfismonulo,poisgoﬁf =go(foks) =
0o ks = 0. Assim, existe tinico ¢ : Im f — Ker g tal que p; = p, o . Do mesmo modo
XLy, m g é o morfismo nulo, p, 0 kyo f = go f = 0 mas p, € um epimorfismo de
modo que k,; o f = 0. Logo existe tinica ) : Coker f — Img tal que k; = ¢ o ¢f. Assim,

temos um diagrama comutativo.

Im f 7 > Kerg

ki ~ Py Py
Pl | \Y/ g 7 (2.32)

Coker f v >Img

Notemos que ¢ é um epimorfismo e ¢ um monomorfismo.
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Definicdo 2.4.5. Um par de morfismos X > Y -4 Z ¢ exato se satisfizer as sequintes condi-
¢oes

1. go f = 0. Nesse caso dizemos que o par f e g é um complexo.

2. O morfismo natural Im f — Ker g é um isomorfismo.

Uma sequencia de morfismos é uma sequéncia exata se todo par de morfismos consecutivos é

exato.

Observacao 2.4.3. Note que, como f é um monomorfismo se e sé se Ker f ~ 0 temos que a
sequéncia 0 — X L.y éexataseesése féum monomorfismo. Do mesmo modo, X — Y —
0 é exata se, e so se, f é um epimorfismo.

. . ! g .
Notemos ainda quea sequéncia ) — X — Y — Z ¢éexata, se e somente se, X ~ Kerg.

. " ! g .
Assim como, a sequéncia X —Y — Z — (0 € exata se, e somente se, Y =~ Coker f.

Logo, para todo morfismo f : X — Y em uma categoria abeliana C, por definigio temos
as sequintes sequéncias exatas
00— Kerf—>X—Imf—0,

(2.33)
00— Imf — Y — Coker f — 0.

Vamos mostrar que existem outros critérios para a exatidao de uma sequencia.
Sejam C uma categoria abeliana X - Y -% Z um complexo em C. Seja u : Ker g —

Coker f como a composicdo ¢f o p,. Entdo existe uma sequéncia de epimorfismos
Im f = Keru v Ker(Y — Coker f) = Im f.

De fato, como u o ¢ = 1y o p; = 0 pela propriedade universal de Ker u existe uma tnica
e; : Im f — Keru tal que p, 0o e; = ¢ e, ja que, p é um epimorfismo, temos que e; é
um epimorfismo. Além disso, temos ¢y o p, © p, = w0 p, = 0, mas ¢y € monomorfismo,
logo p, © p, = 0. Pela propriedade universal da imagem, isto é, do ntcleo Ker(Y —
Coker f), existe tinica e, : Keru — Im f tal que p, o p, = Py o ey, de onde segue que e, é

um epimorfismo.

Assim, segue que Keru ~ Im f. Do mesmo modo, podemos mostrar que

Coker u ~ Im g. Além disso como C é abeliana, temos Coim v ~ Im u, de modo que

Imu ~ Ker(Coker f =% Coker u) ~ Ker(Coker f — Im g) (2.34)
~ Coker(Ker u 2 Ker g) ~ Coker(Im f — Ker g).

De modo que u = 0 se e somente se Im f ~ Ker g se e somente se Coker f ~ Im g.
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Lema 2.4.1 (Lema dos 5). Considere um diagrama comutativo onde as linhas sio complexos

X0 X! X? X3
N A
Yo y! Yy? &

onde X' — X? — X3 e Y" — Y — Y? sdo sequéncias exatas.

1. Se f° é um epimorfismo e f* e f? siio monomorfismos, entiio f* é um monomorfismo.

2. Se f3 é um monomorfismo e f° e f? sio epimorfismos, entdo f' é um epimorfismo.
Demonstragio. Ver [15] Lema 8.3.13, pagina 181. O

Observacao 2.4.4. O "Lema dos 5”cldssico pode ser enunciado como: Dado um complexo exato
[ Xt —Y parai=0,--- 4.

XO Xl X2 X3 X4

Pl

Y(] Yl YZ YS Y4

Se [0, f1, f3 e f* forem isomorfismos entdo f? também serd um isomorfismo.Ver [12], pagina
129. Este resultado é uma consequéncia direta do Lema 2.4.1 acima.

Lema 2.4.2 (Snake Lemma). Seja C uma categoria abeliana. Considere o diagrama comutativo
em C, onde as sequencias horizontais sdo exatas:

X’ X X 0
o, b
0 y ey Ly

Esse diagrama, induz a sequinte sequéncia exata:

fi g1
Keru — Kerv

Kerw —— Coker u —— Cokerv —> Coker w
Demonstragio. Ver [15] Lema 12.1.1, pagina 297. O

Definicao 2.4.6.

1. Sejam C e C' duas categorias abelianas. Dizemos que um funtor aditivo F : C — C' é
exato a esquerda se para toda sequéncia 0 — X' — X — X" exata em C a sequéncia

0 — F(X') — F(X) — F(X")
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em C', for exata. Dizemos que F é exato a direita e para toda sequéncia X' — X —

X" — 0 exata em C a sequéncia
FX) — F(X) — F(X") —0
for exata em C'. Dizemos que F é um funtor exato se é exato a esquerda e a direita.

2. Seja X € Obj(C). Dizemos que I é um objeto injetivo se o funtor Home/(s, I) for exato.
Dizemos que P é um objeto projetivo se o funtor Home (P, ) for exato.

Proposicao 2.4.1. Um objeto I C Obj(C) é um objeto injetivo se, e somente se, para todos
X,Y € Obj(C) e todo diagrama de linhas exatas

pode ser completado com um mapa h de modo a obter um diagrama comutativo.

Demonstragio. Como f é injetivo, Podemos tomar uma sequencia exata 0 — X Lysz7
— 0. Ja que Hom é sempre exato a esquerda, aplicando o funtor Hom(e, /) obtemos a

seguinte sequéncia exata

0 — Hom(Z,I) —— Hom(Y, /) —— Hom(X, I)

Assim, para que Hom(s, I) seja exato é necessario e suficiente que o mapa Hom(Y, I) —°~ Hom(X,
seja sobrejetivo, ou equivalentemente, que dado k : X — [ exista h : Y — [ tal que
foh=k.

O

Definic¢do 2.4.7.

1. Uma categoria com translagdo (C,T') é uma categoria C munido de uma equivaléncia de
categorias T : C = C chamado funtor de translagdo.

2. Um funtor de categorias com translagio, denotado por F : (C,T) — (C',T"), é um funtor
F : C— C' para o qual existe um isomorfismo F o T ~ T" o F.

3. Uma subcategoria com translagdo de (C,T') é um par (C',T") onde C' é subcategoria de C
e 1" é a restrigio do funtor T'a C'.

Denotamos T~ o funtor quase-inverso de T, isto é T o T~ ~ T ' o T ~ ide. Assim o funtor
composigio T™ =T o - -- o T, 1inico a menos de isomorfismo iinico, esta bem definido para todo
n € Z.
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Definicdo 2.4.8. Seja (C,T') uma categoria aditiva com translagdo. Um triangulo em C é uma

sequencia de morfismos

xtoy 2ty

Um morfismo de tridngulos é um diagrama comutativo

f h

X vy 2.z TX
il g n

X Y’ 7z TX'

Definicdo 2.4.9. Definimos uma categoria triangular (C,T'), como uma categoria aditiva
C com translagdo, munida de uma familia de tridngulos chamados tridngulos distintos que

satisfaz as propriedades TR 0 — TR 5 chamadas axiomas de categorias triangulares.

TRO: Um triangulo isomorfo a um triangulo distinto é distinto.
TR 1: Para todo objeto X € Obj(C),
XX —0—TX
é um triangulo distinto.
TR 2: Todo f : X — Y em C pode ser imerso em um triangulo distinto

xLy—z—-1Xx.
TR3: X >V % Z M TX 6 um triangulo distinto se e somente se Y =% 7 = TX YTy
for um triangulo distinto.

TR4: Dado dois triangulos distintos X 1>V — Z —TX e X' Ly 7 TX, um

diagrama comutativo

X Y
rt

pode ser imerso em um morfismo de tridingulos, ndo necessariamente inico.

TR 5: Sejam dados os tridngulos distintos

XxX-JI .y .,z TX

Yy 9,7 kX TY

X o,z Ly TX
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Entdo existe um triangulo distinto

Zl u Y/ v X/ w TZ/
tal que o sequinte diagrama comute

f h

X Y 7z TX
idx g U idrx
x TX
f idy v T(f) (2.35)
y gk TY
h l zdxfl T'(h)
Z! et Y s X - TZ!

Observacgao 2.4.5.

1. Dado uma categoria triangular (C,T'), o axioma TR 3 equivale a sequinte propriedade,

TR 3" : Um triangulo X Loy 9, 7 T X édistinto se, e somente se, 0s seguintes tridn-

gulos

" ~T(f) Ty f
v 2z xSty g x--yv-2.7

sdo distintos.
De fato, assumindo TR 3, para o primeiro triangulo temos um isomorfismo

h ~T(f
TX4>TY

Yg
| l Lo |
Yg

TX4>TY

Como a linha inferior do diagrama é um triangulo distinto a superior também serd, por

TR 0. Notemos que por TR 3 0 sequndo triangulo serd distinto, se e somente se

- g T
x Ly =ty TX

for distinto. Assim, basta notarmos que existe um isomorfismo

h
A TX
|,
A TX
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Jd que a linha inferior do diagrama é um triangulo distinto, seque de TR 0 que a superior
também serd, de onde concluimos que —T'Z — X — Y — Z é um triangulo distinto.

Para os dois casos, vale a volta seguindo o mesmo argumento.

2. Omitindo as identidades, o diagrama da propriedade TR 5 pode ser visualizado como o
seguinte diagrama octaédrico:

Onde o0s morfismos X *5Y denotam os morfismos X — TY .

Segue naturalmente das defini¢des acima a defini¢do de funtor triangular ou
d-funtor.

Definic¢ao 2.4.10.

1. Sejam Cy e Cy duas categorias triangulares, com Tj e Ty as respectivas translagdes. Um
funtor triangular covariante, ou um funtor que preserva tridngulos, é definido como um
par (F,0) onde F : C; — Cy é um funtor aditivo munido de um isomorfismo de funtores

§:FoT, = ThoF
tal que para todo triangulo distinto
X5Y - 5Z75NX
em Cy, o diagrama correspondente
F(x) b Fy) S F(2) SR 1 F(X)
é um triangulo distinto em C.

2. Seja C3 uma terceira categoria triangular com translagio Ts. Se (F,d1) e (G, d2) sdo
d-funtores, entdo
(QO]:,52051) 161*>CQ

é um o-funtor. Onde a composigdo 6, o 6, € definida por

GoFoli—2Go(ThoF)—2-Ty0Go F.
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3. Sejam (F,d1),(G,d2) : Cy — Co. Um motfismon : (F, 1) — (G, 62) um morfismo de

funtores triangulares é um morfismo de funtoresm : F — G tal que para todo objeto X
em Cy o seguinte diagrama comuta:

01(X)
fOTl(X> TQOF(X)
n(T1(X)) (X))
GoTi(X) 5200) Ty 0G(X)

Definicdo 2.4.11. Seja (C,T) uma categoria triangular. Um funtor cohomoldgico é Um

funtor aditivo F : C — D tal que para todo triangulo distinto X —Y — Z —T(X)em C,a
sequéncia F(X) — F(Y) — F(Z) é exata em D.

Observacdo 2.4.6. Se F é um funtor cohomolégico, dado um triangulo distinto X LY % 7 1 TX
pelo axioma TR 3 o sequinte triangulo é distinto

~T(f) _ —T(9)_ =T(h)
TX —TY —TZ — T?X.

Além disso, pela propriedade TR 3’ os tridngulos

g h —T(f) —T(f) —T(9)
Y — 27 —TX —TY

7z rx Ly “ Ly

também sdo distintos, assim pela definigdo de funtor cohomolégico aplicada a cada triangulo,
temos que a sequinte sequéncia é exata.

F F F(h F-T F-T
) rory T Fz) T raexy T D r vy T E ),

De modo geral, denotando F* por F o T*, entdo para todo triangulo distinto X — Y
— Z % T(X) temos uma sequéncia exata longa:

e FZ) T FRX) — FRY) — FR(Z) T FRI(X) —

Onde 6* = F o (—=1)*T*(h), para todo k € Z.
Proposicdo 2.4.2.
1. Se X Lo Y % 7 — T(X) é um triangulo distinto entdo g o f = 0.

2. Para todo W € Obj(C) os funtores, Home(W, «) e Home/ (s, W) sio funtores cohomoldgi-
cos.
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Demonstracio. (1) Pelo axioma TR1, X X X — 0 — T(X) é um triangulo distinto.

Pelo axioma TR 4, idx e f garantem a existéncia de uma ¢ fazendo o diagrama comutar

X X 0 T(X)
w| o e
x—1 .y 2.y T(X)

Portantogo f = ¢ o0 = 0.

(2) Seja X L ¥ £+ Z — T(X) um triangulo distinto. Para mostrar que
Home (W, X) — Home(W,Y) — Home(W, Z)

¢ uma sequencia exata, precisamos mostrar que para todo ¢ € Hom¢ (W, Y') com go¢ = 0,
existe ¢ € Home (W, X) com ¢ = f o). Pelo axioma TR 1 existe o triangulo distinto
W 9 W — 0 — T(W),ja que pog = 0 0 axioma TR 4 garante a existéncia de ¢ fazendo

o diagrama comutar

W W 0 T(W)
y ‘| |
Y ! g
X Y Z T(X)
e temos que ¢ = f o ¢. 0

Defini¢do 2.4.12. Seja (C,T') uma categoria aditiva com translacido. Um triangulo em C

f
X y 2 7 x)

é dito quase distinto se para todo funtor cohomoldgico H : C — C' a sequéncia

H(T™'h H H H(h
a2 M gy 29 gy 29 gz B ey

¢é uma sequéncia exata.

Proposicao 2.4.3. Seja um morfismo de tridngulos quase distintos dado por

X Y Z T(X)
¢l wl WJ |7)
X' Y’ VA T(X').

Se ¢ e v sdo isomorfismos entdo v também é um isomorfismo.

Demonstragido. Como o funtor Homg (W, «) é cohomoldgico para todo objeto W € C,

temos o seguinte diagrama comutativo
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Home (W, X) — Home(W,Y) — Home(W, Z) — Home(W, T(X)) — Home (W, T(Y))

| J J J

Home (W, X') - Home(W,Y') — Home (W, Z') = Home (W, T'(X')) — Home(W, T'(Y"))

Agora, como C é aditiva, os conjuntos Hom sdo grupos abelianos, logo vale o Lema dos
cinco. E ja que v é um isomorfismo se e somente se Hom¢(W, ) for um isomorfismo

segue o resultado. O

Proposicao 2.4.4. Seja (C,T) uma categoria triangular que admita coprodutos indexados por
uma categoria I. Entdo o funtor translagido T comutam com coprodutos indexados por I e o
coproduto de tridngulos distintos indexados por I é um triangulo distinto.

Demonstragio. Primeiro, notemos que sendo 7" uma equivaléncia de categorias existe
um isomorfismo T(][ X;) ~ [[7(X;). Além disso, o produto de tridngulos quase
distintos é um triangulo quase distinto. De fato, Suponha que exista um triangulo quase
distinto X; - Y; - Z; -~ T(X;) paracada: € I. Entdo dado um funtor cohomolégico
H obtemos uma familia de sequéncias exatas indexadas por i € [

H(TZ;) H(X;) — H(Y;)) — H(Z;) — H(TX;)

Como o coproduto dessa familia de sequéncias exatas é uma sequéncia exata e como

[TH(X)= H(][]X) temos que a seguinte sequéncia é exata

H(1'[]2) — =H([*:) — =#H(][Y:) — #(]]2) — HT]]X)

Desse modo, temos que o tridngulo [ [ X; — [[Y; — [[Z; — T([[ Xi) é quase distinto.

Agora, pelo axioma TR 4 no morfismo [[ f; : [[X; — [[Y; induz um trian-
gulo distinto [[ X; — [[Y: — M([] fi) — T(][ Xi). Pelo axioma TR 4 as identidades

induzem um morfismo de tridngulos
[1xi — [Ivi — maisn — (] ]x)

1 1 | [
% — v — [z — 7(11x)

onde, da Proposicdo 2.4.3, segue que y é um isomorfismo, e assim, segue o resultado. [

Coroldrio 2.4.1. Sejam (C,T) uma categoria triangular e X, Y € C. Entdo os tridngulos
X—=Y —->TX®Y —-TX, X— XY —-Y —-TX

sdo tridngulos distintos.
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Demonstragdo. Para o primeiro, basta considerar a soma direta dos tridngulos distintos
X—0—-TX -TXe0—Y —Y —0. Eparaosegundo,de X — X —0—Txe
0—Y —Y —0. O

Proposicao 2.4.5. Sejam (C,T) e (C',T") categorias triangulares, F : C — C' um funtor
triangular. Se o funtor F admite adjunto, a esquerda ou a direita, G : C' — C, entdo G também
é um funtor triangular.

Demonstragio. Vamos assumir que G é adjunto a direita de F, sendo o caso de funtores
adjuntos a esquerda provado por um argumento dual. Como F ¢ triangular, temos um
isomorfismo natural 7 ~ T"F. Ja que T é adjunto a esquerda de 7' temos

Hom(FT,T'F) ~ Hom(id, T'GT"F) Hom(T'F,FT) = Hom(id, G(T') *FT)

Assim T7'G ~ (T'"F)' e G(T")™' = (FT)~! de onde segue que T7'G ~ G(T")7', e
aplicando 7" a esquerda e 7" a direita obtemos GT' ~ T'G.

Agora, seja X — Y — Z — T'X um triangula distinto em C’. Vamos mostrar
que a imagem desse triangulo por G é um triangulo distinto em C. Pelo axioma TR 3
podemos completar GX — GY e obter um triangulo distinto GX — GY — W — TGX
em C. Como F é triangular, FGX — FGY — FW — FT'GX é distinto em C'. Pela na-
turalidade da counidade n : G — id¢r da adjungdo entre F e G obtemos um diagrama

comutativo.
FGX — FGY
I
X Y

O que induz pelo TR 4 um morfismo de tridngulos

SR
X Y A TX

Entdo dado um objeto D € C, vamos considerar seguinte morfismo induzido por
Home (D, W) 2% Homl,(FD, FW) —2 Hom(FD, Z).

Note que, nxoF (+) éjustamente o isomorfismo da adjun¢do Hom(D, GX) ~ Hom(FD, X).
Além disso, como pela Proposigdo 2.4.2 o funtor Hom(D, «) é um funtor cohomolégico,
aplicando Home¢(D, ) no triangulo 2.36 obtemos o seguinte diagrama de grupos abelia-
nos

Hom¢(D,GX) — Home(D,GY) — Home (D, W) — Home(D, TG(X)) — Home(D, TG(Y))

| I | I I

Home (FD, X) ~ Home(FD,Y) - Home/ (FD, Z) » Home (FD, T(X)) — Home (FD, T(Y))
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De onde concluimos, pelo Lema dos 5 (2.4.1), que v o F(+) é um isomorfismo, logo
Home (D, W) ~ Home (D, GZ), como D foi tomado arbitrariamente, segue que W = GZ.
De onde segue o resultado por TR 0. O

Definicao 2.4.13. Sejam C uma categoria e S uma familia de morfismos de C. Dizemos que S é

um sistema multiplicativo se satisfaz os seguintes axiomas:

S1: Para todo X € Obj(C), idx € S.
S2: Para todo par (f, g) de S tal que g o f existe, go f € S.

S3: Dados dois morfismos f : X — Y es:Z—Y coms e S, existemg: W —Zet: W
— X comt € S, de modo a formar um diagrama comutativo.

w7’z
t ls
vy

x 1oy

S3': Dados dois morfismos f : X — Y es: X — Zcoms € S, existemg: Z —Wet:Y
— W comt € S, de modo a formar um diagrama comutativo.

f
— SV

X
sl t
7 law

S4: Se f,g € Home(X,Y), as sequintes condigdes sio equivalentes
a) Existe (t:Y —Y') € Stalqueto f=tog.
b) Existe (s: X' — X) € Stalque fos=gos.
f

X Xy ey
g

Definicao 2.4.14. Sejam C uma categoria e S um sistema multiplicativo. Para todo objeto X
de C definimos a categoria Sx por

Obj(Sx)={s: X' — X |se S}
Homg, (s": X' — X, 5" : X" — X)) = {h € Hom¢(X', X") | s" o h = §'}.
Definimos a localizagdo de C por S como a subcategoria Cg de C onde

Obj(Cs) = Obj(C).
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E para todo par X,Y de objetos temos

Homey (X,Y) = colim Home(X',Y).
(X'=X)eS

Definimos o funtor localizag¢do Q : C — Cg como o funtor associado ao morfismo

Home(X,Y) —  colim Home(X',Y)
(X'—=X)esS

Proposicao 2.4.6. Seja S um sistema multiplicativo. A categoria Sx é uma categoria filtrante.

Demonstragio. a) Como para todo X € C por S1 temos idy € S segue que Sy é ndo

vazia.

b)Dados s’ : X' — X es”": X" — X em Sy por S3 existem ' : Y — X'eh”: Y
— X"talque s'oh’ = s”oh”. Assim, existe um objetot : Y — X = s’oh’ = s"oh’ € S'tal
que /', na categoria Sy, ¢ um morfismo entre s’ e ¢ pois b’ € Hom¢(X',Y) com s’ o b/ =
e tal que h”, na categoria Sx, é um morfismo entre s” e t pois /' € Home(X',Y) com
s'oh' =t.

c) Dados dois objetos (s : X' — X), (s" : X" — X) € Sy, e dois morfismos
paralelos f, g € Homg, (s, s”). Por defini¢do, temos f, g : X' — X" com fos’ = gos’ = s".
Por S4, existet : X" — Y talqueto f =tog.

f

(X', ) —— (X", s") —— (Y, tos")
9
Além disso, como t € s temos que o objeto ¢t o s” € Sx por S2. O

Proposicdo 2.4.7. Sejam C uma categoria e S um sistema multiplicativo em C. Entdo todo
morfismo s : Y' — Y em S induz um isomorfismo so em Cg para todo objeto Y de C.

SO

Home, (X, Y)

Home, (X,Y)

Demonstragdo. Vamos mostrar primeiro a sobrejetividade e depois a injetividade. Seja
(t, f) um morfismo em Home¢, (X, Y’), como s tem como contradominio Y, podemos usar

o axioma 53 para garantir a existéncia dos morfismos ¢’ e f’ fazendo o diagrama abaixo

comutar.
X/l f/ > Y/
' s
M f
X —1— x Y

Ja que o morfismo ¢’ pertence ao sistema multiplicativo S temos que (tot', f’) é um
morfismo em Home, (X, Y”’) tal que (tot’, f o s) >~ (¢, f).
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Agora, considere os mapas (¢, f) e (t,g) em Home, (X, Y”’) tal que (t,so f) =
(t,s o g). Entdo pelo axioma 5S4 temos existe t' € Stal que fot' = got’

f
X—X Y Y
~ g
t/
X//
de modo que temos (¢, f) ~ (t'ot, fot') = (t'ot,got’) ~(t,9). N

Sejam C uma categoria e S um sistema multiplicativo. Como consequéncia da
Proposigdo 2.3.4 podemos visualizar o conjunto Hom¢, (X, Y’) como

colim  Home(X',Y)=  J[  Home(XY)/~
(X' — X)es (X! — X)es

Home (X, Y) ={(X',s,f) | X' € Obj(C),s: X' — X, [ : X' —VY,s€ S}/ ~.
Onde (X,Y’) é um par de objetos em Cg, e onde ~ ¢ a seguinte relacdo de equivaléncia
(X5, f) ~ (X", 1, 9)

Se e somente se existe um diagrama comutativo, com v € S

X

R

< X -5 X//

\/

Definimos a composi¢do de dois morfismos (X', s, f) € Home, (X,Y) e (Y, t,9) €

Home, (Y, Z) usando o axioma S3 para construir o seguinte diagrama

t X” h
N
PN

X Y A

!/

Onde ¢’ € S, desse modo, definimos

(Y' t,g) o (X',s, f) =(X7,s0t',goh) € Home, (X, Z).
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Assim, o funtor localizagdo () pode ser expresso por,

Q:C——Cg
X—X
(f: X —=Y)— (X,idy, f)

Denotaremos usualmente o morfismo (X', f,s) : X — Y, em Cg, por um dia-

grama XiX’iY.

Observagao 2.4.7. Pode-se definir a localizagio de categorias de forma equivalente como o
quociente de Verdier. Nos referimos a [18] para uma exposigido completa. Para o seguimento
do trabalho basta levar em conta a sequinte caracterizacdo: Seja C uma categoria triangular e
S C C uma subcategoria. Entdo existe uma categoria triangular C/S e um funtor Q : C —
C/S tal que S C Ker(Q), e além disso, Q é universal com essa propriedade. Ver [18], Teorema
2.1.8, pdginas 74,75. Chamamos a categoria C/S de Quociente de Verdier de C por S.

Proposi¢io 2.4.8. Para todo s € S, Q(s) é um isomorfismo em Cs. Além disso, se C' é uma
categoria e F : C — C' um funtor tal que F(s) é um isomorfismo para todo s € S, entido F se
fatora em Q.

Demonstragio. Pela Proposicao 2.4.7 Agora, dado um funtor F : C — Cj existe o funtor
Fs definido por Fg(X) = F(X), para todo X € Obj(Cs) = Obj(C), e Fs(f') : F(X) —

F(Y) para todo morfismo f = X < X’ . Y em Home, (X,Y). Além disso, para todo
par X, Y € Obj(C) temos o morfismo

Homey (X,Y) = colim  Home(X',Y)

(X! — X)eS

— colim  Home (F(X'),F(Y))~ colim Home (F(X),F(Y))

(X' — X)es (X' — X)es
~ Home (F(X), F(Y))
OJ

Defini¢ao 2.4.15. Sejam (C,T) uma categoria triangular e N uma subfamilia de Obj(C).

Dizemos que N é um sistema nulo (null) se satisfaz as sequintes propriedades.

N1: 0 € N.
N2: X € N seesomentese TX € N.

N3: Se X —Y — Z — TX é um triangulo distintoe X € N, Y € N, entido Z € N.
Definimos
S(N) = X —Y
N) {f ‘ XLy -Z-TX,ZeN

f é imerso em um triangulo distinto }
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Teorema 2.4.2. Se N é um sistema nulo, entdo S(N') é um sistema multiplicativo.

Demonstragido. Vamos verificar as propriedades N1 — N4.

S1: Para todo X € S(N), temos que por TR 1, idy induz um triangulo X — X
— 0 — T'X discreto, como N1 garante que 0 € N, temos que idx € S(N).

S2:Dados f: X —VY,g: Y — Z € S(N), existem os tridngulos
XLy -7 -7TX, X%7 X —TY
onde Z', X'. Por TR 2, g o f pode ser imersa em um triangulo em C
X&Lz oy —TX

Queremos mostrar que Y’ € N para que go f € S(N). Por TR5 existe o triangulo
distinto 2’ — Y’ — X' — T'Z', por TR 3 aplicado duas vezes temos que

X' —T7 —-TY' —-TX'

é um triangulo distinto em C. Agora, ja que X,TZ" € N por N3, TY’ € N segue de N2
que Y’ e N.

S3:Dados f : X —VY,s: Z —Y € S(N), existe o triangulo, Z > Y % X' —
TZ onde X’ € N. A composigdo k o f pode ser imersa em um triangulo do tipo

Wt xklx W

Pela propriedade TR 4, ja que (k o f) o idxs = k o f, existe o seguinte morfismo de

tridngulos
t kolf
W X X' T™W
o]
Z——Y ——X TZ

Como X' € N temos que t € S(N).

S3' :Sejam f : X — Y e s: X — Z dois morfismos com s € S(N). Existe um
triangulo distinto X’ X 57— TX, com X' € N. Pelo axioma TR 2, existe um

triangulo distinto X’ by Lw —TX, e por TR 4 existe um morfismo de tridngulos

h
X’ X——Z TX'
i l fl g J
/ !
X —— Y =W TX

Como X' € N, temos t € S(N).
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S4: Dados morfismos f,¢g: X = Y em C. Vamos denotar h : X — Y por f —g.
Suponhamos que exista s : X’ — X € S(N) tal que h o s = 0. Se mostrarmos que existe
ttalquetoh = 0teremos que fos=gosimplicato f =tog.

Como s € S(N) existe um triangulo X’ %> X %> Z — T'X’" com Z € N. Como

Home(+,Y’) é um funtor cohomolégico e covariante, temos a seguinte sequencia exata:

H kY H Y
e® ) Home (X, v) et )

Home(Z,Y) Home (X', Y).

Isto é, para todo ¢ € Home(X,Y) tal que ¢ o s = 0, existe ¢ € Home(Z,Y) tal que
ko = 0. Como ja temos que f o s = 0, segue que existe h : 7 — Y talque ko h = f.

Podemos visualizar a constru¢do no seguinte diagrama.

X —x—t g TX
\vh
y
t
'};/

Pela propriedade TR 2, h pode ser imersa em um triangulo distinto Z > Y % Y’ —
TZ. Assim, garantimos a existénciade ¢t : Y — Y tal que hot = 0, usando a Proposigdo
2.4.2. Além disso, como Z € N se e somente se TZ € N segue que t € S(N). Para
concluir, verificamos que

tof=tohok=0

como queriamos. O argumento é similar para a volta. [

Proposicdo 2.4.9. Seja C uma categoria triangular e N" um sistema nulo.

1. Cs() € uma categoria triangular, onde os tridngulos distintos sdo tridngulos isomorfos

aos tridngulos distintos em C.
2. Denotando por Q : C — Csv), Q(X) ~ 0 para todo X € N.

3. Dado um funtor F : C — C' de categorias triangulares tal que F(X) ~ 0 para todo

X € N, se fatora unicamente em Q).

Demonstragio. Ver [15], Teorema 10.2.3, pagina 249. O

Observacao 2.4.8. Seja N um sistema nulo em C e Q : C — Cgv). Entdo X € Obj(C)
satisfaz Q(X) =~ 0 se e somente se existe Y € Obj(C) tal que X &Y € N, ou equivalentemente
X®TX eN.

Proposicao 2.4.10. Seja C' uma categoria triangular que admita coproduto indexada por uma
categoria pequena I e N um sistema nulo fechado para soma direta. Entio Cnr admite coproduto
e o funtor localizagio Q : C — Cy comuta com tais coprodutos.
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Demonstragido. Dado {X;} uma familia de objetos em C, vamos mostrar que existe um

isomorfismo

Home, (Q([TX:),Y) . T Home,(Q(X:), v) *2” Home,, (JTQ(X0). V),

el i€l iel

onde ¢ = TI(o¢), de modo a obtermos Q([[ X;) ~ [[ Q(X).

Para a sobrejetividade, cada morfismo u; € Home, (Q(X;),Y) é, por definicdo,
uma classe de equivaléncia (X}, s;,u;) onde v : X! — Y e um s; pode ser imerso em
um triangulo distinto X 2x5 7z - TX!. emConde Z; € N. Assim, obtemos um
morfismo v’ : [[ X; — Y e um triangulo distinto [[ X! - [[X; - [[Z; — T(][ X}) em
C onde [[ Z; € NV pois NV é fechado para coprodutos, de fato, pela Proposi¢do 2.4.4 e
por TR3 o triangulo 717 — Z — [[Z — Z é um triangulo distinto em C, assim o

resultado segue dos axiomas N2 e N3.

Para mostrar a injetividade, suponhamos que ¢ (u); : Q(X;) — Q([[ X;) = Q(Y)
é zero para todo i € I e vamos concluir que u = 0. De fato, ¢(u); e u sdo respectivamente
definidos por pares X! LY E Y e [ X! Y £ Y onde s € S(N). Como p(u); =0,
pela Observagdo 2.4.8, existe Z; € N tal que v] se fatora unicamente em X; — 7, — Y
com Z; € N, logo u} : [[ X; — Y’ se fatora unicamente em [[ X; — [[Z; — Y’ com

[1Z: € N. Concluimos, pela Observagao 2.4.8 que u = 0. O

2.5 TEOREMA DA REPRESENTABILIDADE DE BROWN

Defini¢ao 2.5.1. Seja C uma categoria que admite limites filtrantes pequenos. Um objeto X € C
é dito compacto, ou de presentagio finita, se para todo diagrama o : I — C com I pequena e
filtrante tivermos um isomorfismo

colim Home (X, o) = Hom(X, colima).

Definicao 2.5.2. Uma categoria triangular (C,T) é compactamente gerada se C contem
coprodutos pequenos, e existe um conjunto pequeno G de objetos compactos de C para os quais,
dado um objeto X € Obj(C),

Hom(G,X)=0 = X =0.
O conjunto G é um conjunto gerador se for fechado sobre translagdo, isto é G = T'(G).
Um funtor X : (N, <) — C pode ser visualizado como uma sequéncia X o, x, I, X,
— -+ de objetos em C. Tomamos o mapa deslocamento associado a X como shy : [[ X;
— [] X, definido pela composigao

1d;
Hizo Xi — HiZO Xip1 Hi21 Xi — Hizo Xi
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Assim o mapa (1 — shy) pode ser visualizado como a matriz infinita

lx, 0 0 0
—dy 1x, 0 0
0 —dy 1y, 0
0 0 —dy ly,

Defini¢do 2.5.3. Sejam (C,T') uma categoria triangular contendo coprodutos pequenos e

d, d d
Xo— X| —> Xy —

uma sequéncia de objetos e morfismos em C. Definimos o colimite homotdpico* dessa sequén-
cia, hocolim X;, pelo tridngulo

[Ix o T hocolim X; —— T | [[X: (2.37)
i€z i€Z - s

Isto é, utilizando o axioma TR 2 de categorias triangulares, podemos imergir (1 — shx) no
triangulo (2.37) e assim, obtemos um terceiro objeto em C o qual tomamos por definigio como o

colimite homotopico de X .
Lema 2.5.1. Sejam Y um objeto compacto de C e uma sequéncia de objetos em C

jl jl jl
Xo X1 Xo

Se C admite coprodutos pequenos, entio

Home (Y, hocolim X;) ~ colim Home(Y, X;).

—sh
Demonstragdo. Tomemos o triangulo [[X; s [1X; — hocolimX; — T'([[ X;). En-
tao, aplicando o funtor cohomolégico Home (Y, ¢ ), obtemos uma sequéncia exata longa.

Em particular a sequéncia abaixo é exata.

Home (Y, [[ X5) A Home (Y, hocolim Xj;) LA Home (Y, T([ ] Xi))l;Sh»XHomc(Y,T(H X)).

Além disso, usando o fato de Y ser um objeto compacto, obtemos um diagrama comu-

tativo para cadan € Z

o(1 —shx)
Home (Y, T™(][ X3)) Home (Y, T™([] X5)
ol 0
l o—dy ol l

H HomC(Y7 TnXZ)

]_[ HOHIC (Y7 TnXl)

Para maiores detalhes sobre o conceito de colimite homotdpico, ver [22].
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Ja que o morfismo dado pela matriz é injetivo, temos como consequéncia a injetividade
do morfismo o(1 — shx). Assim, segue da exatiddo da sequéncia que Cokery ~ Imh ~
Ker(1 —shx) = 0, isto é, v é sobrejetora. De modo que a sequencia abaixo é exata.

1 —shy

1] Home (Y, X;) [T Home(Y, X;) —— Home(Y, hocolim X;) —— 0

Temos, portanto,

colim Home (Y, X;) ~ Coker(HHomYX :;]_[HomYX))

shx
~ Im~ = Home¢ (Y, hocolim X;).
O

Teorema 2.5.1. Sejam C uma categoria triangular compactamente gerada e H : C — C' um

funtor cohomolédgico. Se H respeita coprodutos, isto é, o morfismo natural
H (]_[ Xi) — [[HX
i€l i€l
é um isomorfismo para todo produto e coproduto pequenos em C, entdo H é representdvel.

Lema 2.5.2. Seja C uma categoria triangular gerada por um conjunto G e H : C — Ab um

funtor cohomolégico que respeita coprodutos. Entdo existe uma sequéncia de morfismos em C

X X, .. X,

Tal que para todo i > 0 o sequinte diagrama comuta em C" onde he(Xo) — he(X) é sobrejetiva.

/\

0 — Hom(e, > Hom( Hom(e, X;1q) >

Demonstragido. Vamos construir a sequéncia X; indutivamente. Seja G o conjunto ge-
rador de C, tomamos o conjunto Uy = J, . H(Y'). Note que podemos escrever este
conjunto como

U ={(a,Y)|aec HY), Y € G}.

De modo que, definindo

[T v temos HX)=H| [[ Y]|= [] BV
)eUo

(a,Y)€eUp (a,Y (a,Y)€Up
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Existe um objeto ay € H(Xj). Seja ¥ (ap) : Hom(s, Xy) — H a transformacao natural
associada a ay pelo Lema de Yoneda. Notemos que para todo Y € G o morfismo
P () (Y) : Home (Y, Xo) — H(Y') é sobrejetivo, pois dado o € H(Y') temos associado
um par (a,Y) € Up. Essa inclusdo, por sua vez, induz a coproje¢do vy : Y — X, de
modo que aplicando o funtor H obtemos uma projecao H(ty) : H(X,) — H(Y') que
leva oy em «. De onde segue que V(o) (ty) = H(ty) (o) = a.

Agora, suponha que para um dado ¢ > 0 temos definidos um objeto X; de C e
uma transformacgao natural P («;) : Home(e, X;) — H. Entdo tomamos

Uiy = UG Ker (Home (Y, X;) — H(Y)) = UG {f € Home (Y, X;) [ b(w)(f) = 0}

={(f,Y)|Y € G, Y(aw)y(f) =0}

Seja Kit1 = [[;yer,,, Y- Afamilia (f : Y — X;)y define, pela propriedade universal
do coproduto, o mapa « : K;;1 — X; tal que x o 1y = f. Assim, utilizando o axioma

TR 2, k pode ser imerso no triangulo

Ky —— X, & Xiy1 —— TKi (2.38)

de onde, consequentemente, obtemos o objeto X, € C. Aplicando o funtor cohomol6-

gico H temos a seguinte sequéncia exata

H(d:) H(r)

H(Xi-H) H(Xz) - H(Ki-H) = I_I(f,y)e(JiJr1 H(Y> (2.39)

Dado «; € H(X;) o objeto correspondente a transformacgao natural {(«;) pelo Lema
de Yoneda, entdo o mapa H(k)(a;) = P(y)(k) = (W(ai)y(f))y = 0. Isto é, a; €
Ker(H(k)), logo, pela exatiddo da sequéncia (2.39), existe a;41 € H(X;11) tal que

H(d;)(®it1) = . Novamente, pelo Lema de Yoneda, existe a transformagdo natural
P (a41) : Home(e, X;41) — H correspondente ao elemento ;4 €, além disso, para todo
g € Home(Z, X;) temos b(v)(g) = H(g)(ew) = H(g)(H(di)(ir1)) = H(di 0 g)(cir1) =
P(ai41)(d; o g) de onde obtemos o seguinte diagrama comutativo.

H
ﬂ)(a/d. Y\ﬂ’(owrl)

Hom(e, X;) ——— Hom(s, X;11).

]

Lema 2.5.3. Sejam C e H satisfazendo as hipdteses do Lema 2.5.2 acima. Entdo existe uma
transformagdo natural Home (e, hocolim X;) — H fazendo o sequinte diagrama comutar para
cada 1 > 0.

PN

Hom(e, X;) —— Hom(e, hocolim X;) (2.40)
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Mais ainda, a restrigdo da transformagio natural Hom(s, hocolim X;) — H ao conjunto de
geradores G é um isomorfismo.

—sh
Demonstragio. Tomando o triangulo []X; i I1X: . hocolimX; — T(]] X:) eapli-

cando o funtor cohomolégico H, obtemos a seguinte sequéncia exata

H H(1 —shx
H(hocolim X:) —% T, m(x;) T8 11 H(x) (2.41)

Entdo tomando («;); € [[ H(X;) como definido na demonstragdo do Lema 2.5.2 temos

1x, 0 0 .- ag — H(dp) ()
( ) —H(dy) 1x, 0 :
Ao, Oyt Oy Q1,00 ) -
o o 0  —H(d) lx, - a; — H(dy)(cuisr)

Isto &, H(1 —shxy)((a;);) = 0. De modo que, existe a € H(hocolim X;) tal que H(v)(a) =
(0;);. Entdo tomamos a transformacgao natural correspondente ao elemento « pelo Lema
de Yoneda, P (a) : Hom(e, hocolim X;) — H. E segue que P ((a;);) = P(a)(yo) ou ainda
P(i) = P(a)(vi0), 0 que garante a comutatividade do diagrama (2.40).

Resta mostrar que para todo Y € G, P(a)y é um isomorfismo. Pelo Lema
2.5.2, temos que P (ayp)y € sobrejetiva e, ja que, Y (ap)y = W(a)y (700) temos que P (a)y é
sobrejetiva. Para mostrar a injetividade, vamos usar o Lema 2.5.1 e aplicar a propriedade
universal do colimite, de modo que, para todo Y € G obtemos o seguinte diagrama

comutativo.
P(as)y
Hom(Y, X;)
d;o Hom(Y, hocolim X;) AN H(Y) (2.42)
Hom(Y, X {/
om(Y, Xir1) b(ait1)y

Entdo, dado f € Ker(Hom(Y, hocolim X;) — H(Y")) existe uma famdlia (f;); tal que para
todo i, f = v o f; € Ker(P(«)), ou seja, P(a;)y (fi) = 0. Logo, para todo i, (fi,Y) € Us41.
Pela construgdo de K11, (f; : Y — X,)y define o mapa « tal que koiy = f;. Além disso

K d;
define o triangulo K;;; — X; — X;11 — T'K;;1. Deformaqued;of; = (d;ok)oty = 0.
Agora, voltando ao diagrama (2.42), concluimos que f = v, o f; = v;y1 0 d; o f; = 0, isto

é, P (a)y é um isomorfismo. O

Lema 2.5.4. Seja S C C uma subcategoria plena contendo o conjunto de geradores G e fechada
para tridngulos e coprodutos de seus objetos. Entdo S = C.

Demonstragio. Notemos que o funtor S — C é plenamente fiel, assim resta mostra que
também é essencialmente sobrejetivo. Nesse sentido, seja dado Z € Obj(C), tomamos
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Home(e, Z) como um funtor cohomolégico em S. Pelos isomorfismos (2.24), Home(«, Z)
respeita coprodutos. Assim, usando o Lema 2.5.3 existe um objeto X em S tal que a
transformacdo natural ¢ : Homg(s, X') — Home(s, Z) fornece um isomorfismo quando

aplicada a todo elemento de G.

Por outro lado, utilizando o Lema de Yoneda, obtemos o morfismo ¢x (idy) €
Home (X, Z), que pode ser imerso no triangulo

px (idx)
X Z w TX

Ao aplicarmos o funtor cohomolégico Home(Y, «) onde Y € G obtemos a sequéncia

exata
Home(Y, X) ——— Home (Y, Z) —— Home (Y, W).
Mas, como vimos acima, ¢y € um isomorfismo, logo Hom¢ (Y, W) = 0. Pela defini¢ao

de gerador segue que W = 0. Assim concluimos que existe um isomorfismo X = Z
emC. [

Prova do Teorema 2.5.1: Seja S a subcategoria de C definida como os objetos de Y € C

tal que para todo n € Z existe um isomorfismo
P(a) : Homg(T™Y, hocolim X;) = H(T"Y)

Onde {X;} é a sequencia construida no Lema 2.5.2. Temos que, G C Obj(S) pelo Lema
2.5.3. Além disso S é uma categoria plena pois dados X, Z € Obj(S) temos

Home (X, Z) = Hompap(H (X), H(Z)) = Homap(Homg (X, hocolim X;), Homg(Z, hocolim X))
— Homs (X, Z).

Assim, como S é plena e claramente fechada para translagdo, isto é, Y € Obj(S) implica
TY e Obj(S) temos, pelo Lema 2.4.1, que S é fechada para tridngulos de seus elementos.
Do mesmo modo vemos que S é fechada para coprodutos, pois dado uma familia
pequena {Y;} C Obj(S) temos

H(H)@) ~ H H(Y;) ~ H Homg (Y}, hocolim X;) ~ Homg (H Y;, hocolimXi> :
j j j j

Portanto, usando o Lema 2.5.4, concluimos que S é equivalente a C, e assim, que o funtor

H é representéavel. O

Teorema 2.5.2. Sejam (C,T) uma categoria triangular compactamente gerada que admite
coprodutos pequenos e F : C — C' um funtor triangular que respeita coprodutos. Entdo C
admite produtos pequenos e F admite adjunto a direita G, onde G é um funtor triangular.
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Demonstragio. Para mostrar que C admite produtos pequenos, seja dado uma familia
pequena {X;} de objetos em C. Basta notar que o funtor que define o produto

Z — lim Home(Z, X;) = | [ Home(Z, X;)

¢ um funtor cohomolégico que respeita coprodutos pelo isomorfismo (2.24), e portanto,
pelo Teorema 2.5.1, é representdvel. Para a segunda parte, basta notar o mesmo para o
funtor

X +— Home (F(X),Y) (2.43)

com Y € Obj(C’). O funtor é cohomoldgico, pois F é triangular e Hom é cohomolégico,
e respeita coprodutos

Home (f( 1T Xi) : Y> ~ Home: (]_[ F(X;), Y) ~ [ [Home (F(X5),Y).

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.5.1 para concluir que o funtor (2.43) é representavel.
Portanto, pelo Teorema 2.2.2 concluimos que F admite adjunto a direta que é triangular
pela Proposicdo 2.4.5. H

Teorema 2.5.3. Sejam C uma categoria triangular compactamente gerada, G um conjunto de
gerador para C e C' uma categoria triangular arbitraria que admita colimites indexados por 1.
Sejam ainda, F : C — C' um funtor triangular que comuta com colimites e G : C' — C seu
adjunto a direita cuja existéncia é garantida pelo Teorema 2.5.2. Entdo G : C' — C comuta com
colimites se, e somente se, para todo X € G, F(X) é um objeto compacto de C'.

Demonstragio. Se G preserva coprodutos, entdo dado X € GG temos para todo diagrama
a:I—C

(1)

Home: (F(X), Ciir}na) ~ Home (X, Q(ciir}na))
)) = colim Home(X, G(a))

~ Homg (X, colimG(w))
=~ colim Home (F(X), ).

Onde (1) usamos o fato de X ser compacto. Assim, temos F(X) compacto em C'.
Reciprocamente, suponhamos que para todo X € G, F(X) é compacto em C'. Entdo,

para todo diagrama o : 1 — ('

Home (X, G(colima)) ~ Home: (F(X), colima)

(:2) colim Home: (F(X), o) = colim Home (X, G(a))

9 Home (X, Cﬂng(a)).
Onde, em (2) segue da hipotese de F(X) ser compacto em C’ e (3) de X ser compacto
em C. Agora, consideramos o triangulo distinto em C definido, através de TR 2, pelo
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mapa ¢ : colimG(a) — G(colima).
colimG(a) > G(colima) — Z — T (colimG(a)) (2.44)

Aplicando o funtor cohomolégico Hom(X, «), onde X € G é um gerador de C, no
triangulo (2.44) temos Hom¢ (X, Z) = 0 pois, pelo observado acima, a pés-composigao
(po) é um isomorfismo sempre que X € G. Portanto, jd que G é um conjunto gerador

para C, devemos ter Z = 0 ou seja, ¢ é um isomorfismo e G respeita colimites. ]
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3 CATEGORIAS DERIVADAS EM GEOMETRIA ALGEBRICA

3.1 CATEGORIAS DE COMPLEXOS

Definicdo 3.1.1. Seja C uma categoria aditiva. Um Complexo em C consiste da familia de
pares (X", d% )nez tal que para todo n € Z:

X" € Obj(C), d% € Home(X™, X™) ; d¥t odiy = 0. (3.1)
Ou seja, um complexo X pode ser entendido como uma sequéncia

. 4,an1 - Xn - Xn+1*’"'
dy d’

A familia dx = (d%)nez € chamada de diferenciais do complexo X. Um complexo X é
limitado se X™ = 0 para |n| suficientemente grande. Denotamos por C(C) a categoria de
complexos de C. Um morfismo f de um complexo X para um complexo Y é um sequencia
(f": X" — Y"),ez, tal que para todo n

o f" = [ o dy. (32)

Defini¢do 3.1.2. Sejam C uma categoria aditiva e k um niimero inteiro. Definimos o funtor [k] :
C(C) — C(C) chamado funtor deslocamento de grau k associando a cada X € Obj(C(C)) o
complexo X [k] € Obj(C(C)) definido do sequinte modo

(X[k}n, d}[kOnEz — (Xn-&-k:’ (_1>kan+k)

nez’

Dado um morfismo f € Homc c)(X,Y) definimos f[k] : X[k] — Y [k] como f[k]" = f**.

Note que, para todo n inteiro, X[k]" = X"** = X[k + n]. Além disso, o funtor
deslocamento é uma equivaléncia de categorias, de modo que podemos considerar [1]

uma translagdo e (C(C), [1]) uma categoria aditiva com translagao.

Definicdo 3.1.3. Seja C uma categoria abeliana. Um morfismo f : X — Y em C(C) é chamado
homotdpico a zero se para todo n existe um morfismo s" : X™ — Y"~' em C tal que,

n __ _n+l m m—1 n
ffr=s"ody+dy  os".

Dizemos que f é homotédpico a g se f — g é homotdpico a zero. Denotamos por Ht(X,Y') o

subgrupo de Homc ) (X, Y") formado por todos os morfismos homotdpicos a zero.

u3

[ Xn—l Xn dx > Xn+1 JE
| .
| o

fn—l Sn : fn fn+l
e | _.sh+1
gyt Voo
. 4,}/7171 ,Yn Yn+14,...
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Definimos a categoria K (C) como

Obj(K(C)) = Obj(C(C)), Homg ¢)(X,Y) = Home ¢)(X, Y)/ Ht(X, V).

Dizemos que os objetos X e Y sdo homotopicamente equivalentes se existe um
morfismo f € Home c)(X,Y) tal que f é um isomorfismo em K(C) entre X e Y. Nesse caso f
é chamado de equivaléncia homotépica.

Proposigao 3.1.1. Sejam C uma categoria abeliana e f*: X*— I um morfismo em C*(C). Se
I" é um objeto injetivo em C*(C) e o complexo X" é exato, entdo f*é homotdpico a 0.

Demonstragdo. Queremos mostrar que para todo n existe s" : X" — ["~! tal que
fr=s""ody +dy " os" (3.3)

Para n << 0 assumimos s” = 0. Entdo, assumindo por indugdo que existe s™ satisfa-

zendo (3.3) para todo n < a, logo

frodit =di o fr =di o (s"ody ! +df P 0 57)

_ d?fl o Sa o dggl
Assim, definindo ¢* = f¢ —d% ' 0s?: X% — [* temos
g odxa—1=flody ' —ditos"ody =0

de modo que ¢° se fatora unicamente através de Coker d% ' e como X" é exato a sequén-
. _p d4 . A .
cia 0 — Coker d% ' =% X+1 é exata, usando a Proposicdo 2.4.1 temos que existe um

morfismo s**! fazendo o seguinte diagrama comutar

d%
0 —— Cokerd% ' —— xoa+!
g“l gt

&

[a
Assim, s*Tlod% = f@ — dj7" o s® ouseja f¢ = st o d% +d} ! 0 5% e o resultado é valido

paran = a. [

Definicao 3.1.4. Sejam C uma categoria aditiva, e f : X — Y um morfismo em C(C). Defini-
mos o cone de mapeamento de f como o complexo M(f) = X[1]®Y em C(C). Assim, para

—d%|1] 0 d’ 0
MU =X 0V, i, = ( oty d‘,}) - ( i ) -
Onde d'y,; = —d%™. Definimos o morfismo o(f) : Y — M(f) e B(f) : M(f) — X[1]

todo n,

a(f)" = ( ’ ) B" = (idxner 0).
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Xn+1 ..................................... > Xn+2
ﬁ(f)"/ /ﬁ(f)”“
. ) i1
MY - M)
a(f)’/ s /am"“
a3 v

Definicao 3.1.5. Seja C uma categoria abeliana. Definimos um triangulo em K (C) como uma
sequencia

X Y A X[1]

e um motrfismo de tridngulos como o sequinte diagrama comutativo em K(C):

X Y Z X[1]
a3 | | ot
X’ Y’ Z' X'[1]

Um triangulo X — Y — Z — X[1] em K(C) é um triangulo distinto se é isomorfo a um
triangulo do tipo

f a(f) B(S)
X’ Y’ M(f) =2 X[

Para algum f em C(C).

Teorema 3.1.1. Dado uma categoria aditiva C, a categoria com translagio (K (C), [1]) munida
da familia de tridngulos distintos na Defini¢cdo 3.1.5 é uma categoria triangular.

Demonstragdo. A verificagdo dos axiomas TR 0 e TR 2 segue diretamente da definigdo.

O axioma TR 1 segue de TR 3, pois dado X € Obj(K(C)) o seguinte triangulo é distinto

()

0 —— X ~—% M(i) — O[1]
onde i é a inclusdo e M (i) = 0[1] & X = X. Logo, aplicando TR 3 segue que

idx

X X 0 X[1]

é distinto.

(TR 3). Seja X 4> Y — Z — X[1] um triangulo distinto. Afim de verificar que
Y —>7—X [1]ﬂ]Y[1] é distinto devemos mostrar que para todo f € Homc (X, Y)
existe ¢ : X[1] — M (a(f)) tal que ¢ induz um isomorfismo em K(C) isto é, o diagrama
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abaixo comuta

v a(f) M(f) B(f) X1] -] Y1
MY i |+ |
Y M(f) ——= M(a(f)) —= V1
Nesse sentido definimos os morfismos
¢ X[ — M(a(f) = Yl & X[ &Y, wzc%w
VM) =YieXHey — X, b= (0idx,0)

Assim, para concluir que ¢ é um isomorfismo de tridngulos devemos verificar
que

(i) ¢ e 1 sdo morfismos de complexos. De fato, temos
—f[] —dv[l] 0 0 —f]
—dy[1] 0 ‘ ‘
o= (8 o) (40) = (8 4 1) (4)

(dy o f)[1] (f[1] o dx)[1] —f[[1]

= | —dx[1] | = | Gidxpo—dx)[1] | = |idxyll] | o —dx[1]
Jl] - f1] 0 0

= (,0[1] O dX[l]-

Verifica-se, analogamente, que dxp) 0 ¥ = dag(a(s)) © ¥[1].

(i1) O morfismo ¢ é um isomorfismo. Temos ¢ o ¢ = (0,idxp) o idx[y,0). Para
mostrar que ¢ o ¢ = idys(a(r)) Vamos mostrar que os morfismos sdao homotépicos na
categoria C(C). De fato, definindo

0 0 <y
aMmm>imwm%us=<ggo)

Temos

0 —ff1] © idyp)  f[1] 0
pwotp =1 0 ddxy 0 |, idpr(a(f)y) —@oY = 0 0 0
0

0 0 0 0 idy

s[1] o darary) = 0 0 0 daa(ryl—1]os=1[ 0 0 0
0 0 0 0 0 idypl-1]

De onde segue que idysa(s)) — ¢ © ¥ = s[1] 0 dur(as)) + daaisy[—1] 0 s.
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(TR 4) Dado um diagrama comutativa na categoria K (C)

X / Y
R

Desse modo, v o f — g o u € homotdpico a zero em C(C) e, por definicdo, existe um

morfismo s : X — Y[—1] tal que
vof—gou=s[llodx +dy[—1]os.

Entdo definimos o seguinte morfismo de complexos

s[1]

X u[l} 0 _ dX/[l] o u[l} 0
g 1] dy/ s[1] v g[l]ou[l] +dyros[l] dyrow
u[2 o dX 0 o U[Q] 0 dX[l] 0
lodxp +v 1] fl2] v[lody )\ s[2] o[l fl1  dy
w

o dM(f)

wiM(f)=X[1]®Y —— M(g) = X[y w= ( “[[” 0)

Além disso, verificamos que w é um morfismo de tridngulos.

woatn= (0 ) ()= (0)= () r=ctor

B(g) 0w = (idxy, 0) [ "1 7 ) = (idxqy o u[1],0) = u[1] (idxpy, 0) = ull] 0 B(f).
(1]

Assim, temos um diagrama comutativo.

X Y M(f) ——— X[1
o e |
Xy Vo Mlg) — = X

(TR 5) Sejam dados os tridangulos distintos

alf B(f
x v 2 v 2 k)
a 8
v g 7 (9) M(g) (9) Y1)
o a(go f B(go f
x 2L 2 ) e 1 Pxpy

Entio definimos o triangulo 7' : M (f) — M(go f) — M(g) — M(f)[1] onde
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u: X[1JoY — X[1] & Z, u:(idxm 2)
v XMeZ Y]z U_<fm _o)

w:Y[l]oZ =Y —X2oY[1] w=a(f){l]e ()
A verificacdo de que o diagrama (2.35) comuta é imediata. Assim, resta mostrar que
o triangulo 7" definido por u,v e w é um triangulo distinto. Isto é, deve existir um

isomorfismo entre o triangulo 7" e um triangulo distinto. O candidato ébvio é o triangulo
definido por u.

M(f) —— M(go f) —— M(g) —— M(f) (3.4)

H H | H

M) "= M(go £) % arw) 2 vicp)

Onde M (u) = M(f)[1]®@M(g) = X[2]@Y[1]® X[1]® Z. Nesse sentido, definimos

( e sua inversa ¢ como

0 0
. idy[l] 0 . 0 idy[l] f[l} 0
Y= 0 0 b= 0 0 0 idy
0 idg

Verificamos que ¢ € um morfismo de complexos.

—dxp[1] 0 0 0
(0 avwl] 2 0 N T
Yl o duw) = ( 0o 0 0 ids[1] > idx ) 0 dxpy 0
0 gll] (9o N1 dz
_ —idy[l] [1] o f[2] + f[Z] o idx[l] [1} idy[l] [1] o dY[l] f[ } o dX[l] 0
0 idz[l] Og[l} ’Ldz[l] o(go )[1} idgz1odz

— 0 dy[l] [e] Zdy[l] dy[l] o f[l] 0 — dy[l] 0 0 Zdy[l] f[l] 0
0 g[l] o ’idy[l] g[l] o f[l] dz oidy g[l} dz 0 0 0 idz

= dwm(g) 0 Y.

Do mesmo modo, pode-se verificar que ¢ é um morfismo de complexos. E imediato

que o diagrama (3.4) é um triangulo, isto €, ¢ o a(u) = v, f(u) o ¢ = w. Assim como é

imediato que 1 o ¢ = idy(y). Para mostrar que ¢ o 1) = idy;(,) vamos mostrar que esses

morfismos sdo homotépicos na categoria C(C). Definimos o morfismo

idx
0

0
0

s: M(u)— Mu)[-1], s=

o O O O
o O O O
o O O O
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Assim temos que

5[1] o dM(u) + dM(u)[—l] 08 =

—dxp[l] 0 0 0 —dxp; 0 0 0
—fl2]  —dy[1] 0 0 —f1] —dv 0 0
=s|l . + . S
[ ] de[z] 0 dX[l] 0 ZdX[l] 0 dX[l] [—1] 0
0 gl (go H[] dz 0 g (gof) dz[-1]
idx[g] Oidx[g] 0 idx[g] OdX[1] 0 0 0 —dX[l] OidX[l] 0
_ 0 0 0 0 [0 0 —flieidsy O
0 0 0 0 0 0 ZdX[l] o ZdX[l] 0
0 0 0 0 0 0 0 0
idx g 0 0 0
0 ’I,dy[ll — ’Ldy[l] —’idy[l] ] f[].] 0 .
— = — O
0 0 idx) 0 iy = oY
0 0 0 idz —idz
O que conclui a prova. [

Para definir a cohomologia de um complexo, precisamos admitir uma estrutura
a mais para a categoria C. Nesse sentido, dizemos que uma categoria (C,T") é uma
categoria abeliana com translagdo se (C,7) é uma categoria aditiva com translacéo e,
além disso, C é abeliana. Como consequéncia, temos que C(C) e, portanto, K(C) sdao

categorias abelianas. Assim, definimos

Defini¢ao 3.1.6. Sejam (C(C),[1]) uma categoria de complexos, de uma categoria abeliana
C, com translagio e X um complexo em C(C). Definimos H : C(C) — C(C) o funtor de
cohomologia de C(C) como

H(X) = Coker(Imdx[—1] — Kerdy).

De maneira natural, definimos a imagem H ( f) de um morfismo de complexos f € Home ¢y(X,Y)
pela propriedade universal do coniicleo H(X).

Imdx[—1] X, Kerdy X, Coker ©x

roms | roox | H(p)
Yy Loy N

Im dy [—1] Ker dy Coker py

Existe vinica H(f) : H(X) — H(Y') com H(f) 0ty = gy © f 0 px.
Como C(C) é uma categoria abeliana, H(X) é um complexo. Assim, para cada n € Z
definimos o funtor H" : C(C) — C dado por

H"(X) = H(X)" = Coker(Imdy ' — Kerdy), H"(f)=H(f)"

onde dizemos que o objeto H"(X) é a n-ésima cohomologia do complexo X.
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Note que o morfismo ¢ : Imdx[—1] — Kerdx é o morfismo definido por (2.32)

dx[-1 4
para o complexo X|[—1] ] X — X[1] . Em decorréncia de (2.34) temos os isomor-

fismos H(X) ~ Ker(Cokerdx[l] — Imdyx) ~ Im(Kerdx[—1] — Coker dx) de modo
que

H(X) = Coker(Imdx[—1] — Kerdx) ~ Coker(X[—1] — Kerdx)
~ Coker(Coker dx[—2] — Kerdy).
H(X) ~ Ker(Coker dx[—1] — Imdx) ~ Ker(Coker dx[—1] — X[1])

~ Ker(Coker dx[—1] — Kerdx[1]).

De onde seguem as sequéncia exatas

0 — H(X) — Coker(dx[~1]) % Ker(dx[1]) — H(X[1]) — 0 (3.5)
0 — H"(X) — Coker(d%™) A, Ker(diH) — H"™(X) — 0 (3.6)

Além disso, notemos que, para todo n € Z, a comutatividade do diagrama

dy! dx

anl n Xn+1
(_1)nidX"—1l ‘ l(—l)"idxn-m (37)
Xn — 105250 x 10 ED iy, T g0

nos fornece um isomorfismo
3.7
H"(X) = Coker(Im dy ™" — Kerd) = Coker(Im(=1)"dy}, — Ker(—1)"d%,) = H(X[n])

Lema 3.1.1. O funtor H leva morfismos homotdpicos a zero em C(C) no morfismo zero em

c(0).

Demonstragido. Dado um morfismos homotépico a zero f € Home ¢)(X,Y'). Entdo existe
s: X —Y[-1]tal que f = s[1] o dx + dy[—1] o s. Assim temos

dx s(1] s dy [-1]
X X[1] Y X —Y[-1] —
0 _
ol d&[—} ’
Kerdy Im dy [—1]

de modo que s[1] o dx o p = s[1] 0 0 = 0 e, além disso, dy[—1] pode ser fatorado através

de Im dy [—1], basta notarmos que py = py o py, segue de (2.32), e que ¢,, o py = 0 para
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concluirmos que

H(f) © [’SOX - LSOY © (8[1] o dX + dY[_l] © S) °pPx
=gy 0 (0+ Py ody[-1] 0 5) o px

= lyy 0 py 0 py o dy[—1]os0px =0.
Como ¢, € um monomorfismo segue que H(f) = 0. O

Como consequéncia do Lema 3.1.1 temos que os funtores H : K(C) — K(C) e
H™ : K(C) — C estdo bem definidos.

Teorema 3.1.2. Dado uma sequéncia exata (0 — X ER YLz —0 de objetos em C(C).

Entdo, para cada n € Z a sequéncia
H"(X) — H"(Y) — H™(Z)

é uma sequéncia exata. Além disso, para cada n € 7, existe um morfismo 6" em C funtorial em
relagdo a sequéncia dada, tal que sequéncia

H(Y) — HZ) 25 g (X)) — H(2)

é exata.

Demonstragio. Utilizando a propriedade universal do niicleo e conticleo e a sequéncia
exata (3.6), para todo n, podemos montar a seguinte diagrama comutativo, onde as

setas horizontais e verticais sdo exatas.
H™(X) H™(Y) H"™(Z)

Coker(d’y 1)

dy dy dy
0 — Ker(d%™) Ker(dyt) Ker(d3)
Hn+1(X) Hn+1(y) Hn+1(z)

Assim, o Snake Lemma garante a existéncia da sequencia exata

HY(X) — H'(Y) — H(Z) 5> H™(X) — H™L(Y) — H™(Z),

Como a construgdo é funtorial em 7, segue o resultado. O

Proposicao 3.1.2. Seja C uma categoria abeliana. Entdo, para todo n € Z, o funtor H" : K(C)
— C é um funtor cohomoldgico.
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Demonstragiio. Dado um triangulo distinto 7 = X 5>y %> 7— X[1], pelo axioma TR 3
T ¢ distinto se e somente se 7' = y—Z» 71 X [1] =L y'[1] for distinto. Ento existe, por
defini¢do, um isomorfismo entre 7" e um triangulo do tipo X’ Ly LN, (f") B, x [1].
De modo que T é isomorfo ao triangulo Y’Lfl)»M(f’)M»X’[l]HY’[l].

Agora, como «a( f') é um monomorfismo e 3(f’) um epimorfismo temos a se-
guinte sequéncia exata
Assim, aplicando o Teorema 3.1.2 temos que a sequéncia

H(Y') — H"(M(f")) — H"(X'[1])

ou ainda, H"(X) — H"(Y) — H"(Z) é exata. Logo, H" é cohomolégico. O

3.2 CATEGORIAS DERIVADAS E FUNTORES DERIVADOS

Definicdo 3.2.1. Sejam C uma categoria abeliana e f : X — Y um morfismo em K(C). Dize-

mos que f é um quase isomorfismo se H"(f) é um isomorfismo para todo n.
Observagio 3.2.1. Dizemos que um complexo X € K(C) é exato se paratodoi € Z, H'(X) =
0. Ou seja, o mapa nulo X — 0 é um quase isomorfismo. Entdo, dado um tridngulo distinto

X A Y — M(f) - X[1] aplicando o funtor de cohomologia obtemos a sequinte sequéncia
exata.

H(M(f)[=1]) — H(X) — H(Y) — H(M(f))

Assim, temos que f é um quase isomorfismo se, e somente se, H(M (f)) = 0, ou seja, M(f) é
um complexo exato. Logo, se F é um funtor para o qual F(X) ~ 0 sempre que X for exato,
entdo F transforma quase isomorfismos em isomorfismos. Além disso, vale a volta.

Defini¢do 3.2.2. Seja C uma categoria abeliana e K (C) a categoria de homotopia de C. Seja N o

sistema nulo em K (C) dado por
N = {X € Obj(K(C)) | H"(X) = 0, ¥n € Z}. (3.8)

Entdo, definimos D (C) a categoria derivada de C como a seguinte localizagdo

Onde denotamos por Q : K(C) — D(C) o funtor de localizagio.
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Definicdo 3.2.3. Um objeto X € Obj(C(C)) é limitado, (limitado superiormente, limitado
inferiormente) se X™ = 0 para |n| >> 0 (respectivamente n >> 0, n << 0). Definimos
C*(C) a categoria de complexos em C limitados, C*(C) a categoria de complexos em C limitados
superiormente, C~(C) a categoria de complexos em C limitados inferiormente. Similarmente

como construimos K (C) podemos definir
K’(C), K*(C) K (C).
Como categorias homotdpicas de C*(C),C*(C) e C~(C). Assim, definimos também as categorias
D’(C) = K*(C)pn, DF(C) =K*(C)a+ D7(C) =K (C)w-
Observagao 3.2.2.

1. Como K(C) é uma categoria triangular, se C for uma categoria abeliana. Segue da
Proposicio 2.4.9 que D (C) é uma categoria triangular.

2. Para toda f € S(N), existe um triangulo X > Y — M(f) — X[1] com M(f) €
N. Assim H"(M(f)) = 0 para todo n € Z e portanto S(N') é o conjunto de quase

isomorfismos de K(C).

3. Como toda f € S(N') é um quase isomorfismo, temos que H"(f) é um isomorfismo para
todo n € 7. Assim, pela Proposicdo 2.4.8 H™ se fatora em D (C), isto é existe um 1inico

funtor H}, fazendo o diagrama comutar

K(e) —"——¢
QJ ///3/!/H,’3
D(C)

Denotamos Hp; simplesmente por H™.
Proposicao 3.2.1. Seja C uma categoria abeliana. Entdo toda sequéncia exata em C(C)
0—x vtz o (3.9)

induz um triangulo distinto X d Yy - 7 X[1] em D(C).

Demonstragio. Pelo axioma TR 2, f induz um triangulo distinto X ER Y - M(f) - X[1]
em K(C). Basta mostrar, portanto, a existéncia de um quase isomorfismo ¢ : M(f) — Z
para concluir o resultado. Utilizando a exatiddo da sequéncia (3.9) podemos construir o

seguinte diagrama comutativo em C(C) com linhas exatas.
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Assim, garantimos que a sequéncia dos cones de mapeamento seja exata

idx, 0,

0— M(idx)(J)M(f) 09, M0 — Z) — 0. (3.10)
Entdo, definimos ¢ = (0, g) e notamos, pela Observacdo 3.2.1 que H(M (idx)) = 0,
H(M(idx[1])) =0eque M(0 — Z) = 0[1] & Z = Z. Assim, aplicando o Teorema 3.1.2

H
na sequéncia (3.10) obtemos a sequéncia exata 0 — H(M(f)) 1) H(Z) 2.0 em

D(C). De onde segue que ¢ é um quase isomorfismo. O

Sejam K uma categoria triangular e Q : K — D uma localiza¢do. Sejam K’, K"
subcategorias de K e D', D" subcategorias de D tal que D' é alocalizacdo de K’ e D" é a
localizacdo de K”. Consideramos o funtor inclusdo i : K’ — K’, entao existe um tinico

tuntor J fazendo o diagrama abaixo comutar

K/ C i > K//

Qlkr l J Ol

D/ J > D//

Proposicdo 3.2.2. Se para todo X em K' existe um quase isomorfismo px : X — Ax com Ax
em K" entdo J é uma equivaléncia entre categorias triangulares onde denotamos por (d,9) o

inverso de J, isto é, temos os isomorfismos de funtores triangulares
idD/ >~ 3 oJ idD// ~Jo 3 (311)

Demonstragido. Como para cada X € D", px € S(N) temos que existe um isomorfismo
Q(px) : X = Ax em D". Deste modo, definindo o funtor J por J(X) = Ax para todo
X € D" verificamos imediatamente que J estd bem definido. Para definir o morfismo
d:Jo[l] — [1] o g, utilizamos a Proposicdo 2.4.8 para garantir a existéncia de um tnico
funtor 6 : D" — D" tal que Q[1] = # o Q. Entao definimos dx = 0(px) : J(X[1]) —
J(X)[1] para todo X. Notemos que dx é um isomorfismo para todo X, ja que Q(¢x)[1]
e Q(pxp) sdo isomorfismos e temos um diagrama comutativo

Qpx)[1]

Assim, ¢ é um isomorfismo natural. Para verificar que o par (d,6) forma um funtor
triangular basta verificar que tridngulos X L.y 9, 7 X[1] distintos em D" sdo leva-

dos em tridangulos distintos em D’. Segue da construgdo o seguinte isomorfismo de
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triangulos
X f v g 7 h X[l]
Q(px) J Qpy) l Q(pz) J Q(px)[1] J
A A 1
XY e A e XU

De onde concluimos, pelo axioma TR 1 que a segunda linha do diagrama acima é um
triangulo distinto. Além disso, os isomorfismos (3.11) seguem diretamente da defini¢ao
do funtor J. n

Proposicao 3.2.3. Seja C uma categoria aditiva que admita soma direta exatas indexada por
um conjunto I. Entdo C(C), K(C) e D(C) admitem soma direta e os funtores C(C) — K(C) e
Q : K(C) — D(C) comutam com a soma direta.

Definicdo 3.2.4. ! Sejam C e C’ categorias abelianas, F : C — C' um funtor aditivo e Q : K(C)
— D(C) o funtor de localizacdo. Dizemos que F é derivdvel a direita se existir

RF :D(C)—D(C)
um funtor triangular e ¢ um morfismos de funtores triangulares
(:QoK(F)— RFoQ

onde K(F) : K(C) — K(C') é um funtor naturalmente associado a F, tal que para todo funtor
triangular G : D(C) — D(C’), o morfismo

Q(*)

Hom(RF,G) ——2 Hom(RF 0 Q,G 0 Q) — Hom(Q' o K(F),Go Q)  (312)

é um isomorfismo. Entdo (RF,(), que é tinico a menos de isomorfismo, é chamado de fun-
tor derivado a direita de F. Definimos o n-ésimo funtor derivado a direita de F como
R"F = H"(RF).
Dizemos que F ¢ derivdvel a esquerda se existir
LF :D(C)— D(C)
um funtor triangular e & um morfismos de funtores triangulares

§:LFoQ— Q oK(F)

Assim como a nogdo de categoria derivada segue de uma localizagao de categorias, a nogdo de funtor derivado
remete a uma localizagdo de funtores. Nesse segundo caso, optamos por uma definigdo direta e citamos [15]
para um tratamento mais detalhado. Citamos ainda, [22] para uma apresentagdo de funtores derivados como

uma aproximagdo homotépica universal para ou do functor original.
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tal que para todo funtor triangular G : D(C) — D(C’), o morfismo

Hom(G, LF) 20 Hom(G o Q, LF 0 Q) e Hom(G o Q, Q' o K(F)) (3.13)

é um isomorfismo. Entdo (LF, &), que é vinico a menos de isomotfismo, é chamado de funtor
derivado a esquerda de F. Definimos o n-ésimo funtor derivado a esquerda de F como
L"F = H"(LF).

As ProposicOes abaixo oferecem algumas condi¢des para que a existéncia de

funtores derivados seja garantida.

Proposicgio 3.2.4. Sejam C, C" categorias abelianas e F : K(C) — K(C") um funtor triangular.
Seja K uma subcategoria de K(C), Q' = Q|x : K — D sua localizagio, onde D = Kg(n) é
uma subcategoria de D (C), e i : K — K(C) o funtor inclusdo tal que o funtor

F'=Foi: K—K(C)
possui funtor derivado a direita
RF :D—D({") (:Q"oF — RF oQ.

Se existe uma familia de quase isomorfismos (px : X — Ax)xek(c) onde Ax € K, entdo,

tomando J = Q(i)~*, temos que F possui funtor derivado a direita dado por
RF=RF 0§ :D(C)— D(C")
tal que RF(X) = RF'(Ax). Onde, para cada X, (x é dado pela composigio

Q”.F C/X
(¢x) f(AX) :./—"/(AX) A

F(X) RF'(Ax) = RF(X).
Demonstragio. A prova se resume a verificar que o funtor derivado RF estd bem defi-
nido segundo a Defini¢do 3.2.4. Temos que RF é um funtor triangular pois é definido
como a composic¢do de funtores triangulares. Para verificar que ¢ é um morfismo de fun-
tores devemos verificar, para todo f : X — Y/, a comutatividade do seguinte diagrama
em D (C’), que chamaremos de D(f).

(x

F(X) RF(X)
Q"F(f)| | rFo(n)
FY) — s RF(Y)

Entdo dado f : X — Y um morfismo em K(C), como Q(px) e Q(py) sdo isomorfismos,
existe f : Ax — Ay em D tal que Q(f) = Q(f). Utilizando a axioma S2 para o par
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px
Ax — X — Ay existem g e ¢ um quase isomorfismo fazendo o seguinte diagrama

comutar
X £X Ay

fl lg (3.14)
Y (2% A ® Z 4 AZ

Assim definimos h = popy : Y — Z, h = 0z 0@ : AYHAyefh = pyo0g: Ax
— Az. Note que em geral nao podemos garantir que fh = foh, mas como ¢ é um
quase isomorfismo, Q( f h) Q(f) o Q(h). Agora, combinando D(f) e D(h) obtemos o
seguinte diagrama.

Fx) 2 rag) — S RE Ay

Q" F(f) RF'Q(f)
F() Q" F(pv) F(Ay) e% RF/(Ay)

Q" F(h) Q" F(h) RF'Q(h)
Fiz) 2T iy )

Como ¢z oh =z 0000y =hopy, aplicando o funtor Q" F obtemos que Q" F(yy) o
Q"F(h) = Q"F(h)o Q" F(py). Agora considerando a composi¢do (foh) temos ¢z o (ho
f) = @zopopyof = pyogopy = (h o f)opx. De onde segue que Q" F(pz)o Q" F(hf) =
Q"F (f?]/” ) o Q"F(px). Assim, usando a hipétese de que ¢’ é um morfismo de funtores,
segue que D(h) e D(hf) comutam. Além disso, jd que i é um quase isomorfismo segue
que RF’ Q(h) é um isomorfismo e ¢} = ¢} o Q"F(h). Assim

RFQ(f) o cx—Rf' (f) o ¢k 0 Q"F(px) = RF'Q(h) o RF'Q(f) o C 0 Q"Flpx)
D (0 @' Flps) 0 Q'F(h) o Q"F(f)
" 0 Q"F(h) 0 Q" Flpy) 0 QF(f) = G 0 Q" Flpy) 0 Q"F(f)
— &0 Q'F(f).

Para mostrar que ¢ é um morfismo de funtores triangulares devemos verificar a comu-

tatividade do diagrama

Q" F(X[1]) 27 @ F(X)[1]
Cx j jcxm

OrRFQ

RFQ(X[1]) —— RFQ(X)[1]

O que segue diretamente da construgdo. Finalmente, devemos verificar que existe um
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isomorfismo (3.12). Para isso, definimos um morfismo inverso do seguinte modo

i(*)

Hom(Q" o F,G o Q)

Hom(Q" o Foi,Go Qoi) Hom(Q" o F',GoJo Q)

O/—1 Q*l.
C Hom(RF'0Q,G0T0Q) =1

Hom(RF',G o J)

a(e)

Hom(RF 0 d,GoJoJ) Hom(RF,G)

Onde temos que o(’~! existe por hipétese. O

Coroldrio 3.2.1. Sejam C, C" categorias abelianas e F : K(C) — K(C") um funtor triangular.
Sejam K uma subcategoria de K(C) tal que D = K g(ny) é uma subcategoria de D(C) ei : K —
K(C) o funtor inclusdo. Se existe uma familia de quase isomorfismos (¢x : X — Ax)xek(c)
onde Ax € K e se o funtor restricio F' = F o i transforma quase isomorfismos em quase

isomorfismos, entdo F possui derivado a direita (RF, ).

Demonstragio. Primeiro, notemos que como o funtor Q" F” transforma quase isomorfis-
mos em isomorfismos temos que Q" F' se fatora unicamente em Q, pela Proposigdo ??,
isto é, existe RF' tal que Q"F' = RF'Q. Logo temos que F’ admite derivado a direta
(RF',id).

Agora, usando a Proposic¢do 3.2.4, temos que F admite funtor derivado dado

por
RF(X)=RF(Ax) = Q"F(Ax) (x=9Q"F(px): Q' F(X)— Q"F(Ax) = RF(X)
Para todo morfismo f : X — Y em K (C) definimos
RF(f/1) = Q"F(h)™" o Q"F(hf)

onde & e i?]/” denotam os morfismos definidos na demonstra¢do da Proposigao 3.2.4.

Assim, para cada morfismo (f/s) em D (C) temos definido
RF(f/s) = RF(f/1) o RF(s/1)7".

Além disso, o isomorfismo natural que define RF como um funtor triangular pode ser

visualizado como a seguinte familia de isomorfismos para cada X € D(C)

~ ~

(OrF)x : RF(X[1]) = Q"F(Axp) Q" F(Ax[1])

nx (0F)x

Q"F(Ax)[1] = RF(X)[1]

Onde nx = Q(px[1]) o Q(pxp)) ' Em particular, caso X € K entdo px é um quase

isomorfismo em K e portanto (x = F'(¢x) € um isomorfismo por hipétese. O
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Definicdo 3.2.5. Sejam C, C' categorias abelianas e F : K(C) — K(C') um funtor triangular.
Dizemos que um complexo X € K(C) é F-aciclico a direita, ou aciclico a direita com respeito
a F, se para todo quase isomorfismo f : X — Y em K(C) existe um quase isomorfismo g : Y
— Z tal que o mapa F(g o f) : F(X) — F(Z) é um isomorfismo em K(C"). Do mesmo modo,
dizemos que X é F-aciclico a esquerda se para todo quase isomorfismo f : Y — X em K(C)
existe um quase isomotrfismo g : Z — Y tal que o mapa F(f o g) : F(X)— F(Y) é um
isomorfismo.

Lema 3.2.1. Se X é F-aciclico a direita e existe um quase isomorfismo f : X — Y tal que
F(f): F(X)— F(Y) é um epimorfismo, entido F(Y') é F-aciclico a direita.

Demonstragio. Seja X um complexo F-aciclico a direita e f : X — Y um quase isomor-
fismo tal que F(f) é um epimorfismo. Dado um quase isomorfismo ¢y : ¥ — Y7,
entdo py o f : X — Y’ é um quase isomorfismo, e como X é F-aciclico existe um quase

isomorfismo ¢ tal que F(¢z o (py o f)) € um isomorfismo. Logo a composi¢ao

F Flpyr Floz
Fo) TR Ry R F ()

é um isomorfismo. Como F(f) é um epimorfismo, segue que F(py o ¢z) é um isomor-

tfismo. De onde concluimos que Z é F-aciclico a direita. O

Lema 3.2.2. Dado um funtor triangular F. Os complexos em K (C) que sio F-aciclicos a direita

sdo objetos de uma subcategoria triangular localizdvel K de K(C).

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que o conjunto de complexos em K(C) que sdo
F-aciclicos forma uma subcategoria triangular de K(C) que denotaremos por K. Nesse
sentido, dado um triangulo distinto X; — X, — M(f) -~ X;[1] em K(C) onde X; e X,
sdo objetos de K/, vamos mostrar que M ( f) é um objeto de K. Denotando M ( f) por X[1]
e utilizando TR 3 obtemos o triangulo distinto X — X; — X3 — X[1] . Assim, para
todo quase isomorfismo v : X — Y dado, usando S3' podemos completar o diagrama

y <X N X, e que, por sua vez, induz um morfismos de tridngulos por TR 4.

x—Lx, X, X[1]
ut ulJ U2 u[l]j (3.15)
y—L v, Y, V(1]

Notemos que u; é um quase isomorfismo por S3’ e podemos verificar que u, é um quase
isomorfismo aplicando o Lema dos cinco na sequéncia de cohomologia correspondente
a (3.15). Agora, como X; e X, sdo F-aciclicos, usamos TR 3 e TR 4 para obter outro

morfismo de tridngulos.

Y Y] Ys Y[1]

l { l va (3.16)

Z Z Zs Z[1]
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Onde v; e vy sdo quase isomorfismos tais que F(viu;) e F(voug) sdo isomorfismos,
assim, podemos usar S3' e S3” para garantir que v e v[1] sdo quase isomorfismos. Entdo

aplicando F obtemos um morfismo de tridngulos distintos em K(C’).

F(X1)— F(Xo) —F(X[1]) —F(Xy[1])
.7-"(U1U1)J ]—"(vgug)l F(vu[l]) F(viur [1])l (317)
F(21)——F(Z2)—F(Z[1]) — F(Zi[1])

Agora, usando a Proposi¢ao 2.4.3 obtemos que F(vu[l]) é um isomorfismo e M(f)
é um complexo F-aciclico a direta. Segue que o funtor inclusdo K — K(C) é um
funtor triangular. Além disso, o elemento nulo 0 é trivialmente F-aciclico e, pelo
Coroldrio 2.4.1, K é fechada para soma direta. Concluimos que K é uma subcategoria

triangular. 0

Proposigdo 3.2.5. Seja C uma categoria abeliana, F : K(C) — K(C') um funtor triangular.
Suponha que K (C) possui uma familia de quase isomotrfismos ¢x : X — Ax tal que Ax é
F-aciclico a direita para todo X. Entdo F possui uma derivagdo a direita (RF, () tal que para
todo X

RF(X)=F(Ax) (x=Flex): F(X)— F(Ax)

Além disso, X é F-aciclico a direita se, e somente se, (x é um isomorfismo.

Demonstragio. Pelo Lema 3.2.2 o conjuntos de complexos F-aciclicos a direita forma
uma subcategoria triangular de K(C). Além disso temos que a restri¢do de F a categoria
K transforma quase isomorfismos em isomorfismos. De fato, dado um complexo exato
e F-aciclico a direita X, para o quase isomorfismo natural u : X — 0, existe um quase
isomorfismo v : 0 — Z tal que F(uv) é um isomorfismo. Mas uv é o morfismo nulo,

logo F(X) =~ 0. Assim, o resultado segue da Observagao 3.2.1 e do Coroldrio 3.2.1. [J

Corolario 3.2.2. Sejam C,C’,C" trés categorias abelianas, Q : K(C) — D(C), Q" : K(C') —
D(C') os respectivos funtores de localizagio e F : K(C) — K(C'), G : K(C") — K(C") dois
funtores triangulares. Suponha que G seja derivdvel a direita e que todo complexo X € K(C)
admita um quase isomorfismo para um complexo (Q'F)-aciclico Ax tal que F(Ax) é G-aciclico

a direita. Entdo Q'F e GF sdo derivdveis a direita e existe um inico isomorfismo funtorial
R(GoF)= RGoRF.
tal que o sequinte diagrama comuta para todo X € K(C).

GF(X) — R(GF)(QX)

| I

RGQ'F(X) — RGRF(QX)
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Demonstragio. Ver [16], Coroldrio 2.2.7, pagina 45. O

Seguindo os mesmos argumentos acima, pode-se, dualmente, enunciar e de-
monstrar a os resultados acima para a derivagdo a esquerda. Em particular obtemos
que; se K(C) possui uma familia de quase isomorfismos ¢y : By — Y tal que By é
F-aciclico a esquerda para todo Y, entdo F possui uma derivagdo a esquerda (L.F,¢)
tal que para todo Y € K(C)

LF(Y)=F(By) & =F(y): F(By)— F(Y).

Definicdo 3.2.6. Sejam C uma categoria abeliana e K uma subcategoria de K(C). Dize-
mos que um complexo I € K é homotopicamente injetivo > em K se para todo diagrama

y < x ER I em K com s um quase isomorfismo existir g : Y — I tal que go s = f.

Dado um objeto X € K(C), se existir um complexo homotopicamente injetivo Ix € K
e um quase isomorfismo ¢ : X — Ix, dizemos que ¢ é uma resolu¢do homotopicamente

injetiva de X.

Proposicao 3.2.6. Seja C uma categoria abeliana. Entdo as seguintes condigoes sio equivalentes

1. I € K(C) é um complexo homotopicamente injetivo.

2. Todo quase isomorfismo iy : I — Y em K(C) é um monomorfismo, ou seja, possui inverso

a esquerda.
3. Para todo complexo exato X € K(C), temos Homg ¢)(X,I) = 0.

4. I é F-aciclico a direita para todo funtor triangular F : K(C) — K(C').

Demonstragio.

(1) < (2) Seja I um complexo homotopicamente injetivo sobre K (C). Entdo, dado
um quase isomorfismo s : I — Y sempre podemos tomar o diagrama Yy «<— | a I.
De modo que, por defini¢do de complexo homotopicamente injetivo, existe um quase
isomorfismo g : Y — [ tal que g o s = idj.

Reciprocamente, suponhamos que todo quase isomorfismo s : I — Y possui um

. X ~ : f .
inverso a esquerda 7 : Y — I. Entdo, dado um diagrama Y <~ X > ] onde s é um
quase isomorfismo, podemos completa-lo de modo a obtermos o seguinte diagrama

comutativo.
X I
S /
Lo, b
Y Y’

2 Adotamos o mesmo nome utilizado em [15], mas este conceito pode ser encontrado na literatura com os nomes

de complexos K-injetivos ou ainda g-injetivos em [16].
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Como s’ é um quase isomorfismos, por hipétese, s’ admite inverso a esquerda que
denotamos por r’. Logo, existe um mapa g = r’ o f’ tal que g o s = f de onde concluimos

que I é um complexo homotopicamente injetivo.

(2) & (4). Por hipétese, para todo quase isomorfismo s : [ — Y existe r : Y
— Y tal que s o r = idy, entdo F(g o s) = F(id;) é um isomorfismo e / é F-aciclico a
direta. Para mostrar a volta, supondo que um complexo I é F-aciclico a direita para
todo funtor triangular 7, entdo temos que I é aciclico a direita com respeito ao funtor
identidade. De modo que, para todo quase isomorfismo s : I — Y existe um quase
isomorfismo r : Y — Z tal que sor : [ — Z é um isomorfismo, isto é, s possui um

inverso a esquerda.

(1) = (3) Se I é um complexo homotopicamente injetivo, entdo dado X um com-

plexo exato existe um isomorfismo s : X — 0 de modo que se f € Homg ¢)(X, I) entdo

obtemos um diagrama 0 <~ X EX I e pela definicdo de complexo homotopicamente
injetivo, existe um quase isomorfismo g : 0 — [ tal que go s = f. Mas como g é o
morfismo nulo, resulta que f também é o morfismo nulo.

(3) = (2) Agora, suponhamos que Hom ¢y(X, ) = 0 para todo complexo exato
X. Entdo, dado um quase isomorfismo ¢ : I — Y, por TR 2 existe um triangulo distinto
T, ] —Y — X — I[1] , usando a Observagao 3.2.1, como ¢ é quase isomorfismo,
segue que X é um complexo exato. Agora, aplicando o funtor cohomolégico Hom(s, I)

no complexo acima obtemos a sequéncia exata
Hom(X, I) — Hom(Y, I) —— Hom(I, ) — Hom(X[~1], ).

Como X é exato, por hipétese, Hom(X, /) = 0 de modo que yo é um isomorfismo. De

onde segue que ¢ é um monomorfismo e, portanto, tem inversa a esquerda. [

Proposicdo 3.2.7. Um complexo I é homotopicamente injetivo em K(C) se, e somente se,
para todo complexo X € K(C) o mapa natural v : Homg ¢y(X, 1) — Homp)(X, ) é um
isomorfismo.

Demonstragio. A volta é facilmente verificdvel uma vez que supondo se o mapa ~ acima

e : s f ) : . s
é bijetivo, dar um diagrama Y < X — | onde s é um quase isomorfismo nada mais é

que dar um morfismo (f/s) : Y — I em D(C), logo existe um tinico g € Hom (Y, )
Agora, se I é um complexo homotopicamente injetivo, entdo dado um quase

isomorfismo f : Y — X existe um triangulo distinto 7" : Y’ A X - M(f) - Y]] . Mas,
pela Observacao 3.2.1, M (f) é um complexo exato, logo, aplicando o funtor Hom(e, /)

no triangulo 7" obtemos a seguinte sequéncia

Hom (M (f),I) — Home (X, I) — Home(Y, 1) — Home(M(f)[—1],1)
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por hipétese Hom(M(f), ) = 0 assim temos um isomorfismo
of : HOIIlK ©) (X, I) = HOIHK ©) (3/, ])
sempre que f for um quase isomorfismo. Concluimos que

HOIIlD(c)(X, ]) = CiiI}Il HOIHK(C)(}/, I) ~ HOIIlK(c)(X, ])
X—-YeS

O
Corolario 3.2.3. Um objeto I em K(C) é homotopicamente injeto entdo, I"™ é um objeto injetivo

em C para cada n € Z tal que I" ndo é nulo. Reciprocamente, todo complexo I" limitado
positivamente onde 1™ é um objeto injetivo em C, é homotopicamente injetivo em K*(C).

Demonstragdo. Sejam I um objeto homotopicamente injetivo em K(C) e n um inteiro.

~ . n fr , C ..
Entdo dado um diagrama Y™ < X" ~ [» em C onde s” é um mapa injetivo, definimos

X", Y € K(C) como o seguinte complexo

>0 yn" : Coker s" Cokert — 0 >
-

>0 X" 0 0 0 >
. k

» -1 I Jn+l 2 n+3 :

Assim Coker ¢ ~ 0. Além disso, como s"” é um monomorfismo, segue da Observacdo

2.4.2 que Ims” ~ X". Logo
H"(X") =Ker(0 — X") = X" ~Im f = Ker(s : Y — Cokers") = H"(Y").

Temos que s = (s');ez, definido por s™ quando ¢ = n e 0 caso contrdrio, é um quase iso-

morfismo e como / é homotdpicamente injetivo considerando o diagrama Y* «— X' — |

em K(C), existe um mapa g : Y"— I tal que, em particular, g" o s™ = f". O que implica,

pela Proposicdo 2.4.1, que I" é um objeto injetivo em C.

A segunda assergdo segue em consequéncia da equivaléncia entre (1) e (3) na
Proposigdo 3.2.6 pois assim, a Proposicao 3.1.1 garante que todo objeto injetivo limitado

inferiormente na categoria K (C) é um complexo homotopicamente injetivo. [

Corolario 3.2.4. Suponha que para cada X € K(C) existe um quase isomorfismo px : X —
I onde Ix é injetivo em K (C). Entdo todo funtor triangular F : K(C) — K(C') possui funtor
derivado a direita (RF, ().
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Demonstragdo. Sob as condi¢des de hipétese definimos, para cada X € K(C), o funtor
derivado de RF : D(C) — D(C’) como

RF(X) =F(Ix), {(X)=F(px):F(X)— F(lx).

e tal que, para cada morfismo f/s : X; < X A X, em D(C), RF(f/s) = F(f') o
F(s')~'. Onde f’ e s’ sdo os tnicos morfismos fazendo os diagramas comutarem em
K(C)

X 20 X 220
7| [ ¥4
©xy PX,
Xy —— Ix, X, —— Ix,
O resultado segue da Proposic¢do 3.2.6 e do Coroldrio 3.2.1. O

3.3 O BIFUNTOR Hom®

Nesta se¢do vamos nos limitar a explorar um exemplo notavel de bifuntor
derivado a direita, o funtor de homomorfismos. Um tratamento mais geral pode ser
encontrado em [15], se¢des 11.5, 11.6 , 11.7 e 13.4. Confira também a Proposi¢do 2.2.7 de
[4], na pagina 265 e [11], secdo 6 do primeiro capitulo.

Definicao 3.3.1. Seja C uma categoria aditiva. Denotando por Gr a categoria dos grupos
graduados, para todos objetos X*,Y" € C(C) definimos o complexo Hom'(X",Y") como

Hom"(X",Y") = Homg (X", Y[n]) = | [ Home (X7, Y7*").

PEZL

De maneira que os diferenciais ficam definidos por dgy, +(f) = (&5 ™o fP4+(—1)"1 fPHlody ) ez,
onde f = (fP)pez com fP € Hom(XP YPt"),

Proposicdo 3.3.1. Sejam C uma categoria aditivae X,Y € C(C). Entdo existe um isomorfismo

H"(Hom'(X,Y')) = Homg (X, Y[n]) (3.18)

para todo inteiro n.

Hom"

Demonstracio. Temos que Ker(dyj,,-) = Homc)(X,Y[n]). De fato, cada morfismo

n
Hom

- se e somente se djy,.(f*), =

(fP)pez € Hom"(X"Y"), pertence ao nucleo de d
(& o fP + (1)1 P+l o dk.), = 0 ou equivalentemente, se para cada p € Z,

frrody = (=1)"dy™ o fP =dy, o f*.

Assim, cada (f?),ez determina unicamente um morfismo de complexos f : X — Y[n].
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Além disso, Im(dj;;}.) = Ht(X, Y[n]). Um morfismo (f?),cz € Hom" (X", Y") est4

Hom"*
m—1
Hom"®

em Im(dj;;}.) se e somente se, existir um morfismo (r?) € Hom" ' (X", Y") tal que para

cada p € Z, f? = d" 'rP. Entdo, tomando para todo p, s* = (—1)"r? temos
1= (1)) = (1 o s+ P o dl) = dil 0P + P o .

Ou seja, para todo p inteiro, f? é homot6pico a zero, e (f?) € Ht(X, Y[n]). Desse modo,
podemos concluir que

H"(Hom'(X,Y)) = Ker(dp,+)/ Im(di- L)

Hom"® Hom"®

~ Homc ¢)(X,Y[n])/ Ht(X, Y [n]) = Homg ) (X, Y[n]).
O

Coroldrio 3.3.1. Um complexo I homotopicamente injetivo em K(C) se, e somente se, o funtor
cohomolégico Hom'(s, I) : K(C)? — K(ADb) leva quase isomorfismos em quase isomorfismos.

Demonstragio. De fato, pela Proposicdo 3.2.6, temos I homotopicamente injetivo se, e s6
se, Hom(X, I) ~ 0 para todo complexo exato X € K(C). Entdo, considere o triangulo
T:Y L X — M(f)—Y[l]se f éum quase isomorfismo, entdo, pela Observagdo 3.2.1
M(f) é exato. Aplicando Hom'(«, /) em 7" obtemos a sequéncia exata

Hom'(M(f)[~1],1) — Hom'(X, 1) 25 Hom (Y, 1) — Hom (M (f),I)
Mas, para todo n, segue da Proposi¢do 3.3.1 que
H™(Hom'(M(f). 1)) = Homg ¢)(M(f) [ ~n]. ) = 0
Logo (of) : Hom'(X,I) — Hom'(Y, I) é um quase isomorfismo. O
Notemos, agora, que fixando o complexo X, obtemos um funtor
E'(X) = Hom'(X, ) : K(C) — K(Ab)

e, para todo Y € K(C) e todo n € Z, temos Hom"(X,Y[1]) ~ Hom""(X,Y) ~
Hom"(X,Y)[1]. Notamos ainda que como £'(X) comuta com soma direta, associa
cones de mapeamento em cones de mapeamento, isto é, leva tridngulos distintos em

triangulos distintos. Logo, £*(.X) é um funtor triangular.

Além disso, Pelo Coroléario 3.2.4, todo funtor triangular é derivavel, de forma

que, tomando Y — Iy uma resolugdo homotopicamente injetiva do complexo Y, temos
R(K'(X)) = RHom'(X,Y) = Hom'(X, Iy)

Agora, para Y fixado e X variando, h'(Iy) = Hom'(s, Iy) : K(C) — K(Ab) é um funtor

contravariante triangular, confira [16], (1.5.3), pagina 23, que, pelo Corolério 3.3.1, leva
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quase isomorfismos em quase isomorfismos em K (Ab). Logo a composi¢do com o funtor
Q' : K(Ab) — D (Ab) define um tnico funtor @' Hom": K(C) — D (Ab) que leva quase
isomorfismos em isomorfismos. Assim, obtemos um bifuntor derivado

RHom": D(C)°®* x D(C) — D(Ab), RHom'(X,Y)= Q Hom'(X, Iy).

Teorema 3.3.1 (Yoneda). Seja C uma categoria abeliana onde todo complexo admita resolugdo
homotopicamente injetiva. Entdo para todos X,Y € D(C),

H" (R Hom'(X, ) = Homp(c)(X, Y[n]).
Demonstragdo. Temos
H"(RHom'(X,Y)) ~ H"(Hom'(X, Iy)) ~ Homg ¢)(X[—n], Iy).
Agora, aplicamos a Proposigdo 3.2.7 que garante que
Hom ¢)(X[—n], Iy) ~ Homp (¢)(X[-n], Iy) ~ Homp ) (X, Y[n]).
O

Observacido 3.3.1. Sejam C uma categoria abeliana com X e'Y objetos de D (C). Definimos o
n-ésimo hiperext ou grupo Ext de X e Y como

Ext"(X,Y) = Homp ¢)(X, Y[n]).

Seque como consequéncia do Teorema 3.3.1 a defini¢do usual do grupo Ext quando C é uma
categoria abeliana e X, Y € Obj(C),

Ext"(X,Y) = H"(R Hom'(X,Y)).

Isso é, Hom' é o funtor cuja cohomologia sdo os grupos Ext e o funtor Ext" (X, «) é o funtor
derivado a direita do funtor Hom" (X, o).

3.4 FUNTORES DERIVADOS EM GEOMETRIA ALGEBRICA

Seja (X, Ox) um espago anelado e Sh-Mod(.X') a categoria dos feixes de Ox-
modulos. Denotamos simplesmente por K(X) a categoria de homotopia de feixes
de Ox-médulos, K(Sh-Mod(X)). De modo similar, denotamos por D (X) a categoria
derivada de feixes de Ox-moédulos, D(Sh-Mod(X)). Denotamos por D(QCoh/X) a
categoria derivada de feixes quase coerentes sobre X.

Resumiremos a seguir alguns conceitos e resultados de geometria algébrica
importantes para a continuidade do trabalho.
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Definicdo 3.4.1. Dado um aberto U e F um O x-mddulo, a restricio .7 | é um Ox|y-mddulo,
ou seja um I'(U, X')-médulo. Se F ¥4 sio dois O x-mddulos, entio o pré-feixe
U — HOHlOX‘U(f|U, glU)

é um feixe, que possui uma estrutura de Ox-modulo, chamamos esse feixe de Feixe 7¢om e
denotamos por HHomo . (F,¥9). Dado .7 um feixe de O x-mddulos, definimos o Feixe Dual de
F com o seguinte O x-modulo

FV = Homo, (F,0x).

Defini¢ao 3.4.2. Seja [ : X — Y um morfismo de espagos anelados. Dado um feixe .7 em X,
definimos a imagem direta de f sobre % como o feixe f..# em Y, onde para todo abertoV C 'Y

LFWV) = Z(f(V)
e 0s mapas restricio sido dados pelos mapas restricio de .%#; Dados abertos V C U CY
Ph = Py FUTHO) — F (V)

Definicdo 3.4.3. Seja f : X — Y um morfismo de espagos anelados. Dado um feixe & sobre

Y, definimos a f~'% como o feixe associado ao pré-feixe

U+ colim¥ (V)
VoSO

Se & é um feixe de Oy-mddulos, definimos a imagem inversa de G pelo morfismo f como o
seguinte produto tensorial
f*g - f_lg ®f—1OY Ox.

Observacao 3.4.1. Considere i : X' — X uma inclusdo de espagos topolégicos e F um

Ox-médulo. Jd temos que i 'F ~ F|x. Assim
T = i—lﬁ ®i710X OX’ ~ f|X/ ®OX|X/ OX’ = le/ ®OX’ OX’ = ﬁ|X/

Proposicao 3.4.1. O funtor f* é adjunto a esquerda do funtor f.. Isto é, para todo O x-médulo
F e todo Oy-médulo &4 existe um isomorfismo de I'(Y, Oy )-mddulos

Homo, ("9, #) = Homo, (¥, f..7).
Demonstragio. Ver [10], secdo 5, pagina 110. O

Proposicao 3.4.2. Sejam (X, Ox) um espago anelado e & um feixe de O x-médulo localmente
livre de posto finito, isto é, X pode ser coberto por uma cobertura aberta {U} tal que &|y =
P,.., Ox|v onde n depende de U. Entdo

1. (&)Y ~&.
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2. Para todo O x-médulo #, Home, (&, F) ~ &Y @0, F.
3. Para todos Ox-médulos % e 4, Homp, (& @ F,9) ~ Homo, (F, #Home, (&,9)).

4. (Formula de Projegio) Se f : (X,Ox) — (Y, Oy) é um morfismo de espagos anelados
e F um feixe de Ox-modulos e & é um feixe de Oy-mddulos localmente livre de posto
finito. Entdo existe um isomorfismo natural

[o(F ®oy [7E) = f(F) R, &.
Demonstragio. Ver [10], exercicio 5.1, pagina 123. O

Temos que, para todo esquema X a categoria K(Sh-Mod(X)) admite uma reso-
lugdo homotopicamente injetiva para todo objeto .%. Este fato pode ser demonstrado
de uma maneira mais geral considerando categorias de Grothendieck, que foram intro-
duzidas em [7] com este objetivo. Para uma demonstragdo mais direta deste fato, ver
[23] pagina 138, Teorema 4.5.

Definicao 3.4.4. Uma Categoria de Grothendieck C é uma categoria abeliana C que admite
um gerador e colimites tais que colimites filtrantes sdo exatos.

Proposicao 3.4.3. Seja (C,T') uma categoria abeliana com translagdo tal que C é uma categoria
de Grothendieck. Entdo, para todo X € C(C) existe um quase isomorfismo X — I onde I é um
objeto homotopicamente injetivo de C(C).

Demonstragio. Ver [15] secdo 14.1 pagina 350. O

Para ver que a categoria K(Sh-Mod(X)) é uma categoria de Grothendieck pode-
se consultar [7]. Temos a seguinte proposicao.

Proposic¢io 3.4.4. Seja (X, Ox ) um espago anelado. Entdo para todo F na categoria K(Sh-Mod(X))
existe um quase isomorfismo ¢z : F — Iz, funtorial em .F tal que 15 é complexo homotopica-
mente injetivo e tal que Iz = Iz (1] e pgrp) = @.2[1].

Funtores .7#om Locais. Seja X um espaco anelado. A exemplo da Definicéo 3.3.1,
para todos objetos .%, ¥ € C(X) definimos o complexo .7Zom’(X,Y’) como

Hom™(F,9) = H Hom(FP,Grm).

PEZL
A Proposicao 3.3.1 garante que
H"(s#om'(X,Y)) = Hom(X,Y|n|) (3.19)
Além disso, temos que, fixando-se .# e depois ¢, os funtores JZom'(.F,s) e

Jtom’(+,¥) sdo triangulares. Contudo, para definir o derivado a direita de JZom’
precisamos dos seguintes resultados.
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Lema 3.4.1. Seja U um subconjunto aberto de X e i : U — X o mapa de inclusdo. Entio,
para todo complexo homotopicamente injetivo I € K(Sh-Mod(X)) a restrigdo i*1 = I|y; é um
complexo homotopicamente injetivo em K(Sh-Mod(U)).

Demonstragdo. Dado um diagrama @ <- & A i*1 de mapas em Sh-Mod(U) onde s é
um quase isomorfismo, podemos estender-lo a um diagrama em Sh-Mod(X)

. i!S.O-\i! - L
Z!gHZgJ —> U1 IHI

Onde, como i, é um funtor exato, temos que i;s € um quase isomorfismo e ¢ é a inclusdo
natural. Assim, por hipétese, existe um mapa g : 14 — I tal que goi1s = v o i, f. Agora,

como ¢* é adjunto a direita de ¢, temos
i*gos=1*goiis =110 f =1o f = f.
na categoria Sh-Mod(U). Logo i*I é homotopicamente injetivo. O

Proposigio 3.4.5. Se I é um complexo homotopicamente injetivo em K (Sh-Mod(X)), entdo o
funtor Fom*(«, I) leva quase isomorfismos em quase iSomorfismos.

Demonstragdo. Para cadai € Z, H'(s#om'(F,1)) é o feixe associado ao pré feixe,
Vi HY(T(V, #om'(F,1))) = H (Hom'(Z|v, I|v)).

Como, pelo Lema 3.4.1 a restri¢do /|y é um complexo homotopicamente injetivo, pelo
Corolério 3.3.1 o funtor Hom(s, I|/) leva quase isomorfismos em quase isomorfismos.

Logo, o funtor J#om*(«, ) também possui essa propriedade. O

Assim, temos #om’(.#, « ) derivdvel a direita e #om(+,¥) preservando quase
isomorfismos, basta tomar uma resolu¢do homotopicamente injetiva de ¢ caso necessa-

rio. Isso define o funtor derivado a direita do bifuntor J#om’ como

Rs#om’:D(X)® x D(X)—D(X), RHom(F,9)=Hom (F,l1y).

Cohomologia e Imagem direta. Sejam X, Y espacos anelados, (f, f#) : (X, Ox)
— (Y, Oy) um morfismo de espagos anelados e (¥ — I7)zck(x), (P7 — F)zek(x)
duas familias de quase isomorfismos, onde Iz é um complexo g-injetivo e Pz é um

complexo g-flat para todo .%. Entdo definimos o funtor
Rf.: D(X)—D(Y), Fr— RE(F) = f.(I)

onde os morfismos ficam definidos segundo a demonstra¢do do Corolério 3.2.4. Consi-
dere agora o funtor de se¢des globais

I'(+,X) : Sh-Mod(X) — Mod, .Z — Z(X)



90

Notemos que, para toda fungdo continua f : X — Y, quando Y = {y} é um espaco to-
polégico constituido de um tnico ponto teremos f.(%) = (Z(f~1(U)))vcy = F(X) =
I'(X,.7). Nesse caso temos para todo i € Z

Rf, = RT, H'(Rf.(+)) = H(RT'(X,*)) = H'(X, ).

onde o funtor H(X,s) : D(X)— D(Ab) é chamado de funtor de cohomologia de
feixes e para cada feixe .7 e cada i € Z o grupo abeliano H'(X,.%) é chamado de
i-ésimo grupo de cohomologia do feixe ..

Lema 3.4.2 (Mayer-Vietoris). Seja [ : X — Y um morfismo de espacos anelados. Suponha
que X possa ser escrito como a unido entre dois abertos X = UUV'. Entdo, para todo O x-médulo
F existe um triangulo

Rf(F) — Rflv(F|v) ® Rflv (Flv) — Rflvav.(F|vav) — Rf(F)[1]

Demonstragio. Pela Proposicdo 3.4.4 para todo objeto .# € D (.X), existe uma resolucao
injetiva .# — Z. Segue do Coroldrio 3.2.3 que Z" é um objeto injetivo sempre que Z"
for ndo nulo. Assim, para todos conjuntos abertos U’ C U C X dadas imersdes abertas
j:U—Xej :U — X podemos considerar o funtor extensdo por zero j. Como j é

adjunto a direita do funtor restri¢do j* temos
HOIII@X(L]'!OU,?> ZHOIIIOU(OU,gh])) ~ rg.([j), (320)

isto é, jiOy € o objeto que representa o funtor .# — .#(U). Agora, como o mapa j;Op

— 710y é injetivo e " é um objeto injetivo temos que
Hom(5,Oy,Z") — Hom(jOp,I")

é sobrejetivo, logo, pelo isomorfismo (3.20) o mapa Z"(U) — Z"(U’) também é. Pela
condi¢do de feixe e pelo observado acima para os mapas 1 : Z"(U) —Z"(UNV) e

—1:Z™(V)—ZI"(U NV) obtemos a seguinte sequéncia exata

(1771)
0— I"X) — I U) & IT"(V) =TI (UNV) —0

Assim, para todo conjunto aberto W C Y e todo inteiro n temos que a sequéncia abaixo

é exata

0—ZI"(f' W) —ZUN W) eI (VN (W) —I°UnvVnf W) —o.
Que, por sua vez, induz uma sequéncia exata na categoria K (Sh-Mod(X)),

0 — fiZ — (flv)Zlv ® (flv)Zly — (flvrv):Zlonv — 0.
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Agora, aplicando a defini¢do de funtor derivado a direita da imagem direta obtemos a

sequéncia exata

0 — RfTF — R(flv)F v ® R(flv)F|v — R(flvov)«F vy — 0
Logo, o resultado segue da Proposic¢do 3.2.1. O

Lema 3.4.3. Sejam X um esquema separado quase-compacto e Y um esquema. Sejam f : X —
Y um morfismo separado e Rf, : D(QCoh/X) — D(QCoh/Y") o funtor derivado a direita da

imagem direta de f. Entdo o mapa natural

[1 7f.(7) — RS (H ﬁ)

i€l el

é um isomorfismo. Em outras palavras, R f, respeita coprodutos.

Demonstragiio. Como a questdo é local em Y, podemos assumir que Y é um esquema
afim. Além disso, X admite uma cobertura finita {U, };<,, i inteiro positivo, de n abertos
afim, pois é um esquema quase compacto. Assim, podemos prosseguir por indugdo

sobre n.

Se n = 1 entdo X = U; é um esquema afim. Assim, o mapa f : Spec(A) =
X —Y = Spec(B) corresponde a um homomorfismo de anéis B — A e a catego-
ria D(QCoh/X) nada mais é que a categoria derivada de complexos de A-médulos
D(Mod(A)). Desse modo, o mapa Rf, : D(Mod(B)) — D(Mod(A)) claramente respeita

coprodutos.

Agora, se n > 1 suponhamos o resultado para to esquema separado quase
compacto que admita cobertura de n — 1 abertos afins. Sejam U = Uy e V = |J_, U; de
modo que U NV = |J;_,(U; N U;) onde cada interse¢do U; N U; é um aberto afim, pois
X é separado. Segue por indugdo, o resultado para os mapas fy : U — Y, fy : V —Y

e funy : UNV — Y. Além disso, pelo Lema 3.4.2 existe um triangulo,
Rf(F) — R(fv) it F) @ R(fv) (i, F) — R(foav)(ipnyF) — Rf(F)[1]
onde denotamos iy : U — X, iy : V— X eiyny : UNV — X as inclusdes. Como o

funtor i* possui adjunto a esquerda, dado por i,, pela Proposicdo 2.3.2, i* comuta com

coprodutos. De modo que obtemos o seguinte morfismo de tridngulos

[1zs(7) [[z(f0)(i:.7) & R(fv)u (65 F) —— [[R(fuew)s (i F) [z )1
gl ¢ b
R([17) —— RUv).it([T2) @ R(fv).iv ([T7) — RUvov )ity (11 7) RE(J]27)0]

E ja que, pela hipotese de indugédo ¢ e ¢ sdo isomorfismos, concluimos, através de TR 3
e da Proposicdo 2.4.3, que v é um isomorfismo e o resultado vale para f. O
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Observacao 3.4.2. Note que na demonstragio do Lema 3.4.3 podemos substituir coprodutos
por colimites em geral. Assim Rf, respeita colimites. Entdo se X é um esquema separado
quase-compacto, como X é separado sobre Spec(Z), existe um morfismo separado f : X —
Spec(Z). Assim, temos Rf, = RI'(X, ») e o resultado segue do Lema 3.4.3. Logo, o funtor de
cohomologia de feixes .

H'(X,): D(X)— Ab

respeita colimites.

Produto Tensorial e Imagem Inversa

Definicao 3.4.5. Sejam X um espago anelado e .7, complexos em C(Sh-Mod(X)). Defini-
mos o complexo .7 ® 9" tomando para cada n inteiro

(Ze9)" =PFr ey
PEZL
e onde cada diferencial d'.gy - (F @ 4)" — (F @ 4)" é 0 1inico mapa cuja restrigio a
(FPygnP)é
| ranny = &5 © 1+ (~1) @ d ™.

K(X) é um funtor

Pode-se mostrar que fixando .7, F = (% ® )" : K(X)
T K(X) com ¥ fixado.

triangular, assim como é triangular o funtor G = (e ®¥¢)": K(X) —
Ver [16], (1.5.4), pagina 24.

Defini¢ao 3.4.6. Seja C uma categoria abeliana, X e'Y complexos em K(C). Dizemos que um
complexo P € K(C) é flat se para todo quase isomorfismo X — Y em K(C) o morfismo P & X
— P ®Y também é um quase isomorfismo, Ou equivalentemente, pela Observagio 3.2.1, se
para todo complexo exato X € K(C), o complexo P @ X é exato.

Temos que K(Sh-Mod) também admite resolucdes K-flat para todos os seus

objetos.

Proposigio 3.4.6. Seja (X, Ox) um espago anelado. Entio para todo complexo .F em K(X)
existe um quase isomotrfismo .z : .F — Pg funtorial em # onde Py é um complexo flat e tal

que Py = Pr(l] e drp = vz[1]
Demonstragio. Ver [16] segdo 2.5 pagina 56. ]

Fixando o complexo ¢, temos que complexos K-flatem K(X)sdo G = (» ® ¥4)*-
aciclicos a esquerda. De fato, se .# é K-flat e exato, podemos assumir ¢ K-flat, pois,
existe um quase isomorfismo Py — ¢, logo (% ® ¢)* é um complexo exato, de onde
segue, pela Proposi¢do 3.4.6 que G leva quase isomorfismos em quase isomorfismos em

K(X), de modo que QG leva quase isomorfismos em isomorfismos em D (X).
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Agora, utilizando o resultado dual a Proposicdo 3.2.5 definimos o derivado a
esquerda do funtor G como

Além disso, fixando .#, podemos supor que .# é K-flat, logo por defini¢do F
leva quase isomorfismos em quase isomorfismos. Logo, define de modo tinico um
funtor OF : D(X)— D(X). Entdo existe um bifuntor chamado Produto tensorial
denotado por

@ :D(X)xD(X)—-D(X), Zo'9Y=7cP,.
que é triangular em cada variavel.

Sejam X,Y espacos anelados, (f, f#) : (X,0x)— (Y, Oy) um morfismo de
espacos anelados e (Pz — %) zck (x) uma familia de quase isomorfismos, onde P é
um complexo K-flat para todo .#. Entdo definimos o funtor

LI : DY) —D(X), 94— Lf'(¥)=["9&"Ox=f"Pyo0x=[(Py)
onde os morfismos ficam definidos segundo a demonstra¢do do Corolario 3.2.4.

Proposicao 3.4.7. Para todo mapa entre espagos anelados f : X — Y, o Lf* é adjunto a
esquerda do funtor Rf,. Isto é, existe um isomorfismo

Hompyy(Lf*F,9) —— Hompx)(F, Rf.9) (3.21)
funtorialem F € D(X)eem ¥ € D(Y).
Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2.3 basta mostrar existéncia da unidade e da co-unidade
para a adjungdo (3.27). Pela Proposigdo 3.4.1 existe uma adjuncéo (f*, f.,’,n’). Assim,

como Lf*Rf, é o funtor derivado a direita de L f* f, e o funtor derivado a esquerda de

[*Rf., segue da Defini¢do 3.2.4 os isomorfismos
(Qo():Hom(Lf*Rf.,idgs,) = Hom(Lf*(Q o f.),idgys. 0 Q), (3.22)
(0 Q) : Hom(idp s+, Lf*Rf.) = Hom(idps- 0 Q, f*(Q o Rf.)), (3.23)
para todo funtor G : D(Y') — D (X). De modo que definimos a co-unidade n : Lf*Rf.

— idRys, como o morfismo associado, pelo isomorfismo (3.22) acima, a composigdo
LfQ'f. -5 Qf f. > Qidy, = idgy, Q.
Por construgao no(¢ = n/o&. Assim, temos um diagrama comutativo para todo .# € K(X)
Lf*f.# —— Lf*Rf.F
l () (3.24)

[

F
n'(F)
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Dualmente, definimos de modo similar a unidade ¢ : id;;« — Lf*Rf, como o

morfismo associado, pelo isomorfismo (3.23) acima, & composi¢do
idpyQ = Qidy =~ Qf f. - f*Q'Rf.,
obtendo assim o seguinte diagrama comutativo para todo ¢ € K(Y').

e(9)

[ 9
() l l (3.25)

RfLf*Y —— Rf.f*Y

Combinando os diagramas (3.24) e (3.25) obtemos

3 ¢

Lf I e Rf.
| e

* L‘f*os/ * * * * Eof* * *
Lf Lf f*f - f f*f f* R.f*Lf f* - Rf*Lf Rf*

Bf.on (3.26)

o U e T
IS Rf.

mno ° 7//

LFRfLf* — LERff—2T o Inas Rf.f* ). Rf
resr | o |
Lf* : F /. ‘ Rf

onde os subdiagramas superior e inferior, de cada um dos diagramas em (3.25), comu-
tam pela naturalidade das transformagdes £ e . Logo temos, pela comutatividade de

(3.24) e (3.25), que os dois diagramas em (3.26) comutam. Assim
(Lffoe)o(noLf*)y=Eo ("o f)o(ffon)=Eoids =idys ok,

Co(Rf.om)o(eoRf) = (fron)o (o f)o¢ =idy ¢ = C oidgy..

Ja que ¢ é um epmorfismo e ¢ é um monomorfismo, concluimos que (Lf*o¢) o (no
Lf*) =1idps e (Rf.on)o(eo Rf,) =idgy,, 0 que caracteriza (Lf*, Rf.,<,n) como uma
adjuncao. O

Proposicao 3.4.8. Para todo mapa f : X — Y entre espagos anelados, existe um isomorfismos

triangular
Rf.R#om(Lf*Y, F) —— R#omy(¥, Rf.F) (3.27)

naturalem ¥ € K(Y) e F € K(X).

Demonstragdo. Note que, para todo feixe ¥ e V' C Y aberto, f*Y|;-1v) = (f|s-10))"Y|v,
logo temos f.#om(f*9, 7 )(V) = Hom((f*Y)|;-1(v), Z|;-1(v)) = Hom(G|v, F| ;1)) =
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stom(9, f*F)(V). Entdo, vamos mostrar que os seguintes mapas sdo de fato isomorfis-
mos.

foomx (G, F) —" s Rf.Homx(f*Y, F) > Rf.RAomx(LF*Y, F)

|

Homy (9, f.7) d

C

Rstomy (9, f..F)

R#omy (9, Rf.F).

Para isso, consideramos, sem perda de generalidade, ¢4 um complexo K-flat e .%
homotopicamente injetivo, pois caso contrario basta tomar as respectivas resolugdes.
Entédo, j4 temos que b e d sdo mapas identidade. Agora, como Ox é um complexo exato,
sendo 4 K-flat, f*4 = f~1(¥) ®-1(0,) Ox também é exato, e temos que f*¥ é K-flat.
Além disso, seja & um complexo exato em K(X), temos

Hom(&, Hom(f*Y, F)) = Hom(& R Y, F)=0

pois & ® f*¥ é exato e .# é homotopicamente injetivo, assim podemos usar a Proposicao
3.2.6. Por essa mesma Proposi¢dao, vemos que Zom(f*¥,.7) é homotopicamente

injetivo, de onde segue que a é 0 mapa identidade.

Para o morfismo ¢, vamos checar que para todo aberto V' C Y, I'(V, ¢) é um
isomorfismo. Sejaj : V—Y e : f71(V)— X os mapas de inclusdoe f': f~1(V) —
V arestricdo de fa f~(V). Entdo, j*f. = f.(j')*, e considerando resolu¢des homotopi-

camente injetivas, temos um diagrama comutativo de quase isomorfismos

| X

Jfe —— Ij*f*

Sabemos, pelo Lema 3.4.1 que j*I;, é homotopicamente injetivo, logo v é um isomor-
fismo em K (U). Entdo, podemos considerar o seguinte diagrama
I'(V,e)
F(Va %OmY(gv f*§>) - F(‘/a %OmY(ga f*ﬁ))
H (3.28)

Hom(j*¢, j* f..7)

%“

Hom(5°9, Iy, 7)

/ ‘ ’

Hom(j*¢, f1(j')" F) ——— RHom(j*¥, f.(j')*F)

Hom(j*Y, j* f«.F)

Note que j*¢4 é K — flat pois é a imagem inversa de um complexo K — flat e f,(j')*%
é homotopicamente injetivo, pois é a imagem direta de uma restricdo de um complexo
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homotopicamente injetivo. Logo ¢, € um isomorfismo, de onde concluimos que I'(V/, ¢)

também é um isomorfismo.
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4 DUALIDADE DE GROTHENDIECK

41 D(QCoh/X)E COMPACTAMENTE GERADA

Proposicdo 4.1.1. Sejam X um esquema separado quase compacto e £ um feixe invertivel. O
complexo definido por £ em D (QCoh/ X)) é um objeto compacto dessa categoria. Além disso, se
Z é um feixe amplo, entdo o conjunto G = { L™ [n| | n,m € Z} é um conjunto de geradores
compactos para D(QCoh/X).

Demonstragio. Para todo feixe quase coerente .7 temos um isomorfismo
Hom(Z,.7) ~ (X, #Hom(ZL, F)) = H'(Hom (L, F)) ~ H' (LY @0, F) (4.1)

Agora, como o funtor de cohomologia e o produto tensorial comutam com o colimite,
pois o produto tensorial admite adjunto a direita, Proposi¢do 2.3.2, para todo complexo
de feixes invertiveis . € D(QCoh/X) e todo diagrama « : I — D(QCoh/X), segue
que

Hom (.2, colimar) ~ H(ZY ® colimar) ~ colimH’(£" @ a) ~ colim Hom(.Z, a).

Logo, -2 é um objeto compacto de D(QCoh/X).

Afirmamos que, dado . um complexo de feixes amplos invertiveis, o conjunto
G={ZL*"n]|n,m € Z}

é um conjunto de geradores para a categoria D (QCoh/X). Para mostrar essa afirmacao,
vamos usar a contra-positiva na defini¢do de objetos geradores. Seja .% # 0 um objeto
de D(QCoh/X). Entdo existe n € Z tal que H"(.#) # 0. Como .Z é amplo por hipétese,
parat € Z suficientemente grande, .£*' @ H " (.#) tem secdes globais ndo nulas. Agora,
por defini¢do do funtor H, para todo .# existe um mapa sobrejetivo Ker(.# " — .7 " t1)
— H (%) de forma que obtemos um mapa de grupos abelianos

Ker ([(Z% @ F ") —T(£* @ F ") -T(H (L 2 F)

também sobrejetivo. Assim, podemos obter uma sec¢do s € I'((£®" ® .# ™) cuja imagem
em (L% @ Z ") é0eaimagemem I'(H " (£® @ .%)) ndo é nula. Dessa forma, a

imagem de s nos da um mapa .Z®*[n] — .% ndo nulo através do isomorfismo
NH™(L'"®F)) ~T(H "Hom(L ", F)) ~T(H#Hom(L " [n], F)) = Hom(L "[n], F).

Portanto, concluimos que Hom(.-#®*[n],.#) = 0 implica em .% = 0. O
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Note que até agora se faz necessdria a hipétese do esquema X admitir um feixe
amplo invertivel para que D(QCoh/X) seja compactamente gerada. Vamos mostrar,
utilizando o Teorema da localizagdo de Thomason, que esse resultado é valido para
qualquer esquema. Comecemos mostrando que todo complexo perfeito em D (QCoh/X)

é um objeto compacto.

Defini¢ao 4.1.1. Dizemos que um complexo .% € D(QCoh/X) é um complexo perfeito
se localmente, # for isomorfo a um complexo limitado finitamente gerado de Ox-mddulos
projetivos. Isto é, para todo aberto U C X tal que, denotando jy : U — X a inclusdo,
L(ju) 7 ~(,,¥9) onde 9 € Sh-Mod(X) e (B,,¥)" = 0 para |n| >> 0.

m

Proposicao 4.1.2. Seja X um esquema quase compacto separado. Dado um diagrama o : I —
D(QCoh/X), 0o mapa natural

¢z : colim Rom(F, o) — Ritom(F, colima)
é um isomorfismo se . for um complexo perfeito.

Demonstragido. Como a questdo é local em X, podemos supor X um esquema afim e .7
um complexo limitado finitamente gerado de Ox-mddulos. Entédo, se # = O™ [n], o

mapa ¢z é um isomorfismo, pois
colim R#om (., ) ~ colima ~ RA#om(F, colima).

Agora, se ¥ = 7' @& %" e ¢ for um isomorfismo, entdo ¢z e ¢+ também serdo,
assim, ¢z é um isomorfismo sempre que .# for a translacdo de um moédulo projetivo
tinitamente gerado. Com isso, podemos usar o Lema 2.5.4 para concluir a prova.
Tomamos C a categoria dos complexos limitados finitamente gerado de Ox-mdédulos
e S a subcategoria plena de C formada por objetos .# tais que ¢ é um isomorfismo.
Por definicdo S é fechada para soma direta e, pelo que vimos acima, contem o conjunto
de geradores de C, isto é, Ox-médulos finitamente gerados. Resta mostrar que S é
fechada para a geragdo de tridngulos. Todo mapa .#' — .#” em S define um triangulo
F'— F" — F — F'[1] em C. Aplicando os funtores triangulares colim RZom(s, a)
e Riom(», colima) obtemos o seguinte morfismo de triangulos

colim R#om(F', a) —— colim R#om(F", a) —— colim RAom(F,a) —— colim R#om(F', a)[1]

Oz D op

RAom(F', colima) —— RAom(F", colima) —— RAom(F, colima) —— RAom(F', colima)(l1]

Uma vez que ¢z e ¢z~ sdo isomorfismos, segue da Proposigdo 2.4.3 que ¢ é um
isomorfismo. Pelo Lema 2.5.4 S = C de onde segue ¢ é um isomorfismo sempre que
Z é um complexo perfeito. O
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Coroldrio 4.1.1. Seja X um esquema quase compacto separado. Se .# é um complexo perfeito
em D(QCoh/X), entdo .7 é um objeto compacto.

Demonstragio. Se .7 é perfeito, entdo da Proposicdo 4.1.2 e da Observagdo 3.4.2 obtemos
o isomorfismo

Hom(.7, colimar) = H’(R#om(F , colima)) ~ H(colim R#om(F , a))
~ colimH’(RA#om(F,a)) = colim Hom(Z, o)

de onde segue o resultado. O

Teorema 4.1.1 (Localizacdo de Thomason). Seja (C,T) uma categoria triangular com-
pactamente gerada denotamos por C¢ a subcategoria plena de C de objetos compactos. Seja
R C Obj(C°) um subconjunto de objetos compactos de C fechado para translagio e R a menor
subcategoria de C contendo R. Seja ainda D o quociente de Verdier C/R. Entdo:

1. A categoria R é compactamente gerada, com R como o conjunto de geradores.
2. Se R é o conjunto de geradores de todo C, entdo R = C.

3. Se R C R é fechado para a formagio de tridngulos e soma direta, entdo R = R com
Re=TRnNC"

4. Suponha d um objeto compacto de D. Entdo existe um objeto d' € D¢, um objeto c € C°
tal que c ~d @ d'.

5. Dados dois objetos c € C¢, ¢’ € C, e um morfismo c — ¢’ em D, entdo existe um diagrama
em C

04754»0/

onde ¢ é compacto, além disso, no triangulo induzido pelo morfismo ¢ — ¢ —r — 1, 0
objeto r pertence a R e quando reduzimos o diagrama a D a composta entre ¢ — ¢’ com a

inversa de ¢ — c é o mapa ¢ — ¢’ dado.

Demonstragdo. Ver [18], secao 4, Teorema 4.4.9, paginas 145-146. Além de [17] secdo 2,
Observagdo 2.2, pagina 214. O

Lema 4.1.1. Sejam X um esquema separado quase compacto, U C X um subesquema aberto
quase compacto e F um objeto em D(QCoh/X). Entdo, para todo mapa &7 — F em
D(QCoh/U) onde &7 é um complexo perfeito de D(QCoh/U) existe um complexo perfeito
2" em D(QCoh/U) tal que o mapa & & &' — & — F pode ser estendido a um mapa P
— % em D(QCoh/ X)) onde P éum complexo perfeito em D (QCoh/X).
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Demonstragio. Inicialmente, vamos supor X um esquema afim. Pela Proposigao 4.1.1,
temos que D(QCoh/X) é compactamente gerada por complexos de feixes amplos
invertiveis, ou seja, complexos perfeitos. Seja, Z = X —U e D ;(QCoh/X) a subcategoria
plena de D(QCoh/X) onde os objetos sao complexos com suporte em Z, isto €,

D,(QCoh/X) = {I';(#) | & € D(QCoh/X)} = {Z € D(QCoh/X) | Z|y = 0}.

Entdo, podemos aplicar o Teorema 4.1.1 com C = D(QCoh/X), R o conjunto de ge-
radores compactos de R = D ,(QCoh/X), de modo que D = D(QCoh/U). De fato,
existe um tnico funtor 7t : D(QCoh/X) — D(QCoh/U) definido pela proje¢do onde
D ~(QCoh/X) esta contida no ntcleo Ker 7, o que caracteriza D (QCoh/U) como o quo-
ciente de Verdier D(QCoh/X)/D ~(QCoh/X). Portanto, de (4) e (5), o morfismo de
complexos & & Z[1] — .7 pode ser estendido a um morfismo de complexos P —F
em D (QCoh/X) com 2 um complexo perfeito.

Agora, suponhamos que X possa ser escrito como U U W onde W é um subes-
quema afim. Pelo que ja provamos, para todo mapa & — .# em D(QCoh/U) com &
perfeito existem p : 2 ® 2[1] — .Z em D(QCoh/U) e j : & — .Z em D(QCoh/W)
com & perfeito e tal que %UQW ~ (Z & Z[1])|unw. Entdo, denotamos por jy : W —

X, ju:U— X e jwnr : WNU < X as imersoes abertas, considere os morfismos

(Jw)«D

¢ = ( (jUO)*p i ) (j0) (2 @ P[1]) ® ()P — (j0)Gv)"F & (jw)ulw )" F

Y= (jWﬂU)*(jWﬂU)*p : (jWﬂU)*(jWﬂU)*(gz D 9[1]) - (ijU)*(ijU)*f

Note que, como para todo aberto Vde W NU, ainclussoVNWNU —-VNU,
induz um morfismo restri¢do p : Z(VNU) — F(VNW NU), assim, ja que

(Ju)«(u)* F (V) = (ju)«Flo(V) = Flo(UNV)=FUNV),

e do mesmo modo, (jwrv)«(jwnv)*F = ZF(VNW NU), temos induzido um morfismo
de feixes uy = (p)vewrv : (Ju)«(Jv)*F — (Gwew)«(Gwor)*F. Seguindo o mesmo
argumento, podemos definir os morfismos wz : (jw).(jw)*F — (Jwrv)«(werv)*Z,
Upeo(1) € Wagzn € denotamos ¢ = (uz, wz) e ¢ = (Upgprn), Wres())-

Agora, notando que ¢’ o ¢ = v o ¢, podemos usar o axioma TR 4 para concluir a

existéncia de um morfismo de tridngulos de complexos.

M(q)[=1] — (ju).(Z2 & 2[1]) & (jw)*@“L Giwor)«Gwor) (2 & 2[1]) — M(q)

i p R |

M(q")[-1] — (ju)«Uv)*Z & (Gw)«(Gw)*F (Gwov)«(Gwrv )*F ——— M(¢')

onde M(¢')[~1] = (ju)+(jv)*F @ (Gw)+(w)"F @ (jwnw)+(wnw)"F[-1] = F, uma vez
que X = W UU. Além disso, M (q)[—1] é um complexo perfeito, ja que é soma direta de
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complexos perfeitos. De forma que temos induzido um morfismo v : M(q)[—1] — &
em X, de onde segue o resultado.

Finalmente, para o caso geral, como por hipétese X é quase compacto, admite
cobertura finita de abertos afins {IV;}. Logo, pelo caso anterior, vale o resultado para
(UUW)UW,; para todo aberto W, de modo que podemos concluir em um ntimero finito
de passos que vale o resultado para X = |J W,. O

A préxima proposigdo garante a existéncia de um conjunto de geradores com-

pactos para D (QCoh/X) sem a hip6tese de que X admita um feixe amplo invertivel.

Proposicdo 4.1.3. Seja X um esquema separado quase compacto. Entdo a categoria D (QCoh/X)
é compactamente gerada.

Demonstragio. Dado um aberto afim U C X, sabemos, pela Proposi¢do 4.1.1 que
D(QCoh/U) é compactamente gerada e seus geradores, complexos de feixes amplos
invertiveis, sdo complexos perfeitos. Se .# é um objeto de D (QCoh/X) ndo nulo, e cuja
restricdo a U é ndo nula, existe um mapa & — .% em U com & um complexo perfeito,
pois U é compactamente gerada. Pelo Lema 4.1.1 este mapa pode ser estendido a um
mapa ndo nulo & — .Z em D (QCoh/X) onde & é um complexo perfeito. Deste modo,
podemos concluir que dado um complexo perfeito P eD (QCoh/X), Hom(#, F) =0
implica .7 |y = 0 para todo aberto afim U e, uma vez que X é quase compacto, devemos
ter # = 0. O

42 O FUNTOR f'

Pelos Teorema e Proposicdo 4.1.3, se X é um esquema separado e quase-compacto,
entdo (D(QCoh/X), [1]) é uma categoria triangular compactamente gerada que admite
coprodutos. Além disso, pelo Lema 3.4.3, para todo morfismos separado de esquemas
[ X —Y, Rf, éum funtor triangular que respeita coprodutos. Logo, podemos aplicar

o Teorema 2.5.2 para obter o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1. Seja f : X — Y um morfismo separado de esquemas separados quase compac-
tos. Entdo o funtor Rf, : D(QCoh/X) — D(QCoh/Y") tem adjunto a direta triangular que
denotamos por

f':D(QCoh/Y) — D(QCoh/X).

isto é, existe um isomorfismo natural em % € D(QCoh/X)eem ¥ € D(QCoh/Y)

HomD(OCoh/Y)(Rf*ﬁ, g) = HomD(Qcoh/X)(f], f'g) (42)

Proposicdo 4.2.1. Sejam f : X — Y um morfismo de esquemas separados quase compactos,
D (X) a categoria derivada de feixes de O x-mdédulos e D (Y') a categoria derivada de feixes de
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Oy-médulos. Sejam .F um objeto de D (X)) e  um objeto de D(Y'). Entdo existe um mapa
natural em D (Y")

4 @' Rf,.7 — Rf.(Lf*9 @" F). (4.3)

Além disso, se # € D(QCoh/X) C D(X)e¥ € D(QCoh/Y) C D(Y'), entdo o mapa (4.3) é
um isomorfismo.

Demonstragido. Notamos que a questdo é local em Y, de modo que podemos supor Y
um esquema afim e, portanto, Oy é um feixe amplo invertivel e gera D (QCoh/Y") pela
Proposigdo 4.1.1. Entdo pela formula de projecado, Proposicdo 3.4.2 item (4), para todo
F eD(X)e¥ € D(Y), temos um isomorfismo

G [T~ (G F)

Assim, dado .# — Iz uma resolugdo injetiva de .# e Py — ¢ uma resolugdo flat de ¢

o isomorfismo Py ® f.lz ~ f.(f*Py ® I7) garante o seguinte isomorfismo em D (X)
G L Rf,.F ~ f.(Lf*Y QF F).

No entanto, Lf*¥9 ! .# ndo é em geral um complexo homotopicamente injetivo,
portanto o isomorfismo ndo vale para quaisquer .# e ¢. Ainda assim, como para todo
funtor F : C — C’ existe um morfismo natural 7 — Qo F o Q' ~ RF, pelo isomorfismo

acima obtemos o seguinte morfismo natural
4 L Rf,.F — Rf.(L{*Y @" F). (4.4)

Agora, resta mostrar que a restricdo do morfismo (4.4) a categorias de derivados
de feixes quase coerentes é um isomorfismo. Nesse sentido, fixando o feixe .7, (4.4)

torna-se uma transformacédo natural de funtores em ¢ que denotaremos por
o= (90" Rf.Z — Rf.(Lf*'9 @" 7)),

Entdo, tomamos S C D(QCoh/Y’) como a subcategoria plena dos objetos ¢4 <
D(QCoh/Y) tal que pyp, € um isomorfismo, para todo n € Z. Notemos que, como
Lf* e « @" « respeitam somas diretas e, pelo Lema 3.4.3, na categoria D(QCoh/X),
Rf, respeita coprodutos, segue que para todo ¢4 € D(QCoh/Y’), o mapa ¢y respeita
coprodutos, logo S é fechada com relagao a triangulos e coprodutos de seus elementos.
De modo que podemos concluir, em virtude do Lema 2.5.4, que existe uma equivaléncia

de categorias S ~ D(QCoh/Y’) o que garante o resultado. O

Teorema 4.2.2. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Suponha R(f,) tem um adjunto a
direita f' que comuta com coprodutos e que Y ¢é separado e quase compacto. Entdo existe um
isomorfismo de funtores natural em &

(9 == (Lf*9) @0, (f'Oy). (4.5)



103

Reciprocamente, se f* é naturalmente isomorfo a (Lf*+) ®o, (f'Oy), entio f* respeita copro-
dutos.

Lema 4.2.1. Nas condigoes do Teorema 4.2.2 acima, Para todo feixe 9’ € D(QCoh/Y") existe
um isomorfismo natural

(LI*G) ®ox (['9') — ['(¥ ®o, F'). (4.6)

Demonstragio. Tomando a co-unidade da adjuncdo entre Rf, e f', para cada ¥’ €
D(QCoh/Y’), obtemos um mapa natural

n:Rff'Y — @'
Além disso, pela formula de proje¢do, dado ¢ € D(QCoh/Y’) temos
gy —— vy L ® ,
RE((LI'Y) Qox (f9') == 9 @0, REf'G ~— G @0, 4 (4.7)

Pela adjungdo, existe um tnico mapa natural em ¢ e ¢’ associado a (4.7) como desejado
(Lf*Y) ®ox (£9') — f(9 ®o, ¥").

Agora supondo que f* respeite coprodutos, denotamos por ¢4 0 mapa (L f*9)®0,
(f'9") — f{(9 ®0, 4') natural em ¥’ Seja

S ={¥ € D(QCoh/Y) | ¢y, €é isomorfismo para todo n € Z}

uma subcategoria plena de D(QCoh/Y’). Vamos mostrar que o conjunto de geradores

de D(QCoh/Y), cujos objetos sdo compactos, esta contido em S.

Seja ¢ um objeto compacto. Denotando ¥ = R7Zome, (¥, Oy), temos que
Lf*(9Y) = Lf*RA#omo, (4,0y) ~ R#ome, (Lf*9,0x) = (Lf*9)". Como ¥ e Lf*¥
sdo complexos perfeitos, isto €, finitamente gerados, existem os isomorfismos naturais.

Homp (x)( ®Lf*gv,o):HomD(X)(-,Lf*g@)-) (4.8)
Homp (x)(+ ® 4", +) ~ Homp x)(+,¥9 ® ») 4.9)

Entdo, dado um complexo arbitrario .# em D (QCoh/X).

Homo, (F, Lf*Y @0, ['9') ~ Homp, (F @0, Lf*9", f'9") (4.10)
~ Homo, (Rf.(F ®oy Lf*9"),9") (4.11)
~ Home, (Rf.(F) @0, ', 9) (4.12)
~ Homo, (Rf(F),9 Qo, ¥') (4.13)

Onde, (4.10) e (4.13) seguem de respectivamente de (4.8) e (4.9) , (4.11) segue da
adjungédo e (4.12) da formula de projecao, Proposicao 4.2.1. Agora, dado um morfismo
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v F — Lf*9 ®0, 'Y’ éunicamente associado a um mapa ' : Rf.(¥) — 4 R0, ¢/,
pelo isomorfismo (4.13), onde 7' = idy ® n o Rf.(y) dado pelo morfismo Rf.(v) :
Rf(F)— Rf.(Lf*Y @0, ['9’) em composigdo com (4.7). Mas por defini¢do, ¢y oy é
identificado com 7/ por adjuncéo, isto é, f'(idy @ n o Rf.(7)) = ¢y o 7. Segue que (¢o)

é um isomorfismo e pelo Lema de Yoneda que ¢4 também é isomorfismo.

Temos que S contem o conjunto de geradores compactos, notemos ainda que ¢
— (Lf*9) ® f'9’ é um funtor triangular, onde ¥’ ¢ um objeto fixado arbitrariamente.
De fato, Lf. e ®* sdo funtores triangulares e respeitam coprodutos, além disso, f hé
triangular pelo Teorema 2.43. Assim, S é triangular e fechada para coprodutos em
D(QCoh/Y). Logo, usando o Lema 2.5.4, concluimos que § = D(QCoh/Y’) de modo
que ¢y € um isomorfismo natural para todo ¢4 € D(QCoh/Y). O

Prova do Teorema 4.2.2: A primeira implicacdo segue como um caso especial do Lema

4.2.1 acima, tomando ¢’ = Oy, assim teremos ¥ ®p, ¢’ ~ ¢ e obtemos o isomorfismo
(&) — (Lf*9) ®o, (f'Oy).

Para a volta, basta notar que, como Lf* e ®" possuem adjuntos a direita, esses funtor

respeitam coprodutos, assim temos

FT9) = @re]]9) e (Foy) =~ (] L) ® (f'Oy)
~[[zre) e (foy) =119

Assim, f! respeita coprodutos. O

4.3 VERSAO PARA FEIXES

Teorema 4.3.1. Seja f : X — Y um morfismo proprio de esquemas separados. Entdo o funtor

f'induz um isomorfismo na categoria de homomorfismo de feixes
RAtom(Rf..7,4) — Rf.RAom(ZF, ['¥Y). (4.14)

Para demonstrar o Teorema 4.3.1 faremos uso do importante conceito de subfeixe

com suporte em um conjunto.

Definicdo 4.3.1. Seja .7 um feixe sobre X e s € .7 (U) uma segio sobre um conjunto aberto U.
Definimos o suporte de s como o conjunto

Supps={peU|s,#0}

onde s, é o germe correspondente a s no talo .%#,. Definimos o Suporte de .# como

Supp # = {p € X | .F, # 0}.
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Seja Z um subconjunto fechado de X. Definimos I' (X, #) = {s € I'(X,.%)| Supps C Z} o
subgrupo de I' (X, %) consistindo de todas as segOes cujos suportes estio contidos em Z.

A defini¢do dos grupos I' (X, .#) acima nos leva a definir o funtor

FZ : Sh'Ab(X) e Sh'Ab(X), F Fz(gz) = (V > Fva(‘/, ﬁ|v))V€O(Y)

onde I';(.#) é chamado de subfeixe de .# com suporte em Z, pois temos Supp .# C Z.

Notemos que I'(.%) é de fato um feixe. Dado um conjunto aberto V/, uma
cobertura aberta V' = (JV; e uma familia de se¢des correspondentes {s;} tal que s; €
FZﬂVi (‘/;7 F
feixe, essas se¢des podem ser coladas em uma tinica s em .# |y, (V). Assim, basta mostrar

v.(Vi)), isto €, se¢des de .# |y, com suportes em Z N V;. Como .|y, é um
que s tem suporte em Z N V. Mas, desde que s|y, = s; para todo i, dado p € V, existe
vi)p = (si)p # 0. Temos Supps = USupps; C Z N V. Deste
modo, concluimos que o funtor I'; esta bem definido.

icomp € V;logo s, = (s

O derivado a direita RI'; é chamado de funtor de cohomologia local de Grothen-
dieck.

Lema 4.3.1. Sejam X um espago topoldgico, U um conjunto aberto de X e Z = X — U seu
complementar fechado em X. Entdo, para todo feixe .# € Sh-Ab(X), existe uma sequéncia
exata de feixes sobre X

0 — RT4(F) — F — Rj.(ZF|v) — 0. (4.15)

Demonstragio. Para cada feixe .# e cada aberto V de X tomamos a inclusdo iy :
I'z2(Z)(V)— F(V), s— s, que induz uma inclusdo de feixes i : ['z(.%#) — Z#. Além
disso, notando que j.(Z|y)(V) = Flp(UNV) = F({U NV), temos que a inclusao
U NV — V induz o morfismo restri¢do pz : # (V) — F(UNV) = j.(F|v)(V). Agora,
como escélio da demonstracdo do Lema 3.4.2 (Mayer-Vietoris) temos que se Z é um
feixe injetivo, pz é sobrejetivo. Deste modo, para todo feixe injetivo Z temos a seguinte

sequéncia exata

0—I2Z) — 7 — j.(Z|lv) — 0. (4.16)
Assim, para todo feixe .# tomamos I uma resolucdo homotopicamente injetiva, de sorte
que, pelo Corolério 3.2.3 para todo n, I™ é um objeto injetivo em Sh-Mod(X). Logo,
para todo n vale a sequéncia exata (4.16), assim conseguimos uma sequéncia exata em
D (X)

0 — Iz(I) — I — j.(Iv) — 0. (4.17)
O resultado segue da caracterizacdo feita no Corolario 3.2.4, onde .# = R1(.#) = 1(I), e
do Lema 3.4.1. O
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Lema 4.3.2. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas tal que Rf, possui um adjunto a
direita f! que respeita coprodutos. Seja’ V- C Y um subconjunto abertoe Z =Y — V seu
complementar. Suponha que U e Y sdo quase compactos e separados. Entdo, denotando por
j' f7YV) — X ainclusdo, temos

() f'RLz = 0.

Demonstragio. Seja 4 € D(Y) um feixe com suporte em Z, Supp¥ C Z. Temos
Lf*(9) = f*(Py) = f'Py ®-10, Ox, onde Py é uma resolucio flat de 4. Logo temos
Supp Lf*¢ C f~'Z. Além disso, como, pelo Teorema 4.2.2, temos 'Y = Lf*9 ® 'Oy,
segue que Supp f'¢ C f~1Z7.

Assim, para todo feixe 4 € D(Y), Supp(f'RT'z¥) C f~'Z, pois ' ¢4 é justamente
o subfeixe de ¥ com suporte em Z. Mas como j' : f~}(V) — X é uma inclusdo, (j)*
é o funtor restricio a f~1(V), logo s6 podemos ter que (j')* f'RI'z4 = 0 para todo ¥.
Assim, (5')* f' Rz é o funtor nulo. O

Prova do Teorema 4.3.1. Temos que a co-unidade 7 : Rf, f' — id s daadjuncado (Rf., f H
eaunidadec : idy s+ — Lf*Rf, daadjuncdo (Lf*, Rf.) definem a transformacao natural

¢
Rf.R#om(F, f'9) > Rf.R#om(Lf*Rf.F, f'D)
— RAom(Rf.7,Rf.['Y)
— RAom(Rf..F,9)
Afim de mostrar que ¢ é um isomorfismo, precisamos mostrar que, para cada

aberto V C Y, RI'(V, ¢) é um isomorfismo.

Primeiro notamos que, dado um aberto V/, para todo diagrama comutativo

R e

7] |

v— .y

temos j*Rf. = Rf.(j')*. De fato, para cada .# € D(X) temos j*Rf.# = j* fls =
(")) 1z = R(f")«(j')*#. Onde na ultima igualdade usamos o Lema 3.4.1.

Agora, tomando adjuntos a direita obtemos f'Rj. = Rj.(f')' de modo que
() Ri(f)5" = () F Rjug”
Note que (j')*Rj. é o funtor identidade, assim temos (f')'j* = (j')* f'Rj.j*. Aplicando a

Proposicdo na sequéncia (4.15) do Lema 4.3.1 e compondo com o funtor (5')* f* obtemos

o seguinte triangulo

(') f'RTz — (") f' — (/') f'Rj.j* — ()" f'RT 4[1]
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Ja que, pelo Lema 4.3.2, (5')* f'RT'z = 0 concluimos que (f')'5* = (5')* f".
Entdo, levando em conta que RI' o Rf, = RI', para todo n € Z temos
L(V, fostom(F, f'9)) = D(fH(V), Hom(Z, f'9)) = Hom((j')"F, (') ['9)
= Hom((j')" 7. (f')5*9) = Hom(R(f').(j')" 7 . j*¥)
= Hom(j*Rf..7,5°9) = I'(V, R#om(Rf.F,9)).

Assim

RTU(V, Rf,Rom(F, f'9)) = R(L(V, f.tom(F, f'94))) = R(I'(V, R#om(Rf.7,9)))
= RI(V, R#om(Rf..7,9))
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A apresentagdo de alguns conceitos de Teoria de categorias nos permitiu a cons-
trucdo de categorias derivadas nédo limitadas e a caracterizagdo de funtores derivados,
através de resolugdes aciclicas e homotopicamente injetivas, entre essas categorias. Para-
lelamente a isso, demonstramos na se¢édo 2.5 a versdao de Neeman do Teorema de Brown
para categorias triangulares e, verificando na secdo 4.1 que a categoria de feixes quase
coerentes é compactamente gerada e na se¢do 3.4 que R, respeita coprodutos, fomos
capazes de concluir que o funtor Rf, admite adjunto a direita f' para todo morfismo
proprio de esquemas f. Deste modo, chegamos a conclusdo que a Teoria homotépica
de categorias estd intimamente ligada a constru¢des homolégicas como a de catego-
rias derivadas e suas aplicagdes a geometria algébrica, portanto, fornece ferramentas

essenciais para o seu desenvolvimento.

Para ressaltar a importancia da dualidade de Grothendieck, podemos citar
algumas consequéncias. A primeira é a dualidade de Serre, ver [10] Teorema 7.6,
péagina 243. Suponha f : X — Y um morfismo suave, .# € D’(X) e ¥ € Db(Y). Existe
um isomorfismo f'¢ ~ LY ® wy[d], funtorial em ¢ e onde d = dim(Y) — dim(X) e
wy = wxy @ f*wy com wyx denotando o feixe canodnico de X, ver [10] pagina 180. A

dualidade de Grothendieck garante a existéncia de um isomorfismo
RAtom(Rf.7,9) = Rf.R7#om(F,Lf*Y @ w¢[d]).
No caso particular em que Y = Spec(k) tal que k£ é um corpo, temos
Homy (R f,.7,%9) = Hompyx)(F, Lf*Y @ wyld]).
Obtemos, assim, a dualidade de Serre. Isto €, para todo inteiro i, vale o isomorfismo

Hom(H' (X, .F), k) = Ext*(F,wx[dim X]).

Outras aplicagdes estdo presentes na constru¢do de uma teoria global de inter-
se¢des, onde a dualidade permite a formulagdo do Teorema de Riemann-Roch para
esquemas arbitrdrios, ver [2], no estudo do espago de moduli M,, de curvas do género
g (o artigo [6] aplica a dualidade para mostrar que M, é irredutivel) e na Teoria das

transformacodes de Fourier-Mukai, ver [14].

Além disso, os métodos de demonstragdes apresentadas por Neeman podem
ser utilizadas para demonstrar a dualidade de Grothendieck em um contexto mais
geral, como principal exemplo citamos o artigo de Fabio Nironi [20], onde prova-se a
dualidade de Grothendieck para morfismos de um stack de Deligne-Mumford projetivo
para um esquema, e a dualidade de Grothendieck para morfismos representaveis
proprios. Resultados esses que foram usados para propor uma defini¢do de feixe dual

no caso de feixes de dimensdo ndo maximal.
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