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Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Definicao 1. uma matriz A m x n € uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas e n

colunas.
Notacao:
a1; Q2 - Qin
Q21 Q22 -  Q2p
A= . . . ) A= (aij)mxn
Am1 Am2 - Amn
i-ésima linha de A: [aﬂ Qi+ Qip t=1,---,m.
alj

j-ésima coluna de A:
Qpmj

a;; ou [A];;: elemento de A localizado na linha i e coluna j.

—1
Exemplo 1. A =

] matriz 2 X 2 elemento aip da matriz A = (a;;): a1 =2
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-1 7 3

B = 5 | matriz 2 x 3 elemento bys da matriz B = (b;:): boz = /3
88 9 \/g] 23 ( J) 23

C = [1 10 7] matriz 1 x 4 elemento c11 da matriz C = (¢;;): ¢11 =1
1

D= % matriz 3 x 1 elemento dyy da matriz D = (d;;): doy = %
| 3
-1 -7 0

E=10 1 x| matriz3 x3 elemento eys da matriz E = (e;5): ea3 =T

7 3 =

i 5

Tipos de matrizes

e Matriz quadrada: Seja A = (a;j)mxn Uma matriz. Se m = n, vamos dizer que A é

quadrada de ordem n. Sua diagonal principal é formada pelos elementos a1, ass, - - - , pp.-
5 ] -1 0 m
As matrizes A = 0 e B=|3 8 7 | sao exemplos de matrizes quadradas.
-1 -1 —-10

Os elementos 2,0 formam a diagonal principal de A e os elementos —1,8, —10 formam a

diagonal principal da matriz B.

e Matriz diagonal: Seja A = (@;j)nxn Uma matriz (quadrada). A é uma matriz diagonal se
aj=0quandoi#j ¢,j=1,---,n

. (Ou seja: todos os elementos fora da diagonal principal sao nulos).

10 0 0 0O
10 —H 0o 0 000
As matrizes C' = , =0 7 0], E= sao exemplos de
0 3 0 0 V3 0 0 0O
0 0 0 3

matrizes diagonais.

e Matriz identidade: consideremos uma matriz n X n, denotada por [,,, onde:

[n)ij=0,sei#j e

[ITL]Z_] = 1,Se 1= j
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1,7 =1,...,n.

A matriz I,, é uma matriz diagonal e todos os elementos da diagonal principal sao iguais

a 1. I, é chamada matriz identidade de ordem n.

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

Matriz linha: Seja A uma matriz m x n. A é uma matriz linha se m = 1, ou seja, se A

possui uma tunica linha.

As matrizes F = [—1 3] eG = [3 00 5] sao exemplos de matrizes linha.

Matriz coluna: Seja A uma matriz m x n. A é uma matriz coluna se n = 1, ou seja, A

possui uma tnica coluna.

sao exemplos de matrizes coluna.

-1
As matrizes H = [ 1] e J =

~N O O O

Matriz nula: Uma matriz A = (a;j)mxn ¢ nula se a;; = 0 para todo ¢ = 1,---,m,

j=1,---.,n.

A matriz nula m x n é denotada por 0,,x, ou 0 quando nao ha necessidade de explicitar

seu tamanho.

- 0
0= 000 : matriz nula 2 x 3 0= |0]|: matriz nula 3 x 1
000
L 0
[0 0
0= 0 O0|: matriz nula 3 x 3
[0 0

Matriz triangular superior: Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € triangular superior se

a;j=0quandoi>j 4,j=1,--- n.

Por exemplo, as matrizes

0 5
, B=101 0]eC= sao triangulares superiores.
0 0

—1

S O O N
= &

S = NN O

o O o O
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e Matriz triangular inferior: Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € triangular inferior se

a;j =0quandoi<j 4,j=1,--- n.

Por exemplo, as matrizes

1 0 0

100
, B=12 0 0]eC=1]0 1 0] sao triangulares inferiores.
3 4 V5 007

0 0
1 2

A=

e Matrizes iguais: Sejam A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq duas matrizes.
Ae Bsaoiguaisse m=p,n=gqea;=>bjparatodot=1,--- ,m,j=1,--- n.

Escrevemos A = B

Operacoes com matrizes

Definigao 2. Sejam A = (aij)mxn € B = (bij)mxn duas matrizes.

A soma das matrizes A e B(de mesmo tamanho) é uma matriz C = (¢;j)mxn de tamanho

m X n, cujos elementos sao:
cij:a,-j+bij izl,---,mejzl,---,n.
Vamos denotar:
C=A+1B
[A+ Blij = a;; +b;; onde [A+ Bl;; € elemento ij da matriz A+ B

Exemplo 2. 1.

[34+(-1) 4+1 2
A+B=| -1+5 0+3 | =4
24+ (1) 2+ (-5)] |3

i W Ot
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1 V2 0] . D:[1 3 —1]
5 2 —4 2 —2 -2
—1+1 V243 0+(-1)
542 24 (=2) —4+(-2)

C+ D=

Definig¢ao 3. Seja A = (a;j)mxn uma matriz. O produto da matriz A por um escalar o € a

matriz B = (bij)mxn de tamanho m x n, cujos elementos sao dados por:

bij:OéCLij
t=1,--- mej=1,---,n.
B =aA
Vamos denotar:
[OzA]ij:OZGij
-7 -1 —4(=7) —4(-1) 28 4
Exemplo 3. A=|3 2 —4A=| —4-3 —4-2| =|[-12 -8
0 1 —4-0 —4-1 0 —4
i=1..m j=1,..n
0 -3 2 ) -0 -(=3) 1-2 0 —fg 1
_ _ |1 1 1 _ |5 2
B=15 V2 0 51}3_5.55-25-0_570
1 1 1 1.1 71
0 5 20 27 33 0 2 %

Definig¢ao 4. Sejam A = (@ij)mxp € B = (bij)pxn duas matrizes, onde o nimero de colunas
de A € igual ao nimero de linhas de B. O produto de A com B (notag¢iao: AB) é uma matriz

C = (¢ij)mxn de tamanho m x n, cujos elementos sao dados por
Cij = ailblj + aigbgj + -+ aipbpj

1=1,--- mejg=1,---.n.

Vamos denotar:
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[AB]” = ailblj -+ aigsz + -4 CLipbpj

-1 1
1 0 1 i
Exemplo 4. A = B=|7 =
3 -2 —1 3
2x3 0 3
3x2
AR — L(=1)+0.7+1.0 1L53+0.5+1.3 | -14+0+0 34043
3.(=1)+ (=2).7+ (-1).0 3.3+ (-2):+(-1).3 —3—-14+0 1-2-3
[ —]
8
-17 -8
—1.14+33 —1.0+3.(-2) —L1+3.(-1) -1+1 0-2 —-1—3
BA=| 71+33 70+3(-2) T71+3.(-1) =|7+1 0-2%2 7-1
0.14+33 0.0+3.(=2) 01+3.(-1) [, . 0+9 0-6 0-3
0 —2 _4
3 3
2 20
8 -5 3
9 —6 -3
1 0
¢ - ]
-1 2
2x2
—1.1+1(-1) (-1).0+32 —1-1 0+2 -z 2
BC = 71+ 1(-1) 7.0+ 3.2 =|7-3 042 =% 2
0.1+3.(-1) 0.0 + 3.2 0—3 0+6 -3 6

3x2

CB ~» nao é possivel, pois o nimero de colunas de C' é diferente do nimero de linhas de

B.

Observagao 1. Sejam k um nimero inteiro positivo e A uma matriz quadrada n X n. Vamos

denotar:
A° =1,
AF=A-A-... A (k fatores)
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Definicao 5. Seja A = (aij)mxn uma matriz. A transposta de A € uma matriz B = (bij)nxm

tal que seus elementos sao da forma

bij = aj
1=1,---nejg=1,---,m.

Vamos denotar A’ a matriz transposta de A.

1 2 1 3
Exemplo 5. 1. A= Al =
3 4 2 4
1 79 L
= Bt=1(7 0
1 0 3
9 3

2. Se for possivel, calcule (C* + 3D), onde C' e D sdo as matrizes:

10
2 -1 0 5
C: eD: 1 2
0o 1 -1
3 —1
Temos que:
2 0 1
Ct=1-1 1 3D=13 6
0 -1 9 -3
2 0 1 0 3 0
C'+3D=|-1 1|+ |3 6|=1]2 7T
0 -1 9 -3 9 —4
Entao:
3 2 9
(C*+3D) =
07 —4

Propriedades das operagoes com matrizes

As demonstracoes das propriedades abaixo podem ser vistas no capitulo 1 do livro texto.

a) Comutatividade
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Sejam A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn matrizes.

Entao: A+ B=B+ A

b) Associatividade

Sejam A = (aij)mxn, B = (bij)mxne C = (Cij)mxn matrizes. Entdo A + (B 4+ C) =
(A+B)+C.
c¢) Existéncia do elemento neutro

Existe e é unica a matriz 0,4, tal que O,xn + A = A, qualquer que seja a matriz A,,x,.

Essa matriz 0 é tal que [ﬁ}ij =0, para todo i = 1,...,m e j = 1,...,n (matriz nula).

d) Elemento simétrico

Para cada matriz A,,x,, existe uma tnica matriz —A de tamanho m x n, tal que

A+ (=A)=0

—A é tal que [—A];; = —a;j, paratodoi=1,--- ,m, j=1,--- n.

1 2 -1 -2
Por exemplo,se A= | 0 —4 |, entao —A = 0 4
5 —3 -5 3

Observagao 2. Temos que: —A = (—1)A, qualquer que seja a matriz A.

e) Associatividade

Se a e [ sao escalares e A = (a;;)mxn € uma matriz, entao:

a(BA) = (af)A

f) Distributividade
e B= (bm)

Se a é um escalar, A = (a;;) sao matrizes, entao

mxn mXxn

a(A+ B)=aA+aB

g) Distributividade

Se a e [ sao escalares e A = (a;;)mxn ¢ uma matriz, entao:

(a+ B)A = aA + BA.
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h) Associatividade

Se A = (ajj)mxps B = (bij)pxq € C = (Cij)gxn, €ntao

(AB)C = A(BC)

Ilustracao da demonstracao acima para matrizes 2 x 2

Sejam A = (a;j)2x2, B = (bij)2x2 € C = (¢ij)ax2 matrizes. Temos:

BC — b1 bia| |11 ci2 _ biicin + biacar  biicia + biacao
bar boa| |co1 cao baic11 + baacar  barcia + baacao
A(BC’) _ 11 Q12 biicin + biacar  biicia + biacao _
a1 g | |[barciy + baacor  baycia + boacao

ar1(bi1c11 + b1acar) + ar2(barcin + baacar)  arn(biiciz + biacaz) + ar2(baicia + baacan)

az1(b11c11 + b1acar) + aga(barcin + baacar)  ag1(briciz + biacaz) + ase(barcia + baacas)

Por outro lado:

AB — ayr aiz| |bin Do _ a11b11 4 a12ba1  a11b12 + ajabag
a1 Qg | |bar Do a21011 4 agebar  ag1bia + ageba
(AB)C = a11b11 + a12bor  a11b12 + agebes | |11 cio _
a21b11 + agebar  ag1bia + agaboa | [ca1 ca2

(a11b11 + ar2bor)c1n + (a11bi2 + a12bag)car  (a11b1n + aiabor)ci2 + (@11b12 + a12b2a)can

(@g1b11 + ageboy)c1n + (ag1biz + agobas)car  (a21bin + agabor)ciz + (a1b1a + aebas)can

Observando os elementos das matrizes A(BC) e (AB)C, temos que:
[A(BC)],; = anbiiciy + anbiacar + argbaiciy + argbsaca = [(AB)C]
[A(BC)],5 = anbiicia + a11biacas + arabaicia + arabascan = [(AB)C],,
[A(BC)]y; = agibiicin + agbiacar + azbaiciy + agebsacay = [(AB)Cly

[A(BC)|yy = ag1bi1ci2 + ag1b12c20 + agobaicia + aeboacar = [(AB)C,,
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Logo:
(AB)C = A(BC)

i) Existéncia do elemento neutro da multiplicacao

Se p ¢ um inteiro positivo, vamos denotar por I, a matriz identidade p X p, cujos elementos
sao:
lsei1=7

[I]i':
i Osei#j

27.]:17 , D-

Se A = (a;j)mxn € uma matriz, entdo vale:

Al, =A e I[,A=A

j) Distributividade

Se A= (aij)mxp> B = (bij)pxn eC = (Cij)an, entao:

A(B+C) = AB+ AC

Se A = (aij)pxn, B = (bij)mxp € C = (¢ij)mxp, €ntao:

(B+C)A=DBA+CA

k) Se o é um escalar, A = (a;j)mxp € B = (bij)pxn s@0 matrizes, entao:

a(AB) = («A)B = A(aB)
1) Se A = (ajj)mxn ¢ uma matriz, entdao (A")" = A
m) Se A = (aij)mxn € B = (bij)mxn 80 matrizes, entdo: (A + B)! = A" + B'.

n) Se a é um escalar e A = (a;;)mx, ¢ uma matriz, entdo (aA)" = oA’

0) Se A = (aij)mxp € B = (bij)pxn S0 matrizes, entdo (AB)" = B' A’
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Observacao 3. O produto de matrizes nao é comutativo em geral.

Por exemplo, se A e B sao as matrizes

A 1 2 B 1 -1
3 4 0 0
entao:
AR — 11420 1-(-1)+2-0 _ 1 -1
3-144-0 3-(=1)+4-0 3 -3
-1. 1. Lo 1. _9 _
BA— 1-1-3 1-2—-1-4 _ 2 2
0-1+0-3 0-2+0-4 0 0
AB # BA.

Diferenca entre matrizes

Sejam A = (a;;j)mxp € B = (bij)mxp matrizes. Vamos definir:

A—B=A+(-B)

Exemplo 6. Dadas as matrizes A e B abaizo, encontre a matriz A — B.

U LR A I
3 2 -2 7

V2
0

= W

1 -5 0 1 -3 V2 1+1 =5+ (=3) 0++v2
A—B=A+(-B)= + ) V2| (1) V2
3 2 =2 -7 —5 0 34+(=7) 2+(-3) —2+0
2 -8 V2
-4 8 2

Matrizes simétricas e anti-simétricas
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Definicao 6. Uma matriz quadrada Ay, € dita simétrica se At = A. Ela € dita anti-simétrica
quando At = —A.

Exemplo 7. Considere as matrizes A, B e C' abaixo:

0 3 -2 0
-1 3 0 50 -1 s 0 1
A=|3 0 7| B= C=|-1
2 1 0 8
0 75 3
0 5 =8 0
A € uma matriz simétrica, pois At = A.
B € matriz anti-simétrica, pois Bt = —B.
0 -1 3
C ndo € simétrica, pois C* = |1 5 2|, C'#C
3 2 0
C também ndo € anti-simétrica, pois
0 -1 3 0o 1 =3
Ct=11 5 2|, -C=|-1 =5 —2| e C'#-C
3 2 0 -3 =2 0
Exercicios:

1) Se A e B sao matrizes n x n simétricas, mostre que C' = A + B também é simétrica.

Resolugao: Vamos mostrar que C* = C. Como A e B sao matrizes simétricas, temos que
At = A e B' = B. Assim:

C'=(A+B)!=A"+B"'=A+B=C

Logo, C' é simétrica.

2) Se A e B sao matrizes n X n anti-simétricas, é verdade que C' = A 4+ B também é anti-

simétrica?

Resolugao: sendo A e B matrizes anti-simétricas, temos que A' = —A e B! = —B.
Assim:
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Ct=(A+B)=A'+B' = A+ (-B)= —(A+ B) = -C

Logo, C também é anti-simétrica.

19

3) Uma matriz quadrada A, , ¢ idempotente se A> = A. Sabendo que a matriz A abaixo ¢

idempotente, calcule os valores de a e b.

a -1 1
A=1-3 4 =3
-5 b -4

Resolucao: como A é idempotente, temos:

a —1 1 a —1 1 a -1 1
A2=A= |-3 4 -3||-3 4 -3|=|-3 4 -3
-5 b —4||-5 b —4 -5 b —4
[ a2 —a+b—4 a-1 a —1 1
— —3a+ 3 —-3b+ 19 -3 =-3 4 =3
| —5a — 3b+ 20 5 —3b+ 11 -5 b —4
(2—2—a
—a+b—4=-1
a—1=1(x)
—3a+3=-3
= ¢ _-3h+19=14 De (*) e (*x), vemos que a =2 e b = 5.
—3=-3
—5a —3b+20= -5
5 =10 (*x*)
\—3b+11:—4

4) Dada a matriz M abaixo, calcule a matriz M'M.

cosf@ —senf O
M = |senf cosf 0
0 0 1
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cos) senf 0

Resolucao: Temos que M! ¢é dada por: M* = | —senf cosf 0
0 0 1

cosf) senf 0O cos) —senf 0

MM = | —senf cosf 0| [senf cos@ 0 =
0 0 1 0 0 1
cos? 0 + sen 260 —cosfsenf + senfcosf 0 1 00
—sen @ cos@ + cosfsend sen 260 + cos? 6 0l =10 1 0| =Is.
0 0 1 0 01

5) Se A é a matriz a seguir, mostre que A% — 64 + 5, = O

23
1 4

Resolugao: Temos:

) 2 2 1

1 4| |1 4 1 4 0 1
~12 —18 500 [7-12+5 18—18+0
6 —24 05| |6—-6+0 19-24+5

4+3 6+12 _
+3 6+ 5

2+4 3416

oo
0 0

6) Dadas as matrizes A, B e C' abaixo, encontre a matriz X tal que:

1

Resolugao: usando propriedades de operacoes de matrizes, podemos escrever:

1
S(X+4) =3BC + A
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1 1

1 1
SX =3BC+A—-A
gt TapCH ATy

1 1
- X =3BC+-A
2 + 2

X =6BC+A

0 —1
-1 0 1
3 3|+
0 1 2

0+0+1 14+0+1

=6
0+3+2 0+3+2
8 12
26 28
12
Resp. : X = 8
26 28

AR B R B FH

1.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Definicao 7. Uma equacao linear em n varidveis xy, - -

amry + -+ ax, =b
onde ay, -+ ,a,,b sao constantes reais.

Exemplo 8. Sao exemplos de equacoes lineares:

o 3x+5y—Tz=2
31, — 3x9 —Tx3+24=0

2

o V2r+Ty+52—w=28

, Tp € uma equacao da forma

21
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Definicao 8. Um sistema de equagdes lineares ( ou sistema linear) é um conjunto de equagoes

lineares:
.
a;1xry +apZe + - + a1y = b1
Q2121 + Q2% + * ++ + A2 Xy, = bg
(%)
L dm1T1 + 2Ty + 0 F ATy = bm
onde 1, xg, - - - , Ty, 520 as incognitas ou varidveis do sistema e a;;, os coeficientes, ¢ = 1,--- ,m; j =
1,---,n. O sistema acima possui m equagoes e n varidveis.

Podemos reescrever o sistema (*) na forma matricial.

(%) AX =B

onde:
a1; Az - Qi
21 Qg2 -+ Q2p
A=
m1 Am2 " Omp
mXn
x by
T2 by
X = e B=| .
T b
"1 nx1 M1 mx1
Uma solugao para o sistema linear () é uma n-upla sy, $9, - - - , s, tal que todas as equagoes
de (x) sao satisfeitas quando fazemos x; = s1, 29 = S9,*+ , T, = Sp.

Na forma matricial, uma solugao para o sistema (**) é uma matriz:

51
59

S=1. tal que AS =B

S
"1 nx1
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O conjunto solucao ou solucao geral de um sistema é o conjunto de todas as solucoes do

sistema.

Se by =by=---=b, =0 em (*) (de forma equivalente, se B = O em (*x)), o sistema é

chamado de sistema homogéneo. Um sistema homogéneo sempre admite solu¢ao (pelo menos,

a solucao s1 = 8o = ... = 5, = 0).

aix a2 - Aip | by
. . Q21 Q22 -+ Q2p | by
Matriz aumentada do sistema:

Am1 Qm2 - Amn | bm mxn

Exemplo 9.
T+ 2y+2z=2
Sr + 6y — 62 = —14
y+4z=06
or + 8y + 2z = -2

€ um sistema linear com /4 equacgoes e 3 varidveis x,y,z. O sistema acima pode ser reescrito

da forma:
AX =B
onde
1 2 2 2
5 6 —6 . —14
01 4 6
z
5 8 2 —2

A 3-upla (—10,6,0) € uma solug¢do para o sistema acima, pois:

—10+2.6+2.0=2
5.(—10) + 6.6 — 6.0 = —14
6+4.0=6

5.(—10) + 8.6 + 2.0 = —2

Ou seja, todas as equcoes do sistema acima sao satisfeitas para v = —10, y =6 e z = 0.

A matriz aumentada do sistema fica da forma:
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12 2] 2
56 —6 | —14
01 4] 6
58 2| -2

Exemplo 10. O sistema

3ZE1+2ZL‘2+JZ3—ZL‘4:0
—&1 + 52y — 223+ Hag = 0

¢ um sistema homogéneo com 2 equagoes e 4 varidveis.

O objetivo agora pe estudar um método que nos permita “resolver um sistema”, ou seja,

encontrar sua solucao geral.
Operacoes elementares:

Definicao 9. Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das segquintes

operacoes:
a)Troca da posi¢ao de 2 linhas da matriz.
b)Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero.

c)Somar a uma linha da matriz um multiplo escalar de outra linha.

1 2 -7 V2
Exemplo11.a) | 3 0 |Li—Ls| 3 0

_7\/§

Troca da posi¢ao das linhas 1 e 3.

1 0 5 10 5
b) [0 —1 2| —3Ly— Ly |0 & -2
1 2 3 12 3

1

Multiplicagao da linha 2 pelo escalar —
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1 0 -2 -3 1 0 —2 -3
C) 0 0 1 2 L2 + 3L1 — LQ 3 0 -5 -7
-1 2 1 V3 -1 2 1 3

Substituicao linha 2 por ela, somada a linha 1 multiplicada por 3.

Observagao 4. (Sobre operacoes elementares)

Se, ao fazermos uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz A, obtivermos uma
matriz B, € possivel (usando operagoes elementares) obtermos A a partir de B.

a)

(Troca de posi¢oes das linhas i e j).

b)

(Multiplicagao da linha i por «).
1
Q

(Multiplicagdo da linha i por é)

c)
ALZ—FOZLJ—)LZB

(Substitui¢ao da linha i por ela somada a linha j, multiplicada por «).

BLZ—@LJHLZA

(Substitui¢ao da linha i por ela somada a linha j, multiplicada por —a).
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Tlustracao:
ail  Gi12 ail  Gai12 a1 G12
a) A= lag agp| Ly Ly B= |as aszp| Ly L3 A= |an ax
asp as2 21 Q22 a3; a3z
b) a # 0
a11 a2 Qap;p a2 -Cl11 a2
A= layn awp|al,— L B=|an a22 éLl — L1 A= |ay ag
asy as2 asr a3z | d31  a32
ai; a2 a1 +aagy a2 + aags
c)A= |ay an|li+als — L B= a1 a2 Ly —aly — L
as1 as2 31 a32 i
a1 a2
A= |ag ag
as1 asz

Definicao 10. Dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem o mesmo conjunto

solucao.

O seguinte resultado nos garante que, apds operagoes elementares sobre as linhas da matriz

aumentada de um sistema, vamos obter um novo sistema equivalente ao primeiro.

Teorema 1. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D sao tais que a matriz aumentada do
sequndo sistema [C:D] é obtida de [A:B] (matriz aumentada do primeiro sistema) aplicando-
se uma operacao elementar, entdo os 2 sistemas possuem exatamente as mesmas solugoes (ou

seja, sao equivalentes).

Vamos fazer abaixo uma ilustracao da demonstracao do teorema para um sistema de 3

equagoes e 2 variaveis.

a) Fazendo uma operagao do tipo (a) em um sistema, a solugao nao se altera.

a1171 + ajpry = by
(1) § az1z1 + azxe = by

a3171 + agaTo = b
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ap;; aiz by as; azy by
ag1 age o by| L1 Lo lay an 1oby
asi asy : b3 as; asy : bz

a1 T1 + a1 = by
(2) § as121 + ases = b
a3y + azrz = by
(x9,23) é solugao de (1) = (x9,23) é solugao de (2).

(x9,23) é solugao de (2) = (x9,23) é solugao de (1).
Logo, os sistemas (1) e (2) tém as mesmas solugoes.
b) Fazendo uma operagao do tipo (b) em um sistema, a solu¢ao nao se altera.

Tlustracao:
1171 + @122 = by
(1) § a1 + agers = by

a3171 + azex2 = b3

k # 0:
a;; aiz by 21 azy 1 by
an ag i byl kls = Ls|ay  ap Pob
as; Qs . b3 ka31 k;a32 . kbg

a1 71 + ajpxe = by
(2) § agiz1 + agxe = by

kagll’l + k?CLgQZEQ = kbg

anx] + ajpx§ = by 12 e 22 equacoes do sistema
(29, 25) é solucao de (1) =  apn 28 + agrg =by = { (2) sdo satisfeitas

CL31I(1) + Cbggxg = b3 kaglx‘l’ + k’aggl'g = k‘(aglﬁ + a32$g) = kbg

= (29, 29) ¢é solugao de (2).

Analogamente:
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an ] + a1px§ = by
(29, 23) solugao de (2) = { ap 28 + axnrg = by =
kasiz + kasox§ = kbs
12 e 2% equagoes do sistema
(1) sao satisfeitas = (29, 29) ¢ solugao de (1)
az125 + azaf = +(kasxf + kasal) = thbs = b

Logo os sistemas (1) e (2) tém as mesmas solugoes.

¢) Fazendo uma operacao do tipo (¢) em um sistema, a solu¢ao nao se altera.
anry + a1z = by
(1) § az121 + assws = by

a31T1 + agare = b

ann aip by ay + kasr  ajg + kasy 1 by + kby
o1 A929 bQ Ll + kL2 — Ll 921 a992 bg
az1 a3z : b3 a3 32 : b3

Obtemos entao o seguinte sistema:

(CL11 + k’agl)ﬂfl + (a12 -+ k’agz)l'g = bl + k‘bg
(2) § ag1z1 + azxs = by

a31T1 + agars = b

o o __
a1179 + aj2xy = by
(27,25) é solucao de (1) = ¢ a9 29 + agay = by, =

aglxﬁj + a32$g = b3

2¢ ¢ 3% equagbes do sistema (2) sao satisfeitas

(au + kagl)xf + (&12 -+ ka22)x§ = 0411'? + algl'g + ]ﬂ&gll'i + kaggl'g = bl + k(agll'i + CLQQZ‘%) = bl -+ kbg

= (29, 29) é solugao de (2)

Analogamente:
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(Clu -+ kagl)xf + (CL12 —+ kagg)l’g = b1 + k‘bg
(27, 23) é solucao de (2) = 4 a9, 29 + anrs = by —_—

a31x‘f + CL32[L‘§ = b3

2¢ ¢ 3% equagbes do sistema (1) sao satisfeitas
anx‘{ + 66121’(2) = (Clll + kCLQl — kagl)l'(f + (a12 + ka22 — k‘agg)l’g =

(au + kagl)m‘f + <a12 + kazg)l'g — kCLQlZL‘(l) — kiaggl'g = bl + k’bg — k(aglff + CLQQQL’%) = b1 + k?bg — kbg = b]

= (29, 29) é solugao de (1)

Logo, os sistemas (1) e (2) tém a mesma solucao

Matriz escalonada reduzida

Definicao 11. Uma matriz estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as condicoes

abaizo:

(1) Todas as linhas nulas da matriz (se existirem) ocorrem abaizo das linhas nao nulas.
(2) O pivé (ou seja, o 1° elemento nao nulo) de cada linha ndo nula € igual a 1.

(3) O pivé de uma linha nao nula ocorre a direita do pivé da linha anterior.

(4) Se uma coluna contém um pivé, entao todos os seus outros elementos dessa coluna sao

nulos.

Observagao 5. Se uma matriz satisfaz as condicoes (1) e (3) acima, dizemos que ela estd na

forma escalonada.

1 1 1 1 3 -1 1
Exemplo 12. A= [0 -1 2 B=100 1 7
0 0 7 00 0 0
i 0 1] (1 0 0
cC=1001 3 D=10 1 0
I 0 0] 0 0
(1 0 0 0] i 02 0
E=10 00 0 F=10 0 30
000 1 00001
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0201 7
G=1000 3 -3
000O0 O

As matrizes C, D e F estao na forma escalonada reduzida.
As matrizes A, B, C, D, F e G estao na forma escalonada.
A matriz A nao satisfaz as condicoes 2 e /.

A matriz B também ndo satisfaz a condicdo 4.

A matriz G nao satisfaz as condigoes 2 e 4.

A matriz E nao satisfaz a condicdo 1.

Definicao 12. Uma matriz A m x n € equivalente por linhas a uma matriz B m X n se

B pode ser obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operacoes elementares sobre as suas

linhas.

Exemplo 13. A =

A:1—1
0 3

ou seja, B foi obtida de A aplicando-se operagoes elementares.

-1
5 ] € equivalente por linhas a matriz B =

0 ‘
, PO1S
1 p

-1 0

1

1
l[/2—>Z—12 O :B

3

1
L1+L2—>L1 [O

Observacao 6. Ser equivalente por linha satisfaz as sequintes propriedades:

a) Toda matriz A € equivalente por linhas a ela mesma (reflezividade).
b) Se A é equivalente por linhas a B, entdo B € equivalente por linhas a A (Simetria).

c) Se A é equivalente por linhas a B e B ¢é equivalente por linhas a C, entao A é equivalente

por linhas a C' (Transitividade).

O teorema abaixo nos garante que, dada uma matriz A m X n, é sempre possivel obtermos

uma (Unica) matriz R m x n na forma escalonada reduzida fazendo-se operagoes elementares:
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Teorema 2. Toda matriz A m X n € equivalente por linhas a uma unica matriz escalonada

reduzida R m X n.

O Método de Gauss-Jordan

Para resolvermos um sistema linear, devemos aplicar operacoes elementares sobre as linhas
da matriz aumentada do sistema linear até obtermos a matriz na forma escalonada reduzida
correspondente. Transformamos essa ultima matriz em um sistema linear e o resolvemos. O

conjunto solucao obtido é o conjunto solucao do sistema inicial.

O que foi dito acima é consequéncia de tudo o que estudamos anteriormente: dado um
sistema linear:

AX =B

de m equacoes e n varidveis, escrevemos sua matriz aumentada:

A

] mXx(n+1)

Fazendo operagoes elementares sobre as linhas de [ A B} )’ obtemos uma nova matriz
mx(n+1

[C na forma escalonada reduzida, onde C' = (¢;;)mxn € D é uma matriz m x 1.

:| mx(n+1)
Isto é possivel pelo ultimo teorema que estudamos: como s6 fizemos operacoes elementares

para irmos de [A : B} até [C : D], entao os sistemas

AX=Be(CX =D
sao equivalentes, ou seja, tém as mesmas solugoes.

Vamos agora resolver os sistemas abaixo usando o método de Gauss-Jordan.

Exemplo 14. Resolva os sistemas abaizo usando o método de Gauss-Jordan:
a)

(2 +2y+22=2

or + 6y — 62z = —14

—y—4z = -6

(0% + 8y + 22 = -2
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Escrevendo a matriz aumentada do sistema e fazendo o escalonamento, temos:

1 2 2 9] (1 2 9 2 |
5 6 —6 i —14| —5Li+Ly— Ly |0 —4 —16 i —24| |
—1L2—>L2
0 -1 -4 : —6| Dait+Li—Lsy |0 -1 -4 : 6| —
5 8 2 2 | 0 —2 -8 © -—12
1 2 9 9 ] (1 0 -6 : —10]
9L, +L; — L
0 1 4 6 e 6
. Ly+ Lz — L3
0 =1 =4 i 6| o 7 7. |00 0 0
0 —2 -8 i —12] 00 0 0 |

A aultima matriz estd na forma escalonada reduzida.

Transformando a matriz em um sistema linear, obtemos:

(4 0y — 62 = —10 z—62=—10

Oz+y+42=6 _ y+4z=6
;ou seja

Oz +0y+0z=0 0=0

0z + 0y +0z2=0 (0=0

As 3% e 4% equacoes sao sempre verdadeiras. Usando as 1% e 2° equacdes, podemos escrever:

r=—10-+ 62
=6—4z

,comz €R

Solugdo do sistema: (—104 62,6 — 4z, 2), onde z € R. O sistema possui infinitas solugoes.

b)

'x—|—2z:1

20 —y—224+w=0
dr —3y — 924+ w = -1

(3r—2y+z—1lw=3

Escrevendo a matriz aumentada do sistema e fazendo o escalonamento, temos:



O N N
|
w

-17 1
-5 —11

o o o =
|
w

—2L3 + L1 — L1
—6L3 + LQ — L2
—TLs+ Ly — L,

1
0
0
0

o O = O

o = O O
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1 0 2
—2L L L
e [V S R’
—4L1—|—L3—>L3
—3L1+L4—>L4 0 _3 _17
0 -2 =5
102 o0
3L2+L3—>L3 016 -1
2Lo+Lys— Ly [0 0 1 =2
10 0 7 —13
-]
—4L L L
11 4 4+ Ly — Ly
—11L4+ Ly — Lo
_2 1 2L4+L3—>L3
1 -3

A ultima matriz acima estd na forma escalonada reduzida.

Transformando a matriz em um sistema linear, obtemos:

’x+0y+0z—|—0w:11
Oz +y+0z+ 0w =29
0z +0y+ 2+ 0w=-5
(0 +0y+0z+w=-3

ou seja:

r =11
y =29
]

z= -5
w=—3

o o o

[ e =)

Solugao do sistema: (11,29, —5,—3). O sistema possui solugdo tinica.

c)

T+ 2y+22=2

or + 6y — 6z = —14

3r+2y—102=0

Escrevendo a matriz aumentada do sistema e fazendo escalonamento, temos:

12 2 @ 2
5 6 —6 —14
3 2 —-10 : 0

—5Ly + Ly — L2
—3L1 + L3 — L3

1 2 2
0 —4 -16
0 —4 —-16

S = O O

= o O O

33
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1 2 2 9 12921 9

—Ly+Ls— Ly [0 -4 —16 ¢ —24| —3Lo— Lo |0 1 4 : 6| —2Ls+ L1 — Ly
0 0 0 18 000 & 18

(10 =6 @ —10 10 -6 —10

01 4 ¢ 6 |wgls—Ls{01 4 ¢ 6 |10Ls+Li— Ly e —6Ls+Ly— Ly

00 0 ¢ 18 00 0 : 1

(10 =6 : 0

01 4 : 0

00 0 1

A matriz estd na forma escalonada reduzida. Transformando em um sistema linear, obte-

mos:
r+0y—62=0
Oz+y+42=0 ;
Oz +0y+0z=1

r—6z=0

ou seja: S y+4z=0

0=1

Observemos que a ultima equagao nao € satisfeita para qualquer que seja o valor de x,y e

Logo o sistema nao possui solugao.

d)
2c —y+42=0
2042y —42 =0
3r—y—2=0

Escrevendo a matriz aumentada do sistema acima, obtemos:

2 -1 4|01 —%2|0_2L+L_)L 1 -2 210
2 2 —4 | 0| zLi—1I, 2 —4 | 0 —=—= 10 3 -8 |0
2 —3L1+ Ly — L3
3 -1 -1 1] 0 -1 -1 1] 0 0 5 -7 10
. 1 -3 210 -5 1 0 | 10
sle—= Lz | 0 1 =8 | 0| Li+Ls—Li |0 1 =% ] 0 —5letls—Ls | 0 1
0 4+ 710 04 =710 0 0
5 10 =50 SLat Ly — Ly 10010
s Ls |01 =5 10 5L+ Lo L 01010
00 1ol *"™ " loo1]o0

o O O
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Transformando no sistema correspondente:
r+0y+0z=0
Oz+y+0z=0 =—=z=y=2z=0
Oxr+0y+2=0

Ou seja, o sistema possui somente a solucdo trivial.

Observacao 7. No caso dos sistemas homogéneos, para se fazer as operacoes elementares,
podemos suprimir a escrita da dltima coluna (nula) da matriz aumentada. Durante o processo,
essa coluna nao sofre alteragdo. O proximo exemplo serd resolvido sem a ultima coluna da

matriz aumentada.

r+y+z+w=0
Exemplo 15. Resolva o sistema. r—by+z—w=>0
20 —y+2z4+w=0
Escrevendo a "matriz aumentada sem a dltima coluna”(ou seja, escrevendo a matriz dos
coeficientes), temos:

1 11 1 I I I 1 11 1 1 11 1
— —
1 51 1| =>——2 10 =60 —2|Ly—2L3—=Ly |0 00 0
L3—2L1—>L3
2 -1 2 1 0 -3 0 —1 0 -3 0 —1
1 11 1 ] 1 111 1 01 %
LywLy | 0 =3 0 =1 —3Ly—Ly |0 10 Yl Lh—Ly—Li |0 10 %
0 00 O 00 0O 00 0O
Escrevendo o sistema correspondente, temos:
x+0y+z+§w:0 x+z+§w:0 9
T =—z—ZW
0x+y+0z+%w=0 — y+§w:0 i{ L8
= —ZWw
0z + 0y + 0z + 0w = 0 0=0 Y= 73
. . ) . 2 1
O sistema possui infinitas solucoes: | —z — gw, —gw, Z, W z,w € R.

Observacao 8. Ao resolvermos os sistemas acima, fizemos operacoes elementares sobre as
linhas das matrizes envolvidas até chegarmos na forma escalonada reduzida. Isto porque, no
enunciado do exercicio, pedimos que fosse utilizado o método de Gauss-Jordan. Se isso nao for
dito, podemos fazer o escalonamento até chegarmos em uma matriz que nos forneca um sistema

mais facil de ser resolvido, sem se chegar, necessariamente, a forma escalonada reduzida.
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Proposicao 1. Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear

AX = B possui duas solugoes distintas X, e X1, entdo o sistema possui infinitas solugoes.

Demonstragao: para cada A € R, escrevamos: X, = (1 — X)X, + AX;. Usando que X, e X,

sao solugoes do sistema, podemos escrever:
AXHu=A[1 - NX,+ XX3] =1 - NAX,+ MAX;=(1-\NB+\B=1B

Ou seja, X, também ¢ solugao do sistema, para todo A € R. Logo, o sistema possui infinitas

solucoes.

Observacao 9. Usando o resultado da proposicao acima, temos que um sistema linear possui
solugao unica ou possui infinitas solugoes ou nao possui solucao. No caso do sistema trabalhado

ser homogéneo, temos solug¢ao unica ou infinitas solucoes.

Exemplo 16. Seja A uma matriz m x n. Mostre que:

a). Se X1 e Xy sao solugoes do sistema homogéneo AX = 0, entao X, = X1 + Xy também €

uma solucao do sistema.

b). Se X € solugao do sistema AX =0, entio X, = aX; também é uma solucio do sistema.

De fato, temos:

a). Sendo X, e Xy solugdes para o sistema, temos que AX; =0 e AXy =0. Assim:

AXO:A(X1+X2):AX1+AX2:6+6:6

Logo, X, € solugao do sistema.
b). Sendo X, solugdo so sistema, temos que AX; = 0. Assim:

AX,=A(aX))=aAX;=a0=0

Logo, X, € solugao do sistema.



1.2. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 37

Exemplo 17. Dado o sistema linear abaizo, para quais valores (reais) de a o sistema:
1) Possui solugdo iunica;
2) Possui infinitas solugoes;

3) Ndo possui solugao.
r+y+z=2
20 — by + 2z =11

20+ (a*>—T7)z2=9—a

Vamos escrever a matriz aumentada do sistema e fazer o escalonamento:

11 12 1 1 12

2 =5 2 i 11 |21+ Le— Ly e —20h+Lyg—L3|0 -7 0O i 7

2 0 a*—7 : 9—a 0 -2 a*—-9 : 5—a
11 12 1o 1 : 3

_71L2—>L2 0 1 0  —1|—-Le+li—Lie2lo+L3—L3|0 1 0 : -1
0 —2 a’—9 : 5—a 0 0 a>-9 : 3—a

(%)

Com o intuito de prossequir no escalonamento, devemos examinar as possibilidades para o
valor a®> — 9.

Se a®> —9 # 0, ou seja, se a # 3 e a # —3, podemos continuar o escalonamento, multipli-

a 15 1 .
cando a 5* linha por ——:

10 1 ¢ 3 101 3 100 @ 3+-L

1 a+3
01 0 i —1|5—gls—=Lsj0 10 1| zLstli—=Lij0 1 0: -1
: . —1 : -1
0 0 CL2—9 : 3—a 00 1 : @13 00 1 : P

Escrevendo o sistema correspondente:

_ 94 1 _ 3a%10
=3+ 3= s
y=-1
Z:__l



38 CAPITULO 1. MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

3 10 —1
a+ ) )

Neste caso (a*> —9 #0), temos que o sistema possui solugcdo Unica: ,—1,
( 70) 1 P d (a+3 a+3

Agora, se a®> —9 = 0, teremos duas possibilidades para o valor de a: a =3 ou a = —3

Se a = 3, voltando a (x), temos:

10 1 : 3 101 : 3
01 0 -1 /=101 0 : =1
00 a>—9 : 3—a 000 : 0
Escrevendo o sistema correspondente:
r+z2=3 r=3—2z

=0 0=0

Neste caso (a = 3), o sistema possui infinitas solu¢oes: (3 —z,—1,2), z€ R

Se a = —3, voltando a (*), temos:
10 1 : 3 101 : 3
01 0 =1 =010 : -1

00 a>-9 : 3—a 000: 6

Escrevendo o sistema correspondente:

rT+z2=3
y=-1
=6
A ultima equacdao nao € satisfeita, qualquer que seja o valor de x,y e z. Logo, o sistema
nao possui solucao neste caso (a = —3).

Resposta:
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1)a#3ea# -3
2)a=3
3)a=-3

39
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Capitulo 2

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Definig¢ao 13. Uma matriz quadrada A = (a;j)nxn € invertivel ou ndo singular quando existe
uma matriz B = (bij)nxn tal que

AB=1,=BA

Se nao existir B tal que AB = I,, = BA, diremos que A ndo € invertivel ou singular.

—92 1 11
Exemplo 18. A = B=| 2% ¢
0 3 0 1
Fazendo as contas:
apo |2 A [ d e S]]
0 3/ [0 L lo+0 o+1| |0
e
BA— -5 |2 1 _[1+0 —s+3 _ {10 _
0 Lo 3] Joto o+1]| |o

Logo, A € uma matriz invertivel

Teorema 3. Se A € uma matriz n X n invertivel, entdo existe uma unica matriz B n X n tal
que AB =1, = BA

Demonstracgao: Sejam B e C' matrizes n X n tais que:

AB=1,=BA e AC=1,=CA

41
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Entao:

B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,C = C

Ou seja: B=C

Logo, existe unica B n x n tal que AB = In = BA.

Observagao 10. A matriz B nxn da defini¢io de matriz invertivel (tal que AB = In = BA)

é chamada a matriz inversa de A e serd denotada por A1,

Propriedades:
1) Se A é uma matriz n x n invertivel, entao a matriz A~ também ¢ invertivel e (A71)~! = A.
Demonstracao: Temos que: A-A™1 =1, = A7'A. Entao, A~ é invertivel.

Como a inversa de uma matriz é tnica, segue que (A7')™! = A (ou seja, a inversa de A™!
é A).
2) Se A e B sao matrizes n X n invertiveis, entao a matriz AB também ¢ invertivel e (AB)™! =
B71A-L
Demonstracao: Temos que:

(AB)(B'A™Y) = A(BB™Y)A ' = A[LA7' = AA™ = I,

e

(B-'A1)(AB) = B-Y{(A'A)B= B 'I,B=B"'B=1,.

Assim, AB ¢ invertivel (pois existe C' = B7'A™! tal que (AB)C = I, = C(AB)). Pela

unicidade da matriz inversa, segue que (AB)™' = B~1A~1.

3) Se A é uma matriz n x n invertivel, entao sua transposta A* também é invertivel, e (AY)~! =

(A"

Demonstragao: Temos que:
A A = (AT1A) = (1)t = I,..
(A)tAt = (AAY) = (1)t = I,.

Logo, A" é invertivel (pois existe uma matriz C' = (A7) tal que A'C' = I,, = C'A?). Pela
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unicidade da inversa, segue que (A")~! = (A7)

A demonstracao do Teorema seguinte serd omitida. Ele nos diz que, se verificarmos que

AB = I,,, nao havera necessidade de verificarmos também que BA = I,,.

Teorema 4. Sejam A e B matrizesn xn. Se AB = I,,, entio BA = 1,,.

Exemplo 19. Consideremos as matrizes A e B abaizo. Sabendo que A™' = B, calcule os

possiveis valores para a,b,c,d € R.

-2 a 0 2 1 -1 0 2
1 -2 =2 b 2 2
A= s B = X
-4 -1 2 ¢ 0 -1 01
3 1 -1 =2 1 0 1 d

Temos que AB = 1. Assim:

—4+2d
6—2—2d

6—-1—2d

-2 a 0 2 1 -1 0 2 —2+ab+2 24+ 2a 2a + 2
3 1 -2 -2 b 2 20 3+b—2 —-342+2 2-2
I, =AB = =
-4 -1 2 c 0 -1 0 1 —4—-b+c 4-2-2 —-24+c¢ —8+2+4+cd
3 1 -1 -2 1 0 1 d 3+b—-—2 —-34+2+1 2-2
Entao

242a=(I)12=0=a=-1
4 +2d=(I)u=0=d=2
34b—2=(I)u=0=b=—1
2de=(I)p=1=c=3

Exemplo 20. Se A = (a;;)nxn € wma matriz tal que A* = O, mostre que a inversa de (I, — A)
é a matriz I, + A + A2

Devemos mostrar que:
(I, — A)(I, + A+ A% =1I,.
Assim:

(I, —A)I,+A+A*) = LI, + LA+ I1,A*— Al, —AA—AA> =, + A+ A2—A—-A? - A3 =
I, —A3=1,—-0=1,.
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Logo: (I, — Ayt =1,+ A+ A?

Exemplo 21. Sejam A e B matrizes nxn invertiveis. Consideremos as matrizes C = AB'A™1
e D= A(AB™Y)~L. Sabendo que B~ = B!, mostre que C~* = D

Devemos mostrar que: CD = I,,. Assim:

CD = AB'AT"A(AB™ ) ' = AB'L(AB™") "' = AB(AB™ ") ' = ABY(B™") A" = AB'BA™! =
AB'BAT' = A[LAT' = AAT =1,

Logo: C~' = D.

Alguns resultados sobre inversao de matrizes

Vamos listar, nesta parte, alguns resultados importantes sobre inversao de matrizes. As

demonstracoes podem ser vistas no livro texto.
O primeiro resultado ¢é o seguinte:
Teorema 5. Seja A uma matrizn X n. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) Ezxiste uma matriz B n x n tal que BA =1,
b) A matriz A € equivalente por linhas a matriz identidade I,,.

c) A € invertivel.

Observemos que o Teorema acima nos oferece uma nova maneira para decidirmos se A é
invertivel ou nao. Se A for equivalente por linha a I,,, A sera invertivel. Caso contrario, ela

nao é invertivel.

Por exemplo, a matriz A dada por:

0 1 4
A=11 2 0
00 1
é equivalente por linhas a matriz I3, pois:
01 4 1 20 1 0 -8
A=11 2 0| L1 <Ly |0 1 4| L1 —2Ly— L, |0 1 4 |Li+8Ly— L,
00 1 00 1 00 1
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100 100
0 1 4 L2—4L3—>L2 O 1 O :Ig
0 01 0 01

Pelo Teorema anterior, a matriz A é invertivel.
0
1

Por outro lado, se C' é a matriz: C' =

O N =
o O =

—1

C nao é equivalente por linhas a matriz I3. Observemos o escalonamento a seguir:

0 1 4 1 20 1 20
C=11 2 0{Li—=Ly |0 1 4| Ls+Ly—Ls|0 1 4| Ly —2Ly— L,
-1 0 8 -1 0 8 0 2 8
1 0 -8 1 0 -8
01 4| Ls—2Ly,—Ls|0 1 4 |=D
0 2 8 00 O

D esta na forma escalonada reduzida, mas nao é a matriz identidade. Logo, C' nao é

equivalente por linhas a I3 e, assim, C' nao é invertivel.
Precisamos agora de um método para inversao de matrizes.

Seja A uma matriz n X n invertivel. Pelo Teorema anterior, A é equivalente por linhas
a matriz identidade I,. Vamos chamar as operacoes elementares para ir de A até I, de

op1,0pa, - -+, opg. Dessa forma:

A opr Ay opy Ay — - opi I,

—

Para obtermos a matriz A~', é possivel mostrarmos que devemos aplicar a mesma sequéncia
)

de operacoes elementares acima partindo agora de I,,:

I, opy Cy opy Cy — -+ op, A™?

Exemplo 22. Calcule a matriz A™" (se possivel), sabendo que a matriz A é dada por:
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BN

I
S~ O
S NN =
— O

De fato, ja mostramos que a matriz acima € equivalente por linhas a matriz identidade I5.

Assim, A € invertivel e € possivel encontrarmos A~' . Usando as mesmas operacoes ele-

mentares:
1 00 01 0 -2 10 -2 1 8
01 0|Li—Ls|1 O 0| L1—2Lo—IL7]1 0 0| L14+8Ls3—L;|1 00
0 0 1 0 0 1 0 01 0 01
-2 1 8
L2—4L3—>L2 1 O —4
0 0 1
Entao:
-2 1 8
Al=11 0 —4
0 0 1

Observacao 11. Dada uma matriz A n X n, podemos fazer o sequinte para encontrarmos sua
inversa (se ela for invertivel):

[AELJ operagoes elementares [Ian‘l}

O exemplo a sequir ird ilustrar esta observacao:

Exemplo 23. Dada a matriz B abaixo, encontre sua inversa, se possivel:

Temos:
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12 -2:100 12 -2: 1 00
2 5 —4 0 1 0| Le—2Ly —Lyel3s—3Li—Ls|0 1 0 -2 10
37 531001 01 1 -3 0 1
10 -2: 5 =20 100
Ly =20y — Ly els—Ly—L3|0 1 0 —2 1 0|Li+2Ls—=Li |0 1 0
00 1 -1 -1 1 00 1

Logo, B ¢ invertivel (pois € linha equivalente a matriz I3) e temos:

3 —4 2
B1l=1-2 1 0
-1 -1 1

Exemplo 24. Dada a matriz C' abaixo, encontre sua inversa, se possivel:

~1 1

C=|0 3 1

1 -2 0

Temos:
1 5 1:100 1 -5 -1 : -10 0
0 3 1:010]-Li—=Lifo 3 1 0 1 0| Ls—L1— Ls
1 21001 1 -2 0 0 01
1 5 -1 : -1 0 0 1 =5 -1 : -1 0 0
0 3 1 0 1 0| Ls—Lo—1Ls|o 3 1 0 1 0| 3le— Lo
0 3 1 1 01 0 0 0 1 -1 1
1 5 -1 : -1 0 0
0o 1 1 0 1 0| 5LtLi—L
0 0 0 1 -1 1
(102 -1 2 0
01 3 0 1 0
0 0 0 1 -1 1

47

3
-2
-1

-4 2
1 0
-1 1
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10 2
3

A matriz |0 1 % ja estd na forma escalonada reduzida. Entao, C nao € invertivel, pois
00 0

nao € equivalente por linhas a matriz Is. A matriz ”a direita” obtida apds o escalonamento nao

tem significado.

O Teorema abaixo nos da uma relacao entre matrizes invertiveis e solucao de sistemas.

Teorema 6. Seja A uma matrizn xn (quadrada). O sistema associado AX = B tem solugao

inica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso, a solucdo é X = A~'B

Em particular, podemos escrever que o sistema homogéneo AX = O tem solugao
unica (X = O) se, e somente se, A é invertivel. Neste caso, se estivermos trabalhando

com uma matriz nao invertivel A, o sistema homogéneo AX = O tera infinitas solugoes.

Observacao 12. No Teorema, no caso de A ser invertivel, o sistema AX = B pode ser

resolvido da sequinte forma:
AX=B=—= A'"AX=A"'B=— [LX=A"'B=— X=A"'B
X = A7'B € a solucao do sistema.
De forma andloga, se A € invertivel, podemos escrever:
AX =0 = ATTAX =470 = X =0

Entio, X = O € a solugdo (tinica) do sistema.
Exemplo 25. Resolver o sistema:
—25(]1 + 31’2 — T3 = 1

$1—3$2—|—l’3:7

—r1+ 229 —23=0

-2 3 -1
A matrizA= |1 =3 1| dos coeficientes do sistema € uma matriz invertivel e sua
-1 2 -1

inversa A~' € dada por:
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-1 -1 0]
A=10 -1 -1
I -1 =3]
.171- 1
Resolvendo entao o sistema AX = B, onde X = |x5| e B= |T7| , obtemos:
.Tg_ 0

AX=B = A"AX=A"'"B=1L,X=A"'"B= X=A"'B

-1 -1 0 1 —1-7 -8
X=10 -1 —1| |7| = —7 = |7
-1 =3 [0 1-7 —6
Solugao do sistema:
-8
X=|-7 ou xT1= -8, x9=—7, 3= —06
—6

Exemplo 26. Sejam A e B matrizes invertiveis tais que

1 2 =3 -1 00
A=10 -1 1|eB'=]2 10
0 0 1 0 2 2
-1 T
SeC=|0]|eX=|yl|, resolva o sistema: BA™'X =C
2 z

Temos:

BA7'X =C = B'BA'X =B7C = [A'X=B1C = A'X=B"1C =
AAT'X = AB7'C = X = AB™'C = X =AB™'C

Assim:
1 2 =3[|-1 0 0| [-1 —-14+4 2—-6 -6 |-1 3 —4
X=10 -1 1 2 10 = -2 —-14+2 2 0]=1-2 1
0 0 -1 0o 2 2 2 0 —2 —2 2 0 -2
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—-3—12 —15
244 | =] 6
—4 —4
—15
Solucao: X = | 6
—4

2.2 Determinantes

Defini¢ao 14. Seja A = (a;j)nxn wma matriz n X n (quadrada). O determinante de A (que

indicamos por detA) € calculado da sequinte forma:

oen=2:
@11 A12
sendo A = , temos detA = aj1a99 — 12091
21 Q22
on>2

Vamos definir: a;; = (—I)deet;l\;j onde ;1; ¢ a matriz (n—1) x (n—1) obtida retirando-

se a i-ésima linha de A e j-ésima coluna de A, i,5=1,---,n.

a;; € o cofator do elemento a;;.

Escolhendo uma linha da matriz A, digamos, a linha i, temos:
detA = ailﬁﬁ + a,g&}é + -+ ClmC/L_;l

Ou podemos escolher uma coluna de A para o cdlculo do determinante. Escolhendo a
coluna j, temos:

detA = a1j6/i\1} + CLQjC/lE;‘ + -+ anjcf;fj

Exemplo 27. Calcule o determinante das sequintes matrizes:

A:
a) 5

~1
i] detA=(-1)5—-3-2=—-5—-6=—11
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-1 3 0
b) B=12 -11 Podemos escolher qualquer linha ou qualquer coluna para o
5 2 2

cdlculo do determinante. Por exemplo, escolhendo a linha 1 e usando que B = (b;;)3x3, temos:

detB = 5116:1 + 5126?2 + 5135\;3 = —15:1 + 36V12 + 06:3 = —6; + 361;

Vamos calcular os cofatores byy e bs.

b 141 __11__._.__
by = (~1)"*det | 2]_( 1)-(2)—1-2=—4

. 2 1
bio = (—1)*2det - 2] = (-1)3-[2.2-1-5] =1

Voltando ao cdlculo do determinante:

detB = —by +3byy=4+3-1=7

1 2 0 -1
-1 1 1
c) C =
0 2
4 -1 1 3

Vamos escolher a 4% coluna para o cdlculo do determinante de C'. Indicando por C =
(Cij)axa, temos:
detC' = c14C14 + C24C24 + C34C34 + CaaCay =
= —1cis + Ocaq + Oczy + 3cqy =

= —C1a + 3Ca
Vamos calcular os cofatores ciy e Cay
—1

1 1
cu=(=1)"*det | 0 5 2| =(-1)det| 0 5 2
4 -1 1
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-1 1 1
Vamos chamar a matriz | 0 5 2| de D = (dij)sx3-
4 -1 1

Calculando o determinante de D usando a 2% linha, temos:

detD = d216/i;1 + d226/1;/2 + d23é;3 =
— Odgy + 5dgy + 2oz = 5dgy + 2oz =

-1
= 5(—1)2*2 det [ )

-1 1
+2(—1)2*3 det [ ]
4 -1

=5(=1—4) +2(—=1)(1 —4) = 5(=5) — 2(—=3) = =25+ 6
——19 = detD=—19

Entao:

i = (=)' detD = (—1)(—19) = 19

1 20 1 20
= ()" det |1 1 1| = det |-1 1 1
0 5 2 0 5 2

1 20

Vamos chamar a matriz |—1 1 1| de E = (e;5)3x3. Calculemos o valor de detE usando

a 1% coluna:

detE = ej1e11 + €191 + €31e31 =

=ley + (—1)éa; + Oezp = €11 — €31 =

11
= (=1)"* det [5 2] — (=1)*" det

2 0]
5 2|

—(1-2-1-5)—1(-1)(4—0)= -3 +4=1
Assim: ¢y = detE = 1.

Voltando ao cdlculo do determinante de C':

detC = —cjy +3cpy = —-19+3-1= —16.
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-1 1 3 =2
. , 0 0 1
Exemplo 28. Considere a matriz: A = 0 . Sabendo que detA =0, calcule o
-1 «
6 0 -2

valor de a.

Escolhendo a 2% linha da matriz A = (a;;) para o cdlculo do determinante, temos:

detA = ag a9 + a22a22 + A23023 + A20024 =

= 0ay; + Oas + 2a33 + lasy = 2ay3 + an

Calculando 0s cofatores as3 € agy:

-1 1 =2 -1 1 =2
as=(—1)*Pdet | 2 0 a|=(-1)det|2 0 «
2 6 —2 2 6 —2
-1 1 -2
Chamando B= | 2 0 « | e escolhendo a 2% coluna para o cdlculo de detB, temos:
2 6 —2

det B = biabys + bysbag + basbsy = 1byg + Obay + 6bsy = by + by =

2
= (—=1)"** det
(=1)"+2 det |

-1 -2

+6(—1)3"2 det [ 5 ] = —1(—4—2a)+6(—1)(—a+4) =
a

=4420—6(—a+4) =4+ 2a+ 6a — 24 = 8a — 20.

Assim: azz = (—1) detB = 20 — 8«

Cdlculo de agy:

-1 1 3 -1 1 3
ay = (=1)**det | 2 0 —1| =det|2 0 -1
2 6 0 2 6 0
-1 1 3
Chamando C'= | 2 0 —1|, e escolhendo a 2% linha para o cdlculo de detC', temos:
2 6 0

detC' = ca1¢a1 + 222 + Ca3Co3 = 2C91 + Ocog — 1cag = 2¢1 — €23 =
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13 11
— (—1)2*3det = —2(0—18) + (-6 —2) = 36 —8 = 28
6 0 2 6

= 2(—1)%"! det [
a9y = detC = 28.

Voltando ao cdlculo de A:

detA = 2(20 — 8a) 4+ 28 = 40 — 16 + 28 = 68 — 16«

O—detA—68—16a:>a—%:>a—lz7
Propriedades e exemplos:
(1) Sea, peR
[ ar a2 s Q1in ]
det | aby, + Berr abya + Bega - abgn + Bk | =
| am o e A |
—an aiz - aln_ _Gn a2 - aln_
=adet |by, bra -+ by, | +0det | c2 - Cin
Gt Gna G a1 Gn2 o]

Exemplo 29. Calcule o determinante da matriz A usando a propriedade acima:

A:

cost sent
2cost —3sent 2sent+ 3cost

cost sent cost sent
detA = 2det + 3det =
cost sent —sent cost

= 2(costsent — sentcost) + 3(cos*t + sen?t) =2-0+3-1=3

(2) Sejam A e B matrizes n x n. Se B ¢ obtida de A multiplicando-se uma linha de A por
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a # 0, entao detB = adetA.

Tlustracgao:

Usando a propriedade 1:

detB = det

a1 Aaig
ar1  Ag2
Ap1  Ap2

a11

(670051

12

(6107

Cl1n- [ 11 a12

Qe OéLk — Lk aap; aar2

ann_ L an1 An2
Q1n ] —Gn a2
aag, | = adet |ag  ap
Ann i _anl Ap2

A1n

AQfep,

a1n

Akn

ann

%)

= adetA

(3) Sejam A e B matrizes n X n. Se B é obtida de A trocando-se a posigao de 2 linhas de A,
entao detB = —detA.

(4) Sejam A e B matrizes n X n. Se B é obtida de A substituindo a linha [ (de A) por ela

somada a um multiplo escalar de uma linha &k (de A), com k # [, entdo detB = detA.

Exemplo 30. Seja A uma matriz 3 x 3. A partir de A, fizemos as sequintes operacoes

elementares, obtendo as matrizes B,C e D:

A L1<—>L3

B 5L2 — Lg

C

—7L1 + LQ — L2

D

Sabendo que detA = —2, calcule o determinante de D.

Usando as propriedades 2, 3 e 4, podemos escrever:

detB = —detA (Propriedade 3)

detC = bdetB (Propriedade 2)
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detD = detC' (Propriedade 4)
Assim:

detB = —detA = —(—2) = 2.
detC' = bdetB = 5-2 = 10.
detD = detC = 10.

Logo: detD = 10

Exemplo 31. Mostre que se A € uma matriz n X n que possui 2 linhas iguais, entdao detA = 0.

De fato, suponhamos que as linhas k e |l de A sejam iguais. Vamos fazer uma operacao
elementar em A:

ALkHLlB

Pela propriedade 3, temos que detB = —detA. Mas B = A, jd que as linhas k e | sdo
iguais. Logo, detA = —detA, o que nos diz que detA = 0.

(5) Se A é uma matriz n X n, entao detA' = detA.
Tlustracao:

Vamos mostrar o resultado paran =2 en = 3.

app Qapg ail Az

e =2 A= Al =
ag1  Qa22 a2 a2

d@tAt = A11Q922 — A21Q12 = detA
a1; Qa2 Qi3 @11 d21 G31
B o t__

e n—=3 A= a91 Q92 A93 Al = 12 Ag2 A32

az1 asz 33 @13 dag3 (33

Usando a 12 coluna de A’ para o célculo de seu determinante e o que foi provado para

matrizes 2 X 2, temos:

a a
detAt = ayy (=1)" det |77 7
Q22 A32

Q23 A33 Q23 A33

+(112(—1)2+1 det [a21 a1

+(113(—1)3+1 det [a21 (131]
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Q22 A23
= CL11(—1)1+1 det
32 Aa33

a a
+CL12(—1)1+2 det [a21 a23
31 33

+a13(—1)"*? det [a21 a22] =

asy as2

= detA

Exemplo 32. Se A é uma matriz que possui duas colunas iguais, entdo o seu determinante vale
0. De fato, a matriz At possui duas linhas iguais. Entao, det A* = 0. Como det A = det At,
seque que det A = 0.

(6) Se A e B sao matrizes n X n, entao det(AB) = detA - det B

Observagao 13. A propriedade (6) vale para wm nimero finito de matrizes; se Ay, Ag, -+, Ay

sao matrizes n X n, entao:
det(A1A2 s Ak) = thAl . detA2 L detAk

(7) Se A = (a;j)nxn uma matriz triangular superior (ou inferior), entdo detA = ajjags - - - any,

(produto dos elementos da diagonal principal).

Ilustracgao:

Vamos mostrar o resultado para n = 2,3 e 4.

e =2 A=

detA = aj1a29 — 0 - a9 = a11a29

a11 a2 as
en=23 A= 0 ag99 Q93
0 0 as3

Escolhendo a 12 coluna para o cdlculo do detA, temos:

detA = ay(—1)" det 22 23] _ a1+ Gz - A33
0 ass

aix aiz2 Aaiz Qaiq
0 ax ax axu
oen—=4 A=
O O 33 Q34

0 0 0 Q44
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Escolhendo a 1% coluna para o célculo do determinante de A, temos:
Q22 (23 (24
detA = an(—l)l“ det 0 azsz Q34| = A11 - A22 * Q33 * 44
0 0 07V

(8) Se A = (@j)nxn ¢ uma matriz diagonal, entao detA = ay1 - age - - - Ay,

A propriedade (8) é consequéncia da propriedade (7). Em particular, temos:
detl, =1 n €N
(9) Se A = (aij)nxn ¢ uma matriz invertivel, entdao detA # 0 e vale

1
-1 _
detA™ = detA

Demonstracao
A-A =1, = det(A- A™Y) = det(l,,) = detA - det A~ = det(I,)

— detA-detA ' =1

1
Temos entao que detA # 0. E ainda: detA™! =
detA

Exemplo 33. Seja A uma matriz n x n invertivel tal que A~ = A%. Mostre que detA = 1.

Temos que:

ATl = A2

det A~ = det A?

Y det(A- A)

= detA - detA

det A

1 =detA - detA - detA
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(detA)? =1 = detA =1

(10) Se A é uma matriz n x n e a € R, entdo det(aA) = a"det A.

Tlustragao: vamos demonstrar a propriedade para n = 3:

a1; Q12 Aars Qap;p «@arz «das
A= 921 Q929 Q923 e aA= Qag1 gy (93
az1 a3z 0433 Qazp  Qdagz «aszg
aap; «aip «aps aap;p «arp «dis
A aly — Ly | ay 22 ags | = A1 aly — Ly |aayy aagy aagx| = A
as1 32 ass a3 a32 ass

Qap;p Qarz «das
als — L3 |aas; aase aasy| = aA

Qas;  oasy  ags
detA; = o detA
detAy = a detA; = a (a detA) = o detA
det(aA) = a detAy = a(a? detA) = o detA

Ou seja:

det(aA) = o det A
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Exemplo 34. Se A ¢ uma matriz 3 x 3 invertivel e detA = 2, calcule o determinante de B,

onde B = 4A2At A1
Temos:
detB = det(4A2A'A71) = 43 detA? detAl detA™ =

=64 detA detA detA

:4 AQZ 4‘4:2
g = 64(detA)? = 6 56

Observacgao 14. Ainda podemos mostrar como propriedade de determinantes: se uma matriz

A possui uma linha miltipla de outra linha, entdo seu determinante vale 0. O resultado vale

também para colunas.
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Teorema 7. Seja A uma matrizn xn. A € uma matriz invertivel se, e somente se, detA # 0.

1
Nest cdetA7! = )
este caso € detA

2.3 Matriz adjunta e inversao

Definicao 15. Seja A uma matriz n x n. A matriz adjunta de A (adjA) é a transposta da

matriz dos cofatores dos elementos de A. Isto é:

t

@11 A2 -+ Aip @11 A21 -+ Qpl

. A9 Goa -+ Aoy Al Goa v Qp2
AdjA= | = . | =

Ap1 Ap2 - Ann A1y QA2pn -t Apn

onde a;; = (—1)" detA;;, e El-j ¢ a matriz (n — 1) X (n — 1) obtida de A, retirando-se sua

linha © e sua coluna j, com 1,7 =1,--- n.
1 2 3

Exemplo 35. a) [0 3 2
0 0 =2

Indicando por A = (a;;j)sxs, temos:

3 2
an = (—1)"* det = —6
n={=1) 0 —2
T
Q1o = (=112 det =0
n={=1) 0 —2
513 = (—1)1+3 det 03 =0
0
_ 2 3]
91 = (-1)2+1 det = (—1)(—4) =4
0 -2
T
(9o = (—1)*"2 det =—2
= TR
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1 2
523 = (—1)2+3 det =0

0 0
4]
as = (—1)3t det =4—-9=-5
G = (FUTdet
_ (1 3]
CL32:(—1)3+2 det 0 2 :(—1>2:—2
_ (1 2]
&33:(—1)3+3 det 0 3 =3
Assim:
t
-6 0 0 -6 4 -5
ajA=14 -2 0|l =0 -2 -2
-5 -2 3 0O 0 3
-1 2 5
b) B=|0 2 1
1 0 -1
Indicando por B = (b;j)sxs, temos:
~ 2 1]
b11:<—1)1+1 det 0 —1 = -2
~ 0 1]
bio = (—1)12 det =(-1)(-1) =1
1 -1
313:<—1)1+3 det 2 =—-2
10

~ 2
bor = (—1)*™" det ’ ] = (-1)(-2) =2
T 242 5 _ _

ggg = (—1)2+3 det
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- 2 5
b31 = (—1)3+1 det =2—-10= -8
2 1
- 1 5]
b32 = (—1)3+2 det = (—1)(—1) = 1
0 1
- 1 2]
bsg = (—1)*" det =2
s = ()7 det |
Assim:
9 1 —2]" [-2 2 -_s
adjiB=12 -4 2| =]1 -4 1
8 1 -2 2 92 _9

Teorema 8. Seja A uma matriz n X n. Entdo:

A-adjA = (adjA)A = detA - I,

Aplicagoes do Teorema

1) Se A é uma matriz n X n nao invertivel, entdo adjA também é nao invertivel.

Vamos estudar dois casos:

1° caso) A= O

Se A= O, temos que adjA = O. Assim, adjA é nao invertivel.

2° caso) A # O
Pelo Teorema, sabemos que:
(adjA)A = detA - I,
Como A é nao invertivel, temos que detA = 0. Assim:
(adjA)A = O
Se adj A fosse uma matriz invertivel, terfamos:
(adjA)tadjA- A= (adjA)~t-O
I,-A=0
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A=0

Uma contradicao. Logo, adj A nao é invertivel.

1
2) Seja A uma matriz n x n. Se detA # 0, entao: At = T cadjA
e

De fato (usando o teorema anterior):

4 , 1
<detA -ade) A= detA(ad]A CA) = m(detA L) =1,
Logo:
1
-1 _ . A
detA Y

Exemplo 36. Encontre a inversa das sequintes matrizes, se possivel:
1 2 3

a) A= |0 3 2
0 0 =2

Temos que detA =1-3(—2) = —6 (A € triangular superior).

Podemos entdo usar a aplicacdo 2 para encontrarmos A=Y, Jd vimos que:

-6 4 -5
adjA= 10 -2 =2
0o 0 3
Entao:
. L6 4 5 1 -2 3
Al = cadiA = —= —2 92| = 11
detA Y 6| T
0o 0 3 0o o0 1
-1 2 5
b)l 0 2 1
1 0 -1

Temos que:
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detB=2+2—-10=—6

-2 2 =8
Sendo adjB= | 1 —4 1 |, podemos escrever:

-2 2 =2

1 14

-2 2 -8 5 T3 3

-1 adiB = —~ _ B T

detB Y 6|t ! IR

-2 2 -2 3 T3 3

Exercicios:

1) Dadas as matrizes A, B e C' abaixo, encontre a matriz X tal que

A'XB™ = (adjA)CB"

3 0 0 3 1 1 0
A=|-11 0 B = 1 O] C=10 1
0 2 =2 -1 0

Temos:
A1XB 1 = (ade)CBt — AAIXB 1= A(ade)C’Bt — L XB ' = (detA)IgCBt —
XB = (detA)CBt — XB B = (detA)C’BtB — X1, = (detA)C’BtB = X = (detA)C’BtB

detA=3-1(-2) = —6

B |3 1
{10

Fazendo as contas:

103131 10103 10 3 —60 —18
X:—601[ ][ 12—601[ ]=—6 3 1|=|-18 -6

-1 0 —-10 -3 60 18

2) Seja D uma matriz 3 x 3 tal que detD = —2. A matriz adjunta de D é dada por:
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1 00
adjiD= |a 2 0
b ¢ 2

onde a,b,c € R. Determine a matriz D.

Temos que:
1
D' = -adjD
detD ol
1 00 —% 0 0
1
Dil——g a 2 0f=|-9 -1 0
b c

Como (D~1)~! = D, vamos encontrar entao a inversa de D!

-+ 0 0 1100 -3 0
—2¢ -1 0 101 0|zalhtly—lye —bLi+Ls—Ls|0 -1
b c : c
-2 —¢ -1 :001 0 -t
1 0 0 ' =200 1 0 0 -2 0
2L —=Li |0 =1 0 ¢ —a 1 0|=Le—La|O0 1 O a —1
0 —¢ -1 : =b 01 0 —¢ -1 b 0
10 0 ¢ =2 0 0 100 =2 0 0
01 0 ' a —-10-Ls—=Ls{010: a -1 0
: ac c : b—ac c
00 -1 : %—bp —£ 1 00 1 i &Zec & ]
-2 0 0
Logo: D=(DY)'=| a -1 0
2b—ac c -1
2 2

Regra de Cramer:

[
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—a 1 0
-b 0 1

L2+L3—>L3

Se o sistema linear AX = B é tal que A é uma matriz quadrada n x n e invertivel, podemos

usar determinantes para resolver o sitema.
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xy
. L2 ~ . . ,
Indicando por X = | |, temos que a solugao (unica) do sistema é dada por:
L
detAy detAs detA,,
x = — gj = —’ DR 'ZE’I’L =
YT detAT TP detA detA

onde A; denota a matriz n x n obtida substituindo-se a j-ésima coluna de A pelos elementos
de B.

Vamos mostrar a Regra de Cramer para um sistema com duas equacoes e duas variaveis

(no exercicio a seguir).

Exercicio:

Considere o sistema AX = B, onde

ab’X:xl g
c d To h

Se ad — be # 0, mostre que a solu¢ao do sistema é dada por: x; =
a g
c h|

Sendo detA = ad — be # 0, temos que A é invertivel e a solugao do sistema (solucao tinica)

A= e B=

thAl ey — d@tAg
detA’ "% detA

b

onde A4; =
d

eA2:

¢ dada por :
AX =8B
ATTAX =A"'B=X=A"'B

Sabemos ainda que:

1
-1 _ X .
" detA adjA
Entao:
1 , 1 d —bl g 1 dg — bh dg_bh
X _ ] d AB _ _ — ad—bc
detA Y ad — be [—c a] H ad — be | —cq + ah [%

Observemos que:

dg—bh = det |7 ] = deta,
hod
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onde A; é obtida de A substituindo-se sua 1¢ coluna pelos elementos de B.

ah — cg = det [a g] = det A,
c h
onde A, é obtida de A substituindo-se sua 2% coluna pelos elementos de B.
Logo:
_dg—0bh  detA,

o= ad —bc  detA
I ah —cg  detAy

> ad—bc  detA

Exemplo 37. Resolva o sistema linear abaizo usando a Regra de Cramer, se possivel:

r+y+z=1
flx) =20 +y+4z=-2
20+ 3y +52=0

Temos:
1 1 1

A= |2 1 4|, detA=—-5%#0.
2 3 5
(1 1 1]

Al =1-2 1 4 y detAl = -3.
0 3 5]
(1 1 1]

Ay = |2 —2 4|,  detA, = -8.
- 0 5_
SR

Az =12 1 —2|,  detA; =6.

0

Usando a Regra de Cramer:

_detA; -3 3
YT detA T 5 5
_ detAy; -8 8
Y= 4etA ~ 5 5
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o detA3
° = detA

5
3
Solugao: x1 = R x

6_
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Capitulo 3

Vetores

As grandezas vetoriais sao aquelas que, para estarem bem definidas, precisam da magnitude,

diregao e sentido. Grandezas, como velocidade e forca, sao exemplos de grandezas vetoriais.

Um vetor é representado geometricamente por um segmento orientado.

Figura 3.1:

A: origem do segmento orientado
B: extremidade do segmento orientado

Um segmento orientado é caracterizado pela sua direcao, seu sentido e comprimento. Seg-

mentos orientados com as mesmas caracteristicas representam um mesmo vetor.

A direcao, o sentido e o comprimento de um vetor sao, respectivamente, a direcao, o sentido

e o comprimento de qualquer segmento orientado que o representa.

Vamos usar letras maitisculas para dar nome aos vetores. Quando soubermos a localizagao

da origem (A) e da extremidade (B) de um segmento orientado que representa o vetor, podemos
—
chama-lo de AB

Dois vetores sao iguais quando tém a mesma dire¢ao, o mesmo sentido e o mesmo compri-

mento.
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Soma de vetores: consideremos os vetores U e V representados abaixo:

[
P

Figura 3.2:

O vetor soma de U com V (U 4 V') pode ser representado da forma

Figura 3.3:

Propriedades

U+V =V +U, para todo vetor U e V (comutatividade)
U+ (V+W)=(U+V)+ W, para todo vetor U,V e W (associatividade)

Existe um (tinico) vetor que vamos indicar por O, tal que U + O = U, para todo vetor U.

(O é chamado de vetor nulo). Tal vetor tem comprimento zero.

Dado um vetor U, existe um (tinico) vetor, denotado por —U, tal que U + (=U) = O. —U

¢ chamado de vetor simétrico a U, tem o mesmo comprimento de U, mesma direcao de U e

sentido oposto ao de U.
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Figura 3.4:

Diferenca de vetores: dados os vetores U e V', vamos definir:

U—V=U+(-V)

Geometricamente temos:

Figura 3.5:

Multiplicagao de um vetor por um escalar: consideremos um vetor U e um escalar a.
A multiplicagao de U por « resulta em um vetor, que vamos denotar por alU, e que possui as

seguintes caracteristicas:

Caso 1) Se a =0 ou U = O, entdao aU = O.

Caso 2) Sea#0eU #O.

e indicando por || aU || e | U || os comprimentos dos vetores ol e U respectivamente,

temos:

ol ||I= |l | U]

e aU e U tém a mesma direcao.
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e Se a > 0,aU e U tém o mesmo sentido.

Se a < 0,aU e U tém sentidos opostos.

S

Figura 3.6:

Observacao 15. Dois vetores que tém a mesma dire¢cao sio chamados de vetores paralelos ou

colineares. Podemos mostrar que:

Dois vetores nao nulos U e V' sao paralelos se, e somente se, um é maultiplo escalar do
outro, isto €, se existe a € R tal que U = V.

V V
De fato, se U eV sao vetores paralelos, entao ocorre: V = uU ouV = —uU.

(e U

Ou seja, um € multiplo escalar do outro.

Por outro lado, se um € multiplo escalar do outro, digamos, U = oV, entao U eV téem a

mesma direcao pela definicao de multiplicacdo por escalar.

Observacao 16. Um vetor U € dito unitdrio se || U ||= 1.

Exemplo 38. Dado um vetor U # 0, encontre um vetor V de comprimento 3 e que tem a

mesma direcao e sentido de U.

Indicando por || U || o comprimento do vetor U, temos que:

1
W=—1U
[xeml

€ um vetor unitario de mesma direcao e sentido de U. O vetor V procurado é:
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3
V =3W = mU
k4
,’U/’
.
w
Figura 3.7:

Exemplo 39. Dado um vetor U # 0, encontre um vetor T de comprimento 5 e que tem a

mesma direcao e sentido oposto ao de U.

Indicando por || U || o comprimento do vetor U, temos que:

1
W=—U
U |

€ um vetor unitario de mesma direcao e sentido de U. O vetor T procurado é:

bt

Ve=-5W=-"U
U |

Figura 3.8:
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3.1 Vetores no plano

Figura 3.9:

Para obtermos as componentes de um vetor U do plano, tracamos um segmento orientado
que o representa de forma que sua origem seja a origem do sistema de coordenadas retangu-
lares (ou cartesianas). As coordenadas do ponto que é a extremidade desse segmento sdo as

componentes de U.
U = (x4, y,) — componentes de U ou expressao analitica de U.

O vetor nulo do plano tem componentes 0 = (0,0).

Soma de vetores:

Dados V' = (2, y,) € W = (24, y) vetores no plano, temos: V + W = (x, + Ty, Yo + Yu)-

Yv w

yv+yw
V+w

xy Tw v+ oy

Yw

Figura 3.10:

Exemplo 40. V = (—1,2), W =(3,-1)



3.1. VETORES NO PLANO

VAW =(-14+32-3)=(23)

Multiplicagao de um vetor por um escalar:

Dados a € Re V = (z,,y,), temos: aV = (ax,, ay,).

L R e E !

aV

Yy fremernennmern b g

Figura 3.11:

1
Exemplo 41. a = -3,V = (5,2)

av=(-3.2 3.9} = (1,6
(5s)-cae

Ty axy
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3.2 Sistema de Coordenadas Retangulares no Espaco

—

Figura 3.12:

O sistema de coordenadas retangulares ou cartesianas no espaco é formado por trés retas

orientadas xz’,yy’ e zz', usualmente chamadas de eixo-x, eixo-y e eixo-z, respectivamente.

As retas sao 2 a 2 perpendiculares e se interceptam em um tnico ponto O, que é a origem
do sistema.

Os eixos coordenados dividem o espaco em 8 regioes, denominadas octantes. A cada ponto
A no espago, temos em correspondéncia uma abscissa x, uma ordenada y e uma cota z. Assim,
dizemos que o ponto A tem coordenadas retangulares ou cartesianas (x,y, z). Os eixos z e y
determinam o plano coordenado xy. Os eixos y e z determinam o plano coordenado yz. Os

eixos x e z determinam o plano coordenado xz.
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Figura 3.13:

Figura 3.14:

Exemplo 42. Vamos representar os sequintes pontos:

A=(4,75), B=(3-63), C=(-T3—4).

Figura 3.15:

7
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3.3 Vetores no espaco

Figura 3.16:

Para obtermos as componentes de um vetor V' do espaco, tragamos um segmento orientado
que o representa de forma que sua origem seja a origem do sistema de coordenadas retangu-
lares (ou cartesianas). As coordenadas do ponto que é a extremidade desse segmento sdo as

componentes de V.
V = (24, Y, 2,) — componentes ou expressao analiitica de V.

O vetor nulo tem componentes 0 = (0,0, 0).

Soma de Vetores:
Dados V' = (x4, Yy, 2v) € W = (T4, Yu, 2w) Vetores no espago, temos:
V4+W= (Iv+xwayv+yw’zv+zw>

Exemplo 43. V = (—1,0, —3) W =(522)
V+W=(-14+3,0+2,-3+v2) = (%,2,v2-3)

Multiplicagao de um vetor por um escalar:

Dados a € Re V = (zy, Yy, 20), temos: oV = (ax,, oy, azy)

Exemplo 44. o = —% V =(-1,2,0)
¥ = (4D, ~4-2. -5 0) = (4, -10)

Propriedades:
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Sejam U,V e W vetores (no plano ou no espago) e o, 5 € R

Observagao 17. Se U = (z,,¥,), temos que —U = (—x,, —y,). Situagdo andloga ocorre para

vetores no espago. Lembremos ainda que: U —V =U + (=V) = (zv — v, yv — yv).

3.4 Componentes de um vetor definido por 2 pontos

Dados os pontos B = (x1,71) e C = (22,y2) que sdo a origem e extremidade de um
segmento orientado que representa um vetor no plano, vamos encontrar as componentes do

referido vetor.

Figura 3.17:

Podemos escrever:

i.zl
%%l
Al
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_— = = —_— —
—AB+AB+ BC =—-AB+ A
- = —_— -
0+BC=—-AB+A
— —_— -
BC=AC—-A

—_— —
Como os segmentos orientados que representam os vetores AB e AC' tém origem no ponto

A =0 = (0,0), podemos escrever:

= (z2,2) — (z1,91)

3l &l

(xz — T1,Y2 — yl)

No espago, a situacdo é andloga: se B = (x1,y1,21) € C = (x2,¥2,22) s80 a origem e

extremidade de um segmento orientado que representa um vetor no espago, podemos escrever:

—

BC — ($2,y2722) - (1717y1721)

—

BC = ($2 — X1,Y2 — Y1,%2 — Zl)

Figura 3.18:
)
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Exemplo 45. Dados os pontos C' = (—1, l) e D = (5,—-3), encontre as componentes do vetor
—

2
DC':

DC = <—1 —5,%— (—3)) - (—6, ;) .

Exemplo 46. Dados os pontos A = (—1,2,0) e B = (2,—1,8), encontre as componentes do

—
vetor AB:

AB = (2—(~1),—-1—2,8—0) = (3,-3,8).

3.5 Produto de vetores

Norma de um vetor

A norma de um vetor U, denotada por || U ||, é o comprimento do vetor U.

Calculo de || U ||

Figura 3.19:

No plano, observando a figura acima, podemos escrever:

I U "= a3 +yg =11 U ll= /=% +

onde U = (zy,yv).

Temos uma situagao analoga no espacgo: se U = (zy, yu, 2zy) € um vetor no espago, entao:
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1 U P=af + i + 25 =11 U ll= /2t + 48 + 25

Figura 3.20:

Exemplo 47. Dados os vetores U e V' abaizo, calcule suas normas:
U=(-1,2) = | U= /CIP+ 2 = VT 1= 5
V=@BVL-1) = |V =/ + (VD2 + (12 =0T 2 1= VI2=2V3

Distancia entre dois pontos

Sejam A = (x4,ya) € B = (zp,yp) pontos no plano. A distancia entre A e B, indicada

por dist(A, B), pode ser calculada da forma:

dist(A, B) =|| AB |= /(x5 — 4)> + (45 — ya)?
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ynp----

P

o)

T

1

i

1
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o
2
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g

Figura 3.21:

Analogamente, sejam A = (x4,ya,24) € B = (vp,yp, 25) pontos no espago. A distancia

entre A e B, indicada por dist(A, B), pode ser calculada da forma:

—
dist(A, B) =|| AB |= /(x5 — 24)* + (y5 — ya)* + (25 — 2a)?

Figura 3.22:

Exemplo 48. Calcule a distancia entre os pontos A = (2,0) e B =(—1,3).
dist(A,B) = /(-1 -2)2+ (3-0)2 =9+ 9 =18 = 3V2,

Calcule a distancia entre os pontos P = (—1,0,2) e Q@ = (2,1, 3)
dist(P,Q)=~/2— (D)2 +(1-02+(B-22=vV2+ 12+ 12=/9+1+1=11
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Observacao 18. Se « ¢ um escalar e V' € um vetor, entdo:
eV = lal | VI
De fato, se V = (x,,y,) € um vetor no plano, entao:
| aV =l elo, yo) =1 (a0, ago) |= v/ (a@)? + (aye)? = a2zl + a?y? = /a2 (2] +y2) =
= lal/z+yi=lof | V.

Se V' € um vetor no espaco, podemos fazer as contas acima de forma andloga.

Exemplo 49. a) Se V = (1,2,0), encontre o vetor unitdrio de mesma dire¢ao e mesmo sentido
de V.
1 1 1 1 2
U=———7-V=———--=(1,2,0) = —=(1,2,0) = | —=, —=,0
TV = 20 = 5020 = (5 50)
b) Se V= (0,3,—4), encontre o vetor W que tenha mesma dire¢ao de V', sentido oposto ao
de V' e norma 10.
1 1 1 1 3 —4
U=—-"V= 0,3,-4) = —=(0,3,-4)=-(0,3,-4) = {0, =, —
1Y = yerer ot Y= g0t =508 (053)
U é um vetor unitario de mesmo sentido e direcao de V. Entao:

4
W =—10U = —10 (0, g —5> = (0,-6,8)

Angulo entre dois vetores:

Figura 3.23:

6 = angulo entre os vetores U e V acima, 0 < 0 < 7
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Dados dois vetores U e V, se o angulo entre eles é de 90° ou um deles é nulo, vamos dizer

que U e V sao perpendiculares ou ortogonais.

3.5.1 Produto escalar

Definigao 16. O produto escalar de dois vetores Ve W (indicado por V - W ) é definido por:

0se V=0ouW=0
IV IIW] cos se VAO e W#0

Na definicao, # denota o angulo entre V' e W

VoW

Figura 3.24:

Observando a figura acima e usando a lei dos cossenos, podemos escrever:

V=W IP=[VIP+ W2 =2 VIl W | cost

Usando que: V- W =|| V' |||| W || cosf, podemos escrever:
[V =WIP=[ V[P + | W[* =2V W
VW = — [V =W+ [V + [ W
1
VW= (= IIV =W+ [ VI*+ W)

Se V= (x1,y1) e W = (3, y2) sdo vetores no plano, entao:

1

V.-W = 5 [—(1'1 — x2)2 — (y1 — y2)2 +5E% —l—y12 +.CE22 —l—yg]
1

V.-W = 3 (=23 + 22119 — m2® — 12 + 2y192 — Y3 + 27 +yi® + 22 + 43)
1

V-W = 5(2551372 + 2y192)

VW = 2122 + 1102
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Analogamente, se V = (x1,41,21) e W = (22,92, 22), entao:

V.-W= ri1T9 + Y1Y2 + 2129

Exemplo 50. a) Dados os vetores U = (—1,2) e V = (3,—3), calcule o produto escalar de U
com V.

U-V=(-1)-3+2-(-3)=-3-1=-4

b) Dados os vetores U = (a,—1,2) e V = (=3,1,—1), sabendo que o produto escalar entre eles
vale 0, calcule o valor de a.

0=U-V=a(-3)+(-1)-1+2(-1)=-3a—1-2

—3a—3=0=3a=-3=a=-1

Angulo entre dois vetores:

Pela definicao, se V' e W sao vetores, entao:

VW =[| VI W[ cos 6

onde # ¢é o angulo formado por V e W.

Assim, se V # 0 e W # 0, podemos escrever:

V.-w

cos = ——
VI W

Observagao 19. a) V-W >0 cosf >0 0<0 < §
b)V-W=0&cost =00=7
cJV-W<0&cosl<0&5<0<T

Pelo item (b), temos:

V e W sao ortogonais <V -W =0

Propriedades do produto escalar:
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Sejam U,V e W vetores e a um escalar.
a)U-V=V.U
byU-(V+W)=U-V+U-W
c)aU-V)=(aU)-V=U-(aV)
d)V-V>0
e

) V- V=0aV=0
HDIVI=VV-V

Exemplo 51. 1) Dados os vetores U = (1,1,4) e V = (—1,2,2), calcule o angulo entre eles.

Temos:
cosf = vv _ 1 (h+1-244:2 9 _ ) _LX\/_Q_Q
TUV] Vitl+loyIi+d+4 VIsv9 vV2v9-v9 V2 V2 2
Entao:

9:arccos‘/7§, 0<0<7m=0=7rad.

2) Calcule o valor de a para que os vetores U = (—1,a,3a) e W = (5,2 — 1) sejam ortogonais.

Temos: U-W =0= —1-54+a-2+3a(—-1)=0= —5+2a—3a=0= —-5b—a=0=a= -5

8) Considere os vetores Ve W tais que | V ||=2v3 e || W ||= 2. O dngulo formado entre V
eW € 150°. Se X é um vetor tal que X = oV + W, encontre os valores de o e 3, sabendo
que X -V =24 e X -W = —18.

Usando que X = oV + W, temos:

X V=24

(@V+pW) V=24

oV -V4+pW. .V =24

al| VP46 W[V | cos150° = 24

a(2V3)2+5-2-2V3 (—?) =24

120 — 68 = 24
20— =4 (1)
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X -W=-18

(@V + W) -W = —18
oV-W +pW .- W = —18

all VIl W | cos150° + 3 || W [|*= —18

a-2V3-2. (—\/7§>+4ﬁ:—18

—6a + 48 = —18
—3a+28=-9 (2)
Assim (usando (1) e (2)):
20— =4
—3a+28=-9
Resolvendo o sistema:
do — 23 =8
—3a+28=-9

= a=-1

Sea=-1: -3a+20=-9=3+20=-9=20=-12=(3=—6

Projecao ortogonal:

Consideremos os vetores V e W nao nulos:

Figura 3.25:

Observando a figura, temos que:
V=W"+V.
Vi = aWV para algum escalar a.

Temos que V5, é ortogonal a W. Assim:
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Vo W=0=(V-W) W=0=V-W-V, - W=0
SV-W-Vi- W=0=V-W=(aW)-W=0
AW -W=V-W=a|W|=V-W

_ V.-Ww
Como W # O : o=
| W2
Assim:
V.-Ww
V :aW:(—>W
' W2

O vetor Vi é a projecao ortogonal de V sobre W e sera denotado da forma projy V.

Dessa forma:

V-w
projwV = <—) w
W2

Exemplo 52. 1) Dados os vetores U = (—2,4,0) e V = (0,—1,2), encontre o vetor proje¢ao
ortogonal de U sobre V.

Temos:

. U-v —2.0+4(-1)+0-2 4 4 -8
U=|—— |V = V=—(0-12)=(0.-.— .
projv (r\vw) [ 7T (-1 1 2 5 (0—12) (’5’ )

2) Sejam dados os pontos A = (—1,—1,2), B=(2,1,1) e C = (m,—5,3)
a) Para qual valor de m o triangulo ABC' € retangulo em A ?

b) Determine o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A.

Figura 3.26:

—_— —
a) Para que o triangulo ABC' seja retangulo em A, os vetores AB e AC' devem ser ortogonais.

Ou seja:
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AB-AC=0= (2— (=1),1— (=1),1—2) - (m — (=1), 5 — (=1),3—2) =0
— (3,2,-1)-(m+1,-4,1) =0 = 3(m+1) +2(—=4) + (1) - 1 =
—3M+3—-8—-1=0=—=3m=060=m=2

b) Podemos escrever:

B—Azl . B—C>( — (—3, —2, 1) . (0’ —6, 2)
BH —>BA BA-BC) 52 e
e < | BC | ) ¢ { 02 + (—6)2 + 22 (0,-6,2)

— (=3) -0+ (=2) - (—6) + 1 236 + 4(0, —6,2) — ié(o 6,2) = 270(0, 6,2) = (o,—g ﬁ) _

207 20
21 7
(O’To’m)

— 21 7
Chamando A = (a,b, c) e sabendo que BA = (0, - —), temos:

10710
21 7 21 7
—2b—1,c—1)= —2=0, b—1=— —1=
(a=2b-1c-1) (O’ 10’ 10);” 0 10 ¢ 10
_ _ 7
Ou seja: a =2, b= —Eec 10
11 1
Assim: H = 2,——,—7
107 10

3.5.2 Produto vetorial

Sejam V' e IV vetores do espago. O produto vetorial de V' com W, indicado por V' x W, ¢é

um vetor que possui as seguintes caracteristicas:
a) ||V xW=| V||| W senf onde 6 é o angulo formado entre V' e W.
b) V x W tem dire¢ao perpendicular a dire¢ao de V' e de W.

c¢) O sentido de V' x W ¢é dado pela "regra da mao direita”.

Area de um paralelogramo

Figura 3.27:
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Consideremos V' e W vetores nao nulos no espaco. Indicando por A a area do paralelogramo,

podemos escrever:
A=[[Vh (1)

h
Ainda: senf = (Rl = h=|| W] senf (2)

Usando (1) e (2):
A=||V ||| W] senf = A=||V x W |

Propriedades do produto vetorial:

Sejam U, V e W vetores do espago e a um escalar. As seguintes propriedades sao vélidas:
a) VxW=-WxV
b) V x W =0« V = aW para algum escalar o € R.
Em particular: V x V =0
c) VxW) - V=0e(VxW)-W=0
d) a(VxW)=(aV)x W=V x (alV)
) Vx(W+U)=VxW+VxU
W+U)xV=WxV+UxV

Observagao 20. Em geral, U x V #V x U.

Exemplo 53. Sejam U e V wvetores no espaco tais que V x U = (\/5, 1,—1). Calcule a drea
do paralelogramo determinado pelos vetores Ty = U — 2V e Ty = =3V

Indicando por A a drea do paralelogramo determinado por Ty e Ty, temos:

A=|Ti xTr |

TixTy=(U-2V)x(=3V) =Ux(=3V)+(-2V)x(=3V) = -3U xV+4(=2)(-3)VxV =
= 3UXV+6V XV =-3UxV+60=-3UxV=3VxU=3(v2,1,-1) = (3v2,3,-3)

A=] (3v2,3,-3) ||= \/(3v2) + 3 + (-3)? = VB + 9+ 9 = V36 = .

Vetores candnicos:
— — - =
Consideremos os vetores ¢ = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k& = (0,0,1). Para cada V =

(x,y, z) vetor no espaco, podemos escrever:
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V = (z,y,2) = (2,0,0)+(0,y,0)+(0,0,2) = 2(1,0,0)+4(0,1,0)+2(0,0,1) =z i +y ] +2 k.

Temos ainda que:

S T e I -
i x 1 =0 jxj=0 Ex k=0
- = = - = —
1 X 7=k Jj X1 =—k
- 7 = - = =
J X k=1 kxj=—1
- = = - 7 =
kEx i =} 1 Xk =—7

— —
Teorema 9. Sejam V = (x1,y1,21) e W = (22,Y2, 22) vetores no espago. Entao, o vetor
V x W ¢€ dado por:

VW= (det |7 | —det |7 Y| det |0
Yo 22 To 22 T2 Y2

Demonstragao:
— — — — — —
Podemos escrever: V =211 +y1 7 + 21k eW =291 +1y2j + 20k

Usando as propriedades, temos:
VxW=(x11+ynj+znk)x(@i+yj +2nk)=
- = - = - - - = -
=220 X @ +T1Yat X J + T2t X k122 X U +yiyaj X J +ize] X k
_)

— — - = —
+z1x0k X @ + 212k X § 2120k X k=

— — — — — —
=z1y2 k +x120(— J ) Fixe(— k) +1z0 i + 2120 ) + 21y2(— 0 ) =
— — —
= (122 — 21%2) © + (2100 — T122) § + (T1y2 — y12) k =

— — —
= (y12’2 - 2192) t = ($122 - Z1$2) J + (flyz - y1962) k

Observando que:

z x
(y120—21Y2) = det [yl 1] (r129—2129) = det LA (1Y —y1x2) = det [xl yl]
Y2 22 | T2 22 Ty Y2
Temos:
z T z x
VW =det |7 T —det |0 TN T wdet |0 H =
Y2 22 T2 22 | T2 Y2

= | det oA , —det oA ,det S
Yo 29 Ty %2 L2 Y2

Exemplo 54. 1) Calcule o produto vetorial entre os vetores V.= (—1,2,0) e W = (3,—1,1)
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V><Wz<det[2 0],—det[_1 Ol,det[_l 2])2(2—0,—(—1—0),1—6):
-1 1 3 1 3 -1
(2,1,-5)

2) Considere os vetores do espago Uy = (—2,4,0) e Uy = (a,—3,1), onde a € R. Se
W = (8,4,—4), calcule o valor de a para que se tenha 2 Uy x Uy = W.
Temos: 2U; = (—4,8,0)

Fazendo o produto 2 Uy, x Us, temos:
8 0 —4 0 —4 8

, —det ,det = (8,—(—4),12 — 8a) =
-3 1 a 1 a —3

W=2U, xU;= (8,4,—4) = (8,4,12-8a) = 12—-8a = -4 =16 =8a = a = 2

2 U1 XU2 = (d@t

(8,4,12 — 8a)

3) Considere os vetores V= (1,0,3) e W = (0,—1,2). Encontre um vetor T do espago que

seja simultaneamente ortogonal a Ve W e que tenha norma 5.

Seja U =V x W. Temos que U é ortogonal a V e a W simultaneamente.

1 1
U=V xW = |det 09 , —det s , det 0 =(3,-2,-1)
-1 2 0 2 0 -1

1
O vetor R = mU ¢ unitario e € simultaneamente ortogonal a Ve W.

1 1 3 —2 1
R: U: 3;_2;_1 - 9 y T
U || \/9+4+1< ) (\/14 V14 \/14)

O vetor T procurado pode ser:
T=5R oulT =—-5R

Ou seja:

T ( 15 —10 5 ) T (—15 10 5) )
= ) y ou = ) )
V14 V14 /14 V14 14 14
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Figura 3.28:

3.5.3 Produto Misto

Dados os vetores U, V e W do espago, o produto misto de U, V' e IV é dado por:

U-(VxW)
Observagao 21. Alguns livros denotam o produto misto de U, V e W da forma:

U V,W)=U-(V xW)

Exemplo 55. Calcule o produto misto de U = (—1,2,0), V = (3,1,0) e W = (0,—1,1) (nesta
ordem,).

Temos:

U-(VxW) é o produto misto de U, V e W. Calculando V- x W :

1 1
VxW:Gd[ 1rm43ﬁddr >=@%r$
-1 1 01 0 —1

U-(VxW)=(-1,2,0)-(1,-3,-3) =—1—-6+0=—7.




3.5. PRODUTO DE VETORES 95

Teorema 10. Sejam U = (uy,uz,u3),V = (v1,v2,v3) e W = (wy,wy, w3) vetores do espago.

Entao, o produto misto de U, V e W pode ser calculado da forma:

Uy Uz U3
U-(VxW)=det |v; vy w3

w; W2 W3

Demonstracgao:
Temos:
U-(Vx W)= (uy,us,u3) - (det [U2 v , —det [Ul U3] ,det [Ul v2]> =
Wz W3 Wy ws Wy Wa
(% (% v v v v
:Ul-det[2 3]—U2-d€t ! 3 +U3~d6t[1 2| _
wy wWs w,  Ws wy Ws
v v ) v v v
Wa2 W3 w; Ws Wy Wy

Uy U2 Us
=det v vy 3

w; W2 W3

Exemplo 56. Calcule o produto misto de U = (2,—1,3), V = (—1,5,1) e W = (5,1, —-2)

Temos:
2 -1 3
U-(VxW)=det|-1 5 1|=-3-5-20—-2-75+2=-103
5 1 =2
Volume de um paralelepipedo:
Teorema 11. Dados os vetores nao nulos U, V e W do espago, o niumero real

| U-(V xW)|

¢ numericamente iqual ao volume do paralelepipedo determinado por U, V e W.

Demonstragao:
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Figura 3.29:

Seja 0 o angulo entre os vetores U e V' x W. Podemos escrever:

h
cosf = o = h=|U]| cos = h=||U || cosb |

U

(pois cos @ > 0 nesse caso).

O volume do paralelepipedo é dado por:

Vol = VXW | h = VW | | Ul [cos@[=] Ul | VW[ cost|=[U-(VxW)|

Uma outra situacao que pode ocorrer ¢é a seguinte:

Vo W

Figura 3.30:

Temos:

0+a=7 rad=>a=m—10
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cos o = cos(m — ) = cosmcosf + senmsenf = — cosd

Entao:

Vol = VX W[ U || cosa =[| V. x W[ U || (=cos) =[| V. x W[[U || cos¥ |

(pois cosf < 0 nesse caso).
Assim:

Vol =[| V<X W[ U [[[cos@ |= | |V xW [ [[U]l cost|=] U-(VxW)|

Exemplo 57. Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores U = (2,—1,3),
V=(-1,5,1) e W = (5,1,-2).

2 -1 3
Como jd foi feito, temos que: U-(VxW) =det |-1 5 1 | =—-3-5—-20—2-754+2=—103
) 1 =2
Assim: Vol =| U - (V x W) |=| =103 |= 103 (unidades de volume)

Consequéncia do teorema acima: Sejam U, V e W vetores no espago. Entao:

U,V e W sao coplanares se, e somente se, U - (V x W) = 0.

Exemplo 58. dados os vetores T} = (=3,1,0), Ty = (2,0,—1) e T3 = (—4,2,—1), verifique

se eles sao coplanares.

Temos que:

-3 1 0
Tl-(Tngg):det 2 0 —1 =442-6=0
-4 2 -1

Logo, Ty, Ty e T3 sao coplanares.
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Capitulo 4

Retas e Planos

4.1 Equacoes do plano

4.1.1 Equacao geral

Seja Py = (o, Yo, 20) um ponto no plano 7 e N = (a,b,c) um vetor normal ao plano, ou

seja, um vetor ortogonal a todo vetor que pode ser representado no plano 7.

N

|
_
B P

Figura 4.1:

—
Entdo, um ponto P = (zx,y,z) pertence ao plano 7, quando os vetores PP e N sao

ortogonais. Isto é:
N‘P()—P> =0<= (a,b,¢)-(x—x0,y—Yo,2—20) = 0 <= a(x—x0)+b(y—yo)+c(z—2p) = 0 <=
< ar+by+cz—axg—byy—czp =0

Chamando d = —axg — byy — czp, podemos reescrever a iltima expressao:

ar+by+cz+d=0

99
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(Equagao geral do plano)

Exemplo 59. Encontre a equacdo geral dos sequintes planos:
a) Plano que passa por A = (1,2,0) e tem N = (—1,2,3) como um vetor normal.
Resolugao: ar +by+cz+d=0
—lz+2y+324+d=0
Usando que A pertence ao plano, temos:
—1-1+2-243-0+d=0
—1+44+d=0
d= -3

Assim: —x + 2y + 32 — 3 =10 € a equagao geral do plano pedido.

b) Plano que passa pelos pontos A =(—1,0,2), B=(0,0,1) e C(—1,3,1)

Resolucao: Os vetores AB e AC sao vetores que podem ser representados no plano em
questao. Um wvetor N normal ao plano deve ser simultaneamente ortogonal a AB e AC.

—_— — ) —_— —
Vamos fazer AB x AC para encontrarmos um vetor simultaneamente ortogonal a AB e AC':

AB = (1,0, 1)
AC = (0,3, —1)
~1 1 -1 1
AB x AC = | det 0 , —det ,det 0 =(3,1,3)
3 -1 0 -1 0 3

Assim: 3z + y + 3z = 0 € a equagao geral do plano. Usando que B = (0,0, 1) pertence ao
plano, temos:

3-0+0+3-1+d=0
d=-3

Logo: 3x +y+ 32 —3=0 € a equagao procurada.

4.1.2 Equacao Vetorial e Equagoes Paramétricas

Seja Py = (%0, Yo, 20) um ponto do plano 7 e considere Vi = (x1,y1,21) e Vo = (22, Y2, 22)

vetores paralelos ao plano 7 e nao paralelos entre si.
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% P
v

B Vi

Figura 4.2:

P = (x,y, z) pertence ao plano m quando %—15 =tV] + hV,, onde t e h sao escalares.
Ou seja:

(@ — 0,y — Yo, 2 — 20) = Uz1,y1,21) + "(22, Y2, 22)

(z,9,2) = (0, Y0, 20) + t(1, 1, 21) + h(22,92,22) t,hER

(Equacao vetorial do plano)

Da equagao vetorial, podemos escrever:

T =x9+ 21t + T2h
y=vyo+uyit+yh thelR
z =29+ 21t + 29h

(Equagoes paramétricas do plano)

Observacao 22. Os vetores Vi e Vy sdao chamados de vetores diretores do plano.

Exemplo 60. a) Encontre equagioes paramétricas do plano que passa pelo ponto A = (—1,2,1)
e € paralelo aos vetores V= (0,2,5) e W = (1,-3,2).

Resolugao:

z=—1+0t+1h
y=2+2t—3h theR
z=1+5t+2h
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b) Dada a equacao geral 2z —y+4z —12 = 0 do plano 7, encontre equagoes paramétricas para
esse plano.

Resolucao:

usando a equacgao geral do plano 7, vamos encontrar 3 pontos do plano. Fazendo:

r=0y=0: 42-12=0 = z=3 A=1(0,0,3)
r=0,z=0: —-y—-12=0 = y=-12 B=(0,—-12,0)
y=0,2=0: 22—-12=0 = =6 C = (6,0,0)

—_— —
obtemos os pontos A, B e C' do plano. Os vetores AB e AC sao vetores paralelos ao plano w

(podem ser representados sobre ele) e nao sao paralelos entre si.
—
AB = (0,—-12,-3)
—
AC = (6,0,-3)

Assim, usando o ponto A = (0,0,3) do plano e os vetores AB e A—d, obtemos equacgoes

paramétricas:

z =0+ 0t + 6h T = 6h
y=0—12t+0h = y=—12t t,heR
z=3-3t—3h z=3—3t—3h

4.2 Equacoes da reta

Seja T a reta paralela a um vetor V' = (a,b,c) ndo nulo e que passa pelo ponto Py =

(9«"07 Yo, Zo)-

7

Py

Figura 4.3:

—
Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r quando o vetor PyP for paralelo ao vetor V. Isto



4.2. EQUACOES DA RETA 103

—

PP=tV telR

Ainda: (z — 20,y — Yo, 2 — 20) = t(a, b, ¢), teR

(r — x0,y — Yo, 2 — 20) = (ta,tb,tc), teR

Equacoes paramétricas de r ficam entao da forma:

T —xy = at T =x9+ at
y—yo=0 teR = y=yo+bt teR
z—zy=ct z=2zy+ct

Observagao 23. a) Um vetor V' que fornece a dire¢ao da retar é chamado de um vetor diretor

de r.

b) Uma equagdo: (x,y,z) = (xg, Yo, 20) + t(a,b,¢c),t € R é uma equagao vetorial da reta r.

Vamos supor agora que um vetor diretor V' = (a, b, c) da reta r seja tal que a # 0, b # 0 e
¢ # 0. A partir das paramétricas:

T =T+ at
Yy =1+ bt teR
z2=2zy+ct

T =T Y— Yo 2 — %0
t_ 9 9
a b c

obtemos:

As equacoes simétricas da reta r ficam da forma:

T—To Y—Y _ 22— %0
a b c

Observacao 24.

a) Encontre equagdes paramétricas para as sequintes retas:

e reta r: reta que passa por A = (—1,0,1) e € paralela ao vetor V = (1,2,3).

e reta s: reta que passa pelos pontos A = (—1,0,1) e B=(2,1,—-3).
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o ~ 20 +y—22—-—4=0
e reta u: reta que € a intersecao dos planos:
r+y+22=0

Resolugao:

retar: 'V =(1,2,3) é um vetor diretor da reta r. Assim, paramétricas para r ficam da

forma:

r=—1+1¢
z=1+3t

—
reta s: o vetor AB = (3,1,—4) é um vetor diretor para s. Assim, paramétricas para s

ficam da forma:

r=—1+3t
z=1-—4t

reta u:
20 +y—22—4=0
r+y+22=0
Fazendo x =t nas duas equacgoes, obtemos :
2t4+y—22—4=0 (1)
t+y+2:=0 (2
Somando as duas equagoes:
3t+2y—4:0:>2y:4—3t:>y:2—%t (3)
Usando as expressoes (2) e (3):
t+y+22=0=
t+2-3t+2:=0=
2—1t+2:=0=
22=-2+1t

zz—l—k}it
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r =1
Assim, equagoes paramétricas para u ficam da forma: § y =2 — gt teR.
z=-—1+ %t

b) Encontre equagdes simétricas para as retas v e s do exemplo anterior.

Resolucao:

reta r: usando paramétricas de r, obtemos:

r=—-1+4+1 t=x+1
y z—1

y =2t t=13 T+ 5 3
z=1+3t t ==
reta s: usando paramétricas de s obtemos:
r=—1+3t t =2t

. FeR= Jy :>x+1_ z—1
= —Y 3 T
z=1—4t t=2=1

4.3 Angulos

Antes de iniciarmos o estudo de angulos entre retas, vamos conhecer as posicoes relativas
entre duas retas.

4.3.1 Posicoes relativas entre retas

Sejam 71 e ro retas com vetores diretores V; e V5 respectivamente.

1) Se Vi e V; sdo vetores paralelos, entao as retas r; e rq sdo paralelas ou coincidentes.

Sejam P; e P, pontos das retas r; e ry respectivamente. Entao:

. . a— ,
r1 e 1o coincidentes <= P, P, é paralelo a V] (e a 14)
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Figura 4.4:

Consequentemente,

—_—
r1 e o paralelas <= P} P, nao é paralelo a V; (nem a V%)

Figura 4.5:

2) Se V; e V5 nao sdo paralelos, entdo as retas 1 e o sa0 concorrentes ou reversas.

Sejam P; e P, pontos das retas r; e ry respectivamente. Entao:
e
Vi, Vo e Pi P, coplanares <= 1| e ro concorrentes.
Consequentemente:

—
Vi, Vo, PP, nao coplanares <= rq e ry reversas.
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Exemplo 61. a) As retas:
r: (z,y,2) =(-1,0,2) +¢(1,2,-1) teR
r=1-—2t
s: y =8 —4t teR
z =242t
tém vetores diretores V, = (1,2,—1) e Vs = (=2, —4,2), respectivamente. Notamos que V, e
Vs sao paralelos. Logo, r e s sao paralelas ou coincidentes. Tomando um ponto em cada reta,

digamos, A = (—1,0,2) e B = (1,8,2) pertencentes a r e s respectivamente, obtemos o vetor

— —
AB = (2,8,0). O vetor AB nao € paralelo a V, (nem a Vy). Logo, as retas sao paralelas.

b) As retas:
r: (z,y,2) =(—1,0,2) +¢(1,2,-1) teR

r=1
U y=0+42t teR
z=2—1

tém vetores diretores V, = (1,2,—1) e V,, = (0,2,—1) ndo paralelos. Logo, r e u sdo con-
correntes ou reversas . Tomando os pontos A = (—1,0,2) e B = (1,0,2) das retas r e u,

— —
respectivamente, obtemos o vetor AB = (2,0,0). Fazendo o produto misto de V,, V,, e AB,

temos:

12 -1
—
(V, xV,) - AB=det |0 2 —1| =—44+4=0
2 0 0

—
Logo, V., V., e AB sao coplanares e temos que v e u sao concorrentes.

4.3.2 Angulos entre retas

Sejam 71 e ry duas retas.
a) Se 11 e ro sao paraleleas ou coincidentes, entao o angulo entre elas é 0.

b) Se 71 e 5 s@o concorrentes, entao o angulo entre r; e 75 é 0 menor angulo « formado entre

elas (0 < a < §).
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Figura 4.6:

c) Se 1 e rg sdo reversas: escolhemos um ponto Py na reta r; e tragamos uma reta r3 paralela
a reta ro passando pelo ponto P;. As retas r; e r3 sao concorrentes. O angulo entre r; e r3 é

o angulo formado por ry e 7.

Figura 4.7:

Nos casos b e ¢, se a é o angulo entre as retas r; e 19 e se V; e V5 sao vetores diretores de

71 € Ty respectivamente, entao:

cosa =| cosf |

onde # é o angulo formado entre os vetores V; e V5.

De fato, observemos as situacoes que podem ocorrer:
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Figura 4.8:

Neste caso: o =6 e cosa = cosf =| cos@ | (pois cosf > 0).

Figura 4.9:
Neste caso: o+ 0 = 7 rad
cosa = cos (m — ) = cosmcosf + senmsenl = — cos
Assim: cosav = —cosf =| cosf |, pois cosf < 0.

Observagao 25. Se a = 7, as retas sao ditas perpendiculares ou ortogonais.

Em resumo, se a é o angulo entre as retas r; e 5 com vetores diretores V; e V5 respectiva-

mente, entao:

| ViV
Vi (I Va |l

Cos . =
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Exemplo 62. a) Considere as retas r e s de equagdes:

T =2 r=2-—4t
riqy=1+6t teR s:qy=1 telR
z=—1-3t z=—-1+8t

Calcule o angulo formado pelas retas r e s.
Resolugao:

V., =1(0,6,-3) e Vs = (—4,0,8) sao vetores diretores das retas r e s, respectivamente. Se

a € o angulo entre r e s, temos:

| V.- Vi | |0-(—4)+6-0+4(—3)-8| | —24 | 24 2
COS &x = = = = — —
IV Vell 02462+ (=3)2/(—42+02+8 V4580 3v5 45 5
Entao:
azarccos%, 0<a<3

b) Dadas as retas r e s abaizo, calcule o angulo entre elas:

r:(z,y,z) =(0,5,—-2)+t(1,1,2) teR
r—2 Yy z
S =2 ==
4 5 3
Resolugao:

V., =(1,1,2) e Vs = (4,5,3) sdo vetores diretores das retas r e s, respectivamente. Se a é
o angulo entre r e s, temos:

| V- Vi | |1-4+1-5+2-3|  |15] 15

cosa = =

IV Vall VLR r2vE+2 132 V650 6 5v2

_ 3 V3 _3V3 3
237 V3 6 2

a=2 rad
6

4.3.3 Posicoes relativas entre dois planos

Sejam 71 e 7y planos com vetores normais N; e N, respectivamente:



4.3. ANGULOS 111

a) Se os vetores normais N; e Ny sdo paralelos, entdo os planos 7 e my sao paralelos ou

coincidentes.

Figura 4.10:

b) Se os vetores normais N; e Ny nao sao paralelos, entao os planos m; e my sdo concorrentes.

Figura 4.11:

Exemplo 63. a) Os planos:

m: 3rx—2y+z2—5=0 my: 6 —4y+2241=0

sao planos paralelos. De fato, Ny = (3, —=2,1) e Ny = (6, —4,2) sao vetores normais aos planos

m e my respectivamente e No = 2Ny, ou seja, N1 e Ny sao paralelos. Notemos que o ponto
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A =(0,0,5) pertence ao plano w1, mas nao estd no plano my, pois 6-0—4-0+2-5+1=11#0
(ou seja, A ndo satisfaz a equagdo do plano my). Logo, m € mo ndo podem ser coincidentes e

sao, entao, paralelos.

b) Os planos:

m: 3rx—2y+2—-—5=0 mg: 2r4+y—1=0

sao concorrentes: seus vetores normais N1 = (3,—2,1) e N3 = (2,1,0) nao sao paralelos.

4.3.4 Angulos entre planos

Sejam m; e mo planos. O angulo « entre m e 5 é 0 menor angulo possivel formado entre

vetores normais aos planos 7 e ms.

Figura 4.12:
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Figura 4.13:

Temos:

| Ny - Ny |
I N[}V |

cosa =| cosf |=

onde # é o angulo formado por vetores normais aos planos m e .

Observacgao 26. Se os planos w1 e wo sao paralelos, entao o angulo entre eles € (). Se o angulo

7/ 71- ~ ~ . .
entre os planos é amd, entao os planos sao ditos perpendiculares.

Exemplo 64. Dados os planos w e mo abaizo, para quais valores reais de a os planos formam

um angulo de g rad?

m:ar+1ly—2=0 mo: 3x+42+1=0

Resolugao: sendo Ny = (a,11,0) e Ny = (3,0,4) vetores normais aos planos m; e my respec-
tiwamente, temos:
lzcoszz | Ny - Ny | _ |3-a+0-11+4-0| _ | 3a | _
2 3 NN Ve +112+402 V32402 +42 Va2 + 121 9+ 16
_ 3la]
- 5/a?+ 121

a*=25-11 = a=+5V11
Resp: a = 5V11 ou a = —5v/11

= 6| a|=5Va2+ 121 = 364> = 25(a® + 121) = 11a* = 25- 121 =
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4.4 Distancias

4.4.1 Distancia de um ponto a um plano

Considere um ponto Py = (zo, Yo, 20) € um plano 7 de equagao geral ax + by +cz+d =0

Figura 4.14:

Seja A = (x1,41, 21) um ponto do plano 7. Indicando a distancia do ponto Py ao plano 7

por dist(Fy, ), temos:

| AP, N | | AR, N| | N |
. . = e 0° 0°
dist (Py, ) = dist(Py, P) =|| PRy |=|| projnAP ||= —————— || N ||= =
| NN | | V|2
—
|AP0'N| _ | (-’Eo—l‘lyyo—beo—Zl)'(a,b,c) | _
| Nl Va2 £+ 2
| (awo — azy 4+ byo — by1 +czo —cz1) | | (awo + byo + czo — awy — by — cz1) |

Vva?+ b2 +c? Va2 + b* +

| (CLJJO + byo + C2y + d) |

AT

pois —ax; — by; — ¢z = d (A é um ponto do plano 7).
| axo+byo + czo +d |

Assim: dist(Py, ) =
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Exemplo 65. a) Calcule a distancia do ponto P = (1,2,0) ao plano de equagao
Tir—2y+22—-5=0.

Resolugcao: Temos:

| 1-2.242.0-5 |-8| 8
dist(P, ) = JET =5 3

3
b) Obtenha equagoes gerais para os planos que distam R do ponto A = (0,1, 1), sabendo que o

vetor V. = (\/5, —4,2) € ortogonal a esses planos.

Resolugao: equacies gerais para os planos procurados tém a forma:

Vor — 4y +2z+d=0

b

Figura 4.15:

3
Como a distancia do ponto A = (0,1,1) a esses planos vale e temos:

|V5-0—4-1+42-1+d| |[d—2| d—2
JOBR (a2 VB D
=d—2=3o0oud—2=-3=d=5oud=—1.

3
- = dist(4,7) = =|d-2]=3

Resp: \/bx — 4y +22+5=0 Vhr — 4y +22—1=0
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4.4.2 Distancia de um ponto a uma reta

Considere um ponto P, no espaco e uma reta r, com vetor diretor V.

Figura 4.16:

Seja B um ponto da reta r. Observemos que a distancia de Py a reta r é a altura h do

. —
paralelogramo determinado por V e BPF,.

Figura 4.17:

Indicando por A a area do paralelogramo, temos:

A=|VxBR| e A=|V|-h

Assim:
—
|V [[-h=[Vx BRI



4.4. DISTANCIAS 117

||V xBR |
1Vl
Ou seja:
|V x BR, |
dist(Py,r) = — 91
V]

Exemplo 66. Cualcule a distincia do ponto P = (—1,0,3) a reta r : (z,y,2) = (2,1,0) +
#(2,-2,1), teR

Resolugcao: o ponto B = (2,1,0) pertence a reta r. Sendo V = (2,—2,1) um vetor diretor
de r, temos:

|V xBP|
. X
dZSt(P, ’f') = W

—
com BP = (-3,—1,-3).

—
Vamos calcular V x BP.

dist(P,r) = | (=5,—9,-8) ||  Vv25+81+64 V170
T e 2 viriri | 3

4.4.3 Distancia entre dois planos

Sejam 7 e Ty planos e N7 e Ny vetores normais a esses dois planos, respectivamente.
a) Se N7 e Ny nao sao paralelos, entao os planos 7 e 7o sao concorrentes e dist(my, ) = 0.

b) Se N; e Ny sao paralelos, entdo a distancia entre os dois planos é a distancia de um ponto

de um dos planos ao outro plano. Por exemplo, seja P, um ponto do plano 7. Entao:

dist (7T1,7T2) = dist (P1,7T2)
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Figura 4.18:
Observacgao 27. Pode-se tomar, da mesma forma, um ponto Py de m e se calcular a dist (my,m2)
como: dist (my,me) = dist (P, 7).

Exemplo 67. a) Os planos:

m i3 —2y+5z+2=0 mir+y—2+1=0

tém vetores normais Ny = (3,—2,5) e Ny = (1,1, —1) respectivamente. Como Ny e Ny nao

s@o paralelos, os planos sio concorrentes e dist (w1, m5) = 0.

b) Considere os planos:

m:2r—y+32—1=0 my i dx — 2y +62+10=0
Ny =(2,-1,3) e Ny = (4, —2,6) sao vetores normais aos planos my e my, respectivamente e Ny

e Ny sdo paralelos. Escolhamos um ponto Py do plano m, digamos, P, = (0,—1,0).Temos :

4-0—-2(—-1 . 1 241 12
dist (71'1,7'('2): dist (P1,7T2): | 0 ( )+6 0+ O| = | Tt Ol = =
21 (—2)% + 62 V56 2y/14

6 X\/ﬂ_@'\/ﬂ_?,\/ﬁ
V1d o V14 14 7
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4.4.4 Distancia entre duas retas

Considere 71 e ry retas com vetores diretores Vi e V5, respectivamente.

a) Se Vi e V5 s@o vetores paralelos, entao a distancia entre as retas ry e 5 é a distancia de um

ponto de uma das retas a outra reta. Por exemplo, seja P, um ponto da reta ry. Entao:

dist (r1,72) = dist (P, rs).

™

= ——————— '_w

"2

Figura 4.19:

b) Se Vi e V4 sdo vetores nao paralelos, entdo as retas r; e 7o s@o concorrentes ou reversas.

Vamos construir os planos m; e my da seguinte maneira:
Plano m; : contém a reta r; e é paralelo ao vetor V5.

Plano 75 : contém a reta ry e é paralelo ao vetor V.
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Figura 4.20:

O vetor N = V; x V5 é normal aos planos m; e my. Assim:

dist (Tl, 7‘2) = dist (7'('1, 7T2)

Se P, é um ponto da reta 7o, consequentemente, P, é um ponto de 7y, e lembrando que os

planos m; e w9 sao paralelos, entao:

diSt(Tl, T‘Q) = d’iSt(ﬂ'l, 72) = diSt(PQ, 7T1) =

— —
_|AR-N| _ |PPB-(VixV)]
| N | Vi x Va ||

onde P; é um ponto da reta r; (consequentemente, um ponto do plano ;)

P—
Notemos que, se 1, e ry forem retas concorrentes, entdao PP, - (V) x V5) = 0 e teremos
dist (r1,72) = 0.

Exemplo 68. a) As retas:
r:(zy,2z)=(-1,0,1)+t(—-1,2,3) teRe
r=2+2t
s:Qy=—-1—-4 teR
z=0—6t
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tém vetores diretores V, = (—=1,2,3) e Vi = (2, —4, —6) respectivamente, e esses sao paralelos.

Sendo P = (—1,0,1) um ponto da reta r, temos que:

- | |V, x QP |
dist (r, s) = dist (P, s) = v

onde QQ € um ponto da reta s. Usando Q = (2,—1,0), temos Cjﬁ =(=3,1,1).

—4 — 2 — 2 —4
Vi, X Q_P> = | det 0 , —det 0 ,det = (2,16, —10)
1 1 -3 1 -3 1

Assim:
dist (r, s) = 1(2,16,-10) | v4+256+100 +/360 3v/35
(2, —4,-6) | 1116136 66 T
b) As retas:
r=1+2t

z=—1
r y—1 z+1
§:—="—=
2 2 —1
tém wvetores diretores V, = (2,—1,0) e Vi = (2,2,—1) respectivamente. Esses vetores nao

sao paralelos. Usando P, = (1,0,—1) e Py, = (0,1,—1) pontos pertencentes as retas r e s

respectivamente, temos:

|P7"PS(V;‘XV:9)|
|V, x V|l

dist(r,s) =

Fazendo os cdlculos:

V. x Vi = | det -0 , —det 20 ,det 2 -1 =(1,2,6)
2 -1 2 -1 2 2

e ———
P.P,=(-1,1,0)

| (-1,1,0)- (1,2,6) | [(-1)-14+1-240-6] 1 41 V41

= X =
V12422462 V4l V4l 4 41

dist (r, s) =

—_
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Observagao 28. As retas do exemplo (b) sao reversas, pois seus vetores diretores nio $ao

paralelos e a distancia entre elas nao € zero.

4.5 Posicoes relativas
4.5.1 De reta e plano

Considere a reta r e V, um vetor diretor dessa reta. Seja m um plano com vetor normal N.

a) Se N e V nao sao ortogonais (IV -V # 0), entdo a reta r é concorrente ao plano.

Figura 4.21:

b) Se N e V sao ortogonais (N -V = 0), pode ocorrer da reta r ser paralela ao plano 7 ou
estar contida no plano 7. O segundo caso ird ocorrer quando, além de verificarmos que N e V

sdo ortogonais, ainda tivermos um ponto de r (todos, na realidade) contido em 7.

Figura 4.22:
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Figura 4.23:

Exemplo 69. a) Considere o plano 7 e a reta r abaizo:

m: 2y4+az=0
r: (x,y,2)=(1,1,9)+t0,-1,1) teR

Para quais valores de a a reta r serd concorrente ao plano w ¢

Para que r seja concorrente a w, devemos ter N-V # 0, onde N = (0,2,a) eV = (0,—1,1)

sao, respectivamente, um vetor normal ao plano w e um vetor diretor da reta r.

N V=0 2+a=0+<=a=2
Para termos N -V # 0, devemos ter a # 2.

b) Considere a reta r e o plano 7 abaizo:

T m:g:z—Z
2
T y—22+4=0

V = (1,2,1) e N = (0,1,—2) sdo, respectivamente, um vetor diretor de r e um vetor

normal a 7. Observemos que:

V. N=2-2=0

Assim, a reta v € paralela ao plano w ou ela estd contida no plano 7.

Seja A = (0,0, 2) um ponto da retar. Notemos que A pertence ao plano 7, pois: 0—2-2+4 =

0 (o ponto A satisfaz a equagao do plano ).

Dessa forma, a reta r estd contida no plano 7.
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4.5.2 De trés planos

Considere trés planos 71, m5 e 3 de equagoes gerais como abaixo:

m: ar+by+cz+d =0

Tyt o + by + coz +dy =0

w31 azxr + by 4+ c3z+d3 =0

Vamos indicar por Ny = (ay, by, ¢1), No = (az,bs, o) e N3 = (ag, bs, c3) vetores normais aos

planos 71, my e w3 respectivamente. Vamos dividir a andlise em alguns casos.

a). Ny = (a1,b1,¢1), No = (ag, b, o) € N3 = (ag, bs, c3) sdo vetores nao coplanares.

Neste caso, mostra-se que os planos se interceptam 2 a 2 segundo retas e os 3 se insterceptam

em um unico ponto.

Figura 4.24:

Neste caso, o sistema linear:
ax + by +cz = —d;
s + bay + coz = —ds
asx + b3y + c3z = —d3
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possui solugao tinica (o ponto de intersegao entre os 3 planos!)
Por exemplo, considere os planos abaixo:

m: x+2y—2+4+2=0
me: r—32+3=0
M3 TH+2y+22—4=0

Vetores normais para os planos acima sao, respectivamente: Ny = (1,2, —1), Ny = (1,0, —3)

e N3 = (1,2,2). Esses vetores nao sdo coplanares, pois:

2 —1
(Ny X Ny)-Ny=det | 1 0 =3 | =-2-6-4+6=—-6+#0
2 2

Esses trés planos exemplificam o caso que estamos estudando. Além disso, resolvendo o

sistema linear:

T+2y—z2=-2
r—3z2=-3
T+2y+2z=4

- 3 , : .
obtemos como solu¢ao o ponto I = (3, 5 2), que ¢é o ponto de intersecao entre os 3 planos.

b). Ny = (ay,b1,¢1), Ny = (ag,be,c2) € N3 = (as, bz, c3) sdo vetores coplanares.
b]_) N1 = (al, bl, Cl), N2 = (CLQ, bg, 02) (S N3 = (a3, bg, 63) sao vetores paralelos.

Neste caso, os planos sao paralelos/coincidentes (os 3 planos podem ser paralelos ou pode

haver coincidéncia entre 2 deles ou pode haver coincidéncia entre os 3).

Por exemplo, considere os planos abaixo:
m: v+2y—z2—4=0
mo: 20+4y—22—8=0
m3: 3rx+6y—32=0

Vetores normais para os planos acima sao, respectivamente: Ny = (1,2, —1), Ny = (2,4, —2)

e N3 = (3,6, —3). Esses vetores sao paralelos. Os planos 7 e 13 sdo coincidentes e sao paralelos
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ao plano 3.

Figura 4.25:

Além disso, o sistema linear:

r+2y—z=4
20 +4y — 22 =8
3r+6y—32=0

nao possui solugao (ja que nao hé intersecao entre os 3 planos).

Agora, considere os planos abaixo:
m: v+2y—z2—4=0
mo: 20+4y—22—8=0
Ty 3x+6y—3z2—12=0

Vetores normais para os planos acima sao, respectivamente: Ny = (1,2, —1), Ny = (2,4, —2)

e Ny = (3,6, —3). Esses vetores sdo paralelos e, neste caso, os 3 planos sdo coincidentes.
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T2

3

Figura 4.26:

Além disso, o sistema linear:

r+2y—z=4
20+ 4y — 22 =8
3xr+6y—32=0

possui infinitas solugdes (todos os pontos dos planos - que sdo um s6 na realidade).
Mais um exemplo: considere os planos abaixo:

m: v+2y—z2—4=0

5 x+2y—2=0

Tg: or+6y—32—6=0

Vetores normais para os planos acima sao, respectivamente: Ny = (1,2, —1), N5 = (1,2, —1)

e Ng = (3,6, —3). Esses vetores sdo paralelos.
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5 |

G

Figura 4.27:
Neste caso, o sistema linear:
r+2y—z2=4
r+2y—z2=0

3r+6y—32=6
nao possui solugao. Nao ha ponto comum entre os 3 planos.
b2). Exatamente dois vetores normais sdo paralelos.

Neste caso, podem ocorrer duas situagoes:
b21). 2 planos paralelos e um concorrente a eles.
Por exemplo, os planos:

m: v+2y—z2—4=0

s 20 +4y —22=0

mr: 20+y—2—2=0

exemplificam este caso. Os vetores normais (aos planos m e m5) Ny = (1,2,—1) e N5 =

(2,4, —2) sao paralelos, mas Ny = (2,1, —1) (vetor normal a m7) nao é paralelo a eles.
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Figura 4.28:

b22). 2 planos coincidentes e um concorrente a eles.

Por exemplo, os planos:
m: x+2y—z—4=0
my: 20 +4y—22—-8=10
s 20 +y—2—2=0

exemplificam este caso. Os vetores normais (aos planos m e m) Ny = (1,2,—1) e Ny =
(2,4, —2) sao paralelos e os planos 7 e my descrevem os mesmos pontos (sao coincidentes),
mas Ny = (2,1, —1) (vetor normal a 77) nao é paralelo a eles.
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Figura 4.29:

Resolvendo os sistema:

r+2y—z=4
20 +4y — 22 =28
20 +y—2=2

obtemos como solucao:

—z
r=73
y=:+2, z€R
Geometricamente, temos uma reta como intersecao do planos.
b3). Quaisquer dois vetores normais nao sao paralelos.

b31). Os planos se interceptam 2 a 2 segundo retas que sdo paralelas.

Neste caso, o sistema linear:

a1x + by + 1z = —d;
s + boy + coz = —ds
asx + bsy + c3z = —d3

nao possui solucao, ja que os 3 planos nao se interceptam.
Por exemplo, os planos

mg: x—2y+32—12=0
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To: 3x+y—224+6=0
mo: 4dr—y+2=0

tém vetores normais Ng = (1,—2,3), Ng = (3,1, —2) e N9 = (4, —1, 1), que néo sao vetores 2

a 2 paralelos, mas sao coplanares:

1 -2 3
4 —1 1
Figura 4.30:

Resolvendo o sistema:
T —2y+3z2=12
3x+y—2z=—6,
dr —y+2=0

vemos que esse sistema nao possui solucao.
b32). Os planos se interceptam segundo uma reta.

Neste caso, o sistema linear:
a1x + bly -+ 1z = —d1
2T + bgy + Ccoz = —d2
asx + bsy + c3z2 = —d3

possui infinitas solugoes, ja que a intersecao entre os 3 planos é uma reta.
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Por exemplo, consideremos os planos
s r—2y+3z2—6=0
To: 3x+y—224+6=0
T 4r—y+2=0.

Os vetores normais aos planos: Ng = (1,—2,3), Ng = (3,1,—2) e N1g = (4, —1,1) nao sdo

2 a 2 paralelos, mas sao coplanares, pois:

1 -2 3
4 -1 1
.I
Figura 4.31:
Resolvendo o sistema:
rT—2y+32=206
r+y—22=-6,
e —y+2=0
obtemos como solucao:
6, 1
rT=—c+zz
__27_4 7£ , z€R
y=—=+=z

que sao equagoes reduzidas da reta de intersecao dos planos.



Capitulo 5

Conicas e Coordenadas Polares

5.1 Sistema de Coordenadas Retangulares no Plano

2° Quadrante
12 Quadrante

4° Quadrante
3° Quadrante

Figura 5.1:

O sistema de coordenadas retangulares ou cartesianas é formado por duas retas orientadas
xzz' (usualmente chamada de eixo-x) e yy’ (usualmente chamado de eixo-y). As retas sao

perpendiculares e seu ponto de interseccao O é chamado de origem do sistema.

Os eixos coordenados dividem o plano em 4 regioes, denominadas quadrantes.

A cada ponto A do plano, temos em correspondéncia uma abscissa x e uma ordenada y.

Assim, dizemos que o ponto P tem coordenadas retangulares ou cartesianas (x,y). A direita

133
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de O, as abscissas sao positivas e a esquerda de O, sao negativas. Em ambos os casos a
abscissa cresce a medida que caminhamos para a direita, seguindo a orientagao do eixo-x.
Analogamente, as ordenadas sao positivas acima de O e negativas abaixo de O. As ordenadas

crescem a medida que caminhamos para cima, seguindo a orientacao do eixo-y.

Figura 5.2:

Figura 5.3:
Exemplo 70. Na figura acima, temos:

A=(4,3) B=(-2,2) C=(-6,00 D=(-1,—-4) E=(3,2;—1)

Vamos aproveitar a oportunidade e recordar como se faz o calculo da distancia entre dois

pontos no plano. Isso sera muito importante neste capitulo.

Distancia entre dois pontos no plano: sejam A = (x4,y4) e B = (xp,yp) dois pontos

no plano.
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Yn
d
A
Ya

Figura 5.4:

Observando a figura acima, podemos escrever que a distancia entre A e B , denotada por
dist (A, B) é dada por:

dist (A, B) = d = \/ (w5 — 24)* + (ys — ya)*

Exemplo 71. Calcule a distancia entre os pontos A = (3,2) e B = (7,—1).

Temos que: dist (A, B) = \/(7 —3)’+(-1-2°=/4 —3)2 =25 =5.

Uma circunferéncia ¢ o lugar geométrico de um ponto que se move num plano de modo
que esta sempre a uma distancia constante de um ponto fixo no plano. O ponto fixo é chamado

de centro da circunferéncia e a distancia constante é denominada raio da circunferéncia.

Seja P = (x,y) um ponto da circunferéncia. Se C' = (h, k) é o centro da circunferéncia e

r > 0 é seu raio, entao podemos escrever:

r=dist (P,O)=+/(x —h)2+(y—k)?2= (x—h)>+(y—k)?=

Temos entdo que (z —h)*+ (y—k)? = r* é a equagdo cartesiana da circunferéncia estudada.
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Figura 5.5:

Por exemplo, a equacdo x> + 3? = 4 representa a circunferéncia de centro em (0, 0) e raio

2. A equagdo (z + 1)® + (y — 3)* = 6 representa a circunferéncia de centro em (—1,3) e raio

V6.

5.2 Translacao dos eixos coordenados

No plano, consideremos um sistema de coordenadas cartesianas xOy.

Yy A
y/
E F P
y / ................................. .
y
D
o ' '
‘A ' B
O h X x
Figura 5.6:

Agora, vamos mover os eixos coordenados de forma a obtermos um novo sistema de coor-
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denadas cartesianas 'Oy, onde: eixo-x’ paralelo ao eixo-x e ambos tém mesma orientagao;

eixo-y’ paralelo ao eixo-y e ambos com mesma orientacao.

Sejam (h, k) as coordenadas do ponto O" em relagao ao sistema xOy. Se um ponto P do

plano tem coordenadas (x,y) e (z/,y') em relacao aos sistemas xOy e 'Oy’ respectivamente,

podemos escrever:

©=| 0B |=|OA|+|AB|=|OA |+ | 0D |=h+2

y=|OE |=|OC |+ |CE |=|OC |+ |OF |=k+y

r=x+h
/
y=y +k
Essas sao as equacoes de transformacao das coordenadas do sistema xOy para o sistema

'Oy

Exemplo 72. a) Encontre as coordenadas do ponto A = (3, —1) com rela¢ao ao novo sistema

de coordenadas ' O"y', onde O = (1,2)
Usando as equagoes de transformacao, temos:
r=a2'4+h = 3=2"41 = /=2
y=y+k = 1=y +2 = ¢y =-3

Assim, A = (2,—3) sao as coordenadas do ponto A com relag¢ao ao sistema z'O"y’

b) Por uma translacao de eizos a partir do sistema xQOy, obtemos o sistema 'Oy, onde
O' = (=2,1). Transforme a equagio 3x* + 2y* + 12z — 4y +8 = 0 para a equagdo com relagdo

ao novo sistema x'O"y’.
Temos:
x=a -2
y=y +1

Substituindo na equacdo dada, obtemos:

3 =22+ 2 + 1)+ 12(2' —2) — 4y +1)+8=0
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B[(2) —4x + 4]+ 2[(y)* + 2y + 1]+ 122/ —24 — 4y —4+8=0
3(2/)2 — 122" + 12+ 2(y)? + 4y +2+ 122" — 24 — 4y — 4+ 8 =0
3 +2(y)*—6=0

c¢) Por uma translagao de eizos, transformar a equagdo da curva x> — 4y*> +6x + 8y +1 =0

em outra desprovida de termos de 1° grau.
Se O" = (h,k) é a origem do novo sistema x'O"y de coordenadas cartesianas, podemos
escrever:
r=12+h
y=y +k
Substituindo na equacdao dada, temos:
(@' +h)? =4 +k)?*+6(x'+h)+8y +k)+1=0
(') + 2ha’ + h? —4[(y')* + 2’k + k] 4+ 62" + 6h + 8y + 8k +1 =0
(/)2 + 2ha’ + h? — 4(y')? — 8ky' — 4k*> + 62’ + 6h + 8y +8k+1=0
()2 —4(y')* + (2h +6)2’ + (8 — 8k)y' + h?> —4k* +6h + 8k +1=10 (1)
Para que nao tenhamos termos de 1° grau, devemos ter:
2h+6=0 e 8—-8k=0
Ou seja: h=—3 e k =1.
Assim, a equagao (1) pode ser reescrita (usando h = —3 e k =1):
()2 —4(y)? +(=3)?—4-12+6(-3)+8-1+1=0
() —4(y)?+9—-4—-184+8+1=0
(a') —4(y)? — 4 = 0.

A equacao da curva fica da forma:

considerando o novo sistema com origem no ponto O’ = (—3,1).
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5.3 Conicas

Uma conica é o conjunto de pontos P = (x,y) no plano que satisfazem uma equagao da
forma:
Az + Bry +Cy? + Dx+Ey+ F =0
onde A,B,C,D,E,F € Re A, B,C nao sao simultaneamente nulos.

Vamos estudar as chamadas conicas nao degeneradas: elipse, hipérbole e parabola.

5.3.1 Elipse

Elipse é o conjunto de pontos P no plano tais que a soma das distancias de P a 2 pontos

fixos F e F, é constante. Essa constante é maior do que a distancia entre os pontos Fi e Fj.
Ou seja: chamando dist(Fy, Fy) = 2¢ e tomando a > 0 tal que 2a > 2¢, um ponto P

pertence a elipse em questao quando:

dist(P, Fy) + dist(P, F3) = 2a

Equacao da Elipse:
Vamos considerar b = v a2 — c2.

1) Equacao da elipse de focos em F} = (—¢,0) e F5 = (¢, 0).

2 2
T Y
PER A

Demonstragao:
P = (x,y) pertence a elipse <= dist(P, F}) + dist(P, F3) = 2a
Assim:
VEr PTG+ @ + G- 0P =2
V+e)2+yr+/(r—0)?+y2=2a

@+ P =2z =P+

Elevando os dois membros ao quadrado:

Vet Pty =[a-Va—arii]

(x+ ) +y*=4a® —da/(z — )2 + 42 + (v — ¢)® + ¢?
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22+ 2cx + A+ v =4a® — da/(z — )2+ y2 + 2% — 2cx + A2 + 12

4ar/(x — )? + y? = 4a® — 4ex

av/(x—c)?+y?=a*—cx

Elevando os dois membros ao quadrado novamente, obtemos:

/TPt ?] = (a2~ o’

a?[(x — ¢)? + y*] = a* — 2a’cx + *2?

a? (2% = 2cx + A + y?) = a* — 2aPcx + *a?
a’x? — 2a%cx + a®c? + a*y? = a* — 2a’cx + Aa?
a’x? + a®y? + a’c? = a* + A2a?

CL2£L’2 _ 02$2 —|—CL2y2 — CL4 _ a202

(a2 . 02)952 aty? = a2(a2 . CQ)

2

Usando que b = a? — ¢2, podemos escrever:

Ra? + 22 = a2b?
Dividindo ambos os membros por a?b?, temos:
R %y’
a?b? | a?b?
2 2
R
a2  b?

O esbogo dessa curva fica da forma:

0
A\ A F

—_—
N

Figura 5.7:

Essa elipse é simétrica em relagao:

e 20 eixo-x: substituindo y por —y na equacao da elipse, a equacao nao se modifica.
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e a0 eixo-y: substituindo x por —z na equacao da elipse, a equacao nao se modifica.

e & origem: substituindo x por —z e y por —y na equacao da elipse, a equacao nao se

modifica.

2

x
Fazendo y = 0 na equacao da elipse, obtemos — = 1, ou seja, * = +a. Assim, os pontos

a
Ay e Ay do desenho tém coordenadas A; = (—a,0) e A2 = (a,0) e s@o vértices da elipse. Os

pontos By e By sdo também vértices da elipse e tém coordenadas By = (0,b) e By = (0, —b)

(fazendo x = 0 na equagao).

2) Equacao da elipse de focos em F} = (0,¢) e F» = (0, —c¢):

A demonstracao é feita de forma anédloga aquela feita em (1).

O esboco dessa elipse fica da seguinta formas:

F

By

Figura 5.8:

As mesmas observacoes sobre simetria podem ser feitas aqui: a elipse em questao é simétrica

com relagao ao eixo-x, ao eixo-y e a origem.
72
Fazendo y = 0 na equacio da elipse, obtemos —— = 1, ou seja, x = £b. Assim, os pontos

By e By tém coordenadas By = (—b,0) e By = (b,0) e s@o vértices da elipse. Os pontos A; e
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Ay de coordenadas Ay = (0,a) e Ay = (0, —a) também sao vértices da elipse (fazendo z = 0

na equagao).

Antes de trabalharmos com mais um caso de elipse, vamos fazer algumas observagoes acerca

dos elementos da elipse. Vamos usar as mesmas notagoes dos casos (1) e (2).

Elementos da elipse
Iy e F5, — Focos da elipse
2¢ = dist(F}, F,) — Distancia focal
Ay, Ag, B e By — Vértices da elipse
A, A, — Eixo maior de comprimento 2a.
BB, — Eixo menor de comprimento 2b.

C' — Centro da elipse (é o ponto médio do segmento F} F5)

c
e = — — excentricidade (0 < e < 1)
a

b

Alk (8 e 12 A,

Figura 5.9:
Temos ainda: a* = b* + ¢? (segue do fato de que b = va? — ¢2).

Observacao 29. e Na equacao de uma elipse, sempre ocorre a > b e a > c.

e Nas elipses estudadas em (1) e (2), o centro C' € a origem (centro de simetria da figura).

2 2
Exemplo 73. a) A elipse de equagao > + yz = 1 tem centro em C' = (0,0). Notemos que
2 2
a*> =9 eb® =4 (ja que a > b). Assim, a equagdo acima € do tipo — + Z—Q =1 (1° caso
a

estudado).



5.3. CONICAS 143

Temos:
a?=9=aq=3

P=4=0=2

Vértices: Ay = (—3,0), Ay = (3,0), By = (0,2), By = (0, —2)

Focos: a2 =0+ =9=4+2=>2=5=c=bH

= (—/5,0) ¢ Fy = (v/5,0).

Distancia focal: 2¢ = 2v/5

Medida do eizo maior: AjAs: 2a =6

Medida do eizo menor: B1By: 2b =4

</

. c
Excentricidade: e = — =
a

O esboco da elipse fica entao da forma:

B,
o 0|C o2
5 pn AL&U 2= 4, ° §
B,
Figura 5.10:
2 2

b) A elipse de equagao 9 + 95 = =1 tem centro em C' = (0 O) Temos nesse caso, a®> = 25 e
b>* =9 (jd que a > b) e, assim, a equagdo acima € do tipo —|— y_2 =1 (2° caso estudado).

b2
Temos:
a2=25=a=>5

V¥=49=0=3
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Vértices: Al = (O, 5),A2 = (O, —5>,B1 = (-3,0), B2 = (3,0)

o Focos: > =0 +*=25=9+2=c*=16=c=14

Fy = (0,4) ¢ F, = (0, —4).

Distancia focal: 2¢ = 8

Medida do eizo maior: A1As: 2a = 10

Medida do eizo menor: B1By: 2b =06

4
Excentricidade: e = c_:Z
a 5

O esboco da elipse fica entao da forma:

Figura 5.11:

Vamos agora estudar outros casos de elipses.

3) Elipse de centro C' = (h, k) e eixo maior paralelo ao eixo das abscissas (eixo-x).
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| a——
N

0 h

Figura 5.12:

Vamos fazer uma translacao no sistema xQy, obtendo o sistema 2’O’'y/, onde O" = (h, k).
Com relacao ao novo sistema x'O’y/, a elipse tem centro na origem O’, seu eixo maior estd
sobre o eixo-x’ (eixo das abscissas) e seu eixo menor, sobre o eixo-y’ (eixo das ordenadas).

Temos entao uma elipse como no caso (1), cuja equagao é:

com relagao ao sistema 'Oy’

Usando as equagoes de transformagao entre os sistemas zOy e 'Oy’

z=1a+h ¥ =x—h

:y/—|—kj y’:y_]{

e substituindo em (1), obtemos:

4) Elipse de centro C' = (h, k) e eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas (eixo-y).
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’
y

Figura 5.13:

Fazendo, como no caso 3, uma translagao de eixos, obtemos a seguinte equagao:

(=W = kP _

72 e 1.

Observacao 30. As equacoes que obtivermos nos casos 1, 2, 3 e 4 sao usualmente chamadas

de "equacoes reduzidas”.

Exemplo 74. 1) Dada a equacgio da elipse 162* + y* + 64z — 4y + 52 = 0, encontre as
coordenadas de seus vértices, focos e centro. Calcule ainda a medida de seus eixos, e sua

excentricidade. Faca também um esboco.

Vamos trabalhar a equacdo 1622 + y? 4 64x — 4y + 52 = 0 até obtermos sua forma reduzida.

1622 4+ y? + 642 — 4y + 52 =0

16(2% + 4z) + 53> — 4y + 52 =0

16(z° +4x+4—4)+y* —4dy+4—4+52=0
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16[(x +2)> — 4]+ (y—2)* —4+52=0

16(z+2)* — 64+ (y —2)* +48 =0

16(z +2)*+ (y—2)* =16 =0

(z+2)° +

Observando a equacdo reduzida acima, vemos que: a® = 16 e V=1, jd quea>0b.

@ ;h)z + y ;2k)2 =1 (caso 4)

Assim, a =4 eb=1. A equacdo estd na forma:

Centro: C' = (—2,2)

Figura 5.14:

Observando o esboco da elipse, podemos encontrar agora:

Vértices: Ay = (—2,2+4) =(-2,6) , Ay=(-2,2—-4)=(-2,-2)
By =(-2-1,2)=(-3,2) , By=(-2+41,2)=(-1,2)
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Focos: a2=0+c* = 16=1+c2 = =15 = c=+15
Assim: Fy = (—=2,24++/15) , Fy=(-2,2—/15)

Medida do eixo-maior: 2a = 8

Medida do eixo menor: 2b = 2

Distancia focal: 2c = 24/15
V15

Excentricidade: e = c_V»
a 4

O esbogo da elipse fica entao da forma:

Figura 5.15:

2) Os focos de uma elipse sio os pontos Fy = (—1,—1) e F, = (—1,3). Sabendo que sua

. 3 . . :
excentricidade vale —, determine a equacgao cartesiana dessa curva.

Temos:

Centro da elipse = ponto médio de F}F,
—-1-1 —-1+3
=(—1,1).
2 ? 2 ) ( ? )
O segmento F1Fy € paralelo ao eixo-y. Isso nos diz que o eizo maior da elipse é paralelo

=

ao eiro-y e, entdo, sua equacao fica da forma:

(x—h)?  (y—k)?
b? * az !
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Usando as coordenadas do centro:

G172 (1)
b? i a !

3
Sabendo que: g —e=Cl¢ que 2¢c = dist(Fy, Fy) = 4, obtemos:
a

V3

2 6
C:2 e —:—:\/ga:6:a:_
a

3 V3

Sendo a® = b* + 2, temos que:

2
b2:a2—62:(%> — 22 3§6—4:12—4:8
Assim: 2 2

@1, w1
8 12

€ a equacao da elipse procurada.

By

Figura 5.16:

3) Determine a equagao cartesiana da elipse que passa pelo ponto P = (1,—2) e que tem como
focos os pontos Fy = (—3,1) e F, = (5,1).

O segmento F1Fy € paralelo ao eizo-z. Assim, o eixo maior da elipse € também paralelo ao
eixo-z e, entao, a elipse tem equacao da forma:

(= WP =k _

a? b2 1
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Temos ainda:
=(1,1).

= —3+5 141
Centro (ponto médio de F1F5): C = ( 2+ ,% :)

2c = dlSt(FlFQ) =8=c=4.
Assim temos a equacdo:

(z—1? (-1
a? * PH !

Usando que P = (1,—2) pertence a elipse, temos:

1-1)?  (=2-1)
a? - b? =1

<_3>2 2

2 =1=9=b"=0b=3
Assim: a®> = b* 4+ 2 = 4% + 3% = 25.
Portanto a equacdo fica da forma:

(m—1)2+(y—1)2:1

25 9

Figura 5.17:

5.3.2 Hipérbole

Hipérbole é o conjunto de pontos P = (x, y) no plano tais que a diferenca entre as distancias

de P a dois pontos fixos F} e F5, em mddulo, é constante.
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Chamando 2¢ = dist(F,Fy) e escolhendo a > 0 tal que 2a < 2¢, podemos dizer que um

ponto P pertence a hipérbole quando:

| dist(P, Fy) — dist(P, Fy) |= 2a

Os pontos F} e F, sao os focos da hipérbole.

Equacoes da hipérbole

Consideraremos b = v/¢? — a? no que vamos estudar sobre a hipérbole.

1) Equacao da hipérbole cujos focos sao F; = (—¢,0) e F; = (c,0).
2 2
Demonstragao:
Um ponto P = (x,y) pertence a hipérbole quando | dist(P, F}) — dist(P, F») |= 2a
Trabalhando a equacao, temos:
| dist(P, Fy) — dist(P, F5 = 2a |
dist(P, Fy) — dist(P, F; = +2a
V@ TPy —0P - /w—cP + (y = 0P = £2a
VE+e)2+yr=(r—c)?+1y2+2a

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

Vs T] = [V—are s k)

(x+c)?+y* = (x—c)2+y2j:4a\/m+4a2

22 4+ 2cr + A 4+ y? = 22 — 2cx + A + y? + 4a® £ dar/ (v — )2 + y?
dex — 4a® = Hdar/(x — ¢)? + y2

cr —a® = tay/(z — ¢)? + y?

Elevando ambos os membros ao quadrado:

(cx —a®)? = [ar/(z — ¢)? + y?)?

*1? — 2ca’z + a = a®[(z — ¢)? + 7]

Ax? — 2ca’r + a* = a® (2% — 2cx + A + y?)
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2x? — 2ca’xr + a* = a*a® — 2a’cx + a’c? + a*y?
(2 — a?)z? — a?y? = 23 —
(@ — a?)z? — a?y? = a2(&% — a?)

Usando que b? = ¢? — a?:

b21]2 _ a2y2 — a262
B2 a?y? B
a2b?  a2b?
@2y

a2 b2

O esboco de uma hipérbole desse tipo fica da forma:

P4 Ay -
Q T

[ ]

Figura 5.18:

Essa hipérbole é simétrica em relagao:

e a0 eixo-y: se substituirmos x por (-x) na equagao da hipérbole, ela nao se altera.
e a0 eixo-x: se substituirmos y por (-y) na equagao da hipérbole, ela nao se altera.

e & origem: se substituirmos x por (-x) e y por (-y) na equagao, ela nao se altera.

2
, . _ x
Além disso, fazendo y = 0 na equacao, obtemos: - =1= > =a®> = 1 = Fa. A

a
hipérbole intercepta o eixo-x nos pontos A; = (—a,0) e Ay = (a,0), os quais serdo chamados

de vértices da hipérbole. O ponto C' = (0,0) é o centro da hipérbole.
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2) Equagao da hipérbole cujos focos sao I} = (0,¢) e F» = (0, —c)

A demonstracao é analoga aquela feita no caso 1. O esbog¢o de uma hipérbole desse tipo

fica da forma:

Figura 5.19:

A hipérbole é simétrica com relacao ao eixo-x, ao eixo-y e a origem. Fazendo x = 0 na
2

equagao, obtemos: y_2 = y? = a®> = y = Fa. A hipérbole intercepta o eixo-y nos pontos
a
Ay = (0,a) e Ay = (0, —a), que sdo os vértices da hipérbole. O ponto C' = (0,0) é o centro da

hipérbole.

Elementos da hipérbole
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Figura 5.20:

C: Centro (ponto médio de F; F)

Ay, Ag: vértices

A Ay: eixo real(ou transverso)

medida do eixo real: 2a

B By: eixo imaginario (ou conjugado)

medida do eixo imaginario: 2b

(o centro da hipérbole é o ponto médio do segmento B, Bs)
Fy, Fy: focos

2¢: distancia focal

c
e = —: excentricidade (e > 1)
a

Sobre as assintotas de uma hipérbole

2 2
. C . ., ~ Y
Consideremos inicialmente o caso 1 estudado: a hipérbole de equagao: — — = 1.
a

Trabalhando a equacao acima:
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&2

Quando z cresce muito (x — o0) (ou analogamente, x decresce, x — —00), o valor 4/1 — —
x
se aproxima de 1. Assim, a equagao acima tende a forma: y = +—=.
a

No curso de céculo 1, vocé ird trabalhar com assintotas (veja a apostila de célculo 1, pagina

142, obs. 48, assintota inclinada). Vamos explicitar parte das contas.

1° quadrante: z — +o00

b 2
y:—xwl—a—zéaparte da hipérbole trabalhada.
a x
2
b 2 b 2 b \I- =~ 2
lim — oy f1- 2= tim “o(/1-S 1] = lim 2a¥—2 [ /1-L 41
r—+00 2 a  a—toa x? zoteoa i a2y x?
x2

1_a_2_1 éx(_—(ﬂ) —ab

2 2
limz_>+oo a T 24 5 = hmz_,+00 a 21‘ = llmx_>+oo x2 =0
a a a
1—— +1 1-— +1 1—— +1
T T T

Podemos fazer o mesmo estudo (as contas sdo parecidas !) nos demais quadrantes:

2° quadrante: x — —o0

b 2
y=——x4/1—- a_2 é a parte da hipérbole trabalhada.
a x

y = —— x é assintota.
a

3° quadrante: z — —o0

b [ a?
y=— 1z /1 — — éa parte da hipérbole trabalhada.
a x
b,
Yy = — x € assintota.
a

2° quadrante: © — 400

b 2
y=——x4/1— a_2 é a parte da hipérbole trabalhada.
a x

y = —— x é assintota.
a
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Figura 5.21:
. , b
Equacao da assintota r: y = —x
a
. , b
Equagao da assintota s: y = ——ux.
a
2 2
Consideremos agora o caso 2 estudado, a hipérbole tem equagao = — i 1. De forma
, a a , o @ N
analoga, as retas y = 7 rey= —3 x sao assintotas da hipérbole em questao.

Figura 5.22:
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22 2
Exemplo 75. 1) A equagao 19" 1 representa uma hipérbole do caso 1: seu centro tem

coordenadas C = (0,0),a*> =4 e b = 9.

Usando que a = 2, temos que Ay = (—2,0) e Ay = (2,0) sdo seus vértices. Sendo ¢* =
a>+ b =449 = 13(c = V13), temos que Fy = (—/13,0) e Fy = (v/13,0) sdo seus focos.
Ainda:

medida do eizo real (transverso): 2a = 4
medida do eizo imagindrio (conjugado): 2b = 6.

distancia focal: 2¢ = 2+/13

o c
excentricidade: e = — =

o>~ w

a
) b .
assintotas: Yy = —x ey = —— T, OU S€ja:
a a
3 3 -
=—xey=——
Y 5 ) 5
Figura 5.23:
TR
2) A equagado i 1 representa uma hipérbole do caso 2: seu centro é C' = (0,0),a* = 8

eb?> =8. Como a = 22, temos que A; = (0,2v/2) e Ay = (0, —2v/2) sdo seus vértices. Sendo
A=a>+1*=8+8=16(c =4), temos que F} = (0,4) e Fy = (0, —4) sdo seus focos. Ainda:

medida do eivo real (transverso): 2a = 4y/2
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medida do eizo imagindrio (conjugado): 2b = 4+/2.

distancia focal: 2¢ = 8

4 2 V2

c
excentricidade: ¢ = — = —— = — x ~—= = /2
a 22 V2 V2
assintotas: y = % Tey= —% T, ou seja:
y=rey=—=x

Figura 5.24:

Observacao 31. Uma hipérbole é equildtera quando seus eizos real e imagindrio tém o mesmo

comprimento. Isto significa que a =b. A hipérbole do exemplo anterior € equildtera.

Exemplo 76. O centro de uma hipérbole estd na origem, seu eixo real se encontra ao longo
do eizo-x e uma de suas assintotas tem equacao 2x — by = 0. Sabendo que a hipérbole passa

pelo ponto P = (6,2), determine sua equagado.

2,2
Ny sy - x Yy .
Uma hipérbole com essas caracteristicas tem equac¢ao da forma: — — <= = 1. As assintotas

a? b2
b

b 2
desse tipo de hipérbole tem a forma: y = — x,y = —— x. Neste caso, temos y = £ T, 0 que
a a
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nos diz que — Usando que b = ga na equagao da hipérbole, obtemos:

Usando que P = (6,2) pertence a hipérbole, temos:

36 4 36 25 11 ,
25¢
2 4 4.11 44
b=—a=b0V=—ad=2>0V=——=10=—.
5 ¢ 25 ¢ 25 25
2 2
Assim: —

T 1 € a hipérbole procurada.

25

Vamos agora estudar mais dois casos de hipérboles.

3) Equagao da hipérbole de centro C' = (h, k) e eixo real paralelo ao eixo-x.

Y

\_
/‘

(0]

Figura 5.25:

Fazendo uma translac¢do no sistema Oy, obtemos o sistema x'O"y’, onde O’ = (h, k). Com
relacao a esse ultimo sistema, a hipérbole tem centro na origem e eixo real sobre o eixo das

abscissas (eixo-x’). Estamos trabalhando, entao, com o 1° caso de hipérbole estudado. Entao,

SL’/ 2 N2

em relacao ao sistema 'Oy, a equacao da hipérbole fica da forma: ( 2) — % = 1.
a

Usando as formulas de transformagao entre os sistemas:
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r=12+h
y=y +k
obtemos:

(x—=n)? (y—Fk?
a2 b L

Observacao 32. A equacao acima € chamada equagao reduzida da hipérbole. As assintotas

dessa hipérbole sao as retas de equacoes:

b b
y—k=—-(x—h) e y—k=——(z—h)
a

a

b

(retas que passam pelo centro da hipérbole e que tém como coeficiente angular — e —— respec-
a a

tivamente).

4) Equacao da hipérbole de centro C' = (h, k) e eixo real paralelo ao eixo-y.

\
/‘

Figura 5.26:

Fazendo o mesmo processo do caso anterior, obtemos a seguinte equacgao:

(y—k)?*  (z—h)

a? b2

=1
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Observacao 33. A equacao acima é chamada de equacao reduzida da hipérbole. As assintotas

sao as retas que tém como equacoes :

y—k:%(x—h) ey—k:—%(x—h).

a a
(retas que passam pelo centro da hipérbole e que tém como coeficiente angular 7 e —3 respec-

tivamente).

Exemplo 77. 1) Determine a equagao cartesiana da hipérbole de centro em C = (0,2),
excentricidade e = /2 e que passa pelo ponto P = (0,2 + \/g), sabendo ainda que seus focos

estao sobre o eizo das ordenadas (eizo-y).

Como os focos estao sobre o eixo-y, a equacao dessa hipérbole tem a forma

(y—k? (z—h)

a? b2 =1

Usando as coordenadas do centro, fica da forma:

(y—2)? a?
T et

Usando que € e =2, temos que ¢ = \/2a. Assim:
a

E=a>+0 =22 =a>+0 = b =d?

Voltando a equacao:

Como P = (0,24 V/8) € um ponto da hipérbole, esse ponto satisfaz sua equagdo:

2 8 —2)2 0?2 8
—(Jr\/; )——2:1:>—2:1:>a2:8.
a a a

Sendo V? = a2, seque que b*> = 8. Assim, a equacdo da hipérbole fica da forma:
(y—2? 2

BT
8 8
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Figura 5.27:

2) Determine a equagao cartesiana da hipérbole com as sequintes caracteristicas: tem centro
no ponto C' = (h, h), possui uma assintota de equagdo y = 3z —4, passa pelo ponto P = (—2,2)
e seus focos estao sobre uma reta paralela ao eizo das abscissas (eizo-x).

Como os focos estao sobre uma reta paralela ao eizo-x, a equacao da hipérbole tem a forma:
(z—h)? (y—k)?* _
e 1.

Neste caso, como k = h, podemos reescrevé-la na forma:

(@—h)? (y—"h? _

p 72 1.

As assintotas de hipérboles nessa forma tém coeficiente angular — e ——. Observando a
a a

b
equacao y = 3x — 4, temos que — = 3, ou seja, b = 3a.
a

A assintota passa pelo centro C = (h, h). Assim, esse ponto satisfaz a equa¢ao y = 3x — 4.

Ou seja:
h=3h—4=4=2h=h=2

Podemos reescrever a equacdao da hipérbole:

(-2 (-2
a? (3a?)

=1
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Aqui, usamos também que b = 3a. Sendo P = (—2,2) um ponto dessa hipérbole, temos que
ele satisfaz a equacao da hipérbole. Ou seja:

(22 (-2 | _ (-4

a? 9a2 a?

:1:}&2:16:>CL:4

Assim: b= 3a = 12. A equagao fica entao da forma:

(-2 (=27 _,
16 144 ‘

Figura 5.28:

3) Dada a equagio x* — 4y* — 6z + 24y — 31 = 0, encontre a equagdo reduzida correspondente.
Identifique a curva trabalhada e encontre as coordenadas de seus focos, vértices e centro. Cal-
cule sua excentricidade e, se for o caso, encontre as equagoes de suas assintotas. Faca um
esbogo da curva, indicando seus elementos.

Vamos trabalhar a equacdao até obtermos a equagao reduzida correspondente.

2?2 —4y? — 62+ 24y — 31 =0

72 —6r+9—9—4(y* —6y) —31=0

(x—3)—9—4(y* —6y+9—-9)—31=0



164 CAPITULO 5. CONICAS E COORDENADAS POLARES

(z—3)—-9—-4[(y—3)*-9-31=0
(z—3)2—4(y—3)2—-9+36—-31=0
(z—3)2—4(y—3)2—-4=0
(z—=3)° —4(y —3)* =4

z — 3)?

T~ =37=1
Nome da curva: hipérbole (com eixo real paralelo ao eizo-z)
Centro: C = (3,3)
a>=4=a=2
=1=b=1
A=+ =441=5=c=+5
Focos: Fy = (3 —1+/5,3), Fy = (3+/5,3)
Vértices: A1 = (3—2,3)=(1,3), Ay =(3+2,3) = (5,3)

c b

Excentricidade: ¢ = — = —
a 2

Assintotas: as duas assintotas passam pelo ponto C = (3,3) e tém coeficientes angulares

b 1 b 1 . N . .
—=—e——=——. Assim, as equagoes sao as sequintes:
a 2 a 2

1
y—3=—=(x—=3) e y—3:—§(:v—3)

Ou ainda:

PSP SRR PR
Y=omgtm g =¥ =587y
1 3 1 9
y=3—sr+-=>y=—zr+

2 2 2 2
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~
e

Figura 5.29:

5.3.3 Parabola

Parabola ¢ o conjunto de todos os pontos P de um plano equidistantes de uma reta r
(chamada de diretriz) e um ponto fixo F' (chamado de foco) nao pertencente a reta r. Ou seja,

a parabola é oconjunto dos pontos P de um plano tais que:

dist (P, F') = dist (P, r)

Figura 5.30:

Equacgoes da Parabola

1). Pardbola de foco em F' = (p,0) e reta diretriz = —p
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Figura 5.31: p >0

Figura 5.32: p <0

A demonstracao abaixo serve para os casos em que p > 0 ou p < 0.
Q = (z,y) pertence a pardbola <= dist (Q, F) = dist (Q,r) < dist (Q, F) = dist (Q, Q")

Como @' = (—p,y), podemos escrever:
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V(@ —p2+y—02=(z+p?+(y—y)?
(z—p)*+y° = (z+p)°
x? —2px + p* +y? = 2 + 2px + p?

y* = dpx
2). Pardbola de foco em F' = (0,p) e reta diretriz y = —p

2% = 4dpy

A demonstracao é feita de forma andloga aquela do primeiro caso.

—p

Figura 5.33: p > 0

Figura 5.34: p <0
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Elementos da parabola

e

Il i

Figura 5.35:

V' vértice
F: foco
r: (reta) diretriz

e: eixo (de simetria)

Exemplo 78. 1). Identifique os elementos da pdrdbola de equagdo y*+x = 0. Faga um esboco

dessa pardbola.

A pardbola y* = —x € uma pardbola cuja equacio estd na forma y* = 4pr (Caso 1).
Comparando as equagoes, temos que:

1

Vértice: V = (0,0).
1
Foco: F = (p,0) = (—Z,O).

Reta diretriz (equacao): x = —p, ou seja, v = 7

Fizo (equacao): y =0 (eizo-z)
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Figura 5.36:

2). Uma pardbola tem vértice na origem e passa pelo ponto A = (—4,4). Sabendo que a diretriz

dessa pardbola € uma reta paralela ao eixo-z, encontre a equacao dessa pardbola.

Como V = (0,0) e a reta diretriz é paralela ao eizo-z, a equacdo dessa pardbola é da forma:

x* = 4py (Caso 2). Sendo A um ponto da pardbola, ele deve satisfazer sua equacg@o:

(—4)? =4pd=—=16p=16=p=1

Assim, a equacdo da pardbola fica da forma: z* = 4y.

Figura 5.37:
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Vamos apresentar agora mais 2 casos de pardbola.
3). Pardbola com vértice em V = (h, k) e eizo paralelo ao eizo-x

A equagio dessa pardbola é da forma: (y — k)* = 4p(x — h).

o

o T

Figura 5.38:

Fazendo uma translagio no sistema xOy, obtemos o sistema ©'O'y', onde O = (h,k).
Com relacdo a esse tultimo sistema, a pardbola tem vértice na origem e eixo sobre o eixo das
abscissas (eixo-z’). Estamos trabalhando, entdo, com o 1° caso de pardbola estudado. Entdo,

em relagdo ao sistema 'Oy, a equagdo da pardbola fica da forma: (y')* = 4px’.

Usando as formulas de transformacao entre os sistemas:

r=12+h
y=y +k
obtemos:

4). Pardbola com vértice em 'V = (h, k) e eizo paralelo ao eizo-y

A equacdo dessa pardbola é da forma: (v — h)* = 4p(y — k).



5.3. CONICAS 171

v

o h 2]

Figura 5.39:

Fazendo o mesmo processo do caso anterior, obtemos a equacao:
(x —h)® =4p(y — k)

Observagao 34. As equacoes encontradas nos 4 casos acima sao chamadas de equagoes re-
duzidas da pardbola.

Exemplo 79. 1). Uma pardbola de equacio x* = 4p(y — k) passa pelos pontos A = (—4,0),
e B = (8,6). Encontre as coordenadas do vértice, foco e a equag¢ao da reta diretriz dessa
pardbola.

Como A e B sao pontos dessa pardbola, entdo suas coordenadas satisfazem a equagao da
curva:

(—4)> =4p(0 — k) = 16 = —4pk (1)

82 = 4p(6 — k) = 64 = 24p — dpk  (2)

Substituindo (1) em (2), obtemos: 64 = 24p + 16 = 24dp = 48 = p = 2.

Usando que 16 = —4pk e p = 2, obtemos que k = —2.

Assim, a equacdo da curva fica da forma: x* = 8(y + 2).

Vértice: V = (h, k) = (0, —2).

Usando a forma da equagdo da pardbola (caso 4) e que p = 2 > 0, temos que a pardbola
possut concavidade para cima.
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Figura 5.40:

Com o auzilio da figura acima, obtemos:
Foco: F = (0,0)
Reta diretriz: y = —4

2). Dada a equagdo y* — 6y + 4o — 11 = 0, identifique a curva trabalhada e encontre as
coordenadas cartesianas de seus elementos.

Vamos inicialmente trabalhar a equacao dada até chegarmos na equacao reduzida corre-
spondente.
Yy — 6y +4r—11=0
P —6y+9—-9+42—-11=0
(2 =6y +9)—9+4r — 11 =0
(y—32—9+4x—11=0
(y —3)2 +42 —20 =0
(y —3)* = —4x + 20
(y — 3)* = —4(x — 5) (Bquagdo reduzida de uma pardbola - caso 3)
Observando a equagao acima, podemos escrever:
Vértice: V = (5,3)
dp=—4—=p=-—1

Como p=—1 <0, a concavidade da pardbola esta voltada para a esquerda.
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Figura 5.41:

Com o auzilio da figura acima, obtemos que:
Foco: F = (4,3)

Reta diretriz: x =6

5.4 Equacgoes Paramétricas

Consideremos F(x,y) = 0 a equagao cartesiana de uma curva plana C' e sejam x e y fungoes

de uma terceira variavel ¢ de maneira que podemos escrever:

Suponhamos que, para qualquer valor permissivel de t, as equagoes = = f(t) e y = g(t)
determinem um par de valores reais x e y que satisfazem a equagao F'(z,y) = 0. Consideremos
ainda que, para qualquer par de valores reais x e y que satisfazem F'(z,y), exista ¢ tal que
x = f(t) ey = g(t). Se essas duas situagoes ocorrerem, vamos dizer que x = f(t) e y = g(t)

sao equacoes paramétricas da curva C'. Nesse caso a variavel é denominada parametro.

Veremos, através de exemplos, que equagoes paramétricas nao sao unicas.

Exemplo 80. 1) Encontre equagdes paramétricas para a reta de equagdo y = —3x + 4.
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Chamando x = t, podemos escrever:

z=t
teR.
y=-—-3t+4
As equagoes acima sao paramétricas para a reta dada. Poderiamos, por ezemplo, parametrizd-

las da sequinte forma: chamando x =t + 1, teriamos:

y=-3r+4=-3(t+1)+4=-3t—-3+4=-3t+1.

Assim:
r=t+1
teR
y=-3t+1

sao equacgoes paramétricas para a reta dada.

2) Encontre equacdes paramétricas para o segmento de reta AB, onde A = (—2,1) e B =
(1,-2).

Vamos encontrar inicialmente a equacao da reta que passa por A e B. Temos:

y+2=m(x—1) (usando o ponto B)

Como o ponto A = (—2,1) é um ponto da reta:

1+2=m(-2-1)

3=-3m=m=—1.

Assim, a equacdo da reta fica da forma:

y+2=—-1(x—1)

y=—-2—x+1

y=-v-—1

Parametrizando a reta: chamando x =t, temos:

=1t
teR
y=—t—1

Mas queremos uma parametrizacao para o segmento AB:
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Figura 5.42:

Nesse segmento, temos que —2 < x < 1. Como x = t, temos —2 < t < 1. Assim, a
parametrizacao do segmento fica da forma:
=1t

—2<t <1
y=—-1t—1

3) Encontre uma parametrizagdo para a pardbola: (y — 2)* = 16(x — 4)
Resolugao: chamando y =1t + 2, podemos escrever:

(t+2—2)2:16x—64
1 64 1
t2 = 162 — 64 =24+ — = —t24+4
6r — 64 = x 16 +16:>x 16 +

Assim, paramétricas para essa pardbola ficam da forma:

1
r=—t*+4

16 t € R.
y=t+2

5.4.1 Uma parametrizacao para a circunferéncia

Consideremos a circunferéncia de equacao cartesiana 22 +y? = a?,a > 0. Vamos apresentar

a seguir uma forma de parametriza-la (existem outras...)
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Figura 5.43:

Seja P = (z,y) um ponto da circunferéncia. Consideremos ¢ o angulo que o segmento OP
faz com o lado positivo do eixo-x (medido no sentido anti-horario). Podemos escrever:

cost = — = x =acost

sent =

@|Q§@|%§

=y =asent

R T = acost
Entao:

t €[0,2n]
y=asent
é uma parametrizacao para a circunferéncia dada.

Vamos considerar agora a circunferéncia de equacao

(x—20)’+(y—w)’=a> , a>0

Fazemos uma translagao no sistema xQOy para obtermos o sistema 2’O"y’, onde O’ = (z0, yo).
Com relagao ao novo sistema, a equagao cartesiana da circunferéncia é:

(@) + () = a2

Assim:
2 =acost
. t €[0,2n]
Yy =asent
sao paramétricas para a circunferéncia. Lembrando que:

=12 +zx,
Y=y +Yy
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podemos reescrever as paramétricas:

T — X9 = acost
t € [0, 2m].
Y — 1Yo =asent

Ou seja:

T = Tg+ acost
t €10, 27]
Yy =1y +asent

Exemplo 81. 1) A circunferéncia x*> + y?> = 9 pode ser parametrizada da sequinte forma:

xr = 3cost
0<t< 2

y =3sent

2) A circunferéncia (x — 3)? + (y + 5)* = 7 pode ser parametrizada da sequinte forma:

z =34+ Tcosb

<0< 27
y:—5+ﬁsen9

3) A parte da circunferéncia (x —3)? + (y+5)? =4 em que 1 < x < 3 pode ser parametrizada

da sequinte forma:

3T

< -

T =3+2cosyp T
2 2

y=—5+2sen¢y

Figura 5.44:
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4) Sabendo que

r =14 4cos
" pelfo2n
y = —4senp

sao equagoes paramétricas de uma curva plana, encontre a equacao cartesiana correspondente.

Identifique a curva trabalhada.

Sabemos que cos® p + sen?p = 1. Observando as paramétricas, podemos escrever:

r—1 Y
senp = —

cosp=—, —

4 —4 16 16

A curva é uma circunferéncia de centro C' = (1,0) e raio 4.

—1 2 2 _12 2
Assim: (x—) —l—(i) :1=>M+y—:1:>(x—1)2+y2:16.

5.4.2 Parametrizacao da elipse

Vamos iniciar esta parte apresentando uma parametrizagao para uma elipse de centro na

origem e focos sobre o eixo-x.

Figura 5.45:

2 2
Dada a elipse de equagdo — + -5 = 1, tracemos uma circunferéncia de centro na origem

e raio a. Seja P = (x,y) um ponto sobre a elipse. Agora, tracemos uma reta perpendicular



5.4. EQUACOES PARAMETRICAS 179

ao eixo-x, passando por P. Vamos chamar de A o ponto de intersecao dessa reta com a
circunferéncia localizado no mesmo quadrante do ponto P. Vamos chamar de 6 o angulo que

o segmento OA faz com o eixo-x (lado positivo, angulo medido no sentido anti-horario).

Chamando de A’ o ponto de interseccao do eixo-x com a reta que passa por P e A e

observando o triangulo OAA’, podemos escrever:

~

S

A
cos@z‘|_”:§:x:a0089
a

s

Usando a equacao cartesiana da elipse e usando que x = a cos 6, temos:

2 2 2 2

(acos@)? 92 a’cos® o, Y Y 9
> +b_2:1 = — _|_b_2:1 = cos 9—|—b—2:1 = b—2:1—C089 =

ﬁzsen% = ¢y =0b’sen’d) = y=+bsend

Temos que b > 0 e fazendo uma anélise da figura, observamos que y e sen tém sempre o

mesmo sinal. Assim:

y = bsen6

Para descrever todos os pontos da elipse, é necessario que 0 < 0 < 27. Notemos ainda que,

se z,y € R tais que = acosf e y = bsenf, 0 < 0 < 2, teremos (x,y) pertencente a elipse,

pois:
(acosf)?  (bsen®)?
a? * b? =1
Dessa forma:
x =acosf
0 <27
y = bsen6

sao equacoes paramétricas para a elipse em questao.

Usando um processo semelhante, podemos parametrizar uma elipse de centro na origem e

focos sobre o eixo-y.
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Figura 5.46:

Usando o triangulo OAA” podemos escrever:

Mn
senf = | — | — sené’:g:>y:asen9.
| OA| a
22
Comoﬁ—i—?:l,temos:
z? y? z? a’ sen 20 z? 9
b_2:1_§:>b_2:1_T:>§:COS 0 — x =bcosb

pois b > 0 e x e cosf tém o mesmo sinal.
Assim:

z = bcosl
onde 0 < 0 < 27

=qasend

sao equacoes paramétricas da elipse em questao.

Vamos agora olhar os casos em que a elipse tem centro em C' = (h, k) e eixos paralelos
aos eixos coordenados. Usaremos translacao de eixos para encontrar parametrizagoes para as
elipses:

2 2
(x—h)* (y—k)?" _

(1) o + 72 =1
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Seja o sistema 2’0"y’ (onde O'(h,k)) obtido a partir de translacdo do sistema zOy. As
equacoes paramétricas para os tipos de elipse citados com relagao ao sistema 'Oy’ ficam

respectivamente na forma:
(1) ' =acosf 1y =bsenfl 0<0<L2re
(2) ' =bcosf Yy =asenf 0<0O<L2m.

Como 2’ =z — h ey =y — k, podemos escrever:

x=h+acost

(1) 0<6< 2
y=~Fk+bsent
x=h-+bcost

(2) 0<0< 2
y=Fk+asend

Essas sao parametrizagoes para as elipses citadas acima (1) e (2) respectivamente.

2 2

Exemplo 82. 1) A elipse IZ + % =1 pode ser parametrizada da forma:
x = 2cost
0<6<2r
y = 3senf

(Neste caso: a* =9 e b* = 4)

—3)? L 1)?

5 - = 1 pode ser parametrizada da forma:

2) A elipse (z

r =34+ 5cosb

0<0<2n
yz—l—i—ﬁsenQ

(Neste caso: a®> =25 e b*> =17)

3) Dadas as equagies paramétricas:

T =2-+4cost
0<t< 27

y = 3sent

encontre a equac¢ao cartesiana correspondente. Identifique a curva trabalhada.
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Temos que:

cos’t + sen’t = 1.

x
Usando que: cost =

r—2\"  ry\2 (x—2)?  y?
A N UV A |
( 1 ) +<3> 6 9

e sent = %, obtemos:

5.4.3 Parametrizacao da hipérbole

Vamos iniciar apresentando uma parametrizagao para a hipérbole de centro na origem e

focos sobre o eixo-x.

Figura 5.47:

Vamos fazer uma demonstracao considerando o caso b < a. O caso b > a é feito de forma

andloga.
O procedimento que d4a origem ao desenho acima é o seguinte:
1. Tragar as circunferéncias de centro em (0,0) e raios a e b.

2. Tragar uma semi-reta [ passando pela origem. Tal reta encontra a circunferéncia de raio
a no ponto que vamos chamar de C'. A reta [ forma um angulo # com o lado positivo do eixo-x

(sentido anti-horario).
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3. Tragar a reta t tangente a circunferéncia de raio a no ponto C. A reta t encontra o

eixo-x no ponto que vamos chamar de D.

4. Tracar uma perpendicular ao eixo-x passando pelo ponto B (encontro da circunferéncia
de raio b com o eixo-x). Esta perpendicular encontra [ no ponto E. Tragar uma perpendicular
ao eixo-x passando por D. Tragar uma paralela ao eixo-x passando por E. Encontramos o

ponto P(x,y). Veremos que tal ponto P é um ponto da hipérbole (como a figura sugere).

Do triangulo OC' D, temos:

|OC| a 77 3
cos) = ——=— = x=asect, 0 # —-el#* —
|OD| = 7 2 7 2
Do triangulo OEB:
| BE'| 'y T 3
tgl = —— === y=>bt 9,9 — e —.
80=105 "y VT Foel#F
Notemos que, se P(x,y) pode ser obtido através do processo acima, isto é, se P satisfaz
2 2
xr = asech ey = btgh, entao = e y satisfazem a equacao 33_2 — ’Z—z = 1. Logo, P pertence
a

a hipérbole acima. Notemos ainda que as equacgoes x = asecf e y = btgf, 0 < 0 < 27,
0 # g el #£ 3% descrevem todos os pontos da hipérbole trabalhada: como sec§ assume todos
os valores no conjunto (—oo,—1] U [1,4+00), temos que z = asecf assume todos os valores
menores ou iguais a —a e também maiores ou iguais a a. Como tgf assume todos os valores

reais, temos que y = btg# assume também todos os valores reais. Logo, as equagoes:

r = asect T 3T
, 0<<0<2m, 0#—- ¢ 0+ —
{y:bt99 T 0Fg el

i ) L - ] Loat
sao equagoOes paramétricas para a hipérbole de equagao cartesiana — — i 1.
a

Passamos agora a parametrizagdo da hipérbole de centro em C' = (0,0) e focos sobre o

eixo-y. Vamos apresentar apenas as equagoes, sem demonstragoes:

=btgl
z g 0< 7r6 3

y = asect

Consideremos agora as hipérboles de equagoes:
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(y—k)? (z—h)p
a2
Usaremos translagao de eixos para encontrar parametrizagoes para essas hipérboles. Seja
o sistema 2’0"y’ (onde O'(h, k)) obtido a partir da translacao do sistema zOy. As equagbes

paramétricas para os tipos de hipérbole citados com relacao ao sistema 'Oy’ ficam respecti-

=1.

(2)

vamente da forma:

(1) 2/ = asect "=btgd 0<9<27rcom97ége97é—.

3
(2) 2’ =btgh y =asech 0<9<27TCOIH97£%697£§

Como ' =z — h ey =y — k, podemos escrever:

— h+ asech
0 T asec 0<O<2m o 97&169#3_7
y=Fk+btgd 2 2
=h+btgd
@ 4" 8 0<o<om o 64 2T
y=k+asech 2 2

As equagoes (1) e (2) acima sdo parametrizagoes para as hipérboles (1) e (2), respectiva-

mente.

2

2
Exemplo 83. 1) A hipérbole de equagao cartesiana % — % = 1 pode ser parametrizada da
sequinte forma:
x = 2secf 3
0<0<2r ¢ 042 co4+ 2
y=2v2tgh 2 2
Aqui, a =2 e b= 2V2.
—2)? 1)2
2) A hipérbole de equacao cartesiana y ) - (z+1) = 1 pode ser parametrizada da

, 9 7
sequinte forma:
r=—-14+7 tg 6

0<0<2r e Q#E 697&3—7
=2+ 3sech 2 2
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Neste caso, o centro é C = (—1,2), a=3 e b= /T.
3) Dadas as equagoes paramétricas abaizro, encontre a equagao cartesiana correspondente. Iden-
tifique a curva trabalhada.

r =3+ 5sect 3
0<t<2r e t#ﬁet#—w
y=2+ tgt 2 2

—3)2
Usando que 1+ tg?t = sec®t, podemos escrever: 1+ (y — 2)* = u

(37_3>2 2 _
2—5—(y—2) =1.

As equagoes paramétricas dadas representam a hipérbole que tem como equacgao cartesiana
a equacao encontrada acima.

2 2
x
4) Encontre uma parametrizacao para a parte da hipérbole T 1, onde x > 2.

Figura 5.48:
Vamos trabalhar com a equagao da hipérbole:
1

22y 22 y? y? v?\ 2

T S N =y N Iy [N A [y 2N [ [ A

116 VI T <+16) v (+16)

Observando o esboco da hipérbole, notamos que a parte da hipérbole em que x > 2 ¢é
exatamente seu "ramo de direita”. Assim, neste caso.

2

[y
_on/1+ L
v 16
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Chamando y = t, temos:

t2
= /1+—
v T%6 teRr

y=t
¢ uma parametrizacao da parte pedida.

5.5 Coordenadas Polares

Um sistema de coordenadas no plano ¢ utilizado para localizar qualquer ponto nesse plano.

O sistema de coordenadas polares é constituido de um ponto fixo e uma semi-reta orientada

que passa pelo ponto fixo citado.

polo e1xo polar

Figura 5.49: Sistema de Coordenadas Polares

O ponto O é chamado de polo e a semi-reta, de eixo polar.

Um ponto P do plano fica bem determinado por um par ordenado (r,#), onde:
| r |= dist(P,0O).

0: medida (em radianos) do angulo entre o eixo polar e o segmento OP.

maal

Figura 5.50:
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Algumas observagoes devem ser feitas:

1) Se 6 for medido no senti anti-horério, temos 6 > 0. Caso contrério, ou seja, se ¢ for medido

no sentido horario, teremos 6 < 0.
2) O par ordenado (0,0), para 6 qualquer, representa o polo.

3) As coordenadas polares de um ponto nao sao unicas. Por exemplo, se (r, ) representa um

ponto P, o mesmo podera ser representado por: (r,0 + 27), (r,0 + 47), etc.

4) Se r > 0, teremos r = dist(P,0). Caso r < 0, vale o seguinte:

(r,0)={(]r],0+m).

Figura 5.51:

Exemplo 84. Representar os sequintes pontos em um sistema de coordenadas polares:

a) A= (2 %) b) B = (—2»9 ¢)C= (4’_9 9 D= (_47_3;)
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‘_lj_._._._._._._._

Figura 5.52:

Observacao 35. O ponto A do exemplo anterior poderia ser representado também das sequintes

formas (dentre outras):
9 T 5T
A = <27 Z) s A = (2, —Z> s A = <—2, Z)

Relacgao entre o sistema de coordenadas cartesianas e o sistema de
coordenadas polares

Vamos considerar aqui a seguinte situagao: o polo do sistema de coordenadas polares
coincidindo com a origem do sistema de coordenadas cartesianas e o eixo polar coincidindo
com o lado positivo do eixo das abscissas. Seja P um ponto do plano de coordenadas cartesianas

(x,y) e coordenadas polares (r,0).

T

eixo polar

Figura 5.53:

Observando a figura, podemos escrever:
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T
cos=— =— x=rcosh
r
_ Y _
senff =<2 — y=rsenf
T
224yt =2

tgezy se x#0
x

Observagao 36. Na figura, consideramosr >0 e 0 < 0 < 7. Demonstracao andloga pode ser

feita para o caso em que r <0, 0 > 5 ou 0 <0. As relagoes serdo as mesmas.

Exemplo 85. 1) Encontrar coordenadas polares para o ponto A que tem como coordenadas
cartesianas: A = (v/3,—1).

Temos:
=2+ = P2=(32+(-1)? = r*=4 = r=%2
1 3 3 5
tg(9:g = tg9:——><\/—_:—£ = 9:—7T+k7r onde keR
z 3 3 3 6
117 i
[5 (o] :
15 1 -05 k \\Uj i 15
o : B \‘A

Figura 5.54:
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Neste caso (observando a figura acima), coordenadas polares para o ponto A poderiam ser

a=(257) - a=(2%)
6 6

2) Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto B cujas coordenadas polares sio: B =
(+5)
4. =
6
7 3
r=rcosf = x=4cos < g) =4 <_§> =23

y=rsenf = y—4sen( ) (

Logo, as coordenadas cartesianas de B sao B 2\/_ —2)

(dentre outras).

3) Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto C cujas coordenadas polares sio: C =

g

Temos:

Tz =rcosf = :L’:—4cos(7g>:— <_\/7§>:2\/§

7
y=rsenfl = y= —4sen ( g)

Logo, as coordenadas cartesianas de C sdo C' = (2v/3,2).

4) Transformar as sequintes equagoes (que estdo em coordenadas cartesianas) em coordenadas

polares:
a) B +y* =4
Como 22 + y* = r%, podemos escrever: > = 4. Notemos que r = 2 e r = —2 representam

a mesma curva: uma circunferéncia de raio 2 e centro mo polo. Assim, podemos dar como

resposta qualquer uma das duas equagoes.

b)x =14

Como x = rcosf, podemos reescrever a equagao acima da forma:

rcosf =4
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c) > +y*—2x=0

Usando que x*> +y? = r? e que x = rcosf, podemos escrever:

7 —2rcosf =0=1(r—2cosf) =0=1r=0 our=2cost

Ser =0, o ponto descrito € o polo (que, no nosso caso, coincide com a origem do sistema
de coordenadas cartesianas).

0
Notemos que o ponto de coordenadas polares <0, — ) satisfaz a equacdo r = 2cosf. Esse
ponto € exatamente o polo ! Assim, quando passamos a trabalhar com a equacdao r = 2cosf

nao excluimos o polo. Logo, a equacdo em coordenadas polares € a sequinte:
r = 2cosf

5) Transformar as sequintes equagies (dadas em coordenadas polares) em coordenadas carte-
stanas. Identifique a curva trabalhada.

a) r=4senf

Vamos multiplicar os dois lados da equacao por r:
r? = 4rsenf
x? + y2 — 4y

Trabalhando a equagao acima:
P4y’ =4y = 2+ —dyt+4-4=0 = 2*+(y—-2?-4=0 = 2*+(@y—-2)% =4

A equagao representa uma circunferéncia de centro em C' = (0,2) e raio 2.

2
b)r=————
)7 1 —cosf
2
r=— r(l—cosf)=2 = r—rcosf=2 = r=2+rcosf
1 —cosf

Usando que x = rcosf, podemos escrever: r = 2 + x Elevando ambos os membros ao

quadrado e usando que r* = x? + y?, obtemos:

rPr=024+1)? = 2+9y'=02+2)? = P+yi=4+dv+2® = YP=4+4r =
:>y2:4(a:+1)

A equagao cartesiana correspondente é y* = 4(x + 1) e representa uma pardbola.
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c)r= —6
3+ senf
Temos:
6
r=—— r(3+ senf) =6 = 3r+rsenf =6
3+ senf

Usando que rsen =y, temos:

3r+rsenf=6 = 3Ir+y=6 = 3Ir=6—y

FElevando ambos os membros ao quadrado e usando que r? = x4+ y?, obtemos:
BrP=06-y? = 9?=36-12y+1y* = 9@*+¢y?) =36—12y+y> =

12
922 + 9y? = 36 — 12y +¢y* = 922 + 8&y* + 12y = 36 = 9x2+8(y2+§y>—

3 9 9 3\? 9
2 2 e _ — 2 — — | =
36 = Oz +8(y +2y+—16 16> 36 = 9z°+8 (y+4> 16] 36 =
3\ 9 3\? 81
2 — —_ - = 2 — = —
9z +8(y+4> 5 =36 = 9% +8(y+4) 5

A equacao representa uma elipse.

d) rcosf = —5
Usando que rcosf = x, temos:
rcos = -5 = x=-5.

A equacao representa uma reta.

5.5.1 Circunferéncia em coordenadas polares

1) Circunferéncia de centro no polo e raio a > 0

Equagao polar: » = a
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eixo polar

Figura 5.55:

2) Circunferéncia de raio a > 0 e centro em C' = (a,0) (em coordenadas polares).

N
Ry
o /
L Ja
'
U T

Figura 5.56:

P = (r,0) (coordenadas polares).
Observando o triangulo OPC' e usando a Lei dos cossenos, temos:

| CP |*=|OC > +|OP]* -2 |0OC || OP | cosf
a’? = a® +r? — 2ar cos 6

r? —2arcosf =0

r(r—2acosf) =0 = r=0our=2acosf

Se r =0, o ponto descrito é o polo.

Notemos que o ponto (polo) que tem r = 0 continua satisfazendo a equagao r = 2a cos 6.
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70
Basta pensarmos que as coordenadas polares (O7 5) representam o polo e satisfazem a referida

equacao. Logo, a circunferéncia deste caso tem equacao:

r = 2acosf

3) Circunferéncia de raio a > 0 e centro em C' = (a,7) (em coordenadas polares).

eixo polar

Figura 5.57:

De forma andloga ao caso anterior, utilizamos o triangulo OPC e a lei dos cossenos e o

arco m — 0 no lugar de 6 (baseando-se na demonstragao anterior). Assim, obtemos:

r = —2acosb

3T
4) Circunferéncia de raio a > 0 e centro em C' = <a, 7) (em coordenadas polares)

eixo polar

Figura 5.58:

P = (r,0) (coordenadas polares)

3
Observando o triangulo OPC' e usando a lei dos cossenos (para o arco ; —0), temos:
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|cpy2_|op|2+100|2—2yop||00|cos(3§—9)

s3m

3
a’>=r>+a®>—2ra (CO cosf + Sengserﬂ)

0 =r%—2ar(—senf)
r?2 4+ 2arsenf = 0

r(r+2asenf) =0 = r=0our-+2asend =0

Se r = 0, o ponto descrito é o polo. Notemos que o polo também é contemplado na
equagao r = —2asenf. Basta usarmos as coordenadas polares (0,0) para representar o pélo

((0,0) satisfaz a equagdo r = —2asend). Logo, a equacdo da circunferéncia deste caso é:

r = 2asenb

T
5) Circunferéncia de raio a > 0 e centro em C' = (a, 5) (em coordenadas polares).

eixo polar

Figura 5.59:

Analogamente ao caso anterior, podemos mostrar a equacao polar da referida circunferéncia

r =2asent
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