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Forcas Internas em Barras

Forcas Internas em Barras

Introducdo

As forcas que atuam nos corpos podem ser classificadas em :

@ Forgas Externas: representam a ag@o de outros corpos sobre o corpo em
questdo. Causam o movimento ou asseguram o equilibrio do corpo.
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Forcas Internas em Barras

Forcas Internas em Barras

Introducdo

As forcas que atuam nos corpos podem ser classificadas em :

@ Forgas Externas: representam a ag@o de outros corpos sobre o corpo em
questdo. Causam o movimento ou asseguram o equilibrio do corpo.

@ Forcas Internas: sdo as forcas que mantém unidas os pontos que formam
o corpo rigido.
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Forcas Internas em Barras

Introducdo

@ As forcas internas surgem entre todas as particulas contiguas do corpo
submetido a acdo de uma carga externa.
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Forcas Internas em Barras

Forcas Internas em Barras

Introducdo

@ As forcas internas surgem entre todas as particulas contiguas do corpo
submetido a acdo de uma carga externa.

e Em uma sec¢do transversal, as forgas internas sio a resultante das forgas
distribuidas, que sdo produzidas devido as forgas externas.
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Forcas Internas em Barras

Forcas Internas em Barras

Introducdo

@ As forcas internas surgem entre todas as particulas contiguas do corpo
submetido a acdo de uma carga externa.

e Em uma sec¢do transversal, as forgas internas sio a resultante das forgas
distribuidas, que sdo produzidas devido as forgas externas.

@ Estas forcas se distribuem de forma complexa na secdo transversal.

@ Devem ser tais que se cumpram as condicdes de equilibrio de qualquer
das partes do corpo em questao.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Vamos considerar um corpo em equilibrio submetido a um conjunto de
forgas, ativas e reativas.

@ Seja uma sec¢io qualquer S, submetida a um conjunto de forcas em
equilibrio, que separa um corpo em duas partes A e B.

(S
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Vamos considerar um corpo em equilibrio submetido a um conjunto de
forgas, ativas e reativas.

@ Seja uma sec¢io qualquer S, submetida a um conjunto de forcas em
equilibrio, que separa um corpo em duas partes A e B.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Analisando o equilibrio das partes A e B, tem-se que

< cqitbram

@ As acdes exercidas pela parte A sobre a parte B equilibram as forgas
externas que atuam na parte B.

@ Fazendo-se a reducio deste sistema de forcas interiores ao centroide G
da secdo S por intermédio das forcas externas que atuam na parte B
obtém-se as resultantes Fr e Mp.

S N
o N B\: _ D AN € _
—m D ST
A -G S N B
N
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Analisando o equilibrio das partes A e B, tem-se que

< cqitbram
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

e Entende-se por esforco em uma secao como a redugao das forcas e
momentos ao centroide da sec¢ao.

@ O par de forcas e momentos opostos sdo os esfor¢os internos na segao S.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

o A forca Fy que atua na parte esquerda é a resultante das forcas exteriores
que ficam € direita.

@ O momento Mg que atua na parte esquerda € o momento resultante das
forgas exteriores que ficam € direita.

e O conjunto de forcas estaticamente equivalente é acio de uma parte
do corpo sobre a outra, através da secio qua as separa, é o esforco na
secao.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Decompondo segundo os eixos coordenados as resultantes Fr e —Fr € os
momentos Mg e —Mpz em componentes normais e tangenciais, obtém-se

os esfor¢os simples.

I?R — ]?x _F']?y _F-]?Z = Pq»“k (2y _F-(IZ
Mg = M,+M,+M, = T+M,+M,
y
M AT
y
Q
N y T
v X

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04

8/85



Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ N ¢ o esfor¢co normal ou axial.
@ Q, € o esforgo cortante segundo o €ixo y.
e Q, é o esfor¢o cortante segundo o eixo z.

y
M A
y
Q
) y T
I T X
A Q, G N

e T é o momento torsor ou momento de tor¢ao.
@ M, ¢ o momento cortante e segundo o €ixo y.
@ M; é o momento cortante segundo o €ixo z.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

@ Para o caso de vigas, o carregamento € coplanar e atua
perperdicularmente ao seu eixo
@ Consideraremos somente:
e Esforco Normal — N
e Esfor¢o Cortante — Q
e Momento Fletor - M

T

A G /N

z
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

Efeitos Causados pelos Esforcos Simples

o Componente N — aproximar (esforco de compressdo), ou afastar (esfor¢o
de tragdo), se¢des imediatamente proximas.

o Componente Q — provoca o o deslizamento realtivo entre secdes
paralelas devido € forgas paralelas (em sentido oposto).

o Componente M — tende a fazer com que a se¢do gire em torno de um
eixo localizado no seu préprio plano.
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Forcas Internas em Barras Defini¢ao dos Esfor¢os

Definicdo dos Esforcos

Efeitos Causados pelos Esforcos Simples

o Componente N — aproximar (esforco de compressdo), ou afastar (esfor¢o
de tragdo), se¢des imediatamente proximas.

o Componente Q — provoca o o deslizamento realtivo entre secdes
paralelas devido € forgas paralelas (em sentido oposto).

o Componente M — tende a fazer com que a se¢do gire em torno de um
eixo localizado no seu préprio plano.

N
Q Q
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Definicdo dos Esforcos

Convengdo de Sinais

Defini¢ao dos Esfor¢os

@ Vamos convencionar os sinais de N, Q e M da seguinte forma:

M

o

M

0
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Programa

@ Forgas Internas em Barras

@ Diagramas de Esforcos
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

e Elementos longos e retos que suportam cargas perpendiculares a seu eixo

longitudinal sdo denominados vigas.
@ Vigas sio classificadas de acordo com o modo como sio apoiadas.

Viga simplesmente apoiada

Viga em balanco

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

@ As funcdes de cisalhamento (cortante) e momento podem ser
representadas em graficos denominados diagramas de esforgo cortante
(V ou Q) e momento fletor (M).

@ Direcdes positivas indicam que o cortante provoca uma rotagao em
sentido hordrio e o fletor traciona a parte de baixo da secdo.

wix)

alm

Carga distribuida
VoV
Cisalhamento interno positivo
M M

Momento interno positivo

Convenciao de sinal para a viga
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Forcas Internas em Barras

Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esfor¢os

@ Represente graficamente os diagramas de esforco cortante e momento

fletor para a viga dada.

=
- g

vt

MAC/UFJF)
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

@ Processo de solug@o: Equilibrio de das por¢des antes e depois da carga.
o Calcular as reacdes e fazer os diagramas de corpo livre

e Desenhar os esforcos com os sentidos positivos
o Equacionar os esforcos visando o equilibrio de cada por¢do

-

A 2 (&
B 3:
. L |
r 3 T A 1
P
——
M < ¥ M
= Al | )
x— o |
V v

|y
v
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Forcas Internas em Barras

Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esfor¢os

Solugao:

@ O diagrama de corpo livre do segmento esquerdo + equilibrio:

p

v

+1YF,=0 = |V=P)2
+AYMy =0 = |[M=Px/2

L Goliatt, M
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Diagramas de Esfor¢os

Forcas Internas em Barras

Diagramas de Esforcos

Solugao:
@ O diagrama de corpo livre do segmento esquerdo + equilibrio:

+1tYF, =0 =
+ﬂZMA:0 =

L.
- | J M
P2-P-V=0=[v=—pP/2 Al |l)
X |
P(L— : 'y
M+Px—%) -2 = |py=2 | v
versao 16.04

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

Solugao:
@ Esbocgar os diagramas (observar o sentido + dos momentos!)

=t
3] i

|
o
-
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Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

@ Determine os diagramas para a viga abaixo:

My

A . lc
B _.%—_
L

2
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Forcas Internas em Barras

Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

@ Determine os diagramas para a viga abaixo:

My
A Qo . ye
B
T
2 3 1
@ Equacionando os esfor¢os:
: l "
l Ty Ay = —A%; B, = % (Reacdes de apoio)
T (AB)1LF,=0=|V =1
(AB) " Y My =0= M=oy
\ L :
s — " -
Al : |1 (BO)1LF,=0=|V=_"
g ' (BC) N Y My =0=|M=M,— "oy
L
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Diagramas de Esforcos

@ Os diagramas ficam:

Diagramas de Esfor¢os

My
Mo | M,
- Ma
Ly | T'g;
v i i
| 1
]
_My |
L ‘ ‘
M My
Fi
- X
’.l'f” I/
2
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Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

@ Determine os diagramas para a viga abaixo:
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

@ Determine os diagramas para a viga abaixo:

Ay = +WTL (Reacdo de apoio)
TLFy=0=+%_—wx—V=

‘ V:wL/Z—wx‘
AYMy=0=—"Ex+ (wx)5 +M =
M =Y (Lx—x?)
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

@ Os diagramas ficam:

HEH Y

I‘h’

k- L +'.\_f,~
2 I 2
v |

wi

2 |
‘.

A S— |
2 : _wil,
|72

-»,f |

A
wi?
My = T
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Diagramas de Esfor¢os

Diagramas de Esforcos

@ Represente graficamente os diagramas de esforco cortante € momento
fletor para a viga dada.

Wy
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

Solugao:
@ A carga distribuida € substituida por sua forca resultante.

@ A intensidade da carga triangular na secio € determinada por célculo

proporcional:
Wil

= Wao

2 -
R = wyL/2 (4rea do tridngulo) 2 T i
wx) _ _ '
= = ) = P (¢ |

WDL: =
3 T
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Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

Solugao:

@ As expressoes dos esfor¢os ficam:

1 ( Wy .‘(}
AN Wi X
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21/85



Forcas Internas em Barras Diagramas de Esforcos

Diagramas de Esforcos

Solugao:

@ Esbocgar os diagramas (observar o sentido + dos momentos!)

Wy
Wi L
2
‘ r Y
|
wol?
3 Vv
Wi L
2
+
X
M
X
wol? =
===
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Programa

@ Forgas Internas em Barras

@ Relacdo entre Carregamentos e Esforcos
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Nos casos onde a viga estd sujeita a varias cargas determinar V e M pode
ser cansativo.

15kN
5 kN/m
80 kN-m
L |
T —
A.— o B
| Sm Sm !

P

@ Vamos discutir relacdes diferenciais entre os esforgos e carregamentos
para auxiliar a construir os diagramas

o Essas relagdes proporcionam obter rapidamente os diagramas de esfor¢co
cortante e momento fletor
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Vamos considerar trés casos:

@ Cargas distribuidas
© Forgas concentradas
© Momentos concentrados

ﬂﬁmjﬂ 1]

@ |

[5]
L M,
Ax
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Vamos considerar primeiro o carregament distribuido

@ Vamos separar segmento de comprimento Ax

@ Os resultados abaixo nao se aplicam em pontos de carga concentrada
ou de momentos concentrados

wlx)Ax

— k(AY)

L T

VAV \/‘
M, !

Diagrama de corpo  Area da segdo transversal
livre do seg Ax do seg

Q
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

w(x)Ax

wix)
I
|
I
I
I

| — k(Ax)
I
Vv

M
M+ AM
o N- A
V+ AV
1

Diagrama de corpo Area da secdo transversal
livre do segmento Ax do segmento

YF,=0=V—-wx)Ax— (V+AV) =
AV = —w(x)Ax
Y Mo =0=—VAx— M +w(x)Ax[kAx] + (M + AM) =
AM = VAx —w(x)k(Ax)?

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

w(x)Ax
w(n)r_ o
i
|
|
|
|
i —k(Ax)
|
Vv
M
M+ AM
o N- A
V+ AV
Ax I
Diagrama de corpo Area da segdo transversal
livre do segmento Ax do segmento

@ Dividindo por Ax e tomando limite Ax — 0
AV =—wx)Ax = L= _—wx)

_ aM __
AM = VAx—w(x)k(Ax)? = Y=V
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Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Vamos analisar o caso de cargas concentradas

@ Vamos tomar um segmento de comprimento Ax que contém a carga
concentrada

F

o I r /\
i L

(2]
P
V+ AV
M, L M, v
I = | Ar Diagrama de corpo Arca da se¢do transversal
livre do segmento Ax do segmento
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Fazendo o equilibrio do segmento selecionado

F

v

M
M+ AM
o N A
V+ AV
]
Diagrama de corpo Area da segdo transversal
livre do segmento Ax do segmento

YF,=0= V—F—(V4+AV) =
= AV=-F
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Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Tomando o caso de um momento concentrado

10 mﬁ 0 @2

V+AV
M, —
Ax Diagrama de corpo  Area da segio transversal

livre do seg Ax do

YMo=0=M-+AM—My—VAx—M =
AM = M,
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Relagdes entre esforgos e carragamentos

av

P —w(x)
dM

= — vy

dx

AV = -—F
AM = M,
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Represente graficamente os diagramas de esforco cortante € momento
fletor para a viga abaixo.

BEN BEN
[-— fim— ¢2I:l¢2t1l‘
A S— -—"—-_-':;.._- b

AKN BEM
- LRl t—-’?_ m%E |1|--§
S =
A i [
4.8 kN L2 kN
8 kN
|'— 6m——1 28 8 kN-m
T 32 kN
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Represente graficamente os diagramas de esforco cortante € momento
fletor para a viga abaixo!.

2 kN/m

1] J"

5

[+]

| 4.5 nr |

ISolucdo em sala de aula
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Forcas Internas em Barras Relacdo entre Carregamentos e Esfor¢os

Relacao entre Carregamentos e Esforcos

@ Represente graficamente os diagramas de esforco cortante e momento
fletor para a viga dada’.

2Solucdo em sala de aula
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