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Programa e Contetdo

AvaliacOes

@ As avaliagdes consistem em trés provas

e P1 - [ verficar plano da disciplina] (100 pontos)
e P2 —[ verficar plano da disciplina] (100 pontos)
e P3 — [ verficar plano da disciplina] (100 pontos)

o Nota Final: NF = {(P1+ P2+ P3)
@ Critério de aprovacdo: NF > 60

@ Segunda chamada — serd aplicada conforme determina o RAG
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Programa e Contetdo

Atendimento

@ Atendimento
E-mail leonardo.goliatt@ufjf.edu.br
Local MAC - Depto Mecanica Aplicada e Computacional
Sala 4117
Horério A definir
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Conteudo

Esta disciplina apresenta os conceitos basicos de
@ Mecanica
@ Andlise Estrutural

@ Resisténcia dos Materiais
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Programa

@ Equilibrio de Corpos Rigidos

@ Principios Gerais
Forgas, Vetores e Operagdes Vetoriais
Equilibrio do Ponto Material
Equilibrio do Corpo Rigido
Sistemas Estruturais Simples
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Programa

ﬂ Equilibrio de Corpos Rigidos
@ Principios Gerais

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Definicdo de Mecanica

Mecanica € o ramo das ciéncias fisicas que trata do estado de repouso ou
movimento de corpos sujeitos a acdo de forgas, sendo subdividida em:

@ Mecinica dos corpos rigidos;
@ Mecanica dos corpos deformaveis e

@ Mecanica dos fluidos.
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Principios Gerais

Definicdo de Mecanica

@ Mecanica dos corpos rigidos;

o Estatica
e Dinimica

o A Estdtica trata do equilibrio dos corpos.

@ Um corpo em equilibrio encontra-se em repouso ou em movimento
retilinio uniforme.
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Principios Gerais

Conceitos Fundamentais

@ Grandezas Fundamentais

o Idealizagdes

@ Leis de Newton
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Equilibrio de Corpos Rigidos

Grandezas Basicas

Principios Gerais

@ As quatro grandezas fisicas fundamentais:

tempo — sucessdo de eventos;

forca — acdo de um corpo sobre outro.

1 slug or 32.2 Ibm
(14.59 kg)

1Ibm
Tk (0.454 kg)
4
(2.20 Ibm)
1ft
{0.305 m)
1m
1 ] |
(3.28 ft)

A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

comprimento — descreve posicao e dimensdes de um corpo no espago;
massa — caracteriza um corpo e 0 compara com outro corpo;

versdo 16.04

9/129



Principios Gerais

Idealizacoes

o Idealizagdes s@o formas simplificadas de representar fendmenos e entes
fisicos.
o Idealizagbes comumente empregadas

e particula ou ponto material;
e corpo rigido;
o forca concentrada.
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Equilibrio de Cc gidos Principios Gerais

Idealizacoes

@ Ponto material

o Possui massa, mas tem dimensdes despreziveis
o A Terra pode ser modelada como um ponto material para estudar seu
movimento orbital.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Idealizacoes

@ Ponto material

o Possui massa, mas tem dimensdes despreziveis
o A Terra pode ser modelada como um ponto material para estudar seu
movimento orbital.

@ Corpo rigido (em oposicdo a corpo deforméavel)
e Combinagdo de um grande nimero de particulas, que permanecem a

mesma distincia entre si antes e depois de aplicado um carregamento.

o Como resultado, as propriedades do material podem ser desprezadas.

, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Idealizacoes

@ Ponto material

o Possui massa, mas tem dimensdes despreziveis
o A Terra pode ser modelada como um ponto material para estudar seu
movimento orbital.

@ Corpo rigido (em oposicdo a corpo deforméavel)
e Combinagdo de um grande nimero de particulas, que permanecem a
mesma distincia entre si antes e depois de aplicado um carregamento.
o Como resultado, as propriedades do material podem ser desprezadas.
@ Forca concentrada
o Efeito de uma carga atuando em um tnico ponto do corpo.
o Uma carga pode ser considerada concentrada desde que a drea de contato
com 0 COrpo seja pequena.
e Exemplo: contato de uma roda com o terreno.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Leis do Movimento de Newton

Primeira Lei: Um ponto material inicialmente em repouso ou movendo-se em
linha reta e velocidade constante permanece nesse estado desde
que ndo seja submetido a uma forca.

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 127129



Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Leis do Movimento de Newton

Primeira Lei: Um ponto material inicialmente em repouso ou movendo-se em
linha reta e velocidade constante permanece nesse estado desde
que ndo seja submetido a uma forga.

Segunda Lei: Um corpo de massa m sob a acdo de uma forca F' sofre uma
aceleracdo d de mesma dire¢do e sentido de F, que é descrita
pela relacdo:
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Leis do Movimento de Newton

Primeira Lei: Um ponto material inicialmente em repouso ou movendo-se em
linha reta e velocidade constante permanece nesse estado desde
que ndo seja submetido a uma forca.

Segunda Lei: Um corpo de massa m sob a acdo de uma forca F' sofre uma
aceleragdo d de mesma direcdo e sentido de F', que é descrita
pela relacdo:

Terceira Lei: A toda ag¢do corresponde uma reacdo de mesma intensidade e
direcdo e de sentido contrario.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Principios Gerais

Unidades de Medida

@ Usaremos o Sistema Internacional (SI), sempre que possivel.

@ Unidades basicas (SI)

Nome Simbolo
comprimento metro m
tempo segundo S
massa quilograma kg

@ Unidades derivadas (SI)
Nome  Simbolo

E3
forca newton N= kg%

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos

Prefixos

@ Os prefixos G, M, k, m, U, n s@o usados para expressar quantidades

grandes e pequenas.

Principios Gerais

Miiltiplo Forma Exponencial Prefixo Simbolo
1 000 000 000 109 giga G
1 000 000 1016 mega M
1 000 1013 kilo k
0.001 1073 mili m
0.000 001 1076 micro u
0.000 000 001 1072 nano n
L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Programa

ﬂ Equilibrio de Corpos Rigidos

@ Forcas, Vetores e Operacdes Vetoriais
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Equilibrio de Corpos Rigidos Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

@ As grandezas fisicas sdo representadas (aqui) como:
o ESCALARES e VETORES

o Escalar — possui magnitude: massa, volume, comprimento. . .
e Regra da adi¢do: aritmética simples

@ Vetor — possui intensidade, direcdo e sentido: for¢ca, momento, posi¢ao
e Regra da adicdo: lei do paralelogramo.

V, = 3 units
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Equilibrio de Corpos Rigidos Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

@ Graficamente, um vetor € representado por uma flecha:
e aintensidade é o comprimento da flecha;
o adirecdo € definida pelo dngulo entre o eixo de referéncia e a linha de
acdo da flecha;
e o sentido é representado pela ponta da flecha.

versdo 16.04 167129



Equilibrio de Corpos Rigidos Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

@ Principio da transmissibilidade
e O efeito de uma forga ndo € alterado quando esta € aplicada em diferentes
pontos do corpo, desde que esta seja aplicada ao longo da mesma linha de
acao.
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Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

e Matematicamente, escrevemos um vetor usando a notagdo cartesiana
e Por simplicidade, usaremos a notagdo F' = (Fy, Fy)

o A intensidade |F| do vetor F é o escalar |F| = ,/F2 +F}

o Sao vdlidas as operacdes usuais com vetores
@ Decomposi¢io de cada vetor nas dire¢oes x e y
© Soma de todas as componentes em cada diregao;
@ Cilculo da magnitude e da dire¢do do vetor resultante F= (LFx, LFy)

——2

versdo 16.04 187129



Equilibrio de Corpos Rigidos Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

o Exemplo da decomposi¢do de forcas e cdlculo da resultante
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Equilibrio de Corpos Rigidos Forcas, Vetores e Operagdes Vetoriais

Escalares e Vetores

o Exemplo da decomposi¢do de forcas e cdlculo da resultante
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Equilibrio do Ponto Material

Programa

ﬂ Equilibrio de Corpos Rigidos

@ Equilibrio do Ponto Material
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Conceito de equilibrio de um ponto material

e Um ponto material se encontra em equilibrio (estatico) se a resultante de
forcas que agem sobre ele for nula.

@ Da Segunda Lei de Newton (para um ponto em repouso ou em

velocidade constante)
ZF” = ZmZi =0

@ Condicao necessdria e suficiente:

Y F=(YF, Y F)=(0,0)
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Equilibrio do Ponto Material

Conceito de equilibrio de um ponto material (2D)

@ Determine a magnitude das forcas C e T na jun¢do metélica abaixo.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Conceito de equilibrio de um ponto material (2D)

@ Determine a magnitude das for¢cas C e T na jungdo metdlica abaixo.

y
|
|
I

YF, = 0 = 8+4Tcos40+Csen20—16 = 0.7667 +0.342C =8
YF, = 0 = Tsen40—Ccos20—3 = 0.643T —0.940T =3

T =9.09 kN; C =3.03 kN

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF)
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Diagrama de corpo livre

@ Exemplo: determine a forca nos cabos abaixo.

e A massa do motor € m=250 kg.
o P=250 (kg) . 9,81 (m/s?) = 2452,5 N = 2,452 kN.

@ Para determinar as forcas que agem nos cabos:
e desenhar um diagrama de corpo livre e
e aplicar as equagdes de equilibrio.

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Diagrama de corpo livre

@ Diagrama de corpo livre:
o E um desenho que representa todas as forcas externas que agem sobre um
ponto material.
o Auxilia a montagem das equagdes de equilibrio usadas para determinagéo
das incégnitas de um problema — em geral, forgas e angulos.

2AS2 kN
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Diagrama de corpo livre

@ Diagrama de corpo livre:

@ Isolar o ponto
© Representar as forgas que agem sobre o ponto (ativas e reativas)
© Identificar todas as forcas conhecidas e as incégnitas do problema.

2A52 kN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Equacoes de Equilibrio

@ Se a particula A estd em equilibrio, entdo a forca resultante em A € nula:

I?AB+FAC+FAD =0
@ Forma vetorial:

F=(YF Y F)=(0,0)

@ Forma escalar:

YF.=0
YF, =0
Ty
t'.u'
= St :
¥
2A52 kN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Equilibrio do Ponto Material

Exemplo

2452 kN

@ Sistema de equagdes

— @d YF, = 0 = Tpcos30—-Tp
0

T @ YF = = Tpsen30—2,452
@ Solugdo
Tp = 4,90 kKN
Tp =4,25 kN

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Exemplo

@ Para o equilibrio de um ponto material, temos disponiveis duas equacdes:

—- & YF, = 0
T @ YF, = 0

@ O que permite encontrar, para cada ponto, até duas incognitas.

) FOI‘Q&S concorrentes.

2AS2 KN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Equilibrio do Ponto Material

Exemplo

@ Dado o sistema em equilibrio, determinar o peso do saco B sabendo que
0 saco A pesa 200N.

B
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Ponto Material

Exemplo

@ Dado o sistema em equilibrio, determinar o peso do saco B sabendo que
0 saco A pesa 200N.

Forgas horizontais em E:

FEGcos60 — Fpccosd5 =0
Frc(1/2) = Fee(V2/2) =0 = FETZG = Frc

Forgas verticais em E:

—200+ Fggsen 60 — Fgesen 45 =0
—200+ FrG(V3/2) ~ Fpe(v2/2) =0
~200+ FpG(v3/2) - T (V2/2) = 0 =
Fio = 546.41 N = Fpe — 386.37 N

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 28/129



Equilibrio do Ponto Material

Exemplo

@ Dado o sistema em equilibrio, determinar o peso do saco B sabendo que

0 saco A pesa 200N.

Forgas horizontais em C:

Fegc=Fce
FCECOS45—FCD% =0
FeevV2/2—Fept =0=
Fep=34151N

Forgas verticais em C:

Fcesen 45+FCD% —Pp=0=
Pp=478.11 N

A Cury (MAC/UFIJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Programa

ﬂ Equilibrio de Corpos Rigidos

@ Equilibrio do Corpo Rigido
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Conceitos Fundamentais

@ Momento de uma forga

@ Sistema equivalente

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Equilibrio do Corpo Rigido

Momento de uma Forga

@ Uma for¢a produz um efeito de giro em torno de um ponto que nido se
localiza em sua linha de acao.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Momento de uma Forga

@ O momento de uma for¢a em relagdo a um ponto (eixo) fornece a medida
da tendéncia de rotag¢do provocada pela forca em torno do ponto (eixo).

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 31/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

@ O vetor-momento € uma grandeza vetorial dada por M =r x F
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

@ O vetor-momento é uma grandeza vetorial dada por M =r x F
@ M é o momento em relacdo a A, e sua intensidade é M

versdo 16.04 32/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

@ O vetor-momento é uma grandeza vetorial dada por M =r x F
@ M é o momento em relacdo a A, e sua intensidade é M
e F ¢ aforca (vetor) e r o vetor posi¢ao

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 32/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

@ O vetor-momento é uma grandeza vetorial dada por M =r x F
@ M ¢é o momento em relagdo a A, e sua intensidade é M

e F ¢ aforca (vetor) e r o vetor posi¢ao

@ O vetor posigdo r liga A a qualquer ponto da linha de acdo de F.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

O vetor-momento € uma grandeza vetorial dada por M =r x F
M é o momento em relagdo a A, e sua intensidade é M

F € a forga (vetor) e r o vetor posi¢io

O vetor posi¢do r liga A a qualquer ponto da linha de acdo de F.
Sua intensidade é M = Fd

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 32/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

O vetor-momento € uma grandeza vetorial dada por M =r x F

M é o momento em relagdo a A, e sua intensidade é M

F € a forga (vetor) e r o vetor posi¢io

O vetor posi¢do r liga A a qualquer ponto da linha de acdo de F.

Sua intensidade é M = Fd

d é o braco de alavanca, distancia 1 do ponto A até a linha de acdo de F.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Formulagdo Vetorial e Escalar

@ A dire¢do e sentido sdo dados pela regra da mao direita

versdo 16.04 33/129



Equilibrio de Corpos Ri y Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:

29m 2m F; = 600 coz40°
.2 SO
4m |""x\ /()’ a-""-i/" _\ﬂ
| /- 600N 4m g - 600 sin 40°
405/ d
A
4] G"‘L
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Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:

B Fy ¥
“ I
Fy ‘—\\—\A L
rd ——x
7 \\
d "\F
1 ¥
\\‘
\‘\ C
- F‘l
0 dy l’
Fy

(MAC/UFIJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04

34/129



Equilibrio de 0 0 Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:
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Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:
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Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

o Alguns casos:

A (o}

(&)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

@ Calcular o momento com relagdo ao ponto O.

+0

Mo =

—(40¢0s20)200 kNmm
+(40sen 20)30 kNmm
= —7107 kKNmm

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 35/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Binério ou Conjugado

@ Um bindrio s@o duas forcas paralelas ndo colineares, que t€ém mesma
intensidade mas sentidos opostos.

@ O efeito de um bindrio é: a forca resultante nula e a intensidade do
momento
Mo =Fd

g el O
> N\ N— D)o

() (b) 3]
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Equilibrio do Corpo Rigido

Binério ou Conjugado

@ Um bindrio s@o duas forcas paralelas ndo colineares, que t€ém mesma
intensidade mas sentidos opostos.

@ O efeito de um bindrio é: a forca resultante nula e a intensidade do
momento

My =Fd
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Binério ou Conjugado

@ Um bindrio sdo duas forcas paralelas nfo colineares, que t€ém mesma
intensidade mas sentidos opostos.

@ O efeito de um bindrio é: a forca resultante nula e a intensidade do

momento
Mo =Fd
M M M M
) } op
(_'t) F C:tb C:tf}
[<a _F | | |-<2Zr2p
= = 3 =
-F d d g
F
AC/UFIJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04

36/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Sistema Equivalente

@ Uma forga aplicada sobre um corpo tem a capacidade de provocar:

o translagdo;
e rotacao.

@ Ideia: reduzir um sistema de for¢cas e momentos a uma tnica forca e um
tinico momento.
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Equilibrio do Corpo Rigido

Sistema Equivalente

@ Quando vdrias for¢as e momentos agem em conjunto sobre um corpo, é
mais facil compreender o efeito resultante se o sistema for representado
por uma Unica forca e um inico momento aplicados em um determinado
ponto, gerando o mesmo efeito externo.

Fr=YF
Mg =Y.Mo

versdo 16.04 38/129



IV Y@V SISl Equilibrio do Corpo Rigido

Sistema Equivalente

@ Qual € o efeito do sistema de cargas que age na barra sobre a médo que a
segura na extremidade esquerda?

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 39/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Deslocamento de Forgas

@ Deslocamento ao longo da linha de agao.

@ O efeito externo ndo se altera —mas hé variacao de efeitos internos.
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Equilibrio de Corpos Rig Equilibrio do Corpo Rigido

Deslocamento de Forcas

@ Deslocamento ao longo da linha de acdo.

@ O efeito externo ndo se altera —mas hd variagdo de efeitos internos.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Deslocamento de Forgas

@ Deslocamento fora da linha de acio.

@ Para que se mantenha o efeito externo, € necessario aplicar no ponto em
questdo uma for¢a e um momento.
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Equilibrio de Corpos Rig Equilibrio do Corpo Rigido

Deslocamento de Forcas

@ Deslocamento fora da linha de aco.

@ Para que se mantenha o efeito externo, € necessario aplicar no ponto em
questdo uma for¢a e um momento.
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IV Y@V SISl Equilibrio do Corpo Rigido

Sistema Equivalente

@ Caso bidimensional

Fr=YF
Mg =Y My
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

@ Dado o sistema coplanar de forcas ¢ momentos, determinar a forga e o
momento equivalentes atuando no ponto A.

— Y. F, = 50sen 30+ 2150
T Y Fy =50co0s30+ 2150

OYMy =500—-50c0s30-3
+50sen 30-6+2- 2150

Re = YF, = —1450N
R, = YF, = 11333N
Mg = YMy = 760.1 Nm
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

@ Reducdo do sistema de forcas ao ponto O

¥
2m |
h 5 -
60 N At b5m }l,
|| R=1483N
|
{ex) I
| Mg = | f = 632"
237 N-m 0 —
jp—
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Condicdes de Equilibrio para o Corpo Rigido

@ As forgas em um corpo rigido, de modo geral ndo sdo concorrentes em
um ponto, e podem causar rotacao e translacio do corpo.

430N
3¢

TION

50N
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Condicdes de Equilibrio para o Corpo Rigido

@ Para que um corpo rigido esteja em equilibrio, a forca resultante e o
momento resultante devem ser nulos.
o Equacgdes de Equilibrio:

o

Frp = YF =
Mr = Y. My

I
o
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Processo de Solucao de Problemas de Equilibrio

@ Dado um sistema fisico real, adota-se um modelo idealizado, e
desenha-se o diagrama de corpo livre, com todas as forcas que agem
no sistema.

@ As incdgnitas sdo determinadas através das equacoes de equilibrio.

|%,k T
’%R
%
‘L’v
Llii
% A —w—t
'T‘E}‘i’\‘i 3 i A
=iy A0 m—p——
: Im A .8 m
A ' i -y ~r
A 1962 N

(SRR 1%
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Processo de Solucao de Problemas de Equilibrio

@ Modelo idealizado:

e Em 2D, temos disponiveis 3 equacdes de equilibrio
o 2 equagdes para translagdes (L Fy =0; Y F,=0)
o 1 equagdo para rotagdo (), Mp = 0, P um ponto qualquer)
@ As incégnitas aparecem em funcdo dos apoios, que impedem rotacio e
translacdo do corpo.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Modelo Idealizado

o Exemplo de modelo idealizado
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Apoios

@ Os apoios podem impedir translacoes e rotacoes de um corpo em
determinadas direcdes.

@ Se uma transla¢io € impedida, entdo o apoio exerce uma forca sobre o
corpo (na direcdo impedida).

v/

- &~
f f

@ Se uma rotacao é impedida, entdo o apoio exerce um momento sobre o
corpo.

Vv
_,_gj
!
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplos de Apoios em Sistemas Planos

@ Apoios em sistemas planos

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Exemplo

@ Quantas incdgnitas hd no sistema abaixo?
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo

@ Quantas incdgnitas hd no sistema abaixo?
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Equilibrio de Corpos Rigidos em 2D

@ Considere-se um corpo submetido a um sistema de for¢as contido no
plano xy.

@ Na condig¢do de equilibrio, o somatério das forgas e o somatério dos
momentos que agem sobre o corpo é zero.

@ Em duas dimensdes, esta condi¢do pode ser representada pelas equacdes

escalares:
F,. = 0
F, =0
M, = 0
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Equilibrio de Corpos Rigidos

Exemplo

Equilibrio do Corpo Rigido

@ Calcule as reagdes de apoio da viga abaixo:

b1

R = 16kN Ry=24KN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 547129

@ Equilibrio de momentos:
OBYMy=0=
+10(R2) — 6(4) = R, =24kN
e Equilibrio de forgas verticais:
T@ZFy:0=R1+R2—4$
Ry =1.6kN

e Equilibrio de forg¢as horizontais:

?



Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Carregamentos distribuidos

@ Cargas provocadas por

e Ventos
e Liquidos
e Peso préprio

@ Um exemplo de carregamento distribuido € o peso proprio de elementos
estruturais, que pode ser representado por uma carga concentrada que
cause 0 mesmo efeito externo sobre a estrutura.
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Equilibrio do Corpo Rigido

Carregamentos distribuidos

@ O caso mais comum € o carregamento uniforme.
2.5 kN/m

@ Para casos gerais, w € uma func¢ao de x, tendo unidade
forca/comprimento.

——_r—-H-— dx

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Resultante de um carregamento distribuido

@ Considerando um elemento infinitesimal dx

o A intensidade da forca dF em dx é: dF = w(x)dx.

@ A forca resultante na barra é: Fg = /w(x)dx = / dA =A.
A

L
@ A ¢é a drea limitada pela funcdo e a barra.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Resultante de um carregamento distribuido

@ Fr deve provocar em O 0 mesmo momento que w(x).
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Equilibrio do Corpo Rigido

Resultante de um carregamento distribuido

X é a abcissa do centroide (centro geométrico) da drea delimitada por
w(x).

(MAC/UFIJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 597129



Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 1

@ Determine as reagdes de apoio e a for¢ca no cabo sabendo que a carga no
saco pesa 2500 N.
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Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 1

@ Determine as reagdes de apoio e a for¢ca no cabo sabendo que a carga no
saco pesa 2500 N.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 1

@ Determine as reagdes de apoio e a for¢ca no cabo sabendo que a carga no
saco pesa 2500 N.
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Exemplo 1

@ Determine as reagdes de apoio e a for¢ca no cabo sabendo que a carga no
saco pesa 2500 N.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 1

@ Determine as reagdes de apoio e a for¢ca no cabo sabendo que a carga no
saco pesa 2500 N.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 1

e Sistema de equagdes:

O® YMy=0= 2T+41T-2500-55 =T =+2.64kN
— @ YF=0= A,—3iT = Ay =+1.59kN
t® YF,=0= A+T+3iT-2500 =A,=-226kN

@ Os sinais positivos em Ay e T indicam que os sentidos arbitrados estdo
corretos.

o A forca T traciona o cabo.

@ O sinal negativo de Ay indica que escolhemos o sentido oposto na figura.
o Ay = (1)2.26 kN
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Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplos 2 € 3

@ Determine as reagdes de apoio para os problemas abaixo.

w:(lOOx)N/m
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Equilibrio de Corpos Rigidos

Exemplo 2

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF)

Equilibrio do Corpo Rigido

o Forca resultante:
R = [£100x dx = 1800 N

° Posigﬁo da resultante:

F— fO x(100x) dx —4m
fo 100x dx

o Equilibrio:

—® 0= A,
t® 0= A,+B,—1800
O® 0= 6B,—4(1800)

A, = ON
A, = 600N
B, = 1200N
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Equilibrio de Corpos Rigidos Equilibrio do Corpo Rigido

Exemplo 3

e Forga resultante 1: R=3(2.5)/2=3.75kNemXz =1 m
@ Forca resultante 2: S =3(0.5)/2=0.75kNem Xy =2m
o Equilibrio:

0= A, = A, =0kN
0= 3B,—1(3.75)—2(0.75) —4(1.5) =B, =3.75kN= (1)
0= Ay+B,—375-0.75—1.5 = A, =2.25kN
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Sistemas Estruturais Simples

Programa

ﬂ Equilibrio de Corpos Rigidos

@ Sistemas Estruturais Simples
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Sistemas Estruturais Simples

Estruturas

o Estruturas se compdem de uma ou mais pecas, ligadas entre si e a0 meio
exterior de modo a formar um conjunto estivel.
@ Conjunto estavel

e Conjunto capaz de receber solicitagdes externas, absorvé-las internamente
e transmiti-las a seus apoios, onde as solicitacdes externas encontrario seu
sistema estatico equilibrante.
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Sistemas Estruturais Simples

Estruturas

@ As pecas estruturais possuem, evidentemente, trés dimensdes. Trés casos
podem ocorrer:
@ duas dimensdes pequenas em relagdo a terceira (barras);
© uma dimensio pequena em relagdo as outras duas (placas e chapas);
@ as trés dimensdes sdo consideraveis (blocos).

Durante este curso estudaremos elementos de barra. )

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 66/129



Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estruturas Idealizadas

e Estruturas compostas por barras:
e Vigas
e Colunas
o Treligas
o Quadros

Secgles transversais tipicas

Elemento submetido & tragéo

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estruturas Idealizadas

e Estruturas compostas por barras:
e Vigas
e Colunas
o Treligas
o Quadros

ok |

Viga bi-apoiada

J Viga engastada e livre

|

| Viga bi—engasfa

Viga ‘contfnua

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estruturas Idealizadas

e Estruturas compostas por barras:
e Vigas
e Colunas
o Treligas
o Quadros

Cnmpressan
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estruturas Idealizadas

e Estruturas compostas por barras:
e Vigas
e Colunas
o Treligas
o Quadros

coluna Vviga coluna

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Equilibrio de Corpos Rigidos

Estruturas Idealizadas

o Estruturas compostas por barras:
e Vigas
e Colunas
o Treligas
o Quadros

Sistemas Estruturais Simples

pino

rigido .

rigido

o

.
R E AL SR A S oy
SR e L T D TR

MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Graus de Liberdade

@ Uma estrutura plana possui 3 graus de liberdade:

o 2 translacdes
o 1 rotacdo

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Apoios

A fung@o dos apoios € restringir os graus de liberdade.
Representam restricdes ao movimento do corpo rigido.

Despertam reacdes nas diregdes restringidas.

Modelos de apoios para estruturas planas:
o 17 género: impede um grau de liberdade
e 2% género: impede dois graus de liberdade
e 3¢ género: rotagdes e translagoes impedidas

Em um problema de equilibrio, os apoios determinam as incdgnitas do
problema.
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

X

\/
fath

Figure : Apoio de 1° género.
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

(MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 70/ 129



Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Apoio de 1° género — construgao.
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Apoio de 2° género.
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Apoios
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Apoio de 2° género.
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Apoio 3° género.
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Apoio 3° género.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Apoios

@ A ligacdo em rétula (ou articulacio) € um caso onde um grau de
liberdade (rotagdo) é liberado.
@ Ao liberar uma rotagdo, adiciona mais uma equacio ao sistema, sendo:

Z Mesquerda _ Z direita _

rotula rétula
Dai:
YFy =0
Y Fy = 0
Y Mp = 0 P qualquer
_ d _
):M;étula = 0 ou ZMrétula =0
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios

Figure : Rétula (3D).
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios
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Sistemas Estruturais Simples

Apoios
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

@ Acabamos de ver que a fun¢@o dos apoios € limitar os graus de liberdade
@ Trés casos podem ocorrer:

@ Os apoios sdo em niimero necessario para impedir todos os movimentos.
© Os apoios sdo em niimero inferior para restringir os movimentos.
© Os apoios sdo em niimero superior ao necessario.

@ Vamos analisar cada caso.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

@ Restri¢des adequadas:

e Apoios em nimero adequado para impedir movimentos;
e O nuimero de incognitas € igual ao nimero de equagdes disponiveis.

e Dizemos que a estrutura € isostatica.

@ Ocorre a situacio de equilibrio estavel.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

@ Restricdes inadequadas:

e Pode haver menos incognitas que equagdes — corpo parcialmente restrito;

e Apoios em niimero inferior para impedir movimentos, mesmo que a
quantidade de incégnitas seja igual a de equagdes;
o Sistema de equagdes impossivel.

@ Dizemos que a estrutura é hipostatica.

@ Ocorre a situacio de equilibrio instavel.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

@ Restri¢des redundantes:
o Ha mais incégnitas que equagdes de equilibrio;
o Sistema de equagdes indeterminado.

e Equilibrio estavel.
@ Estrutura hiperestatica.

o Estado de equilibrio estaticamente indeterminado.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

Em resumo:
Determinagao Estatica:

o Isostaticas

o Hipostatica

o Hiperestatica
Estabilidade/Instabilidade:

o Estdvel

@ Instavel

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

o Estruturas hiperestéticas:

e Equacdes de equilibrio ndo sao suficientes para encontrar todas as
incdgnitas.

o Equacdes adicionais sdo necessarias.

o As equacdes de compatibilidade relacionam as cargas aplicadas e os
delocamentos da estrutura.

e As equacdes de compatibilidade sdo iguais em nimero ao grau de
indeterminacio estatica da estrutura.

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04
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Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

Sistemas Estruturais Simples

(2)

(b)
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

© - e

e et

(d)
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Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

(2)
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Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04

7917129
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Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

© R
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Sistemas Estruturais Simples

Estabilidade e Estaticidade

o Exemplos:

(d)
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Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 4

@ Determine as reagdes na estrutura abaixo.

T3EN/m

H
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 4

@ Determine as reagdes na estrutura abaixo.

1533kN  19m S "
[ e S | 8
A ' P i
Ai—-l.ﬂﬁm —
lA'J"

OYMy=0= 15.33(1.05)+ 2Np(1.2)+ 2Np(3) | Np =5.83 kN
—YF,=0= A,—3Ng Ay =4.6TkN
TYFy=0= A,—1533+3Np Ay =11.83kN
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 5

@ Determine as reagdes na estrutura abaixo (Lista de Exercicios).

40 kN
20 kN N
; l 12 kN ‘m
(] [}
| 'S
4 m
| T m
1 |
A
L
om t m

OYMp=0= 20(14)+30(8)+84(3.5) —A,(8) | A, = 101.75 kN
5 YF,=0= B,—84 B, =84 kN
+YF,=0=101.75—20—30—40+B, By=11.75kN
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Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 6

@ Determine as componentes verticais e horizontais das reacdes em A e B.

20 kN /m
| IFEERRRREN
¥ —a i
| Iy | |
e
e
— 4m
| e
Gm BkNJ'm_____
= g0
] 3
- {
—— = A !
|
|- - S m- —=
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Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 6

@ Determine as componentes verticais e horizontais das reacdes em A e B.

20KNm
: - @ Reacdes (arbitradas):
11T a0 (arbi:
o Ay, By T

: | e @ Equacdes:

— | o YF,=0
om  BkNm|_ o YF,=0

- B — e Y M =0 (em qualquer ponto)

| o Y M$ =Y M =0 (rétula)

_:J A , @ A rétula permite dividir a
0 7 : estrutura em duas partes.
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 6

@ Determine as componentes verticais e horizontais das reacdes em A e B.

120 KN
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 6

@ Determine as componentes verticais e horizontais das reacdes em A e B.

@ Membro AD
o OZMA:():
—48(3) — Dx(6) = D, =24 kN.
e > YF,=0=48—-24—-A,=
Ay =24 kKN
e tYF,=0=A-D,=A,=D,
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Equilibrio de Corpos Rigidos Sistemas Estruturais Simples

Exemplo 6

@ Determine as componentes verticais e horizontais das reacdes em A e B.

@ Membro DCD
e OYMp=0=100(2.5)—

24(4) —Dy(S) = D), = 30.8 kN.
e 1Y F,=0=30.8—-100+B, =

By =69.2kN
o >YF,=0=24—B,= B, =24
kN

@ Do membro AD, temos
A, =D, =30.8kN.
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Programa

@ Trelicas Isostéticas
@ Estruturas
@ Trelicas Isostéticas
@ Método dos Nés
@ M¢étodo das Sec¢des
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Trelica: as Estruturas

Programa

@ Trelicas Isostiticas
@ Estruturas
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Estruturas

Introducao

Estrutura

Sistema de elementos conectados construido para suportar ou transferir forcas
e resistir de forma segura as cargas a ele aplicadas.
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Trelicas Isostéticas Estruturas

Introducao

o Para alguns tipos estruturais, é possivel determinar as for¢as que agem

em cada uma das partes (membros)

e Desmembrando elementos estruturais (ou grupos de elementos);
o Analisando os diagramas de corpos livres dos elementos.

02m. ,04m 06m
W 09m 1l4m |
fol—21m
01lm
04 m™=
R — I
0.28 m-
P o
0.45 m*7 G
3.5m T
H I
Jw®F
20 kN
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Estruturas

Introducao

@ Para alguns tipos estruturais, é possivel determinar as forcas que agem
em cada uma das partes (membros)

e Desmembrando elementos estruturais (ou grupos de elementos);
o Analisando os diagramas de corpos livres dos elementos.

0.6m
09m 1d4m |

’; 2m _,.|
I
o A rs) 3
o . ¥ 0.68m
P ?a_b.u__s. _
| T QN '
= 0o ¢
(.
Lo 3.95m
55 mHl J '\ | a=tan? (W} =413
Jw®F / \
\_ N 20kN
20 kN

(at)
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Trelicas Isostéticas

Estruturas

Introducao

o Para alguns tipos estruturais, é possivel determinar as for¢as que agem
em cada uma das partes (membros)

e Desmembrando elementos estruturais (ou grupos de elementos)
o Analisando os diagramas de corpos livres dos elementos

’ng___| 04dm—

— (] 0.68m — Fpe
/ \“‘“ L 0.73m /\‘B/
i o \ o 0 1

x

101+ 04 .
3.95m N ..I | f=tan (o. |-1131
om
\ | omtan (2420282035) 4y 5 \ o
.'rl \ |'.J \
N 20EN ]

(at)

MAC/UFJF)
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Introducao

Estruturas

@ Para alguns tipos estruturais, é possivel determinar as forcas que agem
em cada uma das partes (membros)

e Desmembrando elementos estruturais (ou grupos de elementos)
o Analisando os diagramas de corpos livres dos elementos

I{.D.Gm

0.4dm—=

2

0?311\ [ :E{ L
= T8 3
|I | *
L \
L | f=tan [314-04'_1131»
- 3.5m ||
3.5m T Vo
H I )
Jw®F / \
N
20 kN

]
A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Estruturas

Introducao

@ Algumas estruturas apresentam geometrias e carregamentos complexos,
que exigem:
o Outras formula¢des matematicas
o Emprego de recursos computacionais
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Estruturas

Introducao

o Estruturas complexas : como analisar uma estrutura de barragem?
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Trelicas Isostéticas Estruturas

Introducao

@ Estruturas complexas : como analisar uma estrutura de barragem?

ZOEHIOS
A TEHICY
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Trelicas Isostéticas Estruturas

Introducao

@ Estruturas complexas : como analisar o impacto de um implante dentario
em uma mandibula?

556
111
£8T
221
T8
2333
10.885
12,444

I000E0CEE

Tensoes de Von Mises —Vista Geral
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Estruturas

Introducao

@ Vamos tratar aqui de um tipo particular de estruturas, as estruturas
reticuladas.

e Uma estrutura reticulada que podem ser decomposta em barras, as quais
podem ser analisadas em conjunto ou individualmente.

@ Dentre as estruturas reticuladas, um tipo muito empregado na Engenharia
sdo as TRELICAS.
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Trelicas Isostéticas

Programa

@ Trelicas Isostiticas

@ Trelicas Isostdticas

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Uma trelica é e uma montagem de membros retilineos e delgados que
suporta cargas primariamente axiais (tragdo e compressao) nas barras.

@ O arranjo de barras em uma tralica torna-a um sistema eficiente para
suportar cargas elevadas em relacio ao seu peso-proprio.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostdticas

Treligas

@ Estrutura tipica de uma ponte trelicada
e O peso combinado do pavimento e dos veiculos € transferido para as
traves longitudinais (longarinas), dai para as vigas cruzadas (transversinas)
e, finalmente, levando em conta o peso-préprio dos membros, para os nés
superiores das duas trelicas planas que formam as laterais da estrutura.

longarina
transversina
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Apesar de serem empregadas hé séculos, para cobrir distancias
relativamente longas, o projeto de trelicas para utilizagdo de pontes nem
sempre foi baseado em principios gerais da fisica e da matemdtica. Nos
primérdios da Engenharia, empregavam-se técnicas baseadas na
experiéncia — obtida por tentativas e erros.

@ Foi na Revolug¢do Industrial (séc. XIX) que a disponibilidade de ferro
batido na Europa e a expansdo das rodovias nos Estados Unidos
pressionaram os engenheiros a desenvolver projetos de trelicas mais
racionais para pontes de grande comprimento e baixo peso.
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Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Hoje, as configuragdes das treligas levam os nomes dos individuos que as

aperfeicoaram.

e Exemplos de treligas (planas) usadas em pontes:

Pratt Howe

Warren K

Baltimore
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Hoje, as configuragdes das treligas levam os nomes dos individuos que as
aperfeicoaram.

e Exemplos de treligas (planas) usadas em pontes:

Fink Pratt

Howe Warren
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Trelicas Isostéticas

Treligas

o Aplicacdes:
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Aplicagdes:
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Trelicas Isostéticas

Treligas

o Aplicacdes:
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Trelicas Isostdticas

Treligas

o Aplicacdes:
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Trelica: s Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Aplicagdes:
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Treligas Iso 2 Treligas Isostdticas

Trelicas

o Aplicacdes:
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Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Aplicacdes:
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Trelicas Isostéticas

Treligas

Modelo estudado:
Trelica Ideal

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Trelicas Isostéticas

Treligas

Trelica ideal: hipéteses

@ Todas as barras de uma trelica sao retilineas e podem ser representadas
por linhas;

Os no6s aparecem apenas nas extremidades das barras, podendo ser
representados por pontos (sem dimensao);

Todos os nés sao articulados (pinos sem atrito);

O peso de cada elemento € considerado como aplicado nas suas
extremidades - ou é desprezivel em relacdo as demais solicitagdes;

o
o
o

Existem apenas cargas concentradas, aplicadas nos nos;
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

o Para uma trelica plana, todas as barras e cargas estdo no mesmo plano.

@ Trelicas espaciais possuem barras ndo coplanares e cargas com dire¢des
arbitrérias.

(ii) Trelica espacial.
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Trelicas Isostéticas

Treligas

o Uma trelica real geralmente pode ser analisada como uma trelica
ideal.

@ A trelica ideal € um sistema composto por barras retas solicitadas por
duas forcas.

T F E
/ f | / ;c
A D
/ / 4N B [ L
1 s 5 |
T T ‘ ‘ L
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Trelicas Isostéticas

Treligas

e Para que haja equilibrio, as duas forcas devem ser colineares iguais em
magnitude e possuir sentidos opostos.

@ Os nds de uma trelica ideal sdo articulagdes ou pinos sem atrito, que nio
resistem a conjugados (momentos) — as cargas sao aplicadas nos nés e,
portanto, cada barra € um sistema solicitado por duas forgas.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Cada barra de trelica € um elemento submetido a duas forgas.

@ A forca ao longo da barra —de tragdo ou de compressao— é constante ao
longo do comprimento.

AF

AB<f0  —

¥
|
|
|
I
|

X
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

Treliga real x Trelica ideal

@ A andlise uma trelica real empregando-se a defini¢c@o de trelica ideal é
uma aproximacao que vai gerar resultados mais ou menos préximos dos
exatos, dependendo da validade das hip6teses empregadas.

@ Quanto mais proxima de uma treliga ideal for a estrutura, melhor a
qualidade dos resultados obtidos na andlise aproximada.
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Trelicas Isostéticas

Treligas

Conexdes de trelicas

@ Quando os nds das treligas sdo conexdes soldadas ou rebitadas, pode-se,
normalmente, considerar que a conexao € do tipo pino se as linhas
centrais dos elementos forem concorrentes na junta.

=
== e
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostdticas

Treligas

Conexdes de trelicas

@ Quando os nés das trelicas s@o conexdes soldadas ou rebitadas, pode-se,
normalmente, considerar que a conexao € do tipo pino se as linhas
centrais dos elementos forem concorrentes na junta.
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Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Detalhes de conexoes:

(iii) Exemplo de uma conexao.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Detalhes de conexoes:
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Trelicas Isostéticas

Treligas

@ Detalhes de conexoes:

(v) Detalhe de um né do vao central.
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Trelicas Isostéticas

Classificagdo das trelicas

o Trelicas Simples: lei de formagdo em tridngulos.
@ Trelicas Compostas: composi¢do de trelicas simples.

@ Trelicas Complexas:

(vi) Trelica simples.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Classificagdo das trelicas

@ Trelicas Simples: lei de formacdo em tridngulos.
o Trelicas Compostas: composi¢do de trelicas simples.

@ Trelicas Complexas:

(vii) Trelica composta.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Classificagdo das trelicas

@ Trelicas Simples: lei de formacdo em tridngulos.
o Trelicas Compostas: composi¢ao de trelicas simples.

@ Trelicas Complexas:

(viii) Trelica composta.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Classificagdo das trelicas

o Trelicas Simples: lei de formacdo em tridngulos.
o Trelicas Compostas: composi¢do de trelicas simples.
o Trelicas Complexas:

E kN F kM

(ix) Trelica complexa.
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Trelicas Isostéticas Trelicas Isostéticas

Métodos para anélise de trelicas

@ Serdo apresentados dois métodos para andlise de trelicas simples:
e método dos nds e
e método das secdes
@ Ambos serdo explicados através da andlise da trelica mostrada abaixo
cujo diagrama de corpo livre ja apresentado.
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Meétodo dos Nés

Programa

@ Trelicas Isostiticas

@ Método dos Nos
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

o Este método consiste em atender as condi¢des de equilibrio para as
forcas que atuam no pino de conexao de cada né.

@ Trata-se portanto, equilibrio de forcas concorrentes.

@ No caso plano, dispde-se de duas equagdes de equilibrio independentes
para a andlise de cada n6, enquanto em 3D, h4 trés equagdes
independentes.

AF

f—/)nm _(_C:q:.) S

R,
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Trelicas Isostéticas Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

@ Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

o Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).

[ fo

R, Hy R,

it R AB
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

@ Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).

P i
/V . 2 EF EF
BF
AF
W DN, A B N
' r B c fir BF
F
R, L Ry
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

o Equilibrio de for¢as (2D) em cada né (L = 3 kN).

BF BC

AN

{ AB

R L Ry

L
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

@ Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).

Fine il
A"
/ & CE=0
e \, BC—(—K—> cD
ey S .
r B C 5
R L Ry
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

@ Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).

>

BE DE
DE
&

Afr——fr e A p BE EF
r B & E
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

@ Equilibrio de forgas (2D) em cada né (L = 3 kN).

PP,
‘ 6 DE
/ (8/2] ' oo
¢ Ry
,1,/ MR, - SRS S Ry DE; )
r B (M D
E, L Ky
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Observacdes:

@ Nem sempre é possivel determinar a priori o sentido correto do esfor¢co
normal que atua em uma barra.

@ Pode-se arbitrar um sentido, que serd correto caso o resultado obtido
tenha sinal positivo.

o Ha certas situagdes particulares que, quando observadas, facilitam a
andlise de trelicas (ver o proximo slide).
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

@ Situacgdes particulares:
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

o Situagdes particulares:

Fy

Figure : Y F, = 0 requer F; = 0. Y F}, = 0 requer F, = 0.
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

@ Situacdes particulares:

/F“! F\

Figure : ' F, = Orequer F| = F,. Y F,, = 0requer F3 = Fy.
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Redundiancia externa e externa

@ Se uma treliga plana tem mais apoios externos do que os necessdrios para
garantir uma configuracdo de equilibrio estavel (para qualquer tipo de
carregamento), a trelica como um todo € estaticamente indeterminada
(hiperestatica) e os apoios extras constituem redundéancia externa.

F E

A D

A 5 C w
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Redundincia externa e externa

@ Se uma trelica plana tem mais elementos internos do que os necessarios
para evitar o colapso quando algum dos vinculos é removido, trata-se de
uma estrutura estaticamente indeterminada (hiperestatica) e os elementos
extras constituem redundéncia interna.

¥ o

ST
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condigao de estaticidade para trelicas planas simples

o Para uma trelica plana simples que seja externamente determinada, existe
uma relacdo especifica entre o nimero de barras e o niimero de nés
necessdria para a estabilidade interna sem redundéncia.

@ Considere-se uma trelica com n nés e b barras:

o numero de incognitas do problema: r reacdes de apoio + 1 forga para
cada barra = r+ b;

o numero de equacoes de equilibrio: 2 por n6 = 2n.

o Uma trelica isostdtica satisfaz

r+b=2n
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Trelicas Isostéticas Método dos Nos

O Método dos No6s

@ Classificacdo quanto a estaticidade
@ isostatica (nimero de incognitas igual ao nimero de equagdes)

r+b=2n

@ hiperestatica (nimero de incégnitas maior ao niimero de equagdes)
r+b>2n

© hipostatica (nimero de incégnitas inferior ao de equagdes)

r+b<2n
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Trelicas Isostéticas Método dos Nos

O Método dos Nos

@ A relacdo r+ b = 2n é uma condicio necessdria mas nao suficiente para
para garantir a estabilidade de uma trelica.

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 1137129



Meétodo dos Nés

O Método dos Nos

@ A relacdo r+ b = 2n é uma condicio necessdria mas nao suficiente para
para garantir a estabilidade de uma trelica.

Treliga estavel

i
L *H

Chriginal J
shape

(MAC/UFIJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 113 /129



Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condigédo de estabilidade

@ Para evitar o colapso, os elementos da trelica devem formar um conjunto
rigido.

o A estrutura ABCD abaixo ird colapsar a menos que uma barra seja
adicionada em uma diagonal (AC por exemplo).
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condigdo de estabilidade
@ O conjunto estavel mais simples de elementos € o tridngulo.
@ Uma trelica (com j nds e m barras) formada inicialmente a partir de um
tridngulo e adicionando-se dois novos elementos para posicionar cada
novo né em relacdo a estrutura existente, satisfaz automaticamente a

relacdo
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Trelicas Isostéticas Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condig¢ao de estabilidade

@ O conjunto estavel mais simples de elementos € o tridAngulo.

@ Uma treli¢a (com j nds e m barras) formada inicialmente a partir de um
tridngulo e adicionando-se dois novos elementos para posicionar cada
novo né em relacdo a estrutura existente, satisfaz automaticamente a
relacdo

r+b=2n

versdo 16.04 115/129



Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condig¢ao de estabilidade
o A trelica estdvel “bésica” é formada por tridngulos.

@ Mas uma trelica estdvel ndo precisa necessariamente ser composta por
triangulos.

versdo 16.04 116 /129



Trelicas Isostéticas Método dos Nos

O Método dos No6s

Condicao de estabilidade

@ Para a trelica abaixo, temosn =8, b =13 e r = 3.

e Entdo (entre as EH e FG barras ndo ha um no)
r+b=2n=3+13=2(8)

@ Porém, a trelica é internamente instavel, pois o quadro BCEF é
deformaével.

@ Mesmo satisfazendo r + b = 2n essa trelica € instdvel e portanto
hipostatica.
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Meétodo dos Nés

O Método dos No6s

Condic¢ao de estabilidade

@ Se uma treliga possui reagdes paralelas ou concorrentes em um ponto, ela
¢ externamente instavel.

@ Para ambos 0s casos abaixo

r+b=2n=3+7=2(5
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INEHGRI EWNEIENN  Método dos Nos

O Método dos N6s — Exemplo 1

@ Compute a forca em cada membro aplicando o método dos nds.

@ Observacdes
o Arbitramos as forgcas Np4 ¢ Npc em B como forcas de tragao.
o Arbitramos N4c em A como forca de compressao e Vy |.
o Arbitramos Vo 1 e He <.

L Goliatt, M Fa A Cury JF MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.04 1197129



INEHGRI EWNEIENN  Método dos Nos

O Método dos N6s — Exemplo 1

@ Compute a forca em cada membro aplicando o método dos nds.

YF,=0= P+Npc(*2) Npc = —2P/\/2 (C)
LF,=0= —Np1—Npc(*2) | Nga=+P (T)

@ Npc tem a direcdo contrdria do arbitrado, entdo é compressao.
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INEHGRI EWNEIENN  Método dos Nos

O Método dos N6s — Exemplo 1

@ Compute a for¢ca em cada membro aplicando o método dos nos.

e N6 A

@ Nup € uma forca de tragdo (ver né B).

@ Caso particular: Y Fy =0=-Nyc =0.

e Y F, = Orequer V4 = Nyc = +P (V4 | com sentido correto).
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INEHGRI EWNEIENN  Método dos Nos

O Método dos N6s — Exemplo 1

@ Compute a forca em cada membro aplicando o método dos nds.

YF,=0= Nep()—He |He=+P«+
ZFy=0= —NCB(\[)—FVC Ve=4+P7

@ H¢ e Ve estdo com os sentidos corretos.
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Trelicas Isostéticas Meétodo dos Nés

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ Compute a for¢ca em cada membro aplicando o método dos nés.
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ Compute a forca em cada membro aplicando o método dos nés.

@ Procedimento de cdlculo (sugerido)
@ Determine as reagdes de apoio.
© Trace os diagramas de corpo livre para cada né (observando se a for¢a na
barra é de tragdo ou compressao).
@ Faca o equilibrio dos nds (observando a quantidade de incdognitas).
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Trelicas Isostéticas Método dos Nos

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ Reacdes de apoio

4
5 m /_3{"_
y 60°
|
| 5m
L——x

¢ S5m l 5m Tﬁ
30 kN 20 kN E

e

YMp=0= 5T—20(5)—30(10) |T=80.0kN *
YF,=0= 80cos30—E, E,=69.3kN
YF,=0= 80sen30+E,—20—30 | E,=10.0kN 1
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ Observacdes:

A forga de tragdo/compressao se refere a0 membro, ndo ao no.
e Seta desenhada do lado do n6é (onde o membro exerce a forca).
e Desta maneira, tracdo sai do nd, e compressao chega no no.

e Abaixo arbitramos todas as forcas de tracdo.

BD
AB = 00
346 kN /5o
BC
30 kN 20 kN 4 B

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.04 122 /129



Meétodo dos Nés

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ N6 A [ (T) indica tragdo e (C) indica compressao |
YF,=0= Y2AB—30 | AB= +34.60 kN (T)
YF.=0= %AB+AC AC = —17.32kN (C)

@ N6 B [ (T) indica tracdo e (C) indica compressao |
BC = —AB = —34.60 kN (C)
BD = +34.60 kN (T)

00— 3 V3
YF,=0= —¥BC-AB
YF,=0= BD—1AB+]BC

y
' AB
|
|
| f 607
— A — — X AB i..
= 60°
346 kN /E;\
30 kN BC
A B
versdo 16.04 123 /129
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Trelicas Isostéticas Método dos Nos

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ N6 C [ (T) indica tracdo e (C) indica compressio ]

YF,=0= LCD+¥BC-20 |CD=+57.7kN(T)
YF,=0= CE—AC—3}BC+3iCD | CE=—63.5kN (C)

@ N6 E [ (T) indica tragdo e (C) indica compressao ]

YF,=0= +¥DE+10|DE=—11.6kN (C)

BC =
-34.6 kN
cD DE g~
607\ f60° g0-\ 693 kN
ac= |€ ce cg- AE
-17.32 kN -63.5 kN E, =
20 kN 10 kil
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Meétodo dos Nés

O Método dos Nos — Exemplo 2

@ Resumo:

Barra T/C =+ (kN)

AB
AC
BC
BD
CD
CE
DE

O3 004

+34.6
-17.3
-34.6
+17.3
+57.7
-63.5
-11.6

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Método das Secoes

Programa

@ Trelicas Isostiticas

@ Método das Secdes

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Método das Secoes

@ Ao analisar trelicas planas pelo método dos nés
e Os procedimentos envolvem forcas concorrentes em nés
e Precisamos apenas de duas das trés equagdes de equilibrio
e Tirar vantagem da terceira equacao (equilibrio dos momentos)
e Selecionar uma se¢do inteira da trelica
e Analisar o equilibrio de um corpo livre sob acdo de um sistema de forcas
nao-concorrentes
@ A vantagem € que € possivel conhecer a forca em uma determinada barra
diretamente através da andlise de uma secio que corte aquele elemento.
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Método das Secoes
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Meétodo das Secoes

@ [lustracdo do método
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Meétodo das Secoes

@ [lustracdo do método

L
IOkN
. 6 panels at 4 m
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Método das Secoes

Meétodo das Secoes

@ [lustracdo do método

18.33 kN
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Método das Secoes

Meétodo das Secoes

@ [lustracdo do método

18.33 KN
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Método das Secoes — Exemplo 1

@ Determinar as forcas nas barras FE, BE e BC.

4 =

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Método das Secoes — Exemplo 1

@ Determinar as forcas nas barras FE, BE e BC.

F_| E

A

i Blgm

C
L 3Im————3m 3m J

@ Procedimento: tragar uma secao que intercepta (no maximo) trés barras
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Método das Secoes — Exemplo 1
@ Determinar as forcas nas barras FE, BE e BC.

F e, Mg

BE /NBE

1kN

@ A sec¢do divide a trelica em duas partes (em equilibrio!).

@ Arbitramos as forcas (tracdo/compressao) nas barras.

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Método das Secoes — Exemplo 1

@ Determinar as forcas nas barras FE, BE e BC.

/NBE /"n:

A
C — e

N N 1 [T «
B - BC ec (! BC (
2kN v kN P

@ Escolhemos uma das partes (direita) para promover o equilibrio.

YMp=0= —Npc(4)+1(3)=0 = Npc=+0.75kN (T)
YMp=0= +NFE( )4+1(6) =0 = Npg=—-1.50kN (C)
YF,=0= —NBE5+1=O = Npg =+1.25kN (T )
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Trelicas Isostéticas Meétodo das Secdes

Meétodo das Secoes — Exemplo 2

@ Determinar as forcas nas barras IH, AH e BC.

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.04
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Trelicas Isostéticas Meétodo das Secdes

Meétodo das Secoes — Exemplo 2

@ Determinar as forcas nas barras IH, AH e BC.

e
. B,
r
7+
Sm i
Em /-, X ‘
/ [ ]
1 | / :
1
'l_c'_.w FeEl . -
- B
A B it
I

——'Em__‘_S"“ ]

@ Reacdes de apoio
e Y Mg =0=—A,(20)+10(15)+8(10) + 10(5) = A, = 14 kN
o ZFX =0 :Ax
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Trelicas Isostéticas Método das Secoes

Meétodo das Secoes — Exemplo 2

@ Determinar as forcas nas barras IH, AH e BC.

.-"a_
- R
S LS "
P
1
* B
: |
1
' |
1
1
] =
M F
lE : -
&
o
ICHL |
—_—T Bm —

© YMy=0=—Fip(5)—10(5) = Fjy = —10kN = 10 kN(C)

® Y My =0=Fpc(5)+10(5) — 14(10) = Fpc = +18 kN = 18 kN(T)

e YF,=0=14— 10—FAH\/ﬁ = Fuy = +894kN = Fupy =
8.94 kN(C)
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MAC-015 Resisténcia dos Materiais — Unidade 02

Engenharia Elétrica
Engenharia de Producao
Engenharia Sanitdria e Ambiental
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Universidade Federal de Juiz de Fora
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Programa

@ Carga Axial
@ Tensdo e Deformacio
@ Membros com carga axial estaticamente indeterminados
@ Variacdo de temperatura

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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arga Axial Tensao e Deformacio

Programa

@ Carga Axial
@ Tensdo e Deformacao

e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 2/69



Carga Axial Tensao e Deformacgao

Mudanca de comprimento em membros carregados
axialmente

@ Exemplo da tragdo de uma barra prismatica
P =ké; 6=fP

onde 8 é o alongamento, k é o coeficiente de rigidez e f € o coeficiente
de flexibilidade.
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Carga Axial Tensao e Deformacgao

Mudanca de comprimento em membros carregados
axialmente

o Exemplo da tragdo de uma barra prismatica
PL EA L
J EA L f EA

onde E é o médulo de elasticidade e A € a drea da secdo transversal.

S

[

@ I
oJi
1L
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Carga Axial Tensao e Deformacgao

Mudanca de comprimento em membros carregados

axialmente

o Exemplo de membros carregados axialmente

450 mm

{r.

E

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

A
— L )EE()
4 |
225 mm ,f
600 mm P FBD
| 450 mm 225 mm |
D f f |
E (b)
al s
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Carga Axial Tensao e Deformagao

Mudanca de comprimento em membros carregados
axialmente

o Exemplo de membros carregados axialmente

p LTI lNl
A1 | i

D D D

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06
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Carga Axial Tensao e Deformagao

Mudanca de comprimento em membros carregados
axialmente

o Exemplo de membros carregados axialmente

A

E, L,
B
E; Ly

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06
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Tensao e Deformagao

Carga Axial

Mudanca de comprimento em membros carregados

axialmente

o Exemplo de membros carregados axialmente

[
T ) N
== lJ ( ¢B oD Eg)
Py v } ¥
Ly ‘HAZ Py Rp Py
4 € (@) ()
Py

versdo 16.06 5/69
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Carga Axial

Tensao e Deformagao

O ensaio de tragdo e compressao

@ O conceito de tensdo

P - ~— P
— = ﬁ %=q
F ST TTTTTT ST ST = E=

y

=

n

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.06

6/69



Carga Axial Tensao e Deformagao

O ensaio de tragdo e compressao

@ A resisténcia de um material depende de sua capacidade de suportar uma
carga sem deformacdo excessiva ou ruptura.

o Essa propriedade € inerente ao préprio material e deve ser determinada
por métodos experimentais, como o ensaio de tragdo ou compressao.

e Uma méaquina de teste € projetada para ler a carga exigida para manter o
alongamento uniforme.

|I| ) ”l A p— VTN

travessa ——gy s
superor l ir
mavel 1

¢ =
¢ 5 %— mostrador _—

® \!\’ 7 ) decarga Estricgio
corpode  —— — = ]
prova para

: ~ i motor e
ensaio de tragdo J

==
l | Ge. “®as| ‘controles (a)
| e T F de carga

'I J - 2 Falha de um
material ductil

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 7169



O diagrama tensdo—deformacao

@ A tensdo nominal (o), ou tensdo de engenharia, é determinada pela
divisdo da carga aplicada P pela area original da secdo transversal do

corpo de prova, Ag.
P

T A
@ A deformacdo nominal (€), ou deformacgao de engenharia, é determinada

pela divisdo da variagdo, 8, no comprimento de referéncia do corpo de
prova, pelo comprimento de referéncia original do corpo de prova, Lg.

_9
-2

(o

£
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Carga Axial Tensao e Deformagao

O ensaio de tragdo e compressao

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 9/69



420 420 |
LT A T Ruptura Ruptura
. : a 3
1 1 ]
| | |
280 ! ! s 280(— !
& o P Eol |
= o | ! ! =" i
o 51 | 19R o } OR
1
. o E | i : 140! |
! =« St i | i !
[ 3‘1’&\‘15 Encruamentowg Estriccéo ! !
\ | 1 H 1 1 I €
ton02 02 025 t 0.2
0.0012 0.004

@ ) (@) Aco combaixo teor de carbono

MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Carga Axial Tensao e Deformagao

O ensaio de tragdo e compressao

OL=0R [~~~

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06
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O diagrama tensdo—deformacao

tensdo de ruptura real —

aj

r]1'miu=. proporcinal

” \, ( limite de elasticidade ~—— limite dg resisténcia
u - tensio
tensdo de de ruptura
ay (  escoamento
- \
I‘J'm
3
regiio |escoamento endurecimento  estricgio

elastica por deformacio

COmpor- comportamento plastico

tamento

eldstico

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um

material dictil (ago)(nio estd em escala)

Tensao e Deformagao

Comportamento eldstico
Escoamento

Endurecimento por deformagao
Estric¢ao

Diagrama tensdo—deformagcéo real

O comportamento da tensdo—deformacio
de materiais dicteis e frageis
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O diagrama tensdo—deformacao

- -
i tensdo de ruptura real —
(IJr
r]1'miu=. proporcinal
” \, ( limite de elasticidade ~—— limite dg resisténcia
u 20d tensio
(- Lensdo ce de ruptura
oy escoamento
- \
I‘J'm
3
regiio |escoamento endurecimento  estricgio
elastica por deformacio
COmpor- comportamento plastico
tamento
eldstico

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um

material dictil (ago)(nio estd em escala)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

Tensao e Deformagao

Comportamento eldstico

@ A tensdo é proporcional a
deformacao.
@ O material € linearmente eldstico.

Escoamento

Endurecimento por deformagdo
Estriccao

Diagrama tensdo—deformacao real

O comportamento da tensdo—deformagao
de materiais dicteis e frageis
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Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao

o tensao d t 1 —
U:r €Nnsa0 de ruptura real ~.
limite proporcinal £ops
r\  limite de elasticidade -~ limite dg resisténcia Comportamento eldstico
Tu - tensio
- tensio de de ruptura @ Escoamento
oy escoamento 00 0 B
Y \ @ Um pequeno aumento na tensdao
T acima do limite de elasticidade
resultard no colapso do material e
fard com que ele se deforme
permanentemente.
€
re'glﬁo escoamento endurecimento  estriccio @ Endurecimento por deformagéo
elastica por deformacio .
COmpor- comportamento plastico ° EStrngaO
‘:II::J::‘;’ @ Diagrama tensdo—deformacao real
@ O comportamento da tensdo—deformagao

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um

material dictil (ago)(ndo estd em escala) de materiais diicteis e frageis
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O diagrama tensdo—deformacao

o tensdo de ruptura real —
o) ™
r]1'miu=. proporcinal
” \, ( limite de elasticidade ~—— limite dg resisténcia
u 20d tensio
(- Lensdo ce de ruptura
oy escoamento
- \
I‘J'm
3
regiio |escoamento endurecimento  estricgio
elastica por deformacio
COmpor- comportamento plastico
tamento
eldstico

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um

material dictil (ago)(nio estd em escala)

Tensao e Deformagao

@ Comportamento eldstico

@ Escoamento

@ Endurecimento por deformagio

@ Quando o escoamento tiver
terminado, pode-se aplicar uma
carga adicional ao corpo de prova,
o que resulta em uma curva que
cresce continuamente, mas
torna-se mais achatada até atingir
uma tensdo maxima denominada
limite de resisténcia.

@ Estric¢do
@ Diagrama tensdo—deformacao real

@ O comportamento da tensdo—deformacao
de materiais ducteis e frageis

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 10/ 69
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Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao

o tensdo de ruptura real —

aj BN

(limite proporcinal @ Comportamento eldstico

 limite de elasticidade — limite d¢ resisténcia
PN . - tensio @ Escoamento
- tensdo de de ruptura . 5
oy \escoamema <4 T @ Endurecimento por deformagio
. .~
orppf—— @ Estriccdo

@ No limite de resisténcia, a area da
se¢do transversal comega a
diminuir em uma regido
localizada do corpo de prova.

regiio |escoamento endurecimento  estricgio

elastica por deformagio @ O corpo de prova quebra quando
COmpor- comportamento plastico atinge a tensao de ruptura.
tamento
eldstico @ Diagrama tensdo—deformacao real
Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um @ O comportamento da tensdo—deformagio
material dictil (ago)(nio estd em escala) de materiais dicteis e frageis
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Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao

o tensdo de ruptura real —
(I:r ™ L.
@ Comportamento eldstico

limite proporcinal

r . o @ Escoamento
” \, ( limite de elasticidade ——limite d restster_m]a .

“ tensio de 5 tensdo @ Endurecimento por deformagio
ay (  escoamento A0 | (¢ TupTuTE S
\ @ Estriccdo
Tg
Tip| @ Diagrama tensdo—deformacio real
@ Os valores da tenso e da
deformagdo calculados por essas
€ medi¢des sdo denominados tensao
re'glﬁo escoamento endurecimento  estricgio real e deformagﬁo real.
elastica por deformacio . iz
- @ Use este diagrama ja que a

compor- comportamento plastico . .

tamento maioria dos projetos de

elastico engenharia € feito dentro da faixa

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um eldstica.

material dictil (ago)(nio estd em escala) @ O comportamento da tensdo—deformacio
de materiais ducteis e frageis
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O diagrama tensdo—deformacao

o tensdo de ruptura real —
o) P ™
r]1'miu=. proporcinal o
” \, ( limite de elasticidade ——limite d

u
tensdo de
oy (  escoamento

&

ol N\

resisténcia
tensio
de ruptura

I‘J'm
regiio |escoamento endurecimento  estricgio
elastica por deformacio
COmpor- comportamento plastico
tamento
eldstico

Diagramas de tensio—deformacio convecional e real para um

material dictil (ago)(nio estd em escala)

Tensao e Deformagao

Comportamento eldstico
Escoamento

Endurecimento por deformagdo
Estric¢ao

Diagrama tensdo—deformagio real

O comportamento da tensdo—deformagao
de materiais ducteis e frageis
@ Materiais dicteis: Material que
possa ser submetido a grandes
deformagdes antes de sofrer
ruptura é denominado material
dictil.
© Materiais frageis: Materiais que
exibem pouco ou nenhum
escoamento antes da falha sao
denominados materiais frageis.

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 10/ 69
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Carga Axial Tensao e Deformagao

Lei de Hooke

@ A lei de Hooke define a relacdo linear entre tensdo e deformagao dentro
da regido eldastica.
o =Ee

e O =tensdo
o E =mddulo de elasticidade ou médulo de Young
o & =deformagio

@ E pode ser usado somente se o material tiver relacio linear—eldastica.

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 11/69



Tensao e Deformagao

Endurecimento por deformagao

@ Se um corpo de prova de material dictil for carregado na regido plastica

e, entdo, descarregado, a deformacao eldstica é recuperada.

o Entretanto, a deformacao plastica permanece, e o resultado é que o
material fica submetido a uma deformacgao permanente.

a

regiio regiio regiao regido
elastica plastica elastica  plastica
B B
A’ A
A
EJ

E/ %.__ histerese mecanica
0 o € e
gcrm:men['cl eldstica | 0 o

deformagao ' recuperagio (a) ()

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06
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Tensio ¢ Deformasio
Exemplo de um diagrama

@ O diagrama tensdo-deformacgdo para uma liga de aluminio utilizada na
fabricacdo de pecas de aeronaves € mostrado abaixo. Se um corpo de
prova desse material for submetido a tensdo de tracdo de 600 MPa,
determine a deformag@o permanente no corpo de prova quando a carga é

retirada.
o (MPa)
750 +
B
600 - £
o, =430+ —/A
paralelas
300 -
150
€ L D, L— & (mm/mm)
O /001 | 0,02} 0,03 004 !
€ = 0,006 0,023
— €0c—|
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Carga Axial Tensao e Deformagao

Coeficiente de Poisson

e Coeficiente de Poisson, v, estabelece que dentro da faixa elastica, a razao
entre essas deformacdes é uma constante, ja que estas sdo proporcionais.

V= _ Elateral

8longitudinal

@ A expressdo acima tem sinal negativo porque o alongamento longitudinal
(deformacao positiva) provoca contragao lateral (deformacio negativa) e
vice-versa.

~8/2 Forma final
—

—

Compressao

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 14769



Carga Axial Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao de cisalhamento

o Para cisalhamento puro, o equilibrio exige
que tensdes de cisalhamento iguais sejam
desenvolvidas nas quatro faces do elemento.

@ Se o material for homogéneo e isotrdpico, a
tensdo de cisalhamento distorcera o elemento
uniformemente.

L Goliatt, M , A Ci MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 15/69




Carga Axial Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao de cisalhamento

@ A maioria dos materiais de engenharia apresenta comportamento eldstico
linear, portanto a lei de Hooke para cisalhamento pode ser expressa por

T=GYy

@ G = moddulo de elasticidade ao cisalhamento ou mddulo de rigidez.

Yip Ym Yrup

L Goliatt, M F: , A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 16 /69



Carga Axial Tensao e Deformagao

O diagrama tensdo—deformacao de cisalhamento

o Trés constantes do material, E,v e G, na realidade, estdo relacionadas
pela equagdo
E
G=——
2(1+v)
@ G = mddulo de elasticidade ao cisalhamento ou médulo de rigidez.
@ E = mddulo de elasticidade ou médulo de Young

@ v = Coeficiente de Poisson

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 17769



Carga Axial

Tensao e Deformagao

Exemplo

Um corpo de prova de aluminio tem didmetro dy = 25 mm e tem comprimento de
referéncia de Ly = 250 mm. Supondo que uma forca de 165 kN alongue o corpo de 1.20
mm, determine o médulo de elasticidade e quanto o didmetro do corpo se contrai. O limite
eldstico do aluminio € atingido em 440 MPa. Dados: G,; = 26 GPa.

165 kN

P 165(10°)N

O = & = (/A 000sm)? ~ 3361 MPa < 440 MPa %
- L% - 215%):1?; = 0.0048 mm/mm _‘
Eu=7 = ﬁg;‘ga —70GPa wql- T
G = 2(1Eil 5] = 26GPa= 17((1)G+P:) = v =0346 _
v— 7;—; = 0.346 = 70"3’8;8 = €14 = —0.00166mm/mm é
8’ = (0.00166)(25) = 0.0415mm — contragio no didmetro lf._slky

L Goliatt, M

e, A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.06
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Tensao e Deformagao

Principio de Saint-Venant

@ O principio Saint-Venant afirma que a deformacdo e tensio localizadas
nas regides de aplicagdo de carga ou nos apoios tendem a “nivelar-se* a
uma distancia suficientemente afastada

P
Carregamento distorce
L as linhas localizadas
a_| /l o perto da carga
b— b
c— —c
___ Linhas localizadas P r P P P
~ longe da carga e do 2 A2
apoio permanecem retas
f f
Carregamento distorce ! J J P
as linhas localizadas Tméd = — Tmed =y
i AL
perto do apoio
secao a—a segao b-b se¢io c—¢ Se¢Ao c—¢
(a) (b) (e)

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 19769




Principio de Saint-Venant
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Deformacao eldstica de um elemento submetido a carga
axial

Usando a lei Hooke e as defini¢cdes de tensdo e deformacao, somos capazes de
determinar a deformacao eldstica de um elemento submetido a cargas axiais.

|— x

u
|
- [-d5
w15
(b)

@ § = deslocamento de um ponto na barra relativo a outro
@ L = distancia original

@ P(x) = for¢a axial interna na se¢@o

@ A(x) = drea da seg¢do transversal da barra

@ E = moddulo de elasticidade

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 21/69



Carga Axial Tensao e Deformagao

Deformacao eldstica de um elemento submetido a carga
axial

Usando a lei Hooke e as defini¢cdes de tensdo e deformacao, somos capazes de
determinar a deformacdo eléstica de um elemento submetido a cargas axiais.

- i -
| 11 . :

. [-d&
| L | \I df_'H‘_
(a) ) (b)
P(x) do (%)
o= =Fg;, €=—=d6 d d
Alx dx AE™
L L p
5= [ db )
0 0o AX)E
L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais

versdo 16.06 21/69



Carga Axial Tensao e Deformagao

Deformacao eldstica de um elemento submetido a carga
axial

@ Quando uma forca constante externa € aplicada a cada extremidade da

barra, L
0=—
AE
——
P Fr
| : -

(i}

@ Forca e deslocamento sao positivos se provocarem tracao e alongamento;
€ negativos causardo compressao e contragao.

—:+P o, :,I:
. e

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 22/69



Carga Axial Tensao e Deformacgao

Deformacao eldstica de um elemento submetido a carga
axial

SKN : TKN
A B G D
| 1 |
L i Lac T Lep ]
> Py =5kN
SEN 4 PIKN)
- 8kN
r ¥
- — = =3 5

SkN A B

Prp=TkN —> |le—7N
D
()
(b}

PL  5Lag —3Lpc N —7Lcp
FA EA EA EA

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 23/69
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Carga Axial Tensao e Deformagao

Exemplo

@ O conjunto é composto por um tubo de aluminio AB com 4rea de se¢cao
transversal de 400 mm?. Uma barra de aco com 10 mm de didmetro est4
acoplada a um colar rigido e que passa pelo tubo. Se uma carga de tracdo
de 80 kN for aplicada a barra, determine o deslocamento da extremidade
C da barra. (E,., = 200 GPa, E,; =70 GPa)

—- 50 kN o
< 80 kN — :\1— Pap = 80kN

: — 0 kN
Ppc = 80 kN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 24 /69




Carga Axial Tensao e Deformacgao

Exemplo

m— 50 kN
C

[
80 kN == |4—RAB=$DkN

B — T B N
Pge = 80N
_PL __ +80(10%06
Scp =Pk = (0,005 ]7200(10°] — 0.003056m —
—PL_ 8000004 4 01143m —

bpa = EA ~ 400(10-6)70(10%)
Oc = 5(;3(—>) + SBA(—>) =0.0042m

L Goliatt, M , A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 25/69




Carga Axial Tensao e Deformagao

Exemplo

o Uma viga rigida AB apoia-se sobre dois postes curtos como mostrado na
figura. AC é feito de aco e tem didmetro de 20 mm; BD ¢ feito de
aluminio e tem didmetro de 40 mm. Determinar o deslocamento do
ponto F em AB se for aplicada uma carga vertical de 90 kN nesse ponto.
Admitir E,., = 200 GPae E,; = 70 GPa.

90 kN
|L200 mm ‘|' 400 mm |
A P —————————
I : T
; 300 mm
c D J
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90 kN
w¢_ 400 mm——|
A —
|| F
300 mm
G — P J
90 kN
‘ 200/ 400 mm —
60 kN 30kN
(b)
60 kN 30kN
Pac=60kN Ppp =30 kN
600 mm
0102 mm "/ F——400 mm——B
A J[*"O—loz o
O 184 mm
(d)
0 286 mm

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF)

Carga Axial

MAC-015 Resisténcia dos Materiais

Tensao e Deformagao

+ O ZMA =0= —90(0.2) +PBD(0.6) =

Pgp = 90(0.2) /0.6 = 30kN

Y Fy =0=Ppp+Pac—90

Psc = 60kN
Sa = PacLac _ —60(10°)0.3
A = AacEaco  m(0.010)2200(10°)
=0.286mm |
_ 3001003 _
6B W 0. 102mm¢

8F = 0.102+ (0.286 — 0.102) (2%0)
=0.225mm |

versdo 16.06

27169



Exemplo

A barra rigida BDE esta apoiada por duas barras verticais de AB e CD. A
ligacdo AB ¢ feita de aluminio (£ = 70 GPa) e tem uma area de seccao
transversal de 500 mm?; a ligagio de CD é feita de aco (E = 200 GPa e tem
uma drea de se¢do transversal de 600 mm?. Com o carregamento de 30 kN
mostrado, determinar a deflexdo nos pontos B, D e E.

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 28/69



Carga Axial

Tensao e Deformagao

Exemplo

Forgas atuantes na barra horizontal:

F.wI I Fep 1-5(] kN
©B D o) E

5 o ly o5 = 60 kN
oz b—aan

o)

o

0.4

|

Deslocamentos nas barras verticais:

Sp— PL — __—60(10°)0.3
B = EA — 500(10)-070(109)
op = —514(10)—6m 0
:ukNl 6 . ﬂ N (103)04
3 D = EA — 600(10)-6200(109)
= Sp =300(10)m |

Fop= 90 kN
-::T

o)

A = 600 mm?
E = 200 GPa

+ O EMp=0=-30(0.6)+Fcp(0.2) 03m || pZ305"
+OYMp=0=—30(0.4) — F15(0.2) | |
FCD =90 kN; FABI —60kN =

Fup = 60 kN

L Goliatt, M F:

, A Cury (MAC/UFJF)

MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Fop= 90 kN
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Exemplo

Deslocamentos do ponto E:

Sejam B’ e D' as posigoes deslocadas
dos pontos B e D. Uma vez que BDE
eh rigida, os pontos B e D' e E’
permanecem sobre a mesma reta, e
entao

BB __ BH _ 0514 _ 200—x

DD — HD — 0300 —  «x
= x="73.7 mm

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF)

EE. _ HE _ & _ 400+73.7
DD — HD — 0300 _ 737
= 6 =1.928 mm |
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Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Programa

@ Carga Axial

@ Membros com carga axial estaticamente indeterminados

A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 30/69



Carga Axial Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

@ A barra abaixo possui as duas extremidades fixas, e a
condicio de equilibrio resulta em

+TZF=0=FA+FB—P

e Uma equacio adicional € fornecida pela condi¢io de
compatibilidade

FacLac . FcgLcp
AscEac  AcgEcs

Oap=0=

@ Siao necessarias
@ Equagdes de equilibrio
© Equagdes de compatibilidade

L Goliatt, M

e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06
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Carga Axial Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

@ Trés barras de aco (E = 200 GPa) sdo acopladas a um elemento rigido
por pinos e submetidas a uma carga de 15 kN como mostrado.
Determine a for¢a em cada barra. As barras AB e EF t€m 4rea de se¢do
transversal de 25 mm? e a barra CD secdo transversal de 15 mm?.

o ———
B Dl F 3 7‘
0.5m
; J
Al Ci Eg
\ \
) 0.4 m——-
02m(() 0.2 m
\
15kN

MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 31/69



Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

B D Fid
05m

AL & EN

\ Cq A

i
L A 04m—
02m@)o2m
[
15 kN

F, Fc Fr

02m|02m

15kN

0.4m

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

@ Equacdes de equilibrio
+OYMc=0=—F4(0.4)+15(0.2) + Fg(0.4)

+1YF,=0=Fy+Fc+Fp—15

@ Equacdes de compatibilidade

Bl = 5C 5E = 0c = (64 +0k)/2

FcL _ + FgL
I5E — 2 25E 25E

Fc=0.3F,+0.3Fg

@ Resolvendo simultaneamente

o Fy=9.52kN
o Fo=3.46kN
o Fp=2.02kN

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06
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Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

A haste de aco (E = 200 GPa) tem didmetro de 5 mm e esta presa a parede
fixa em A. Antes de ser carregada, hd uma folga de 1 mm entre a parede B € a
haste. Determine as reagdes em A e B’ se a haste for submetida a uma forca
axial P =20 kN. Despreze o tamanho do colar em C.

P =20kN 1 mm-—
AR E - ¥ B
| C B ‘
| 0! 800 mm- {

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF)
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Carga Axial Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

A haste de aco (E = 200 GPa) tem didmetro de 5 mm e esta presa a parede
fixa em A. Antes de ser carregada, hd uma folga de 1 mm entre a parede B € a
haste. Determine as reagdes em A e B’ se a haste for submetida a uma forca
axial P =20 kN. Despreze o tamanho do colar em C.

P =20kN 1 mm—~
4 Aﬁh’ B

C B ‘
I 400 mm | S )

O equilibrio da haste exige: + 1 Y. F, =0 = —F4 — Fp+20(10°)

P =20 kN Fi a— —Fa
Fi—y -Ly I |—Fp Fpg il

— Fp

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF)
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Carga Axial Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

A haste de aco (E = 200 GPa) tem didmetro de 5 mm e esta presa a parede
fixa em A. Antes de ser carregada, hd uma folga de 1 mm entre a parede B € a
haste. Determine as reagdes em A e B’ se a haste for submetida a uma forca
axial P =20 kN. Despreze o tamanho do colar em C.

P =20kN 1 mm—~

y ! ~—— .
C B ‘
| 00T 800 mm- {

A condi¢do de compatibilidade para a haste exije que dg_4 = 0.001 m

FsLac FgLcp
04 =000l = ——— - "= =04F4 —0.8Fp =3927N
B—A EA EA A B m

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF)
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Membros com carga axial estaticamente indeterminados
Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

A haste de aco (E = 200 GPa) tem didmetro de 5 mm e esta presa a parede
fixa em A. Antes de ser carregada, hd uma folga de 1 mm entre a parede B € a
haste. Determine as reagdes em A e B’ se a haste for submetida a uma forca
axial P =20 kN. Despreze o tamanho do colar em C.

P =20kN 1 mm—~

| £ b‘ ‘
" 200 mm ' B00 mm |
Temos:
FA + FB = 20( 1 03)

0.4F4 —08Fp = 3927
Resolvendo chegamos em (F4, Fp) = (16.6, 3.39) kN.

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 33/69



Carga Axial Membros com carga axial estaticamente indeterminados

Carga Axial

Membros com carga axial estaticamente indeterminados

[Desafio:] Dois postes apoiam a viga rigida, cada um deles possui largura d,
espessura d e comprimento L. Supondo que o mddulo de elasticidade do
material A seja E4 e do material B seja Ep, determinar a distncia x para
aplicar a forca P de modo que a viga permaneca horizontal.

]
S

i

MAC-015 Resisténcia dos Materiais versdo 16.06 34/69




Car,

xial Variagdo de temperatura

Programa

@ Carga Axial

@ Variacdo de temperatura
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Variagdo de temperatura

@ Todos os membros e estruturas que analisamos até agora mantinham-se
na mesma temperatura enquanto eles estavam sendo carregados.

@ Vamos agora considerar varias situacdes que envolvem mudancas na
temperatura.

@ Vamos primeiro considerar uma haste homogénea AB de secdo
transversal uniforme, apoiada livremente sobre uma superficie horizontal
lisa, que sofre um aumento de temperatura.

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06 35/69



Variago de temperatura
Carga Axial

Variagdo de temperatura

@ Se a temperatura do da haste aumenta de uma quantidade AT, observa-se

que ela alonga-se por uma quantidade 6T que € proporcional tanto a

mudanga de temperatura AT e o seu comprimento L.
@ Temos entdo o deslocamento e deformagao dados por

&
or=a(AT)L = e = fT = AT

e « é o coeficiente de dilatagdo térmica e
o AT ¢ a variagd@o de temperatura.

L Goliatt, M e, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais
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Variago de temperatura
Carga Axial

Variagdo de temperatura

@ Suponha-se que a mesma haste AB de comprimento L € colocada entre
dois suportes fixos a uma distancia L entre si, e considere que nao ha
forcas nesta condicao inicial.

(a)

@ Se a temperatura aumentar por AT, a barra ndo pode alongar por causa
das restri¢des impostas nas suas extremidades e o alongamento 67 da
barra ¢ zero.

@ Uma vez que a haste ¢ homogénea e de secdo transversal uniforme, a
deformagéo também zero (67 = 0).

L Goliatt, M Farage, A Cury (MAC/UFJF) MAC-015 Resisténcia dos Materiais versao 16.06

37/69



Carga Axial Variagdo de temperatura

Carga Axial

Variagdo de temperatura

@ No entanto, os suportes vao exercer forgas iguais e opostas na haste
depois que a temperatura foi elevada, para evitar que o alongamento.

| - |
A (@ B
P P
— A —
A B

(b)

e Fazendo o equilibrio das forgas horizontais, observa-se que o problema
que temos de resolver € estaticamente indeterminado.
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Variago de temperatura
Carga Axial

Variagdo de temperatura

@ Para resolver o problema, destacamos a haste do
seu suporte B e deixamos alongar livremente a
medida que sofre a mudanca de temperatura AT -

@ O alongamento correspondente é

8 = a(AT)L “ —

oy

—

@ Aplicando a forca P (reagdo redundante), temos

(b) —| bp —
PL ‘ ’
5p = — A B
EA o —
@ O deslocamento total § deve ser nulo, entdo L

8= 81+ 8= a(AT)L+ < =0= P= ~EAG(AT)
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