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Lei de Hooke Generalizada

Introducao

Nos topicos anteriores, estudamos os conceitos e as aplicacdes relacionados aos estados de tensdao e de deformacao
(uniaxial, plano e triaxial).

Entretanto, estes conceitos nao sao “autossuficientes”. Em outras palavras, ndo existe tensao sem que haja deformacao e
vice-versa.

Assim, neste topico iremos tratar das relagcdes entre estas grandezas e, mais importante, o que as relaciona.
Consideremos, como exemplo, a seguinte situacao:

“Dados dois corpos-de-prova perfeitamente homogéneos e de mesmas dimensdes: um de aco e outro de borracha. Ambos
sao submetidos a uma mesma carga axial P.”

1) Ambos estdo sujeitos as mesmas tensdes?
2) Ambos estdo sujeitos as mesmas deformacoes?

A resposta a primeira pergunta é sim, mas a segunda, ndo. Por qué?
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Carga uniaxial

Fica claro que uma certa propriedade dos materiais desempenha um papel fundamental para a resposta a segunda
pergunta.

Esta propriedade é a rigidez, a qual é frequentemente representada pelos médulos de elasticidade do material.

Precisamos, portanto, “mapear” como um material se comporta, em termos de deformacdes, quando sujeitos a
diferentes estados de tensao.

Consideremos, inicialmente, uma barra de material homogéneo, isotrdpico, de secao circular, sujeita a um
carregamento axial: P’

A

IJ \~|
RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 3




Lei de Hooke Generalizada

Carga uniaxial

au.”n a. . n u_n

Definindo-se o eixo longitudinal da barra como “x” e, os transversais como “y” e “z”, podemos utilizar a Lei de Hooke
para calcular as deformacodes devidas ao estado de tensao existente.

O tensor de tensdao para um ponto qualquer no interior da barra é:

c. 0 0]
o= 0 0 0
S0 00

As deformacdes devidas a esta tensao, sao dadas por:

O o) o)

XX

E.= R £, =—U R E.=-0 Z

onde E é o Médulo de Elasticidade Longitudinal e v é o coeficiente
de Poisson material.

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 4




Lei de Hooke Generalizada

Carga uniaxial

au. . n au.”n owu_n

De forma similar, caso definissemos o eixo longitudinal da barra como “y” e, os transversais como “x” e “z”, teriamos
a seguinte situacao:

O tensor de tensdao para um ponto qualquer no interior da barra é:

O 0 O
o = 0 o, 0
_O 0 O_

As deformacdes devidas a esta tensao, sao dadas por:

onde E é o Médulo de Elasticidade Longitudinal e v é o coeficiente
de Poisson material.
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Carga uniaxial

u_n . ”n o, . n

Por fim, caso definissemos o eixo longitudinal da barra como “z” e, os transversais como “x” e “y”, teriamos a
seguinte situacao:

O tensor de tensdao para um ponto qualquer no interior da barra é:

0 0 O
c=0 0 0
100 o

As deformacdes devidas a esta tensao, sao dadas por:

onde E é o Médulo de Elasticidade Longitudinal e v é o coeficiente
de Poisson material.
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Combinacao de cargas uniaxiais

Agrupando as situagdes anteriores, pode-se montar a seguinte tabela:

Deformacoes

Tensao &,y &, £,
O-xx O-xx _ O-xx

Ox E ' "E
O O O

vy E E E

O-ZZ GZZ O-ZZ

Oz "E "E E
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Combinacao de cargas uniaxiais

Considerando-se a atuagdo simultanea de o,, 0, e 0, e aplicando-se o principio da superposig¢do dos efeitos, tem-se:

Gxx O-yy O-ZZ 1
g . =—=—-v—-v*==—|o_—-v(0, +0O
XX E E E E[ XX ( yy ZZ)]

o O o 1
—~ £,=-0 l;x + gy —v ; :E[O-yy —v(o, -I—O'ZZ)]
O-xx O-yy GZZ 1
E =—U —U + =—|loc_—-uv(oc._ +0o
zz E E E E [ zZ ( XX yy)]
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Relacoes no cisalhamento

Para as tensoes cisalhantes, tem-se:

_ Ty
7/xy _ G
onde G é o Modulo de Elasticidade Transversal e pode ser escrito como:
— xz
—_— 7/xz G G _ E
2(1+v)
y, ==
yz G

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 9




Lei de Hooke Generalizada

Observacoes:

Considerando-se o que foi discutido até o momento, destaca-se algumas observacdes importantes:

e Um estado uniaxial de tensao gera um estado triaxial de deformacao;

* Quanto maior a rigidez do material (maior E), menores as deformacdes, para um mesmo nivel de tensao;

* O efeito Poisson se caracteriza pelo sinal negativo nas deformagdes que ocorrem nas diregcdes transversais a
direcao da solicitacao;

* Para materiais comumente utilizados na Engenharia Civil e Mecanica, o coeficiente de Poisson possui valores

entre 0,2 e 0,4. Existem materiais especiais, entretanto, que admitem até mesmo valores negativos.
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Estados Triaxiais:

Agrupando-se todas as relagdes obtidas anteriormente, temos a chamada Lei de Hooke Generalizada, dada por:

( €pp ) 1 —v —v 0 0 0 1 ( ops
Eyy —v 1 —v 0 0 0 Oyy
€,n T e 2 Z 0 0 0 O

V% (CE| 0 0 0 204+v) 0 0 \ 7 [
Vs 0 0 0 0 20+v) 0 Tos

L Yyz 0 0 0 0 0 2(1—|—V) 1 U 7z

Estas relacOes se aplicam a materiais homogéneos e isotropicos, isto é, que possuem as mesmas propriedades fisicas
e mecanicas em todas as diregoes.

Assume-se, também, que as tensdes de cisalhamento nao afetam as deformacdes lineares (e vice-versa).
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Estados Triaxiais:

Inversamente, pode-se escrever:

( Opy ) 1 — v v v 0 0 0 1 ( €xz )
O s E v v 1—-v 0 0 0 €,

{ > = 1—92y \ >
Try (1+v)(1—2v) 0 0 0 5 0 0 Yy
Tus 0 0 0 0o =2 9 Vs

2 1-2
 Tyz 0 0 0 0 0 QV 1 \ Dyz
\ J
|

Matriz constitutiva do material

IMPORTANTE: nas duas relagbes apresentadas, utiliza-se as distor¢des angulares (v, , v,,, 7,,) € ndo as componentes

cisalhantes do tensor de deformacao (¢,, &, &,,)-

Lembrando que a relacdo entre essas grandezas é dada por: & =

N R
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Estados Planos:

Em problemas relacionados a leituras de deformacao (strain-gages), a Lei de Hooke pode ser simplificada e reescrita

€ . 1 —v 0 ] o
Eyy — 5 —v 1 0 Oyy
Yy 0 0 2(1+v) ] Tay
Oxx 1 v 0 Cxx
Tyy = 1 b 2) v 1 0 Eyy
Txy i 0O 0O (1;) ) ) Yy
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Estados Planos:

Observacoes importantes:

* No Estado Plano de Tensdo, tem-se apenas as tensées o,,, 0,, € 7,,. Entretanto, em termos de deformagdes, além

daquelas calculadas no slide anterior, tem-se, ainda ¢&,,que pode ser calculada como:

¥, v
gzz Z_E(O-xx_i_o-yy) ou gzz =—E(8xx+8yy)

* No Estado Plano de Deformagao, tem-se apenas as deformacoes ¢, ¢, e &,.. Entretanto, em termos de tensoes,
XX yy Xy

além daquelas calculadas no slide anterior, tem-se, ainda o,, que pode ser calculada como:

o= (g, +e,)
(1+0)(1-20)

o, = U(O‘xx +0'yy)

zz
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Estado Plano de Deformacao

Exemplo 2 (continuacao):

Para o estado de deformacao obtido na letra a), calcule as tensdes o,,, 0

wo Oy Ty, NO ENtOrno deste ponto. Dados: E=2,1 GPa e
v=0,3.

[ 0001  0.0028868
=7 ] 0.0028868 0.0003333

Utilizando a Lei de Hooke e assumindo-se que o ponto esta sujeito a um estado plano de tensdes, temos:

0

Oy o A €
Oyy (= v 10 €yy
1 —v? (1-v)

Txy 0 0 — Yy

Substituindo-se os valores de E (em MPa) e de v e lembrando que y,,= 2¢,=0,0057736, tem-se:

0.2 = 2.54 MPa
oyy = 1.46 MPa
Tzy = 4.66 MPa
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Estado Plano de Deformacao

Exemplo 3:

Sabendo-se que o prisma mostrado abaixo esta sujeito a um estado de tensdes conforme indicado na figura abaixo,
determine o novo valor do comprimento que liga os pontos P e Q. Dados: E=2,1 GPae v =0,4.
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Se considerarmos a direcdao de AC como sendo coincidente ao eixo x, o estado de tensdao (plano) nos pontos do
prisma serao dados por:

y
Onde:

oyy = HDMPa
Tzy = —8MPa
0. — desconhecido

A

No entanto, sabe-se que o valor da tensao normal num plano cuja normal ]S[ é ]S[ = {cos 120°; sen120°} vale
o, = 11.67 MPa.

A partir da expressao do célculo de o,, do estudo do estado plano de tensoes, temos:

o, = : vy 4 5 Y cos 2a + T,y sen2a

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 17




Estado Plano de Deformacao

donde conhecemos oy, 7y, 0y, € a. Logo,

O-mm+5 0':1:33_5
5 +

11.67 =

cos 240° — 8 sen240°

0 que nos permite obter imediatamente:

Ozz = 3.97MPa

O tensor de tensoes no ponto fica entao definido:
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Estado Plano de Deformacao

Aplicando ao caso em questao, temos:

€an . 1 —04 0 3.97
€y (=== | 04 1 0 5
e 2.1 % 10 0 0 92s g

Resultando em:
€re = 0.938 x 1073

€yy = 1.625 x 1073

Yoy = —10.667 x 1073 — €y, = 1=

Ty = —5.333 x 1073

A deformacao na direcio de PQ pode ser determinada, entdo, por:

€nn = 5 Yy 4 5 Y cos 2a + €4y sSEN200

donde temos:

[(0.938 + 1.625) (0.938 —1.625
Enn = +

: 5 ) cos 60° — 5.333 x Sen60°] x 1073
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Estado Plano de Deformacao

Resolvendo, vem:
€nn = —3.509 x 1073

O novo comprimento ‘PQ| pode ser obtido através de:

= [PQ| + enn | PQ)]
—10—3.509 x 10~3 x 10

novo

|PQ
PQ

|’I’lO’UO

donde obtemos:
novo

|PQ| — 9.96481 cm
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Deformacao Volumétrica:

Seja um paralelepipedo de arestas dx, dy e dz retirado no entorno de um ponto de uma estrutura:

—

dy

Jx dz

ApOs a atuacao de um carregamento, o paralelepipedo se deforma e assume as seguintes dimensdes:

g =X _ A (e
dx dx
_Ay _dy'-dy .
S g R 0+,
£ = Az = dz—dz =>dz'=dz(1+¢_) dx(1+e.)

“ dz dz
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Deformacao Volumétrica:

Os volumes inicial e final do paralelepipedo sdo dados por V, = dxdydz e V, = dx’dy’dz’, respectivamente.

A deformacao volumétrica, por definicao, é dada por:
Vi—W
€y — —
T
Substituindo-se as grandezas encontradas anteriormente na expressao acima, vem:
€y =
dxdydz

Simplificando numerador e denominador, tem-se:

€y = €xg T €yy + €z T+ Cxx€yy T €xx€ry T Cyy€zz + Crax€yy€zz

Eliminando-se os termos de ordem superior, resulta em: |€y = €44 + €yy T €22
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Deformacao Volumétrica:

A deformacao volumétrica pode ser escrita, também, em termos de tensao. Utilizando a Lei de Hooke Generalizada, vem:

Orx 174 O-yy v 02z 14
\ ] | ) | J
| | |
gxx gyy 8ZZ

Simplificando a expressao, vem:

1 —2v
tra CoOm trg = Opyp + Oyy + O22-

€y =
E =

Constata-se, portanto, que, para tensores com tr(c) = 0, ndo existem variacdes de volume no entorno do ponto, mas

apenas mudanca de forma (lembre-se da definicdo do tensor desviador).
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Referéncias:

Esses slides foram preparados usando como base:

1) Beer, Johnston — Mecanica dos Materiais — 62 ed.
2) Toledo, Bastos, Cury - Apostila de Resisténcia dos Materiais, UFJF.
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