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Capitulo 1

Teoria da Flexao Obliqua

1.1 Introducao

O estudo da teoria da flexdo de vigas realizado no curso de Resisténcia dos Materiais I restringe-se ao caso da
denominada flexdo reta, caracterizada pelo fato de o carregamento agir num plano - denominado plano de solicita¢ao
(PS) - que coincide com um dos eixos principais de inércia da segdo transversal, conforme mostrado nas Figs[l.1p e
. Assim, denominamos eixo de solicitagao (ss), a direcao na qual incide o carregamento (forga) e temos que
o vetor momento fletor atuante (M) na segao é perpendicular a ss (Figs. e[[.2b). Sobre a linha de atuacdo do
vetor momento fletor M, esta a linha neutra (LN ou nn) desta flexdo reta, que é definida pelo lugar geométrico dos
pontos da secao onde a tensao normal é nula.

Nas Figs. e[L.2]ilustramos as duas possiveis ocorréncias de flexdo reta em segoes retangulares com carregamentos em
um plano vertical (Fig. ou em um plano horizontal (Fig.[L.2)). https://www.overleaf.com/project /6310f3afaad43975cc2b2f79

S
PS
~ = S
S e
D
\>\ L S

y

Figura 1.1: Viga retangular em flexao reta - Plano de Solicitacao vertical

Para segoes T' e U constatamos, também, duas possibilidades de ocorréncia de flexdo reta, conforme ilustram as
Figs. [L.3]a

Observa-se, nos casos mostrados anteriormente, que o plano em que ocorre a flexao é o mesmo do plano de solicitagao.
Além disso, nn L ss, ja que estes s@o os eixos principais de inércia da se¢do. Por ocorrer em se¢bes com algum eixo
de simetria, esta flexdao é também designada por alguns autores como flexao simétrica.

Ainda como ultimo exemplo, apresentamos o caso de uma viga de secdo de abas iguais, com plano de solicitagao
cortando a se¢do segundo um dos eixos principais de inércia da segéo (Fig. [1.6)).

As Figs. e mostram que, dependendo do plano de solicitagido, mesmo segdes com dois eixos de simetria (como
no caso de segoes retangulares) estardo submetidas a um tipo de flexdo diferente da descrita anteriormente. Assim,
por contraposicao, este tipo de flexao é denominado de flexao assimétrica, obliqua ou desviada.

Nestes casos, a linha neutra nn nao é perpendicular ao eixo de solicitagao ss. Assim, a resolucdo dos
problemas de verificagdo de tensoes ou de determinacao de maxima carga portante nos obriga a determinar a posicao
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Figura 1.2: Viga retangular em flexao reta - Plano de Solicitagao horizontal

Figura 1.3: Viga T em flexao reta - Plano de Solicitagao vertical

y

Figura 1.4: Viga T em flexao reta - Plano de Solicitagao horizontal
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Figura 1.5: a) Viga U com ss - vertical; b) Viga U com ss - horizontal

da linha neutra (nn) a partir do conhecimento da posigao do eixo de solicitagao (ss), que é dado pelo carregamento.

Além dos casos de ocorréncia exemplificados anteriormente em vigas, é importante mencionar o caso de pilares
de porticos espaciais que sao frequentemente solicitados por flexao obliqua combinada com esfor¢co normal, além de

pecas componentes de estruturas de telhados.
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Figura 1.6: Viga cantoneira com abas iguais em flexao reta
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Figura 1.7: Viga retangular em flexao obliqua - Plano de Solicitacao inclinado
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Figura 1.8: Viga T submetida a flexao obliqua

1.2 Caracterizacao da Flexao Obliqua
A flexao obliqua caracteriza-se quando a redugao do sistema de forcas de um lado da segao fornecer:
N=0 Q=0 M =0 (L.1)
M #0— M = M, + M, (vetorialmente, com M, # 0 ¢ M, # 0) (1.2)

onde, na Eq. 1 € z sao os eixos principais de inércia da secao considerada e N, Q e M; sao, respectivamente, os
esfor¢os normal, cortante e torsor.

1.3 Caracterizagao das Deformacoes e das Tensoes na Flexao Obliqua

De modo similar ao que ocorre na flexao reta, assumimos, também, no caso da flexao obliqua, que as se¢bes transversais,
apos as deformagoes, permanecem planas e normais ao eixo longitudinal deformado da pega. As se¢bes giram em torno
de um eixo denominado eixo neutro ou linha neutra (nn), ndo sendo o plano de solicita¢do o plano de flexdo, como
ocorre na flexao reta. O eixo da peca, apos a deformagao, é a linha elastica da flexao.

O eixo de solicitagao (ss) é formado pela intersegdo do plano de solicitagdo (PS) com o plano da se¢do zy, onde z e y
sdo os eixos coordenados. Este eixo passa pelo centroide G da se¢do. O vetor momento fletor total M atuante
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na segao sempre é perpendicular a ss. No caso da flexao obliqua, o eixo de solicitagdo nao coincide com nenhum
eixo principal de inércia da secao.

Figura 1.9: Deformagoes na flexao obliqua similares a flexao reta

Da Fig. definimos:
u - distancia de um ponto genérico a linha neutra (nn);
dp - giro (rotagao) relativo entre duas segoes separadas de dx;
ddx - alongamento sofrido pela fibra de comprimento dz cuja posicao é definida por suas coordenadas u e v;
p - raio de curvatura do trecho de viga de comprimento dz apés a deformacao.

A seguinte relagao, ja vista na flexao reta, é também valida para a flexdo obliqua, isto é:

_ddr  utgdy udp udp u

Ex —

T dw dx dx ds P
Pela Lei de Hooke, tem-se:

E
o, =Fe, =0, =—u (1.3)
p

O momento fletor M,, em relagdo a linha neutra pode ser calculado como sendo a integral dos elementos de
forga infinitesimais em cada elemento da area da segao, multiplicados pelas distancias u, previamente definidas. Assim,

tem-se:
Mn:/udf:/uEUdS:E/UQdS
S s P P Js

Bl M, _
I,

M, =——=

E
p

onde consideramos E e p constantes na segao, fs u?dS = I,, (por defini¢do) e df = 0,dS = Fe,dS = %udS. Mas,
como:

E o,
0w
temos entao que:
M, o,
ITL
e, consequentemente:
Myu
Op = — (1.4)
I,

Da Eq. constatamos que o, € linear em relacao a u, uma vez que M, e I,, sdo constantes na segao.
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1.4 Calculo das Tensoes Normais na Flexao Obliqua

1.4.1 Tensoes na Flexao Obliqua segundo eixos baricéntricos quaisquer

Como admitimos, por hipotese, que as se¢oes normais planas permanecem planas apos as deformagoes, temos como

N - ~ M,u -
consequéncia que a distribuicao de tensdes também é, conforme a expressao o, = - um plano que corta a segao

n
segundo a linha neutra. Desta forma, sendo § e Z eixos baricéntricos quaisquer no plano da secdo, podemos escrever
que o, = ay + bz é a equagao do campo de tensoes que passa pelo centroide da segao.

A equivaléncia entre os esforgos internos resistentes - tensoes - e o esforgo externo solicitante - carregamento - esta
ilustrado nas Figs. e onde trabalhamos com as componentes do momento fletor segundo os eixos 7, Z
baricéntricos quaisquer, isto é, que nao sao necessariamente eixos principais de inércia.

=

J J

Figura 1.10: Balanco entre agoes internas e externas direcao z

J

Figura 1.11: Balanco entre agoes internas e externas diregao y

A equivaléncia entre os momentos fletores das forgas internas e os momentos fletores aplicados, segundo um sistema
de eixos ¥ e Z, My e Mz nos da:

projzM = Mz = /

0.7dS = /(ay+ bz)ydS = a/ 72dS + b/gTzd,S (1.5)
S S S

projgM = My = —/SUmEdS =— /S(ag—i— bz)zdS = —a‘/SWdS - b/SEQdS (1.6)

onde o sinal negativo introduzido na Eq. ¢é necessario para tornar coerente o fato de que, para valores de Z positivos,
temos o, de tragao. Além disso, para valores de My negativos, temos o, < 0.

Assim,
Z\/IE = GIZ + b[ﬁ

que nos fornece o seguinte sistema de equagoes em relacdo a a e b:

IEG, + nyzb = ]\/fg
—I@a — Igb = Mg



que pode ser escrito matricialmente como:

cuja resolugao nos fornece:

ou:

ou ainda:

Portanto:

ou:

T L IZ
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1
a = (—Mzly — Myley)—————
R Ll
b= (MyLs + Molog)
ETEEEIE LI

b=

1

_ Mzly + Myl

- LR -2

| Mglz + Mzl
II; — 12,

Yz

[

(Mzly + Mylm)y — (Mylz 4 Mzlz)Z

Il — IZ;

(1.7)

A Eq. pode ser entao usada para a determinacao das tensoes em qualquer ponto da se¢ao apenas a partir do
conhecimento dos momentos fletores, dos momentos de inércia e do produto de inércia desta secao referidos a qualquer
sistema de eixos ortogonais baricéntricos, isto é, quando ¥ e Z nao sao necessariamente os eixos principais de inércia

da segao.

1.5 EXEMPLO 1

Para a secao ilustrada na Fig. determine a posigdo da linha neutra (nn), calcule as tensdes nos vértices do

retangulo e trace o diagrama de tensoes referenciados & nn. Dados: M = 150 kNm; o = 70°.

cm

A S/ B
M
<—
60
70°
D / C
S 20/cm

y

Figura 1.12: Dimensoes e solicitacao
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1.5.1 Geometria das massas

- Célculo de I, e Iy:
B bh3 200 x 6003

[ = — — — 1 6 4
2 1 B 3600 x 10° mm
h® 600 x 2003 6 4
- Defini¢ao da posi¢ao de nn:
tgatgfS = L.
gatgh = I,
3.600 x 106
tg 70°tgf = — =
& 1070 = =00 100
8= -173,02°
\
M,
: =—73,02°
Mol / g
<l 9 ©=—73,02°+ 20°
z ! ©=—53,02°
20°
n\

Figura 1.13: Posicao da linha neutra e angulo entre M e nn

1.5.2 Calculo das tensoes a partir dos eixos baricéntricos (= principais de inércia neste
caso)

A decomposicdo do momento fletor nas dire¢bes principais é dada por:
M, = M cos(—20°) = 140,95 x 10° Nmm
M, = M sen(—20°) = —51,30 x 10° Nmm

A expressao para o calculo das tensoes neste caso é dada por:

My Myz
I, 1,

[

que, aplicada para os valores de inércia e momentos fletores ja calculados nos fornece:

0z = 0,03915y + 0, 12822

As coordenadas dos pontos A, B, C' e D segundo o sistema zy sao dadas por:

A: (y=-300 ; =z=100)
B: (y=-300 ; »=-100)
C: (y=300 ; »=-100)
D: (y=300 ; ==100)
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Logo, os valores das tensoes sao:

6 o (_ _ 6
A:140,95><10 x ( 300)_ 51,30 x 10 X100:>af:1,08MPa

%o 360.000 x 104 40.000 x 104
o< OIS o) S0 <)

A equagao linha neutra pode ser obtida fazendo-se o, = 0:

o, = 0,03915y + 0,1282z = 0

ou:
y+3,2752=0

1.5.3 Diagrama de tensoes

-24,57 MPa

Figura 1.14: Diagrama de tensoes

Se desejar, veja formas alternativas para a resolugdo deste exemplo na segao

1.6 EXEMPLO 2

Para o perfil L (dimensées em mm) mostrado na Fig. determine a posicao de nn e as tensoes maximas. Dado:
M = 50 kNm.

1.6.1 Geometria das massas
- Célculo da posi¢ao do baricentro (coordenadas Z e §) em relacdo aos eixos auxiliares x e y:

A7 = 400 x 50 = 20.000 mm?

Ay = 550 x 50 = 27.500 mm?

f(Al + Ag) = Alll + AQIQ
£(20.000 + 27.500) = 20.000 x 200 + 27.500 x 25 = = 98,68 mm

y(Ar + A2) = Aryr + Aoy
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400 400

50
50

98,68
< €
o M G o M G
o o
© © ]
N 8
N s g
<

Figura 1.15: a) Geometria e carregamento; b) Eixos Auxiliares - centroide e inércias

7(20.000 + 27.500) = 20.000 x 575 + 27.500 x 275 = g = 401,32 mm

- Determinacao das parcelas dos momentos de inércia utilizando o teorema de Steiner para cada uma das partes em
que dividimos a segao (calculados, agora, em rela¢ao aos eixos baricéntricos Z e §:

LL=TI+ A 57
R ) -2

Os momentos de inércias da secao serao dados por:

L= 1. L=) L Iz=)Y I

i=1,2 i=1,2 i=1,2
Assim, temos:
L bRR 400 x 503 ) .
I = 22b 4 Ay = = 420,000 x (575 — 401,32)? = 6,075 x 10° mm
————’
173,68
boh 50 x 550
12 = 22 4 A = 172 +27.500 x (275 — 401,32)% = 11,320 x 10° mm?
~—_————
126,32

I; =1} + 12 = 17,395 x 10® mm*

hyb? 50 x 4003
=" A= X 420,000 x (200 — 98,68)2 = 4,720 x 10° mm?
12 12 ———
101,32
hob3 550 x 503
12 =122 g2 = 2P X0 L 97500 % (25 — 98,68)% = 1,550 x 10® mm*
Y 12 12 ————
—73,68

Ig:Iy1+Iy2:6,27>< 10® mm*

I; =0+ Ayz g1 = 20.000 x (+101,32) x (+173,68) = 3,52 x 10° mm*
IZ; = 04 A7z 72 = 27.500 x (—73,68) x (—126,32) = 2,56 x 10° mm*

Iy = Iy + IZ; = 6,08 x 10° mm*
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-/

1=z -66,23° /
\

< “23{77° z, y principais de inércia
=7 Y
z M G
Z, ¥ eixos baricéntricos
606,23°
s
I
v
Y
2=y

Figura 1.16: Posicao dos eixos principais de inércia do perfil

1.6.2 Calculo das tensoes pela projecao de M em eixos quaisquer (eixos nao principais
de inércia)
Neste caso, utilizamos os momentos de inércia calculados no primeiro item desta resolugao, com relagao aos eixos
baricéntricos g e Z.
Utilizando a expressao:
(Mzly + Mylz)y — (Mglz + Mzlz)Z
Lk &

Oy =

Os momentos de inércia segundo os eixos baricéntricos utilizados na figura inicial devidamente renomeados de eixos g
e Z sao:
I; = 17,395 x 108 mm*

I; = 6,27 x 10° mm*
Iz = 6,08 x 10* mm*

As projegbes do momento atuante sobre estes eixos sao:

M; =50 x 10° Nmm e My =0

As coordenadas dos pontos mais solicitados neste sistema de eixos sao:

Ay, = —198,68 mm Z4 = 98,68 mm
B :yp =401,32 mm Zp = 48,68 mm

- Tensao no ponto A:

0

0
(50105 x 6,27 - 108 + 0 x 668710°)(—198, 68) — (0W+ 50 - 105 x 6,08 - 108)(98, 68)

74 = (6,27 - 108 x 17,395 - 108) — (6,08 - 108)2

o4 = —12,80 MPa

- Tensao no ponto B:

0

0
(50106 x 6,27 - 10° + 0 x 6,687 10%)(401, 32) — (0></1,wf945{083r 50 - 106 x 6,08 - 10%)(48, 68)

o5 = (6,27 - 108 x 17,395 - 10%) — (6,08 - 108)2

op = 15,40 MPa

A equacao da linha neutra segundo este sistema de eixos pode ser obtida a partir desta mesma expressao, com o, = 0:

3,135 x 1067 — 3,04 x 106z
Op = =0

72,07 x 1016
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op = 0,04357 — 0,0422% = 0

Assim, a linha ou eixo neutro resulta em:

0,04355 — 0,04227 = 0 = § = 0,972

1.6.3 Diagrama de tensoes

Figura 1.17: Diagrama de tensoes

Se desejar, veja formas alternativas para a resolugao deste exemplo na segao [7.2.3

1.7 EXEMPLO 3

Um momento M = 1,5 x 10° Nmm age em uma viga engastada e livre, conforme mostra a Fig. Determine a
tensao no ponto A e a posigao da linha neutra.

N
Q
100

N

ﬂ

<1
<l

Figura 1.18: Carregamento e geometria da se¢ao

1.7.1 Geometria das massas

- Momentos de inércia e produto de inércia em relacao aos eixos ¢ e z baricéntricos:

I; = 4.179.136 mm*

I; = 3.254.464 mm*

I = —2.872.320 mm*
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1.7.2 Calculo das tensoes pela projecao de M sobre os eixos baricéntricos (eixos nao
principais de inércia)

As projegoes do momento atuante nesses eixos sao:

M; =1,5x10° Nmm e My =0

Substituindo os valores calculados na Eq. vem:

_ (1,5-10° x 3.254.464 + 0)(=50) — (0+1,5-10° x (~2.872320) x T4 _ o oo
e = (3.254.464 x 4.179.136) — (—2.872.320)2 Y

A equagao de nn é dada por:
nn = 0,912y +0,8052 =0 ou gy = —0,8832

Se desejar, veja formas alternativas para a resolugdo deste exemplo na se¢io



Capitulo 2

Teoria da Flexao Composta

2.1 Introducao

Em varias circunstancias na engenharia, encontramos pecas cujas segoes estao solicitadas ao mesmo tempo pela agao
de momentos fletores e de esfor¢o normal. A este tipo de solicitacdo denominamos flexao composta, que pode ser reta
ou obliqua conforme a posicdo do momento fletor em relagao aos eixos principais de inércia, como visto anteriormente.
Alguns exemplos desta ocorréncia estao listados a seguir.

2.2 QOcorréncias Usuais

As seguintes situagoes que podem ocorrer numa estrutura e que resultam em uma flexdo composta:
e Pilares de Canto
e Sapatas com cargas excéntricas

e Postes com cargas excéntricas

Vigas protendidas

e Carga excéntrica num pilar

Porticos espaciais com carregamentos espaciais

2.3 Distribuicao de Tensoes

Para efeito do estudo aqui considerado, cada um dos casos acima mencionados pode ser reduzido e tratado através do
caso de uma tunica carga normal - isto é, carga na dire¢ao do eixo da pega - aplicada em um ponto fora do centroide
da secao transversal da peca. Esta carga faz com que nesta se¢do exista um esforco normal cujo valor é o desta carga
e que serd positivo ou negativo conforme este esfor¢o seja de tracdo ou compressao. Além disso, por estar aplicada
fora do centroide da segao, esta carga também provocara momentos fletores decorrentes de sua excentricidade - que é
dada pela distancia da linha de acao desta carga ao par de eixos § e Z baricéntricos no plano da segao.

O ponto C(z.,y.) da secao onde a carga considerada é aplicada ¢ denominado de centro de solicitagdo. Sendo z e y
eixos principais de inércia da secao, a Fig. ilustra a ocorréncia de uma flexdo composta com os elementos acima
descritos.

Em qualquer um dos casos de ocorréncia de flexao composta, a acao da forca aplicada sobre a se¢ao pode ser entendida
e devidamente tratada quando fazemos a operagao denominada de “reducao desta forga ao baricentro da segao”.

Esta operagao de reducdo de um sistema de forgas (ou de uma for¢a) a um ponto de um corpo, determina a forga
e o momento resultantes de um sistema de forgas aplicado quando calculamos este momento resultante segundo um
sistema de eixos que passa pelo centroide deste corpo.

Assim, uma forga qualquer com componentes F(F,, Fy, F,) aplicada em um ponto de coordenadas C(z., y., z.) pode
ser reduzida a origem deste sistema de coordenadas resultando em uma for¢a com as mesmas componentes de F e
um momento fletor. As componentes deste fletor, resultante da reducdo desta forga & origem do sistema de eixos, sao
dadas por M(M,, M,, M), onde:

M:r =1L'2Yc — Fyzc

My = Fpz. — Fx.

M, :Fyxc_F:I:yc

13
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Figura 2.1: Carga excéntrica gerando flexao composta

No caso aqui considerado, temos Fyy =0, F, =0 e x. = 0. Assim, ficamos com:

F(F;,0,0) = (P,0,0)

Substituindo as componentes de F e as coordenadas de C' na expressao acima, obtemos:

M, =0
M, = —Pz
Mz :Pyc

Nas expressoes acima, M, e M, designam as componentes dos momentos nas direcoes y e z, respectivamente. Essas
componentes sao os momentos fletores atuantes na secao de modo que temos os seguintes esforgos nesta secao:

N =P (Se tragdo: N positivo)
M, = —Nz.
M, = Ny,

Podemos dizer, entao, que o vetor momento fletor total aplicado na secao é dado por:
M(0,—Nz., Ny.)
As tensOes atuantes na secdo devidas a P podem ser entdo determinadas a partir do principio da superposicao de

efeitos, isto é, como a soma das tensoes normais devidas ao esforgo normal e aos momentos fletores. Se adotarmos os
eixos principais de inércia da se¢do como eixos de referéncia, podemos escrever imediatamente que:

Op = aiv + aﬁ@ + JiWZ ou o, = O'iv + O’ﬁ/["
onde:
S I, 1,
Assim,
N Myz M.y
=S T, L
Como M, = =Nz, e M, = Ny, temos que:
N Nz.z Nyy
Op = —= +
S I, I,

Sabendo-se que I; = p? - S, onde S & a 4rea da segao e p; o raio de giragao, ficamos com:

N
0 =g (1 + % + yczy) = equagado de um plano que nao passa pela origem (2.1)
Py z

Podemos também calcular as tensoes utilizando, como na flexdo obliqua pura, a componente do momento fletor total
sobre a linha neutra (M,,) e a distancia u da fibra analisada a linha neutra da flexdo obliqua pura associada a flexao
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composta (eixo ngng). Neste caso, devemos trabalhar com o momento de inércia da se¢@o em relagdo a este mesmo
eixo (ngng) - I,. Assim, podemos escrever:

N M,
Oy = = +

s T u (2.2)

Finalmente, podemos ainda calcular estas tensoes a partir de um sistema de eixos baricéntricos, nao principais de
inércia, o que vem a ser uma opg¢ao muito conveniente em alguns casos. Assim, temos:

o= (MzIy + Myl=)y — (Mylz + MzIz)Z

S LIz~ 12

(2.3)

A Fig. ilustra um exemplo de diagrama de tensao obtido num tipico caso de uma pega sujeita a uma flexao
composta obliqua. Observe o principio de superposi¢ao de efeitos mencionado anteriormente.

o N Mn
x = 9 T0y

Posig¢do da LN na
flexdo composta

N<0

S

Figura 2.2: Superposigao das tensoes do esfor¢o normal e do momento fletor

2.4 Determinagao da linha neutra (nn)

2.4.1 Equacgao da linha neutra

Por definigao, a linha neutra é o lugar geométrico dos pontos onde a tensao normal é nula, isto é:

nn<< o, =0

Assim, para encontrarmos sua posi¢ao, considerando-se os eixos principais de inércia, basta igualar a Eq. a Zero.
Obtemos, entao:

ZeZ | YeY _
0z 2

1+ 0 (2.4)

Esta equacao é de uma reta ndo passante pela origem, conforme ilustrado na Fig.

No yo

S y No

Figura 2.3: Posigoes dos eixos da flexao pura e composta

E de grande utilidade a determinacdo dos pontos onde a linha neutra corta os eixos coordenados. Como apresentado
na Fig. estes valores sao denominados de yg e zg € podem ser calculados utilizando-se a Eq. da seguinte forma:

2
Para z2=0=y =1y éyng& (2.5)

(&
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2
Para y=0= 2=z :ZO:—& (2.6)

Zc

Substituindo as Eqgs. e na Eq. vem:

LiZ2 (2.7)

Yo 20

A Eq. é denominada forma segmentdria da LN da flexdo composta e é valida apenas caso os eixos principais de
inércia sejam utilizados.

Finalmente, podemos ainda escrever a equagao da linha neutra usando um sistema de eixos baricéntricos quais-
quer, nao principais de inércia, o que vem a ser uma op¢ao muito conveniente em alguns casos. Assim, temos:

1 (Iﬂyc - Izyzc)y — (Iz2. — Izyyc)z
L= 2.8
=gt LL—I2 (28)

2.5 EXEMPLO 4

Determine o maior valor que a forca de tracao T', aplicada no ponto C' da se¢ao mostrada na Fig. pode atingir.

Determine, também, o diagrama de tensées final para a carga calculada. Dados: |5.| = |7¢| = 150 N/ cm?

L
C:ze=08cm
ye=2,0cm

> 60 cm
C
L
20lcm
Yy

Figura 2.4: Segao e carregamento

Solugao:
- Célculo dos momentos fletores:

Neste caso, temos que N =T e, se admitirmos 7" em Newton, teremos:
My =-Tz = —0,8 T Nem

M, =Ty.=2,0T Ncm

- Analise da distribuicdo de tensées na se¢ao:

De acordo com a Fig. percebe-se que a fibra mais tracionada é, sem duavida, a fibra I. Além disso, nota-se
que a fibra I pode estar sob tensoes de tragao ou de compressao, dependendo se as tensoes devidas a M, e M,
superarem ou nao a tensao provocada pelo esforgo normal T

Calculemos entao dois valores limites para T

- Determinacao das parcelas de tensao em I e II provocadas por N, M, e M,:

7ﬁ+Nycy Nz.z
TS T I,

ou:

- Coordenadas de I e II:
Ponto I - (z7,yr) = (10; 30) cm
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N My M,
® I ® ®

SOHES> NG, 0 G

® @ ® |G ® @

IC I‘ IC

Figura 2.5: Analise de tensoes na sec¢ao

Ponto II - (z77,yrr) = (—10; —30) cm

- Parcela de tensao devido a T': T

~ 1200
oN = +0,000833 T N/cm?
oN = +0,000833 T N /cm®

ON

- Parcela de tensao devida a M.:

2,07 x 30

lon. | = 1 =3507000

‘ =0,0001667 T' N/cm?

oM = +0,0001667 T N /cm?
oM = —0,0001667 T N/cm®

- Parcela de tensao devida a M,:
0,87 x 10

o, | = 40.000

‘ =0,0002 T N/cm®

M,

o' = 40,0002 T N/cm®
o, = —0,0002 T N/cm®

- Tensoes totais em I e II:

or = +0,000833 T+ 0,0001667 T'+ 0,0002 T' = 0,0012 T’ N/cm2

orr = +0,000833 T — 0,0001667 T'— 0,0002 T' = 0,0004667 T' N/cm2
Observamos que, para qualquer valor de T' (T > 0), temos apenas tensoes de tracao na pega. Igualando o7 e

o077 & maxima tensao de tracao, obtemos dois limites maximos para N. Para efeito de dimensionamento, adotaremos
o menor deles para a peca como um todo.

Assim:
or = |a¢] = 0,0012 T < 150

T = 125.000 N ou 125 kN
orr = |5¢] — 0,0004667 T < 150

T = 321.429 N ou 321,4 kN

Logo, temos que adotar para o méximo valor de T

T =125 kN
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- Determinacao da LN e do diagrama de tensoes:

Eq. da TN: 14 %44 22
z Yy
- Pontos onde a LN corta os eixos y e z:
2
360.000
P =0 = =—2=_——"—""_"=-150
ara 2 =Y =1 — Yo v~ 1.200(2,0) cm
o, 40.000
Para y=0—2=12)— 20=——% = —41,67 cm

z  1.200(0,8)

- Diagrama de Tensoes: \

Yo \\n

N N
1504, 5

Figura 2.6: Diagrama de tensoes
Da Fig. constatamos que os pontos onde a LN corta os eixos coordenados y e z indicam que esta nao corta a secao.
Isto resulta que, para a carga aplicada no centro de solicitagao fornecido, temos tensoes de um mesmo sinal em todos

os pontos da segao. Caso fizéssemos a determinagao da LN inicialmente, verificariamos que nao haveria necessidade
de calcular T para a fibra I1.

2.6 EXEMPLO 5

Sabe-se que para a viga mostrada na Fig. o maior valor que a carga ) pode atingir é 15 kN. Este valor esta
limitado pela maxima tensdo de tragdo do material que constitui a viga. Assim, calcule:

a) O acréscimo que esta carga () podera sofrer se uma forga de protensao de 80 kN for aplicada, conforme indica
a figura.

b) O acréscimo de vao que esta viga poderia cobrir em decorréncia da mesma protensao (mantendo-se, porém,
o valor original da carga Q).

Dados:

I, =3,33 x 10° mm*

S = 10° mm?

Distancia do baricentro a base: ¥y = 400 mm
Solugao:

- Célculo da tensdo maxima (sem protensio):

l 15-10% x 10 - 103
Mmax:Mz:%§: 010 Z 0-10 :37,5~106Nmm
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Q 50 cm
10 cm | |

50 cm

P P
A A

10 cm

]

10 cm

Figura 2.7: Viga com carregamento, geometria da secao e posicao da protensao
M. y; 37,5-10% - 400

max — — = Omaz = 47 50 MP
g I, 3.33.10° g &

Logo, a maxima tensao de tragao atuante na secao nao podera ultrapassar este valor.
Caso a)

Ao aplicarmos uma protensao de P = 80 kN na posi¢ao indicada na Fig. [2.7] teremos na segio transversal mais
solicitada a atuagao concomitante de uma carga normal excéntrica com e = 300 mm, do momento fletor devido &
carga vertical @ e do momento fletor provocado pela excentricidade da forga de protensao. O diagrama mostrado na
Fig. ilustra os carregamentos atuantes nesta segao.

O valor do momento fletor provocado pela carga de protensao a ser adicionado ao fletor provocado pela carga
(), na mesma segao, para qualquer um destes casos é dado por:

M!P = —P xe=-80x10° x 300 = —24 x 10° Nmm

Com a nova carga Qyov0, 0 momento fletor sera:

Qnm)oé o Qnm)o x 10 - 103

Q _ _ 103
My = 5 5 1 =2,5-10° X Qnovo Nmm
______ _\__________________________F______A;:Q_____________\ D
MZQ j 3 0,25 X ]04 Qnew p MzQ— zP
N——tcG core—L— Gl
80x 10°N
ML
S Secao — —
5 D — —
jj &— P=80x10°N
_\\_\‘ - ] l _ _

Figura 2.8: Reducao dos esforgos atuantes ao centroide da segao

Igualando a tensdo de tragao no ponto mais solicitado (y; = 400 mm) ao valor maximo encontrado - caso sem
protensdo - obtemos a equacao que nos permite calcular o novo valor da carga. Assim, temos:
80 x 103 (2,5 103 X Quovo — 24 - 10%)400

4,50 = —
’ 105 * 3,33-10°

donde obtemos:
Qunovo = 27.266,67 N ou 27,27 kN = Acréscimo de carga = 12,27 kN

Caso b)
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M2
ML =3,75x 10° x lnovo Nmm p p MzQ- MzP
CcG < <

z

40 cm

P=80x10°N

10 cm

Figura 2.9: Reducao dos esforgos atuantes ao centroide da segao

A Fig. 2.9]ilustra o esquema de solicitagdo com a carga @ fixa e variando-se o comprimento original [ da viga.

Com o novo comprimento I, 0 momento fletor seréa:

1 _ anovo o 15 : 103 lnouo o . 3
MZ*Z 5 =7 5 =3,75-10° X 000 Nmm

Igualando a tensdo de tragdo no ponto mais solicitado (y; = 400 mm) ao valor maximo encontrado - caso sem
protensao - obtemos a equacao que nos permite calcular o novo valor da carga. Assim, temos:

80 x 103 N (3,75 % 103 X 000 — 24 x 106)400

4,50 = —
’ 10° 3,33 x 10?

donde obtemos imediatamente:

lnovo = 18.177,78 mm = Acréscimo de comprimento = 8,18 m

2.7 Nicleo Central de Inércia

2.7.1 Conceito

Do estudo da flexao composta, observa-se que a posicao da linha neutra muda quando o centro de aplicacao da
carga varia. Este efeito acaba por provocar uma modificagao do diagrama de distribuicao de tensoes, podendo ser
bi-triangular, triangular ou trapezoidal. No primeiro caso, temos tensoes de tragao e compressao ao longo da segao,
enquanto que no caso da distribuigao trapezoidal, temos tensao de um tnico sinal em toda a se¢ao e nenhum ponto
desta com tensao nula, ja que a linha neutra nao corta a segao. Entre estas duas possibilidades esté o caso do diagrama
triangular, quando um conjunto de pontos com tensao nula se reduz a um ponto. O estudo dessas variagoes de formas
para o diagrama de tensoes da origem & definicao do Niicleo Central de Inércia de uma segao.

O conceito de NCI é fundamental, por exemplo, na verificagao da estabilidade de pegas consti-
tuidas por materiais que s6 resistem a um tipo de tensao normal, seja de tragao ou de compressao.

2.7.2 Obtencao do Nicleo Central de Inércia

A partir da definigdo do NCI, podemos, no caso de se¢bes com contornos muito ‘irregulares’, determinar esta regiao a
partir de um namero finito, porém bastante grande, de tangentes nao-secantes a se¢ao da pega. Considerando cada uma
destas tangentes como linha neutra, podemos determinar a posi¢cao do ponto de aplicacao das cargas correspondentes
que seriam os pontos do contorno deste nucleo.

Descrevemos, a seguir, de maneira detalhada, os passos a serem cumpridos para a determinagao do NCI de uma
Seg¢ao.

Seja a Fig. onde apresentamos, para uma se¢ao arbitraria, o ponto C (centro de solicitacao) e nn (linha
neutra associada a flexdo composta originada pela aplicagdo de uma ‘carga’ neste ponto).

Sabemos que a equagao desta LN é dada por:

1+;‘f+y€f=0

Yy z

Dadas as coordenadas de C - (ye, z.), podemos imediatamente determinar nn a partir das coordenadas onde
esta corta os eixos y e z, que podem ser obtidos da seguinte forma:
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So

peca

contorno da
se¢do

Y

Figura 2.10: Posigoes relativas - centro de solicitacao e a LN da flexao composta

Para y =0 e z = 2, temos:

2
Py
__ My 2.9
20 Ze (2.9)
Para z =0 e y = yo temos:
2
Pz
yo = —= (2.10)
Ye

Este processo pode ser realizado de forma ‘inversa’, permitindo-nos, a partir de escolhas de linhas neutras
hipotéticas, determinar os centros de solicitagoes associados a estas, o que nos determinaria o NCI da segdo. Assim,
teriamos o seguinte roteiro:

1. Arbitra-se uma LN tangente nao-secante & secao, isto é, uma linha neutra na qual a secdo fique toda de um
mesmo lado desta tangente (ou que esteja toda contida num dos semiplanos em que a LN divide o plano da
figura);

2. Determina-se z, € ¥,;

3. Pelas Eqs e obtém-se as coordenadas do ponto (z.,y.) do contorno do NCI associado a essa LN;

4. Repetem-se estes passos para varias tangentes nao-secantes determinando-se um conjunto de pontos suficiente
para tragar o NCI da segao.

O processo acima descrito é, em geral, suficiente para os casos correntes da pratica da engenharia, onde a maioria
das se¢oes sdo poligonos convexos irregulares nos quais um conjunto finito e pequeno de tangentes nao-secantes é facil
de se identificar. Para se¢bes com contornos curvos irregulares e nao convexos, é preciso considerar um numero grande
de tangentes e o tragado do NCI deve ser obtido de maneira aproximada. Para a completude do processo descrito,
precisamos de uma propriedade que mostraremos a seguir, denominada “Propriedade Fundamental da Antipolaridade”.
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2.8 EXEMPLO 6

Determine o NCI de uma se¢ao retangular, conforme mostrada na Fig. 2.11}

LN:
LN,

C*

y

Figura 2.11: LN’s para uma secao retangular

- Determinagao das coordenadas do centro de solicitacao Cf:

S|

c h
LN1:n1n1=>1+y2y:0 Para y:—§ = Y1=—= € 24 =0

z

- Determinagao das coordenadas do centro de solicitacao C:

LNg:n2n2:>1+%:0 Para
Py

b N b 0
Z=—= Za == € Yo =
B 2 6 Ye2

Quando a LN for qualquer reta entre nijn; e nong, passando pelo vértice C* da segdo, seu centro de solicitagao

estara na reta que une os centros de solicitacao Cy e Cs.

Para aquelas LN’s que passam pela face inferior da sec¢@o e pela face lateral esquerda (retas y = —l—% ez= —I—%, é
facil constatar que os outros dois pontos do contorno do NCI serao simétricos aos ja calculados. Esses quatro pontos,

unidos, formam o NCI da segao retangular, como mostrado na Fig. 212

b

o o=

blb

6 6

Figura 2.12: NCI de uma segao retangular



Capitulo 3

Estado Triaxial de Tensoes

3.1 Introdugao

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre o estado triaxial de tensGes, bem como sobre o caso particular de-
nominado de estado plano de tensdes que ocorre em grande parte de estruturas, tais como as barras. Discutimos,
inicialmente, a natureza da grandeza tensao, formalizando a definicdo da matriz de tensdo que evidencia o carater
tensorial desta grandeza. Em seguida, discutimos a transformagao das componentes dessa matriz quando mudamos
o sistema de eixos ao qual ela esta referenciada para entao conceituar tensoes e diregoes principais. Apresentamos,
ainda, a forma usual de representacao do estado de tensao num ponto por intermédio do denominado circulo de Mohr
no estado plano de tensoes e do tri-circulo de Mohr utilizado no estado triaxial de tensoes.

3.1.1 Caso da barra sujeita a esforco axial

Inicialmente, examinamos o caso de uma barra sujeita a um esforgo axial, a qual nos permite ressaltar a importancia
do estudo aqui realizado. Assim, na Figura [3.1I] mostramos uma barra sujeita a uma carga axial P, na qual queremos
examinar o que ocorre, em termos de tensao, num ponto M de seu interior.

Me PR
Me P,
P /B
al
| /
; "
| /|
< c | M, o
P PR S _ P
/ 7
7/ 7/ |
E D

Figura 3.1: Barra sujeita a esfor¢o axial e dois planos de corte passando pelo mesmo ponto M.

As Figs. 3.2 e[3.3] ilustram, separadamente, cada um dos planos de corte mostrados na Fig. A Figura[3:2]ilustra a
distribuicao de tensoes p sobre o plano de corte vertical P;. Esses planos de corte, denominados de P; e P», pertencem
a um conjunto de cortes particulares, cujas normais sdo paralelas as faces laterais da barra. Outros planos de corte
diferentes destes existem e nao estdo sendo considerados no presente estudo.

B drea S
p

IIM S

D, P

Figura 3.2: Corte passando por M, segundo P;.
A Fig. [3:3 ilustra a distribui¢ao de tensoes p; sobre o plano de corte inclinado Ps.

23
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P, Adrea S,
4

M —
D, P

Figura 3.3: Corte segundo o plano P», passando pelo ponto M.

Para cada um destes cortes, assumindo uma distribuicao de forcas por unidade de superficie, S e S1, de p e p; temos

a seguinte identidade:
P:/pdS:/ p1d51 (31)
S S1

A Fig. b) ilustra a decomposigdo de p1 nas direcoes normal e paralela ao plano de corte . Denotamos, assim, as
componentes de p;:

on — projecao de p; sobre o vetor normal Jy

Tt, — Projecao de p; no plano de corte

Logo, podemos escrever que p; = crn]y + 74,1, onde ]Sf e £ sdo unitarios das dire¢des normal e paralela ao plano de
corte, respectivamente. Fazendo o equilibrio de forgas do prisma D2, temos:

S
N Yo fe
|
g |
b )22 %x % P
——————————————————— I B =
a Ta
S
(a) ¥ (b)

Figura 3.4: Equilibrio do “prisma” D2

ZFE =0= P —0,5 cosa — 7,51 senax = 0
ZFy =0= 0,51 senax — 1, S1cosa =0

onde S é a area da secdo transversal definida pelo plano de corte Py. Sendo S; = S/ cos a, obtemos:

On = — cOS% v = 0, =0gzco82a  Rel. 1

S

1 o,
Ty, = = — sena = Te, = ?l sen2a  Rel. 2

28

Estas relacoes nos permitem determinar p; como:

P1 = 0gcosc (3.2)

com o, = —.
S
Conclusoes:

a) O valor da tensdo normal num plano com inclinagdo « pode ser determinado a partir do valor da tensdo normal
no plano da seg@o perpendicular ao eixo da pega (0, = P/S) e pelo angulo «, de acordo com a Rel.1.

b) Em cada ponto da se¢ao transversal, como visto neste exemplo, existe uma tensiao normal e uma tensao tangencial
para cada um dos planos que passam por este ponto.

¢) O valor da tensao tangencial total nestes planos também pode ser determinado em fungao destes mesmos valores
de acordo com a Rel.1.
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d) O valor da tensao total pode ser determinado pela Rel.2.

e) O problema da estabilidade do equilibrio para barras sujeitas a esfor¢o normal deve ser modificado e passa a se
enunciar como: a partir dos valores das tensoes normal e tangencial atuantes num ponto, segundo varias diregoes,
qual ou quais desses valores ou quais combinagoes desses valores devem ser utilizados para que possamos assegurar
a integridade desse tipo de pecga estrutural.

3.2 Tensao: Conceito e Definicao

Seja um corpo em equilibrio sob a agao das forcas indicadas abaixo (concentradas e distribuidas):

Figura 3.5: Corte em corpo sob acao de forcas em equilibrio.

Para identificar o que denominamos de “estado de tensoes” no ponto P, procedemos do seguinte modo: separamos o
corpo por um plano 7 passante por este ponto, como mostrado na Fig.

Detalhe

Figura 3.6: Corpo separado com distribui¢ao de tensoes no corte.

Definimos, entao, o vetor tensao total no ponto P, segundo o plano 7, como sendo o vetor p, que atua no elemento
de area AA, tal que:

AR
Pn = Alixrgo AA

pn — Vetor tensdo total no ponto P segundo o plano m (com normal 7)

AF, - Parcela de forga sobre o elemento AA em torno de P.

Examinando o elemento de drea AA, visto no detalhe da Fig. temos que:
Pn = Ot + 7L, com 7 e £ sdo vetores unitarios,

onde:
{ o, — tens@o normal em P (no plano 7),

7+ — tensdo tangencial total em P (no plano 7)

Podemos ainda utilizar um par de eixos ortogonais no plano 7 : t; e t2 e decompor p,, de outro modo:
P& = O—nﬁ + Ttllél + tht,g
onde: t; , to — eixos ortogonais arbitrarios no plano da segao.

Tt, » Tt, — tensoes tangenciais resultantes da decomposicdo de p, nestes eixos (vide Fig. .
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Figura 3.7: Decomposigao de p,, nas diregoes n, t; e ts.

3.2.1 Matriz de tensoes num ponto

De modo a poder operar com a grandeza tensao, procedemos de modo sistematico, realizando cortes segundo planos
coordenados passando pelo ponto de interesse. Assim, definimos:

a) Plano de corte: Plano zy

Normal ao plano: eixo x =n =1

Figura 3.8: Plano de corte paralelo a zy.
O vetor tensao total na diregao x fica, portanto, definido por:
Pz = Ozolh+ Tayj + Tok
ou simplesmente
Pr=(Oue  Tay Tuz)

onde empregamos como convenc¢ao para os nomes das tensoes que o 1° indice indica o eixo da dire¢ao normal ao
plano de corte e o 2° indice indica o eixo na direcao em que esta componente atua.

Na figura acima, o eixo normal ao plano de corte é o eixo z.
b) Plano de corte: Plano xz

Normal ao plano: eixoy = n :i

Figura 3.9: Plano de corte paralelo a xz.
O vetor tensao total na direcao y fica, portanto, definido por:
Py = TymiJr Uyyi + Tyz[‘l

ou simplesmente

@:(Tyz Oyy  Tyz)

¢) Plano de corte: Plano xy

Normal ao plano: eixo z = n = E
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Figura 3.10: Plano de corte paralelo a xy.

O vetor tensao total na direcao z fica, portanto, definido por:

pz = Towd + szi—F 0.k

ou simplesmente
Pz = (Tzw Tzy Uzz)

Esses nove valores, reunidos, formam uma matriz denominada de matriz de tensées dada por:

Ozz  Toy Tzz
ag = Tyr Oyy Tyz

Estes valores compoéem ou definem o Estado de Tensoes no ponto P e dizemos que esta matriz descreve o tensor de
tensoes que atua no ponto.

3.2.2 Convengao de Sinais

Para a representacao do estado de tensées num ponto, empregamos as superficies dos cortes segundo os planos co-
ordenados em torno deste ponto compondo a figura de um cubo em torno deste ponto. Assim, adotamos a seguinte
convengao para o sinal das tensoes:

- Tensoes que atuam nas faces deste cubo cuja normal externa aponta para o sentido positivo dos eixos serao
positivas se apontarem na diregao destes eixos.

- Tensbes que atuam nas faces deste cubo cuja normal externa aponta no sentido contrario ao sentido positivo
dos eixos serao positivas se apontarem nas diregdes contrarias a estes eixos.

Z zZ
UZZ
] Oxx
. Ty
™ |,
VX Y 77'Zx Tyz
< { Txz Txz %»UW
o) >
7 Tz / Tex y % Tyx y
Tzy 7, fox Y
/
JZZ
X X
Faces "internas" Faces "externas"

Figura 3.11: Tensoes positivas representadas nas faces “internas” ou “externas” do cubo sobre o ponto P.

3.2.3 Simetria da matriz de tensoes

Sejam dois pontos P e () distantes de dr na direcao x e dy na direcao y sujeitos a um estado de tensdes no qual as
Unicas tensoes nao-nulas atuantes nestes pontos estao representadas na Fig. [3.12}

Como este volume esta, por hipdtese, em equilibrio, temos que:

> Mp =0 — O somatorio dos momentos, em relagao ao ponto P, das forgas que atuam neste volume é nulo.

0Ty 0T,
<Tyx + (?Zw dy> dedz dy — <Txy + B;y dm) dydz dx =0
———— ——— Area distancia “——— Area distancia

Tensao Tensao
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J ATx d
dx Tx+ 2
e oy
0
T\'JJ/ dy
P Tay+ 0T dx
x ax

V4
Figura 3.12: Reciprocidade entre as tensoes tangenciais.

Oy 0Ty
Ty dy*dzdz — Toydydzdr — gd:chdydz =0
dy ox

Eliminando os termos de ordem superior e simplificando a expressao acima, tem-se: Ty, = Tyy.

Tyzdxdzdy +

Analogamente, podemos concluir que: T,; = Ty, € Ty, = T2y. Logo,

ol = g — A transposta da matriz ¢ é igual a ela mesma e podemos escrever que:

Oz Taxy Taz
= | Tay Oyy Tyz

Txz Tyz Ozz

A matriz de tensoes g é simétrica e dizemos que esta matriz descreve o chamado tensor de tensoes que atua no ponto

e que este tensor é simétrico. Graficamente, constatamos que as tensoes tangenciais atuantes em planos ortogonais
tém sentidos que sao convergentes ou divergentes em relacao & aresta de intersegao destes planos. Obedecem, deste
modo, aos seguintes padroes:

. Tz = T
1 1 ' L)
:‘/¢ ou :/:
M---1-- MH---q--
A A
>
y
X z .  — 7;}):7;)2
L ! Ou a
il gemil
e =
>
/ y
X
Ty = Tx

X

3.3 Vetor tensao total num plano qualquer

Nosso problema a ser tratado agora é: dado o estado de tensées num ponto através do tensor de tensoes g (referido a
um sistema de eixos zyz), determinar os valores da tensdo total p e das tensées normal o, e tangencial 7 num plano
arbitrario, conhecido por sua normal ]S[ . Em outras palavras, dados ¢ e um plano de corte passando pelo ponto P,

definido este plano pelo seu vetor normal ]S[ de componentes (I,m,n) determinar Py On € Ti. As componentes deste

vetor sao os cossenos diretores deste vetor, conforme mostrado na Fig. [3.13
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zZ
[ =cos a
Y B
m = cos
24
n=cosy

04

Figura 3.13: Cossenos diretores do vetor normal N.

A Fig. mostra as tensoes atuantes num ponto O e um plano arbitrario cuja normal é o vetor ]S[ .
z

Figura 3.14: Prisma de arestas Az, Ay,Az, em torno de um ponto.

Nesta Fig. é possivel verificar que as areas dos triangulos AOB, BOC e AOC podem ser calculadas a partir da
area do triangulo ABC' e dos cossenos diretores [, m e n, a saber:

Area ABOC = AABC - ;
Area AAOC = AABC - m;
Area AAOB = AABC - n;

onde o simbolo A indica a area do triangulo.
O equilibrio deste prisma pode ser obtido a partir das equagoes:
YF, =0
p(AABC) = 0,.(AABC) - 1 + 7, (AABC) - m + 7., (AABC) - n

Forgas nas diregdo x nas faces BOC; AOC; BOA

Assim,
ZFQC =0= py = Ogel +Tyam + Tozn

Analogamente, podemos calcular p, e p. através das equagoes ) F, =0 e > F, = 0, resultando em:
ZFy = 0= py = Toyl + oyym + Toyn
ZFZ =0=p, =Tl + T ym+o0..1

Matricialmente, podemos representar as equagoes acima como:

Pz Ozz  Tyzx Tax l
Py = | Tzy Oyy Tzy m
pZ TIZ TyZ O—ZZ n

ou
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T

Como g* = g, chegamos a:

3.3.1 Calculo das tensoes normal e tangencial num plano qualquer

Na Fig. ilustramos a situagao das tensoes total, tangencial e normal atuantes em um ponto segundo um plano
qualquer. Vemos que o,, € o valor da proje¢ao de p sobre IV e que 7; é a tensao tangencial total neste plano e, assim,
podemos escrever: A

Pn =0nN + th,

onde ¢t é um vetor unitario no plano com normal N.

X

Figura 3.15: Tensoes normal e tangencial num plano qualquer.

Entao, temos que: A
On = Projy P (projegao de p sobre N)

| B|2 =02+ 77 (regra do paralelogramo)
A projecao de p sobre N sendo |N| = 1 & dada por:
Oy =projyg p= ‘B‘|N|COS@ = |p|cos @, ja que IN| =1 e 6 éo angulo entre pe N

Como por definigao, R .
p- N =|pl[N|cosO = p.l + pym + p.n

Da definigao de o, como sendo a projegao de p - ]NV sobre JA\A[ e da definicao do produto interno entre dois vetores,

podemos escrever:

op=p-N

E a tensao tangencial total neste plano pode ser, entao, calculada como:

ri= P =2
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3.4 EXEMPLO 7

Seja o tensor de tensdes mostrado abaixo que define o estado de tensdées num ponto de uma estrutura. Pede-se
determinar o vetor tensao total, a tensao normal e a tensao tangencial total atuando num plano paralelo ao plano
T + 2y + 2z = 6 passando por este ponto.

200 400 300
g=1]40 0 0 |MPa
~ 300 0 100

Solugao:

Da Geometria Analitica, temos que o vetor normal ao plano em questao é dado por:

1 1/3
N ={ 2 % eseuunitario N ={ 2/3 »,pois [N| = /12 +22 422 = 3.
2 2/3

Logo, os cossenos diretores de [N valem:

Obtemos, assim:

— 200 % L 4400 % 2 + 300 x
= 3 5 3

1 2 2
1 2 2
> =300 x - +0x -+100 x -
0 X 3 +0 x 3 + X 3
Logo:
Pn = {533,33 133,33 166,67} MPa
ou
Pu 533,33
Pn=19 Py = 133,33 » MPa
o 166,67

- Calculo da tensao normal:

Fazendo-se produto escalar entre o vetor tensao total e o vetor normal unitario, temos:

R 533,33 1/3 1 9 9
op=pn-N =4 133,33 »- 2/3 :533,33-§+133,33'§+166,67~§: 377,78 MPa
166,67 2/3

- Célculo da tensao tangencial:

Pela regra do paralelogramo, temos que:
2 2 2
Tn = |B| —0Op

onde

lpl = /533,332 4 133,332 + 166,672 = 574,46 MPa

Logo,

T = \/574, 462 — 377,782

7, = 432,76 MPa
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3.5 Tensoes Principais

3.5.1 Conceito

Tensoes principais sao valores das tensoes normais em torno de um ponto segundo planos onde nao existem tensoes
tangenciais. Os planos nos quais estas tensoes atuam sao denominados de planos principais e as normais que definem
estes planos sdo denominadas de diregoes principais.

Plano Principal — direcao principal

— tensao principal

3.5.2 Determinacao das tensoes principais

Supondo que € seja uma diregao principal, a tensao total neste plano é igual a tensao normal neste plano ja que neste
plano nao existem tensoes tangenciais, isto é:

pe=0cé

onde designamos por o, a tensao principal atuante neste plano principal. Como p, = Q]S[ , para este plano temos

N =2¢e,

g ,é, = 0c€
Logo,
1 0 0
gé=o0.lé, onde [= 0 1 0
~ 1 - 0 0 1
| ——
tensor identidade 3x3
e

(Q_UE,E>§:Q

Esta equagao descreve um sistema algébrico homogéneo de equagoes lineares que, para ter solugao diferente da solugao

trivial € = 0, requer que:
det (g — Uel> =0

ou
Oxx — Oe Twy Taz
Ty Oyy — Oc Tyz =0
Tzx sz Ozz — Oe

que resulta numa equagao do 3° grau na incognita o:
0'2 — 110'3 + o, —1I3=0

onde:
L =04 +oyy + 0., =trg

I, = Ozx Txy + Ogx  Txz + Oyy Tyz
Tey Oyy Tez Ozz Tyz Ozz
Oxx Taxy Txz
Is=| Tay oy Ty |=detg

Txz Tyz Ozz

Esta equagao possui trés raizes reais que sao as tensoes principais:
Oe =0e¢1 Oe =0c2 0Oe¢ = 0¢3

Para cada uma destas solu¢oes podemos calcular a dire¢do do plano associada a cada tensdo principal. Assim,

(g — 0, Lll) é1 =0 = é; — determinado

D>

(g — Ueﬂ) ¢y = 0 = é3 — determinado

o)

?C\D

3 = 0 = é3 — determinado
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3.5.3 Invariantes do tensor de tensoes

Seja um estado de tensoes num ponto definido por seu tensor de tensoes g que podemos descrever segundo diferentes

sistemas de eixos zyz, 'y’z" e 123 (diregoes principais). Temos entao que:

orYZ .

=~ Y =~

/ ~
e ¢'?® = Descrevem o mesmo estado de tensoes

Para a determinagao das tensoes principais em torno deste ponto, podemos utilizar qualquer uma das equagoes abaixo:

det(g™* —o.l) = 0= 03— Lo?+ Lo, — I3 = 0
det(g‘”,y,z/ —ol) = 0= o2 —Io? + Ibo. — I} =0
det(gm?’ —oll) = 0= (0c—o01)(0c—02)(0c—03) = 0

Como as tensoes principais em torno de um ponto sdo tnicas e nao dependem do referencial escolhido para descrever
o estado de tensoes cada uma destas trés equagoes devem te o que implica em que:

=0 I=I I}=1I

Estes valores sao, entao, denominados de invariantes do tensor de tensoes o que resulta que valem as seguintes
relagoes:
a) Invariancia de I;:

Ozz + Oyy + 02y = Ograr + Oyly! + 0y =01 +02+03

b) Invariancia de Io:

0’$$ Tac O’(E(E Twz o Ty z
-[2 = Y + + vy Yy
Tey Oyy Txz Ozz Tyz Ozz
u O'm/z/ Tm/y/ O’I/m/ Tzlzl + O'y/y/ Ty/z/
’Tzly/ O'y/y/ Ta:’z’ O'Z/Z/ Ty/Z/ O—Z’Z/

= 0102 + 0203 + 0103

¢) Invariancia de Is:
o0
det g*¥? = det g* Y * = 010903

3.6 Maxima Tensao Cisalhante

Buscamos agora a determinacao das diregoes e dos valores das maximas tensoes cisalhantes que ocorrem num ponto
sujeito a um estado triaxial de tensoes o que também seré feita a partir das diregoes principais. Segundo estas diregoes,
o tensor de tensoes num ponto escreve-se como:

g1 0 0
g= 0 o9 O
- 0 0 g3

A tensdo total p num plano cuja normal é dada por ]NV — i+ mj + nE vale:

pn=cN =o1li+ oamj + osnk

A tensdo normal neste plano vale

op=pn-N..0p= o1? + oom? + 03712

E a tensao tangencial neste plano,
2 2 2
T = |Bjj‘ —0n

ou
7% = (0212 + o5m? + g3n?) — (0112 + o9m? + o3n?)?
Como 2 +m? 4+ n? = 1, podemos eliminar [? desta equacio, ja que:

P=1-m?-n?
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Assim, obtemos:

2 = (1 —m? —n?)%0? + oim? + o2n® — [(1 — m? — n?)oy + oom? + a3n?]?

A determinagao dos valores extremos de 7, quando variamos m e n, pode ser obtido a partir da solugao do sistema de
equagoes:

or
Il —
am
or
e —
on
Derivando-se, primeiramente, com relagao a m, vem:
0
27'8—7— = =2[(1 =m? = n?)o? 4+ o2m? + o2n?|(—2moy + 2moy) — 2mos + 2mo3
m
T~ (e}~ %)~ (o2 — 1) + 123 — 1) + o ]2m(oz — )]
om = 2 g7 m-(09 g1 n-\os g1 g1 mioa g1

Que igualada a zero nos fornece:
m(os — o3) — 2m>(09 — 01)? — 2mn?(oy — 01)(03 — 01) — 2mo (o2 —01) = 0

Dividindo todos os termos por (o2 — 01) # 0 e reescrevendo esta equagao, obtemos:

(02 —01)

2m 5 —m?(oy —01) —n*(o3 —01)| =0
Derivando, agora, com relagao a n:
or 2 2 2 2
275~ = —2noy+2n0;5 - 2[ —2noq + 2no3) (1 —m? — n?) oy

+m202 + n203
2

= n (o3 —of) —2nm? (03 — 01) (02 — 01) — 2n° (03 — o)’
—2noq (03 — 01)
Que dividida por (o3 — 1) # 0 e igualada a zero, nos fornece:
n(O'g + 0'1) — 2nm2(02 - 0'1) - 277,3(0'3 - 0'1) - 27LO’1 =0

ou:

2

Temos, entao, o seguinte sistema de equacoes nao-lineares:

m [(02 —01)

M [(03 —o1)

—m2(oy — 01) — n?(03 — al)] =0

B) m2(0201)n2(0301)] =0

n {(03 —o1)

T —m oz — 1) —n?(0s - 01)} =0

P4+m2+n2=1

Uma solugao para este sistema é dada por:
m=0n=0=10==+1

Estes sao os cossenos diretores de um dos planos principais cuja tensao tangencial é nula, o que nos indica que uma outra
solugao deve ser buscada. Assim uma outra solucdo que satisfaz a primeira destas equagoes é obtida substituindo-se
m = 0 no termo entre colchetes da segunda equagao:

(03 —01)

5 —n%(o3—01) =0

cuja solugao é dada por:
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Utilizando a terceira equacao, obtemos:

N
[\v]
_
ol%
[\

=-=l==
2

Temos, entao, como solugao geral deste sistema:

m=0;l=+—; n=4+—

V2 V2
2 2

Procedendo de modo andlogo e eliminando-se m e n na equacao de determinagao de 7, obtemos outro conjunto de
solugoes:

{lo;mi‘f;ni‘f

Cada conjunto destes valores define um plano bissetor dos planos principais em torno do ponto.

3.6.1 Calculo das tensoes tangenciais extremas

Determinemos, agora, o valor de 7 para m = 0;[] = :I:g; n = :I:?.

01 0 0
Comog=| 0 o2 0 | eadiregao é dada por N = {i% 0 =+ %}, o vetor tensao total sera:
- 0 0 03
o 0 0 +2
pn =alN = 0 o9 O 0
-~ 0 0 g3 ig

Cujo modulo vale:

A tens@o normal neste plano é dada por:

- o1+ 03
On = pn - N =011? + 09m? + o3n? =

Dai obtemos a tensao tangencial extrema:

2
n

o (a3 (otos)’
N 2 2

= |QE\2—J

V)

Para as outras solugoes obtemos:

Para: [ =0m=*+—;n=+— =

V2 V2 02 — 03 02+ 03
2 5 T=%

Para: n=0;l=+—;m =

)

V2 j:\f:&T:t(ng) 701+U2
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3.7 Decomposicao do tensor de tensoes

Dado um tensor de tensoes g, é possivel decompo-lo do seguinte modo:

g=0p+0p

onde: o, — Tensor de tensoes hidrostéatico;

op — Tensor de tensoes desviador.

- Determinacao das componentes o, € op:

Definindo-se op como um tensor tal que trop = 0 e, como ja visto (para qualquer sistema de eixos):

Op —

oo
oz o

0
0
p

Se escolhemos as diregoes principais de g para sua descricao, temos:

g1 0 0
g = 0 g9 0
- 0 0 g3
Logo, podemos escrever:
cpr 0 O 1 0 0 o1 —p 0 0
g = 0 oo O =p| 0 1 0|+ 0 g9 — P 0
- 0 0 o3 0 0 1 0 0 o3 —p

Verificagcdo: pela invariancia da soma da diagonal principal do tensor de tensoes, temos que:

o1+ 02+ 03=3p+ (01 —p)+ (02 —p) + (63— D)

Escolhendo para op um tensor com trago nulo, vem:

01+ 02+03=3p

0 que resulta em:

_01+02+03

3
Assim, para qualquer sistema de eixos, temos:
+ 02 +
01 03 2T 03 0 0
01+ 09+ 03

7 = 0 T 0
- o1+ 02+ 03
0 0 3

op =a— 0y

Obs: A parcela o, é responsével pela variagao de volume, enquanto a parcela op, chamada de tensor desviador,

é responsavel pela mudanca de forma, como se vera no estudo das deformagoes.

Oxx Taxy Tzz
Concluindo, podemos afirmar que, se ¢ = | Ty O0Oyy Ty |, entao:

Tz Tzy Ozz

1 00
op = T EIWETE | o 1o
-~ 0 0 1
Ogx — P Txy Trz Oye + Oyy + 0,
O/’\Q: Tyzx Oyy — P Tyz COmp:f
- Tzx sz Ozz — D
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Sejam dados: 0., = 200MPa; 7., = 100MPa; 7., = 300MPa; 7. = 0y = 0., = 0. Determinar as tensoes e os eixos

principais:
Solugao:

a) Montagem e representagao do estado de tensdes dado:

200 100 300
c=110 0 0 | MPa
~ 300 0 0

b) Calculo das tensoes principais:

b.1) Pela definicao de tensoes principais:

det (g — Uejl> =0

onde: o, — tensao principal

g — tensor de tensoes

1 00
I={0 1 0 | — Tensor identidade
- 0 0 1

Logo:
200 — o, 100 300
det 100 0— o, 0 =0
300 0 0— o,

Calculando este determinante pela expansao da sua 3% linha obtemos:

100 300
0—0o. O

200 —o. 300
300 0—o.

200 — o,

+ (0 - Ue) X (71)3+3 100

300 x (—1)3*+1

+0x (—1)3*2

300(0e) x 300 + 0 + (—0)[(200 — 0.)(0 — o) — 100 x 100] = 0

o3 —2000% — 10°0, = 0

cujas raizes sao:
oe1 = 431,66 MPa

Oec2 — 0
oes = —231,66 MPa

b.2) Pela equagdo caracteristica a partir dos invariantes de g:

0'2—]10‘34—[20’6—13 =0

onde os invariantes sao:
I, =trg = 04y + 0yy + 0., = 200

1200 100 | | 200 300 |0 O]
12_‘100 0 ’ ‘300 0 ’*‘0 0’_ 10
I3 =detg=0

Logo, a equacao caracteristica é dada por:

o3 —2000% — 10°0, = 0

100

0— o
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cujas raizes sao:

0.1 = 431,66 MPa
Oe2 =0
oes = —231,66 MPa

Para o célculo das diregoes principais, utilizaremos aproximacoes para oe; € .3 fazendo .1 = 432 MPa e
0e3 = —232 MPa, apenas para facilitar as contas aqui apresentadas.
c¢) Calculo das diregoes principais:

c.1) Para a primeira tensao principal 0.3 = 432 MPa, a diregdo é; dada pelos cossenos diretores Iy, m; e ny
deve satisfazer a:

(g — aeljlv> €1 =0 — Sistema de equagdes singular

Isto é:
200 100 300 1 0 0 I 0
100 O 0 —4321 0 1 0 m = 0
300 O 0 0 0 1 ny 0
Devendo os valores I, m1 e ny satisfazer a:
B4+mi+nd=1
Reescrevendo o sistema acimas:
—232[1 I 100m1 + 3007L1 = 0 (].)
10017 — 432mq + Ony = 0 (2)
30007 + 0mq — 432n, = 0 (3)

Podemos obter l1, m; e n; de varios maneiras, como mostrado a seguir.

c.1.1) Escolhendo as equagdes (2) e (3) e tomando n; como independente:

O’fll
43214

3001, 4+ 0my

{ 1000, — 432my

que é uma escolha possivel, ja que:
100 —432
det [ 300 0 ] 70

Resolvendo este sistema a partir da segunda destas equagoes, obtemos:

l*@n
17300

que, substituida na primeira, nos da:

100 x (432) n; —432m; =0

300
=0,
17300
como I3 +m? +n? = 1:
@n 2+ @n 2—i—712—1
300 300 L
B I, = +0,806
”1_10’560{ my = +0, 1865

Temos duas possiveis direcoes:

1 = 40,8067 4 0,1865] + 0, 560k
. L ! :
& = —0,8061 — 0,1865] — 0, 560k
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No entanto, observe que é; = —é} e que os planos normais a é; e a €} sao os mesmos. Ou seja, tanto é; quanto €}

definem o mesmo plano normal a estes vetores!

c.1.2) Escolhendo as mesmas equagoes (2) e (3) tomando m; como independente:

432m1

0m1

3000y — 432n,

{ 100{; + Ony

que também é uma escolha possivel, ja que:

100 0

det [ 300 —432 ] 70

Da 1% destas equagoes: I; = 4,32m;. Substituindo na 2% equacgao, vem:

300(4,327’)11) —432n1 = 0= ny =3my

como 12 +m? +n? = 1:

(4,32my)*> +m? + (3my)° =1
4 Iy = +0, 806
my = £0, 1867{ ny — 0, 560

Obtendo a mesma solugao do item c.1.1, isto é:

é1 = 40,8067 4 0, 1867] + 0,560k
. L / ;
& = —0,8067 — 0, 1867 — 0, 560k

Observe que diferengas no 4° algarismo significativo (em m,) devem-se a aproximagoes usuais nestes casos.

c.1.3) Escolhendo as mesmas equagoes tomando [y como independente:

—432mq1 +0n; = —100[;
Om1 — 432711 = —30011
que é uma escolha possivel, ja que:
—432 0
det { 0 —432 } 70
Da 1% temos : m; = %ll. Da 2%, obtemos : n; = %ll.
Usando 12 + m? +n? = 1:
2 2
100 300
2+ (= 22 =1
1t (432 1) * (432 1)
_ my = 10, 1865
I = j:0,806{ o — 20,560

Obtendo-se, mais uma vez, os mesmos vetores dos casos anteriores.
c.2) Para a 2% diregao é; com oo = 0:

<g — 0621> éy=0 com éo =1yl + mgi—i— nQE

Reescrevendo este sistema:

|
o

20013 4+ 100m4 + 300n4
10012 + Omz + OTLQ = 0
300l2 + 0m2 + 0712

|
o

Tomando a 1% e a 2% destas equagoes:

200l3 + 100my = —300n-9 (a)
10015 4+ 0mo = Ono (b)
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De (b), obtemos 100l =0 =l = 0:
Aplicando em (a)

100my = —300n2 = mo = —3nsy

com I3 +m3 + n3 = 1, obtemos:
0%+ (=3ng)* +n3 =1

n3 =0,1= ny = +0,316

Como mg = —3ny — my = £0,949

Concluimos que:

)
[\v]
|

02+ 0,949; — 0, 316k

&
|

{A — 0.—0,949 + 0,316k  ou

c.3) Para a 3% diregao principal como é; L és L és, tendo é; e és podemos obter é3 através de : é3 = &1 X é,.

Pela definigao do produto vetorial:

=11 m m ou

P I L5 W (5] s ll ny A._’_ ll my
< 2 mz N2 la n2 L la mo |~
. _ | 0,1867 0,560 |- | 0,806 0,560 |- n 0,806 0,560 |-
S =1 0,949 0,316 |* 0 0,316 |Z 0 —0,949 |%
é3 = 0,5904i — 0,2547j — 0, 765k
Observagao final: Verificar que
& géi=0.  parai=1,23
3.9 EXEMPLO 9
Idem ao Exemplo 5 para o tensor de tensoes mostrado abaixo.
200 100 O
g=| 100 O 0 MPa
- 0 0 300
Célculo das tensbes principais:
I; =200+ 0 + 300 = 500
200 100 200 O 0 0
Iy = ‘ 100 0 ‘ ’ 0 300 ‘ ’ 0 300 ’ = —10000 4 60000 = 50000
200 100 O
I3=| 100 O 0 | = —3000000
0 0 300
Equacao caracteristica:

age_llo-ge+l2aee_l3 = 0
o3, — 50002, 4+ 500000, + 3000000 = 0

Identificamos na terceira linha da matriz de tensoes que a tnica tensao nao nula no plano onde atuam , 7., , 7y, € 0.
é esta ultima o que caracteriza este plano como um plano principal e esta tensao como uma tensao principal. Logo,

podemos fatorar a equagdo caracteristica de terceiro grau, utilizando a técnica de Briot-Ruffini:
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| 1] =500 | 50000 | 3000000
300 [ 1| —200 [ —10000 | 0

Assim, 0.1 = 300 MPa. As outras raizes sdo obtidas da solucao da equagao:

02, — 2000, — 10000 = 0

200 + 282,84 Oeeo = 241,42 MPa
Tee = 2 Oees = —41,42 MPa
Jg11 = 300MPa
099 = 241,42MPa
033 = 741, 42MPa
-Diregoes principais -
1 direcao: Iy, m1,n
200 — 300 100 0 l1
100 0 — 300 0 my = {0}
0 0 300 — 300 ny
—100l1 +100m; = O =>m; =1l
100y —300m; = 0

100{; = 300m —li=m1 =0
lf+m%+n%:1 — ni==x1 — élzic

el g.é =300 MPa

2% diregao: Iy, mo,no

200 — 241,42 100 0 lo
100 0 — 241,42 0 my p = {0}
0 0 300 — 241,42 ng
—41,42l5 +100me = 0
1001, — 241,42ms = 0
58, 58nsy = 0 . ne=0
mo = 0,4142l,
B+mi+nd = 1
l 40,924
2 2 . 2 ;
1240,171612 = 1 -, { my — 40,383

é =0,9241 4 0, 383)
el g - &y = 241,42 MPa

3% diregao: I3, m3,n3

200 + 41,42 100 0 I3
100 0+ 41,42 0 ms = {0}
0 0 300 + 41,42 n3
241,425 + 100mz = 0
10005 + 41,42ms = 0
341, 42n; — 0 . n3=0
ms — 72,414213
B+mi+ny = 1
I3 = +0,383
2 2 . 3 )
245882 = 1 . { o~ 0 01

Adotamos aqui a primeira determinagao (positiva) de I3 obtendo-se um valor negativo de ms.

é3=10,3831— 0,924

el g-é3=—41,42 MPa

41
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3.10 Aplicacao ao caso do Estado Plano de Tensoes

3.10.1 Introducao

No inicio deste capitulo sobre o estudo do estado triaxial de tensoes e no Exemplo 2, abordamos um estado de tensoes
simples denominado “estado uniaxial de tensdes” (assim denominado por possuir apenas uma tensao normal nao nula
quando utilizamos um sistema de eixos conforme o escolhido e apresentado em ambas situagoes). Mostramos nesse
caso como a tensao normal o, variava com a normal ao corte considerado (dada por sua inclinagdo « ou ¢ em cada
um dos casos citados). Por outro lado, na segdo imediatamente anterior a esta, abordamos o caso geral do estado de
tensoes num ponto, apresentando como esta mesma tensdo normal o,, varia com a dire¢do de um plano corte qualquer,
sendo este definido pelos cossenos diretores do vetor normal.

Tratamos, agora, de um caso particular denominado de estado plano de tensoes que ocorre, por exemplo, numa
chapa - corpo plano com pequena espessura - cuja hipdtese de carregamento inclui somente cargas externas aplicadas
no seu plano médio. Se tomarmos o eixo z como sendo normal a este plano médio, este seria o plano zy, nao existindo,
por hipdtese, cargas nas faces desta chapa ou perpendiculares ao seu plano médio. Assim, é razoavel admitir que s6
existam tensoes 0uy; Toy; € 0yy. A Fig. ilustra esta situacao.

q(xy)

Figura 3.16: Peca em estado plano de tensoes

Outra possivel ocorréncia de um estado plano de tensoes ocorre quando todos os pontos de um corpo 3D estao
submetidos a um estado de tensoes, conforme uma das trés possibilidades mostradas na Fig. Nesta figura estao
também indicados os tensores de tensoes e as representagoes planas em cada caso particular.

Plano sem

tensoes 0:vy
1 = 1,
Oy Ty 0
g=|% a,0 T—>O'M <—l T—>
0 00 7 x .
(a)
z
~ O
1z N
T_> (0% "_l T_>
Y X —
Plano sem l
tensoes
(b)
z
z g,
1 % 1,
Plano sem 1—> > T—>O’ , <—l T—>
tensoes y Y
’ T

(c)

Figura 3.17: Possiveis ocorréncias de Estado plano de tensoes
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3.10.2 Caso particular do problema 3D
Expressoes gerais

Vimos que, para o estado triaxial de tensoes, as tensoes total, normal e tangencial podem ser escritas como:

Pn =a X ]Sf — Vetor tensao total

0p = pp - N — Tensao normal

2 ~ .
T = \/m — Tensao tangencial

No caso de problemas no estado plano de tensoes, temos que:

g:|:0-ww Twy:|

Tey  Oyy

O vetor normal JS/' pode ser escrito segundo a representagao ilustrada na Fig.

N:[lm ly]:[cosa sena]

onde « é o angulo formado entre N e o eixo x.

12,

V
Uy
Figura 3.18:

Prz | _ | Oze Tay cos
Py Tey Oyy seno

Pnaz = Oggz COS QO + Tgy SENQ

Temos, entao:

Pny = Tzy COS QU + Oy SENQ

A tens@o normal é dada por:

On = Pz COSQ + Ppy SeNQ

(0 pa COS @ + Ty sENA) €COS (@ + (Tyy COS @ + 0y, SENQY) SENQ

= UMCOSQa + 2Txy SeNna CoS & + Ty sen’a

Como:
9 1+ cos2a
cos‘axa = ———
2
9 1 — cos2a
sen‘a = —

Chegamos a:

_ Ozg T 0yy | Oga — Oyy

€OS 200 + Tyy SEN200 (3.4)
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A tensao tangencial se escreve como:

T = \/p?m + p2, — (Pnz cOS a + ppy sena)?

Elevando ambos os membros ao quadrado e expandindo os termos entre parénteses, temos que:

7 = pa.(l—cos’a)+pp,(1— sen

2

2a) — 2Pn Pry SENQ COS O

= p2.sen’a + pflycos O — 2Ppg Pry SENQ COS (v

= (pnycosa — pp, senar)’
Ty = Py COS O — Py SENQY

Substituindo as expressoes de pn, € pny ha equacao anterior, vem:

T, = (TuyCOS+ 0yy sena) cos a — (044 COS (v + Ty SENQ) SENQ

= Ty cos? o + Oyy SENQCOS & — (O pq COS (¢ SENA + Toy senQa)

O que nos leva a:

= — (W) sen2a + T4y oS 2a (3.5)

3.10.3 Tensoes Principais

A determinagédo das tensoes principais pode ser feita a partir da equacio caracteristica para este caso. Sendo

g T,
Q:|:mz :£y:|7

Tey  Oyy

a equacgao caracteristica que permite calcular as tensoes principais escreve-se como:

det (g = 06l> =0

onde o, € a tensao principal e I é o tensor identidade de segunda ordem — [ = [ (1) (1) } .

Ficamos, entao, com:

(Oza — 0e)(Oyy — Te) — Ta?y =0

2 2
0; = (Opw + 0yy)0c + Ope0yy — 75, =0

g + o . (o2 2
Tx Yy zx — Yyy
01 = 9 + ( 2 > + 7123/
g + o . — 0 2
5 zx 5 yy ( Tz 5 yy> T12y

Tensoes Principais como valores extremos

cujas raizes sao:

Derivando-se a Eq. [3.4] em relagao a «, vem:

Qon _ g, _gTue =

o
YY sen2a + 27y cos2a =0
da

0 que resulta em:

2T,
tg2a = 7Y
Oxx — Jyy
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Duas solugoes sao possiveis: o e ag + 5.

Para a determinagao do valor de o, no plano com « dado pela solucao da equagao trigonométrica acima,
construimos o tridngulo mostrado na Fig. [3.19

2Ty
O — Oy
Figura 3.19:
Onde:
) _
sen2a = Ty e cos2a = (922 Uyy)
\/(Um —oyy)? + 47—%;, \/(Um —oyy)? + 47—%7;

Substituindo as expressoes acima na Eq. [3.4] resulta em:

2
Ogpy + 0O Ogy — O
o1y = Tt Ty \/ (Z=52) 2, (36)

Isto mostra que as tensoes principais sdo os valores extremos (méaximo e minimo) entre todas as tensoes normais
atuantes num ponto.

3.10.4 Tensoes Tangenciais Maximas

A determinacao dos valores extremos da tensdao tangencial em um ponto é obtida derivando-se a Eq. em relacao a
a:

dry Oz — Oyy
T = —2T cos 20 — 27,y sen2a = 0
0 que resulta em:
tg2a = ez~ Oyy
27'.'cy

Duas solugdes sao possiveis: ag’ e ap’ + 5.

A determinagdo dos extremos é feita a partir do tridingulo mostrado na Fig. [3.20] (similar ao apresentado
anteriormente):

2Ty
Figura 3.20:
Onde:
- xxr ~ 2 x
sen2a’ = (o Tyy) e cos2a’ = Tzy
VO =0y, 472, VO =0y 472,

Substituindo as expressoes acima na Eq. resulta em:

2
0. — O
Tmazx/min = i\/(W) + Tgy
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Subtraindo-se o1 de o3, obtidos na Eq. 3.6] vem:

2
Opw — O
o1 —03=2 (2‘%) + 72,

donde concluimos que:
g1 — 03
‘Tmawl = ‘Tmin| = T

Estas expressoes sao vélidas, entretanto, apenas para os casos em que a maxima (ou minima) tensao cisalhante
ocorre no mesmo plano em estudo. Para os casos onde estas tensdes ocorrem fora do plano analisado, seus valores sao
dados por:

|Tma;c| = |Tmin‘ =01
Posigao relativa entre as diregoes de 0,00 © Timax
O angulo «g para o qual as tensées normais sao maximas é dado por:

27y,
tg(2a0) = p _Ja
T vy

E o angulo ag’, para o qual as tensdes tangenciais sao méaximas ¢ dado por:

Opp — O
tg(2a) = ———=——Y
g(2a0") 27
Multiplicando-se uma, expressao pela outra, obtém-se:
tg(2a0) tg(2a0”) = 1

Logo, 20y’ e 2ay’ diferem de 7, isto é:
s
200 = 2a¢’ + 5
ou

oz’—i—7r
0Ty

o7

Logo, concluimos que os planos nos quais ocorrem as tensoes normais extremas formam um angulo de 45° com
os planos nos quais as tensoes tangenciais sao méximas.

3.10.5 Circulo de Mohr

O par (o, 7:) das tensoes normal e tangencial em um plano qualquer, num estado plano de tensoes, gera uma figura
no plano de coordenadas o, T que é conhecida como circulo de Mohr. Temos que o, € 7 podem ser determinados por:

Ozx + Jyy Ogxx — Uyy

op = > + > cos 2a + T,y sen2a
Opw — O
7 o= ——2 Y sen2q + T,y COS 2
2 Yy
Opy + O
Fazendo o, = #yy, temos:
Opy — O
On — Om = Tyy 08 200 + T4y sSen200
Opw — O
Tt =22 W gen2a + 7y, COS 200
9 Y

Elevando cada um dos termos das igualdades anteriores ao quadrado e somando-os obtém-se:

2
(Un —Um)2 +Tt2 _ (Uxx 5 Uyy) +T§y

Chamando 0, =0; . =7e R= chegamos a:

(0 —om)*+ 72 =R?
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T
O,
M
Tn Tmax R
c (o)
O-n1in: 0-3
O-Vl = qYX + O—VV
2
O_maxz O_l
Figura 3.21:
L ~ . N . . Oxx + Uyy .
que é a equagao de uma circunferéncia no plano (o, 7) com centro sobre o eixo ¢ no ponto o = oy, = — e cujo

raio é o valor de R acima descrito e como mostra a Fig.

M — Ponto que representa as tensoes em torno de P na diregao a.

Da Fig. constatamos, novamente, que a maxima tensao tangencial vale:

01 — 03
2

Tmax = R=

Expressao do circulo de Mohr a partir das tensoes principais

Considerando como ponto de partida as expressoes de o, e 74 obtidas em func¢ao de o1 e o3, temos:

o = E 203 ' ;Og cos 20
T = —% sen26

Estas expressoes sao obtidas das expressoes anteriormente vistas para o, e 7; nas quais fez-se 0, = 01, oyy = 03,
Tzy = 0 € usamos 6 no lugar de a. A Fig. esclarece o significado dessas expressoes.

y
Diregdo
principal 3
T Plano onde
atuam G, e T,
(op <

\ X
\L Diregao

a, principal 1

Figura 3.22:
o1+ 03 -
Chamando o, = — o, = 0, 7w = T e elevando ambas as expressoes ao quadrado e somando-as, resulta
em:
01— 03 2
(0 —om)?+712= <>
2
ou

2 2
01+ 03 9 [01—03
(o-25) = (57)

que descreve o mesmo circulo desenvolvido anteriormente, ja que:

Oy + Oyy =01+ 03

2
01 — 03 o Oxx — Oyy o
5 _\/<2) +Tx2y—R
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Casos Particulares

Nesta segao, sao mostrados alguns casos particulares do circulo de Mohr para o estado plano de tensoes.

i) Estado de tracgao simples:

Representa o plano com

T
B . / Tmax : (0, Tnax)

Todas as tensdes normais em torno do ponto (em qualquer P
diregao) sao de tragao. coordenadas

Tmax
A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso. 4 — () 5 -

1
. o1 ., | \

Assim, Tyax = 5 Jja que o3 = 0! Representa o plano onde atua

G, 0,:(0,,0)
ii) Estado de compressao simples:

—

Todas as tensdes normais em torno do ponto (em qualquer

dire¢do) sao de compressao. m

A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso. \—/q -0 (0
o

Assim, Ty = —3, ja que o1 = 0!

T
2 g,

iii) Estado de cisalhamento simples:

Todas as tensoes principais sao iguais e de sinal contrario.

A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso. T

iv) Estado de tensoes uniforme ou hidrostético:

T
Assim, Tyar = |o3] = 01. \‘/ o
G, (o)
T

Todas as tensdes em torno do ponto sdo normais (de
compressao ou tragdo), nao existindo tensoes tangenciais
em nenhuma diregao.

A figura ao lado ilustra este caso.

Assim, 01 =03 =0 € T = Tyae = 0. ag

Tri-Circulo de Mohr

Estudamos agora a representacao grafica das tensoes normal e tangencial num plano qualquer em torno de um ponto
no estado triaxial de tensoes.

Tomamos como ponto de partida a hipotese de que conhecemos as dire¢oes principais e as respectivas tensoes
principais o1, 02 € g3, isto é:

g1 0 0
g=| 0 o2 0 | — Tensor de tensoes referido aos eixos 1, 2, 3 (ou diregoes 1, 2, 3)
- 0 0 03

Seja um plano genérico com posigao conhecida (com relac¢do a 1, 2, 3) dado por seu vetor normal Zy de compo-
nentes designadas aqui por Iy, l2, I3, como mostra a Fig. |3.23
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Figura 3.23:

As tensoes normal e tangencial neste plano sao dadas por:

Pn = g]if — Vetor tensao total neste plano

o1 0 0 I oily
pn=1_0 o2 O loy »=4q o2y
0 0 o3 I3 oal3
On = Pn - ]S[
o= 4/lplP—o}
Donde obtemos:
on = Jll% + 0213 + ng§
= /(01)% + (0202)2 + (03l3)% — 02

Examinemos, agora, o conjunto de planos com I3 = 0:
3

]

pr(yl' ZLV
1 1

Figura 3.24: Plano genérico com I3 = 0 (planos || a diregdo 3 e L ao plano 1-2)

Neste caso, teriamos:
o o112 + ool3

7 = /(011)? + (022)2 — 02

Assim, vemos que [; = cosa e [ = sena, o que nos leva a

Opn = o1 cos? a + o4 sena
72 = (0pcosa)? + (o9 sena)? — o2
resultando em:
o1+02 01— 02
on = + cos 2a

2 2

02 — 01
7 = ——— sen2«
2
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e que da origem a um circulo de Mohr cuja equagao é:

2 2
o1+ 02 01 — 02
(- 2572) = (757)

o1+ 02 01— 02
e R="Tmasr =

2 2

T a+oz,01-02)
2 2

Tinax| R

C(q;m,o) o

com centro em o =

(ver Fig. [3.25).

o

Figura 3.25: Circulo de Mohr com os pares (0, 7;) para os planos paralelos & dire¢ao 3
Examinemos, agora, outro conjunto de planos com Iy = 0. Neste caso, teriamos:

on = allf + 03[%

Tt

V(0111)% + (03l3)? — 02

3

1 1

Figura 3.26: Plano genérico com Iy = 0 (planos || a diregdo 2 e L ao plano 1-3)

Assim, temos que l; = cos 8 e I3 = senf3, o que nos leva a

on = o1 cos? 3+ o3 sen?p3
72 = (01cosfB)?+ (o3senf)? — o2
resultando em: n
o1+ o 01— 0
P —— 242 3 cos 23
2 2
01— 0
T = % sen2f3

o que da origem a um circulo de Mohr cuja equagao é:

2 2
o1+ 03 01 — 03
(o= m52) + 2= (25)

o1+ 03 01— 03
com centroem 0 = ——— ¢ R = Tyae =

2
Vejamos, finalmente, um ultimo conjunto de planos particulares agora com [; = 0. Neste caso, teriamos:

(ver Fig. [3.27).

On = 02l3 + o3l

T = \/(0212)2 + (03l3)%2 — 02
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g 10,0 -a)
2 2

Tnax R

(©:.0) @.,0) o

C(G;Us,r))

a, g

Figura 3.27: Circulo de Mohr com os pares (0, 7;) para os planos paralelos a dire¢ao 2

N

v

I N2
Ny 2
\1} —————— —
d 2

1 1

Figura 3.28: Plano genérico com /3 = 0 (planos || a diregdo 1 e L ao plano 2-3)

Para este caso vemos que Iy = cosy e [3 = senvy, o que nos leva a

2

2
Tt

(02 cos7)? + (03 seny)? — o2

{ onp = o9 cos? Y+ 03 sen27

resultando em:

On :JQ;U?’JFUQ;US(:OS?y
02 — 03
T = Tsean

o que dé origem a um circulo de Mohr cuja equagao é:

o9 + 0 i o o 2
2 3 2 — 03
(o 2257) et = (252)

092 + 03 02 — 03
com centroem 0 = ——= e R = Ty =

2 2

(01 0,0 -03)
2 2

Tmax

(0,,0)

g 0,

Figura 3.29: Circulo de Mohr com os pares (o, 7;) para os planos paralelos a diregao 1

Os pontos em cada um dos circulos de Mohr obtidos anteriormente representam as tensdo normal e tangencial em
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planos particulares conforme visto, isto é:
Circulo 1: I3 =0 = o0, =012+ 092
Circulo 2: I, =0 = o0, =01+ 0303
Circulo 3: Iy =0 = o0, =033 + 0313
Para um plano genérico, tal que Iy # 0, I3 # 0 e I3 # 0, teriamos:

Op = 0’1[% + Uglg + U3l§

O que nos indica que, ao circulo 1, para se obter a expressao geral para o,, seria preciso acrescentar na
expressdo de o, e 7; a parcela 03(3, do mesmo modo que ao circulo 2, precisariamos acrescentar em o, a parcela
02l3, e ao circulo 3, precisariamos acrescentar em o, a parcela o1l3.

E possivel demonstrar que os pares (o,,7;) obtidos a partir de cada uma destas complementacdes estio na parte
hachurada da Fig entre estes trés circulos particulares.

Circulo 2
(l 2= 0)

Pontos representativos das

tensoes (o ; T) quando
L el 0
C; @) ‘o
| T Circulo 1
A (1,-0)

Circulo 3

(1,=0) G,

a = 0,

Figura 3.30:



Capitulo 4

Estado de Deformacoes

4.1 Introducao

Neste capitulo tratamos e definimos o chamado estado de deformagao de um corpo, considerando o deslocamento
relativo de seus pontos com componentes nos trés eixos ortogonais xyz.

Os deslocamentos aqui considerados sdo aqueles responsaveis pela descrigdo do movimento de um corpo (ou de cada
um dos pontos de um corpo) quando este varia sua forma, isto é, quando sdo modificadas as posigoes relativas de seus
pontos em decorréncia das acoes - forgas e momentos a ele aplicados. Por deformagao, definimos como sendo a medida
do movimento relativo entre os pontos desse corpo.

Ao final deste capitulo, verificaremos que as regras de transformacio das componentes da tensdo devido a uma rotacao
de eixos sao vélidas também para as componentes das deformagoes, ja que tanto a tensao quanto a deformacgao sao
grandezas de mesma natureza - tensoriais.

4.1.1 Deslocamentos e Medidas de Deformacoes

Na Fig. apresenta-se um corpo que, sob agao de cargas - forgas e/ou momentos - tem seus pontos deslocados como
o ponto A.

Ax, y, 2)

A" (x+u, y+v, z+w)

Figura 4.1: AA - vetor deslocamento total do ponto A.

Na Fig. [41] u, v, w representam os deslocamentos do ponto A segundo os eixos z,y, z, respectivamente.

Para a medida da intensidade da mudanca de forma de um corpo, como ocorre em pecas prismaticas submetidas a
esforgo axial, definimos a deformagao linear na direcao do segmento AB de comprimento S, conforme ilustra a Fig.

AS
n =g
onde ¢, é a deformacao linear média no ponto A na diregao AB ou alongamento relativo médio no ponto A na direcao
AB (grandeza anéloga a velocidade média na cinemética v, = if - onde S representa o espago percorrido e t designa
0 tempo), isto é:

onde € é a deformagao linear no ponto A na diregdo AB ou alongamento relativo no ponto A na direcao AB.

Temos ainda a considerar ou observar a existéncia das variacoes de angulos retos formados por segmentos de retas
constituidos no corpo que ap6s o equilibrio deixam de ser retos gerando distor¢oes que denominamos de deformacoes

53
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angulares definidas por:

Dizemos que v4q, € a deformacao angular ou distor¢ao angular do angulo COD ou ainda no ponto O no plano definido
por COD. A Figura a seguir ilustra, de forma clara, a natureza dessas medidas de deformagao.

Figura 4.2: Deformagoes lineares e angulares ou de cisalhamento em torno de um ponto.

Se consideramos as dire¢oes coordenadas (segundo eixos coordenados x,y, z ), as deformagoes lineares definidas nas
direcoes desses eixos coordenados seriam dadas por €;, €4y, €2, OU €, €, €,. Considerando os trés planos coordenados
Ty, rz € yz, teriamos as distorgoes de angulos retos que dao origem as deformagoes angulares ou de cisalhamento
segundo estes planos: 7vay;Vaz;Vy-. Existem vérias outras medidas de deformacao utilizadas em diferentes circuns-
tancias na modelagem de problemas de engenharia. Estas outras medidas sao mais ou menos adequadas conforme a
magnitude dos deslocamentos e das deformacoes ocorrentes - se temos grandes ou pequenas deformagoes, grandes ou
pequenos deslocamentos ou ainda se consideramos diferentes formulagoes (eulerianas ou lagrangianas) na abordagem
dos problemas mecanicos. Assim, temos:

11
-

Deformacao de engenharia: = ¢,

l2 _ l2
Deformagao de Green: = ¢, = 572 0
0
2 12
Deformacao de Almansi: = ¢, = T o
A

In —

Deformacao natural ou logaritmica: = ¢ ; ;
0

lo

Excetuando-se a deformagao logaritmica, todas estas medidas tem carater de média, valendo, portanto, apenas para
casos de estado de deformagao constante em uma barra de comprimento finito - como o que ocorre com uma barra
sujeita a esforgo normal constante - ou para um segmento de comprimento finito de um corpo deformavel, considerando-
se também, neste caso, um estado de deformagao constante neste comprimento. Para a efetiva utilizagao de cada uma
dessas medidas em casos de estado de deformacao variavel, torna-se necessario verificar o que ocorre em torno de um
ponto tomando o limite quando os comprimentos marcados a partir deste ponto tendem para zero.

4.1.2 Redefinigao da medida da deformacgao linear

Inicialmente, apresentamos a definicao usual da deformagao linear tal como ocorre em uma barra sujeita a esforgo
axial constante. Neste caso, para uma barra como a mostrada na Fig. [I.3] sujeita a um esfor¢o axial constante
(N(x) = constante V0 < z < ) tomamos como medida para a deformagdo linear o valor do alongamento (ou
encurtamento) sofrido pela barra dividido pelo comprimento original da mesma.

Assim, temos para este caso €, = %. Entretanto, observando que o valor do alongamento (ou encurtamento) utilizado

nesta definicdo é o valor do deslocamento sofrido pela extremidade livre da barra subtraido do deslocamento da
extremidade impedida de se deslocar, constatamos, chamando de u o deslocamento, que nossa defini¢ao ¢, = ljolo
pode, com a defini¢ao do deslocamento v na direcao do eixo x ser reescrita como:

u(z =1) —u(zx =0)
lo

€x =

que representa apenas a deformacao média que ocorre entre o engaste e a extremidade livre da barra e que nao serve
para medir a deformagao quando o esfor¢o normal nao for constante ao longo do comprimento da barra.

Devemos, entao, substituir esta definicao por outra que atenda a ambos os casos - esfor¢o normal constante
ou variavel. Neste caso, tomando-se em torno do ponto x um trecho de comprimento Ax desta barra, definimos a
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ES o
g / dA-AL_%

AL
= ] | =AL
g A A x=1
u =
AL > €x=0.=FL

— X E ES

Ax
J& Ex =cte Ex=AL
;—| x=0al L
= X

Figura 4.3: Campo de deformagoes lineares e de deslocamentos numa barra a esfor¢o axial constante.

deformagao média neste intervalo como:

u(z + Az) — u(z)

€x | medio— Ax

A partir desta deformagao média no intervalo x e x + Ax, definimos a deformagao no ponto z como:

o u(r 4 Az) —u(x)
fo = Az

Logo a medida de deformagao linear a ser utilizada é:

_du
T dx

€z

Esta defini¢ao, considerada para deformagoes apenas numa tunica direcdo sera utilizada em seguida para casos onde
temos deslocamentos u, v e w presentes, como ocorre nos casos mais complexos da Mecanica dos Solidos ou da
Resisténcia dos Materiais no estudo de problemas envolvendo estados triaxiais de tensao.

4.2 Relagoes Deslocamento x Deformacao

Neste item apresentamos a definigao formal das medidas de deformacao validas para um estado triaxial de tensao e/ou
deformacao em regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes.

4.2.1 Deformacoes Lineares

Inicialmente, consideramos o caso das deformagoes lineares em torno de um ponto conforme ilustrado na Fig. [1.4] onde
sdo mostrados a proje¢ao sobre um plano coordenado dos deslocamentos ocorrentes em 3 pontos P, A, B de um corpo
sujeito a deformagoes. Desta figura identificamos os seguintes elementos:

Y,V

Ay

X, U

Figura 4.4: Deslocamentos em torno de um ponto projetados num plano paralelo ao plano xy.

Deslocamento de P (up): u(z,y, z), v(z,y, z), w(x,y, ).
Deslocamento de A (ua): u(x + Az, y, 2), v(z + Ax,y, 2), w(x + Az, y, 2).

Deslocamento de B (up): u(z,y + Ay, 2), v(z,y + Ay, 2), w(x,y + Ay, z).
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Definimos a deformacao linear na dire¢do x como:

PA| — |PA]
€xx = T s A
|PA|—0 |PA|
Admitindo pequenas deformagoes, vem:
‘P/A/| [a] |P/A//|
e ficamos com:
i [EAY — [PA]
€py = lim ———r
|PA|—0 |PA|
mas:
|PA| = Ax
|P’A"| = |PA| 4us—up=Ax+us—up
logo:
oy Az +uyg —up — Az
Cor = o Az
. = lim u(z + Az, y, z) —u(z,y, 2)
Axz—0 Ax

€pe = lim —
e Az—0 Az

ou

= o

Analogamente, nas direcoes y e z, temos:

Direcao Desl. Desl. relativo Comp. inicial Deformagao

T u Au Az €
Yy v Av Ay €yy
z w Aw Az €22

Tabela 4.1: Deformacoes nas diregoes zyz

Logo, podemos definir ou adotar como medidas de deformacgao linear nas diregoes y e z:

. Av N ov
€yy = lim — = —
vy Ay—0 Ay vy (9
. w e ow
€, = lim — =€, = —
2T Azm0 Az =0z

4.2.2 Deformagoes Angulares

Passamos, em seguida, a considerar a deformacao angular no plano xy que definimos como sendo a medida da distorgao
angular sofrida por um angulo reto neste plano. Com os valores indicados na Fig. [f.4m, definimos, entéo:

Yoy =+ (4.1)

Calculo de a e 5:

|AA"|
— 4.2
tga ‘P’A”| ( )

Admitindo pequenas rotagoes:

|AA”|

‘P/AII‘

onde @ é o valor médio da distor¢gao « para valores de Ax e Ay finitos que vale, entao:
[AA”]

\ijﬁgo | P’ A"

o~

1%

(4.3)

tga =@

o =

U(‘T + AJC, Y, Z) — ’U(I, Y, Z)
1m
Az—0 |PA| + |PA|%

o =

: ”U(I—FAJ),y,Z)—U(JZ,y,Z)
a = lim 5
Az—0 Ax + iAx
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Assumindo % < 1, entao:

O que acarreta o =

a= lim

Ax (l—i— 8“) >~ Az
ox

De forma anéloga, concluimos que 8 = %Z obtendo entao:

Procedendo de modo similar nos planos yz e zz, obtemos:

U(l‘ + A.T, Y, Z) - ’U(LL', Y, Z)
Axz—0 Ax
o o
Ty = By oy
_ow
Yoz = Bz T 8z
_ow o
WET ey T oz

Utilizamos para compor o tensor ou matriz de deformagao os seguintes valores:

4.2.3 Tensor de Deformacgao

Com as definigbes vistas nas segoes anteriores, fica assim definido o tensor de deformacoes €:

Sendo:

Considera-se, neste caso, que €Eyz = €xy, €z = €zz € €4y = €y, resultando que € é um tensor simétrico, isto é

1
€xy 5%7;

1
€xz 5713,2

1
€yz = §7yz

_ Ou

sz—%

ov

nyZ@

_Ow

Gzz—g
1 (0v  Ou
6”_2(ax+ay>
1 /0w  Ou
6“_2(8x+€)z>
1 /ow  Ov
Eyz—2<ay+az>

4.3 Calculo de Deformacgoes numa direcao qualquer

4.3.1 Deformacgoes Lineares em diregoes quaisquer

o7

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
(4.15)

(4.16)

€ =c

Consideramos, aqui, um vetor unitéario numa dire¢ao arbitraria N num ponto P de um corpo e um segmento PQ que
na configuracao indeformada, possui comprimento An, sendo que ap6s deformacao, PQ torna-se P'@Q’, como indicado
na Fig. Nosso objetivo é calcular a deformagao linear nesta direcdo N no ponto P.
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y /diregéo n
e

N

~

y4

Figura 4.5: Deformagao numa diregao arbitraria N

u- Campo de deslocamentos
Dados — £ Tensor de deformagoes referido a um sistema x, y

N- Vetor dos cossenos diretores da direcao em que deseja-se determinar a deformagao linear €,

€xx €zy €zz

€xz €yz €Ezz

0An — Variagdo de comprimento de um segmento | PQ|, que esta na direcao de ]Sf cujo vetor diretor da direcao PQ) é:

N = [ Lz P91, ]T — direcao PQ

A determinagdo do deslocamento na dire¢do n — wu,, considerando que w, — é a proje¢ao do campo u(z,y, z) na

diregao n (definida por seu unitario Jy ), € dada por:
U, =u-N (Projecao de u sobre N)
onde

g:[uw Uy uz]T:[u v w]T

Podemos entao escrever, com i, j, k - unitarios das diregoes x, y e z, respectivamente, que:

Un = ug(i- N) + uy(j - N) 4 uz (k- N) = uglng + Uylpy + Usly (4.17)

Da defini¢ao de deformacao:

. Uplg —unlp  duy

= 1 —_ 4.18
¢ Ao An dn ( )

onde An — comprimento do segmento PQ e Ax, Ay e Az sdo as projegoes ortogonais de An sobre os eixos coordenados.

Mas:
dup, _ Ouy di ou, dy  Ou, dz

dn - Oz dn oy dn T 0z dn

Assim, a deformacgdo linear na diregdo de ]S[ que é a derivada direcional de u nesta diregao ]Sf , pode ser obtida
substituindo na equagao [I.1§ a defini¢ao [£.17] sendo dada por:

duy, 0 dx

dn ~ Ox
0 dy
dz

= (4.19)

0]
+& [uxlnx + Uylny + uzlnz}
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substituindo %ﬂ Z—Z e g—z da equagao pelos cossenos diretores de Jy ¢ lng, lny € 1y, Tespectivamente. teremos:
ou Ju ou Ju ou
nn — le ylg Zl2 - " lnzln
¢ ox m”+8y ”y+3z nx T 6y+3x Y
ou Ju ou ou
St o nalne + | A2 + S ) lnylns 4.20
+(82+8x> +<8z+8y> Y (4:20)
Podemos dizer que:
ou Ouy 1 (0Ou ou 1 (0u ou
Y ) iy = = | == 4+ =L ) lelny + = | =2 + =2 ) Lnzln 4.21
(8y+8z> Y 2<3y+8x) y+2<8x+8y> Y (421)

Substituindo o quarto termo de [£:20] pela expressao [£:2I] e procedendo de modo analogo para o quinto e sexto termos
teremos obtemos de [£.20

L1 o, 1 (Ou, Ous
€Enn = %ux l'?u + - (au + auy) lnxlny + = (au + Ou ) lnalnz

2\ Oy ox 2\ 0z ox
1 /0uy, Ou ou 1 /0u, Ou
o\ 9. == lna:ln 7yl2 -2 - ln lnz
+2<8x+5‘y) y+8y”y+2(82 8y> Y
1 /0u, Ouy 1 /0u, = Ouy Ouy o
v (s + 2 ) oab + 5 (G + ) b+ 0 (422

Introduzindo as deformagdes medidas com relagdo aos eixos zyz na equagao [£.22] teremos:

€Enn = EfIZELZE 9 fzylnzlny + EIZZ"IZHZ
+€yaclnylnx + €yyliy + Gyzlnylnz

+ezalnzlng + €xylnzlng + €200, (4.23)

que pode ser expressa na forma matricial como:

€xx  €xy €z lnm
G = [ [y lny [P ] oy MEYy  €yz o (4.24)
6(132 €yz 6ZZ nz
ou ainda: B
€nn = J,YTEN (4.25)

E importante notar que a expressao para determinacao de €,, tem exatamente a mesma forma que aquela utilizada
para a determinagao de o,, obtida no estudo do estado triaxial de tensoes. Considerando que Jf[ possa indicar as
direcoes de z’, ' ou 2/, podemos facilmente ver que as deformacoes lineares medidas com relacdo aos eixos z'y’z’,
podem ser obtidas através desta expressao, conforme mostrado em seguida. Assim, no caso em que Jy seja x’, temos
imediatamente:

2
€x/x! = Ezmlz/w + 6a:’a:l:c’zl:c’y + ezzlw’wl:r’z

2
+6y$lnylm/y + Eyylzzy + Gyzlz/ylx/z

2
Ferplalay + €yQpr oy + €205, (4.26)
Esta expressao pode ser escrita como:
€xz  €xy C€xz lw’w
€pigt = [ log oy o ] €xy €yy Eyz lary (4.27)
€rz €yz €zz lgr s

Tomando n como sendo o eixo rotacionado 3’ em relacao a xyz, temos, a partir da equagao [4.36

€rx €xy €Exz ly’a:
Cy'y’ = [ lyw lyy ly ] €xy Cyy Cyz lyry (4.28)
€rz €yz €zz ly’z

Procedendo de modo analogo para eixo rotacionado z’ obtemos:

€xx  €xy €z lz/:v
€xlyt = [ lz’x lz’y lz/z ] emy Eyy Eyz lz’y (429)

€xz €yz €z lz’z
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diregéo n
eeen T ) o=l + wm, + u:n,
diregdo s

uo=udo+ uyms + u-n,
:." \ configuragao
H deformada

N

configuragdo
inicial

z
Figura 4.6: Deformagao cisalhante no plano definido por S e N

4.3.2 Deformacgoes Angulares em planos quaisquer

Podemos agora considerar duas diregoes ortogonais no ponto P, Jy e S , conforme figura Os segmentos PQ e PR
tem comprimentos An e As, respectivamente, no estado indeformado.

Apoés deformagao, os pontos P, Q e R tornam-se P’, Q' e R’, com alteracao do angulo entre os segmentos
definidos por estes pontos, caracterizando deformacao cisalhante no plano definido por PQ e PR (ou por N e S )

como:
ou,, Oug
€ns = ( e+ an) (4.30)

Expressando u,, e us em termos das componentes de deslocamento, temos:

Un = U+ N = Uglng + Uylny + Usln, = § Uil

:y-S:uxlm—}—uylSy—Fuz oz :Zui si (4.31)

9

Logo, podemos escrever:

1[0 0
€Ens = 5 %(uzlnx + uylny + Uzlnz) + %(uzlsm + uylsy + uzlsz):|
Entretanto:
ds  Oxds Oyds 0zds
on  Ordn Oydn Oz dn

que sao validas para ¢ = x,y ou z. Aplicando estas relagoes a Eq. [£:30] de €, e considerando-se que:

de_ e
ds %Y ds Y ds %7

o, dy _, di_
dn "™ dn " dn 0 ™°

Onde o indice i do somatério assume os valores x, y e z. Substituindo as expressoes em em [£.30] ficamos com:

1 0 0 1 8ui au,
e 5 {as (; uzlnl) ' ain (; Ui15i> } B 5 { i Elm ! i anl‘”} (4.32)

3 e — sao derivadas direcionais e podem ser expressas como:
S

onde

aui o 8ui dﬁ 8711' @ 87.% %
0s Oxds Oyds Ozds
ou; Ou; dr  Ou; dy  Ou; % (4.33)

aniax%jLay% Jz dn
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Substituindo [£:33] em [.32] temos:

1 Ou; dr  Ou; dy  Ou; dz ou; de Ou; dy  Ou; dz
enSQ{Z{ —+ }lm-JrZ[ —+ }l} (4.34)

Oor ds Oy ds Oz ds dr dn Oy dn 0z dn

)

Utilizando as expressoes de defini¢ao dos cossenos diretores das diregoes IV e S, podemos substituir na equagao
realizar o somatorio e reordenar os termos obtidos resultando na seguinte equagao:

CLEVR AN (U CTR WSS (LA VR
€ns = nxlsz 5 nxls 5 nxlsz
ox 2 \ Oy or Y2\ 0z or

1 (0uy = Ouy Ouy 1 /0u, = Ou,
a a nylsx 7nls o a0 nylsz
+2<ax+ay)1ylk+aylyy+2(az+ay Lyl

1 1
yo (émz n 81”) Iyoles + = ( u: a“y> Lnslyy + Quszy (4.35)

2\ Oz 0z 2\ Oy 0z 0z

que pode ser escrito como:

ens - ezlfln'l/‘ls’l/‘ + E’L‘yln’rlsy + efL'Zl"lIlSZ
+ Ey:clnylsm + 6yylnylsy + 6yzlnylﬁz
+ Ezmlnzlsz + ezylnzlsy + ezzlnzlsz
ou ainda:
T
€xalss + exylsy + €225 lng
€ns = Gymlsm + 6yylsy + 6yzlsz lny

l
enS:[ng; o lsz] €zy BEDY €yz ;ny (4.36)

finalmente, na forma matricial:

€ns = STEN (4.37)

Tomando n e s como um par de eixos rotacionados =’ ¥’ em relagao a zyz, temos, a partir da equacao [4.36

€xx €xy €z ly’m
€y = | loa loy Loz || €oy €y €y Lyry (4.38)
€rz €yz €zz ly’z

Se tomamos n e s como um par de eixos rotacionados =’ 2’ em relacao a xyz, temos, a partir desta mesma equagao
4.50)

€xz  €xy CExz lz’:v
€yl nt = [ log oy o ] €y  Eyy €yz Loy (4.39)
€rz €yz €zz Lo

Com n e s sendo um par de eixos rotacionados ' z’ em relagdo a xyz, temos, partindo novamente desta equagao m

€z €xy €xz lz’a:
€y'z = [ lyw lyy lye ] €xy Cyy Cyz Loy (4.40)
€rz €yz €zz Lo

4.4 Deformacgoes Principais no Estado Triaxial de Deformagoes

Definimos direcoes principais do tensor de deformagao como as diregoes segundo as quais o tensor de deformacao € é

diagonal e denominamos essas diregoes por 1,2,3 (dire¢oes principais; as deformagoes nessas diregoes chamamos de
deformagoes principais. Neste caso temos:

€12 = €13 = €23 = 0

€= 0 e O
- 0 0 €3
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Como no plano cuja normal é uma diregao principal ndo existem distor¢oes angulares, o vetor de “deformacées” nesse(s)
plano(s) s6 possuirad a componente na diregdo normal a este plano principal, isto é, o que, como no caso do estado
triaxial de tensoes, nos permite escrever que:

£ Xe = €e Xe
£ Xe — € Xe =0
(g—eeg)xezil

onde denominamos por €, uma deformacao principal e por . a direcao principal, e como no caso da determinacao
das diregGes principais de g, esta equagdo so tera solugoes diferentes da trivial se:

det (g— eeﬂ) =0

Logo, considerando um estado de deformagoes geral num ponto P do corpo para determinar as deformagoes principais,
é preciso satisfazer esta equacao, onde € é o tensor de deformagoes, €, é a incognita deformagao principal e I é a matriz

identidade de ordem 3 x 3. Temos entao:

€xx — €e 6a:y €z
det €Exy €yy — €e €y =0 (4.41)
€z €yz €22 — €e
que d& origem a equagao cubica:
€ — Jie2 + Jae, — J3 = 0 — Equagdo caracteristica (4.42)

onde Jp, Jo e J3 sao denominados de invariantes do tensor de deformagao que sao dados por:

Ji = €gz +€yy + €2z (4.43)
J = det { } + det [ ] T det [ e } (4.44)
€ry Eyy €z €2z yz €zz

Js=det | €y €yy €ys (4.45)

Resolvendo a equagao [£.42] ficam determinadas as trés deformagoes principais. Para determinagao das respectivas

diregoes principais, € necessario que se resolva o sistema abaixo trés vezes, isto é, para cada valor de deformacao
principal substituindo e,:

€xx — €e Ezy €xz lnz 0
€ Eyy — €e €yz by | =10 (4.46)
€xz Eyz €2z — €e lnz 0

Dessa forma, ficam determinadas as componentes Iz, I,y € l,, do vetor diretor (unitario) da respectiva direcao
principal.

4.5 EXEMPLO 10 - Estado triaxial de deformacao

Dados dois tensores de deformagao, referidos a dois sistemas de eixos zyz e x'y’2’, pergunta-se: ¢ e ¢ representam o

mesmo estado de deformacao?

Dados:

TYyz
300 0 0

€= 0 600 O 10°¢

~ 0 0 200 |,..,

Solugao:
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Para que ¢ e € representam o mesmo estado de deformagao é necessario que seus invariantes sejam iguais. Para

Jp = 1100-10-
Jo = (110000 + 100000 + 70000) - 1076 = 28 - 102
Js = 24-10°.107% =17
Para ¢’:
J; = 1100-10-°
Jy = (180000 + 120000 + 60000) - 10° = 36 - 10>

Como Jy # J, = € e ¢ nao representam o mesmo estado de deformagao.

4.6 Estado Plano de Deformacoes

Assim como o Estado Plano de Tensoes € um caso especial do estado triaxial de tensées, o mesmo ocorre aqui. Para
efeito deste estudo, vamos considerar, por exemplo, o caso em que as unicas deformagoes diferentes de zero sejam
apenas as deformacoes: €;z, €y € €y

Supomos, neste caso, um tensor de deformagao da seguinte forma:

€xx €y O
€= | €y €y O

- 0 0 O

4.6.1 Deformacoes Normais e Cisalhantes numa Direcao Qualquer

Supondo que sejam conhecidas as deformagoes €.z, €2y € €y, €m torno de um ponto P, sendo as demais componentes
de deformagao nulas, para avaliar as deformagcoes €747, €57y € €7y, com x'y’ rotacionados de um angulo 6 em relacao
a zy conforme figura [£.7] basta aplicar as equagoes [1.24] e

!

y

8 X

Figura 4.7: Rotacao dos eixos x e y

Estas equagoes, reescritas abaixo, determinam as deformagoes lineares e angulares nas diregoes N e S e tomando a
direcao nn como sendo uma direcio z’ e ss como sendo uma diregao ¢y’ podem ser aplicadas ao caso particular aqui
considerado. Neste caso €, — €372/ € €ns — €pryr.

Sabemos que:

Essas expressoes reduzem-se deste modo, neste caso particular, as seguintes relagoes:

Crp = Sz ;_ Cyy | Sz ; YUY cos 20 + €2y SEN20

(4.47)

€yy — €
€xry! = % sen26 + €, cos 20
A expressao para a determinacdo de ey, pode ser facilmente obtida a partir da primeira destas relacoes quando
substituimos 6 por 0 + 7, resultando em:

€xg T Eyy €xx
€py10y = —
vy 2

; Y9 o520 — €qy SEN20 (4.48)
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4.6.2 Deformacoes Principais no Estado Plano de Deformacgoes

Para a determinacao das deformagoes principais neste caso utilizamos:

det | =~ e Cay =0
€xy €yy — €e

onde €, sao as deformagoes principais. O célculo do determinante acima resulta em:
2 _
(€xw — €c)(€yy —€c) — €3, =0

2 2
€; — (€gp + €yy)€e + €gn€yy — €y =0

€xy T € €xx — € 2
(o tany <m12 uv) ey (4.49)

2
€3 = €xx ;‘ Eyy + \/(Gmm 5 6yy> + G%y (450)

Assim, ficam definidas duas deformagoes principais.

Para localizar as diregoes principais em relacdo aos eixos xy com deformacdes conhecidas, partimos da derivada da
expressao de €,/,» com relagao a 6 que igualada a zero nos fornece o angulo segundo o qual temos um valor extremo
para €;,. A partir deste d&ngulo podemos determinar os valores das deformacgoes principais com esta mesma expressao

de €,/,,. Obtemos entao:

265y

tg20 = (4.51)

€xx — Eyy

Esta equagao trigonométrica possui duas solugoes 6,1 e 6,3 = 0,1 + 5 que, substituidas na primeira das equagoes @
nos fornece as deformagoes principais.

4.6.3 Circulo de Mohr para Estado Plano de Deformacoes

Do mesmo modo como ocorre no estudo do estado plano de tensoes, as duas equagoes[L.47] que determinam um conjunto
de deformacoes, sugerem a utilizacdo do circulo de Mohr para a representagao grafica do estado de deformagao em
torno de um ponto. Neste caso, na abscissa sao representadas as deformagdes normais e na ordenada as deformacgoes
cisalhantes. Verificamos isto procedendo de modo similar ao caso do estado plano de tensoes definidas no capitulo

anterior: N
€op + € €xp — €
€rp = 5 vy 4 5 Y c0s 20 + €, sen26

Eyy — €
_ Cyy xTT
Caory == 5 sen26 + e, cos 20

que podem ser reescritas como:

€xz — €
€arat — Em = Tﬂ cos 20 + €, sen20

€py — €
€xry = —Tyy sen26 + e, cos 20

Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equagoes acima e somando-os obtemos:

2
(€xrar — €m)? + 6?@/ = (m) + Giy (4.52)

€xq T Eyy

2

A Eq. é a equagao de uma circunferéncia com centro no eixo dos €/, no ponto de abscissa €, e cujo raio é:

2
_ €xx — 6yy
= ¢ (==3) +4

No circulo de Mohr (Fig. do mesmo modo que no caso do estudo do estado de tensées em torno de um ponto,
podemos representar as deformagoes principais em torno do ponto, bem como a maxima deformagao cisalhante. Além
disso, todos os pares de deformacao linear e cisalhante para o conjunto de todas as dire¢oes no plano considerado
podem ser considerados.

com €, =
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S

N

Figura 4.8: Circulo de Mohr para o Estado Plano de deformagoes

4.7 Analise Experimental - Strain-Gages

As relagoes das deformagoes em diregoes quaisquer em fungao das componentes do tensor de deformagao em problemas
planos, permite-nos resolver questoes da analise experimental de estruturas, ja que torna possivel, a partir de medidas
de deformagoes, estabelecer os valores das tensoes ocorrentes em um ponto.

As deformacoes lineares em torno de um ponto podem ser medidas por dispositivos denominados de strain-gages
ou extensémetros a partir da variacao de sua resisténcia elétrica.

Os strain-gages sao constituidos por um filamento fino, normalmente protegido por plastico ou folha metalica,
que é firmemente colado no ponto da superficie livre de um corpo onde deseja-se medir deformagoes. Apods aplicacao
do carregamento, o corpo se deforma, assim como o extensdmetro, provocando neste uma variacao de sua resisténcia
elétrica, que pode ser correlacionada com a variacao de seu comprimento. Utilizando as relagoes de um circuito elétrico
denominado Ponte de Wheatstone, essa variacao da resisténcia pode ser determinada e a deformagao linear na direcao
do strain-gage pode ser conhecida.

A partir das medidas das deformacoes lineares medidas em trés dire¢oes, podemos determinar o estado de
deformacao no ponto considerado. Para tanto, utiliza-se um agrupamento de trés desses dispositivos organizados em
um conjunto denominado roseta. As figuras a) e b) mostram trés rosetas bastante utilizadas, nas quais sao
medidas deformacoes em diregoes variando de 0° a 120°. Deve-se notar que as rosetas sao pequenas em relagao ao
corpo o suficiente para que suas deformagoes representem o estado de deformagao em um ponto.

_ [ l I “ » 2
L4 [~ - v
2 3 3 {MMM& 3
. o=
1
(a) Roseta 0/45°/90° (b) Roseta 0/60°/120° (c) Roseta 120°/120°/120°

Figura 4.9: Tipos comerciais de rosetas de strain-gages

Para o célculo de €.z, €,y € €y, considerando que foram medidos os valores das deformacoes €1, €2 e €3 em trés
diferentes dire¢oes indicadas por suas posicoes 61, 6s, e 03, na equacao obtém-se um sistema de trés equagoes e
trés incognitas que, resolvido, fornece-nos o estado de deformagao em torno do ponto.

€ = €xx ;’ Eyy + €xx ; Eyy cos 291 -+ €xy Sen291 (453)
0 — €xx ;rny n €z ; Y os 205 + €4, sen26, (4.54)
€5 = €xx ‘; Eyy n €xx ; Eyy cos 293 + €xy S€H293 (455)

Assim, ficam definidas €;z, €yy € €4y, permitindo que as deformagdes principais sejam calculadas.

4.8 EXEMPLO 11 - Estado plano de deformacao

Mediu-se, no entorno de um ponto, por meio de uma roseta de strain-gages, conforme apresentado na Fig[4.10] as
seguintes deformacoes lineares:

e na diregao 1: €; = 0.001,
e na direcao 2: €5 = 0.003,
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e na direcao 3: e3 = —0.002.

Pede-se, tomando a direcdo 1 como x, determinar as componentes do tensor de deformacoes neste ponto.
Determine, também, as deformagoes principais.

60°
60°

.
= x
=

1

Figura 4.10: Roseta 0-60°-120°.
Solugao:

Diregdo 1 = 6, =0° — €z = 0.001
Diregao 2 = 0 =60° — e =0.003
Diregdo 3 = 63 =120° — e3 = —0.002

Para o calculo de €,y € €,y utilizaremos a equacao:

€ € €ra — €
gty = —= —2~_ CLT Ly 3 Y c0s 20 + €, sen26

substituindo e, = 0.003 para 6 = 60° e €, = —0.002 para 6 = 120°.

Assim, tem-se o sistema de equacoes:

. 001 — 1
0003 — Q00L+ey  0001-¢y <> L <\/§>

2 2 2 2
0.001 + € 0.001 — ¢ 1 V3
—0.002 = v Wl—= oy | —
2 + 2 g ) Teaw| 73

cuja solucao é dada por: €y, = 0.0003333 e €5, = 0.0028868.

O tensor de deformagoes é dado por:

Y, 0.001 0.0028868
£7 1 0.0028368 0.0003333

Deformagoes principais:

Usando a expressao:

€xz + € € € 2
_ Cax vy zzr — “yy
€e = 5 + ( 5 ) + €2,

chegamos aos valores: ¢; = 0.0035726 e eo = —0.0022393. (Verifique!)
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4.9 Lei de Hooke generalizada

Nota dos autores: a presente se¢do contém elementos extraidos da Apostila de Resisténcia dos Materiais 1 da UFJF.

O estabelecimento das relagoes entre tensoes e deformagoes se d4 por meio de ensaios experimentais simples
envolvendo apenas uma componente do tensor de tensoes por vez. A realizagdo de ensaios nas 3 diregdes ortogonais é de
extrema complexidade. Dessa forma, as correlagoes entre as tensoes e as correspondentes deformagcoes sao observadas
mediante os ensaios de tragao, de compressao e de torc¢ao, realizados separadamente.

4.9.1 Ensaio de tragao

Um corpo de prova (CP) é uma amostra de material a ser testado, constituida de uma barra reta de segdo constante
(comprimento L, didmetro D e area A, na configuracao inicial), semelhante a barra ilustrada na Figura

Figura 4.11: Corpo de prova de um ensaio de tracao

O ensaio consiste em aplicar ao CP uma carga P axial de tragdo que aumenta lenta e gradualmente (carga
“estatica”), medindo-se a carga P, a variagdo do comprimento L e do didmetro D do CP até a sua ruptura.

O tensor de tensoes associado a este problema, considerando a carga aplicada na direcao paralela ao eixo x, é
apresentado na equagao [£.506}

oz 0 0 £ 00
c=|0 00|=|0 00 (4.56)
0 00 0 00

depois do carregamento

A

v antes do carregamento

y

Figura 4.12: Deformacao no ensaio de tragao

Observando o retangulo abed contido no plano zy antes e depois da aplicacao da carga, conforme mostrado na
Figura é possivel identificar que sua configuragao apds o tracionamento nao sofre distorgoes angulares. O que
ocorre é um alongamento dos lados bc e ad e um encurtamento dos lados ab e cd, caracterizando o surgimento das
deformacoes €, e €,. Obviamente, caso tivesse sido escolhido o plano zz para analise, seria verificado o surgimento
das deformacoes ¢, € €.

Generalizando, caso o referencial adotado tivesse como eixo longitudinal do CP a diregao y ou z pode-se concluir
que:
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® 0, Causa €, €y € €
® 0, CAUSA €, €y € €5
® 0, Causa €, €y € €;;

O proximo passo é relacionar matematicamente estas tensoes e suas correspondentes deformagoes, o que pode
ser feito no ensaio de tragdo. A realizagdo deste ensaio consiste em acoplar ao CP uma méquina de ensaio e tracioné-lo
continuamente. Durante o ensaio, mede-se a carga P de tracdo, o alongamento AL da parte do CP contida entre as
extremidades de um extensdémetro (L) e a variacao do didmetro do CP AD conforme mostrado na Figura

Com os dados do ensaio, é possivel inicialmente tragar um grafico contendo no eixo vertical a carga P e no eixo

horizontal o alongamento AL, conforme mostrado na Figura a). Através de uma mudanca de variaveis, pode-se

facilmente chegar a uma relacao entre a tensao o, = % e a deformacao €, = %, de acordo com o grafico da Figura

b). Este grafico, que relaciona €, e o, ¢ chamado diagrama tensao-deformagao.

A forma do diagrama tensao deformagado depende do tipo de material. Existem materiais de comportamento
linear, ou pelo menos com uma regido linear (ago, aluminio), e de comportamento nao-linear (maioria das borrachas).

P G
AL &
(a) Diagrama P x AL (b) Diagrama o, X &, - Tensao-
deformacao

Figura 4.13: Exemplos de diagramas do ensaio de tracao

As Figuras [£.14] mostram 3 tipos de diagramas tensdao x deformagao obtidos dos ensaios. Em fungao das
caracteristicas desses diagramas, pode-se classificar os materiais em funcéo seu comportamento, ou seja:

e (a) Material fragil (concreto, vidro): a ruptura (ponto R) se d4 para valores €, < 5%;

e (b) Material ductil sem patamar de escoamento definido (agos especiais com alto teor de carbono). A ruptura
(ponto R) se d4 para valores e, >> 5% e o material ndo apresenta patamar de escoamento, onde ha aumento
de deformagao com a tensao aproximadamente constante;

e (c) Material ductil com escoamento definido (agos comuns, com baixo teor de carbono). A ruptura (ponto R) se
da para valores e, >> 5% e o material apresenta patamar de escoamento (trecho entre os pontos 3 e 4), onde
h& aumento de deformagao com a tensao aproximadamente constante.

Destacam-se destes gréaficos alguns pontos importantes, que sao:

I. — limite de proporcionalidade, que define o nivel de tensao a partir do qual o material deixa de ter compor-
tamento linear. Dentre os materiais de comportamento linear, observa-se na Figura [£.14] os 3 tipos mais comuns de
diagramas tensao-deformacao.

II. — limite de elasticidade. Quando o CP é carregado acima deste limite, ndo retorna a sua configuragao inicial
quando descarregado. Acima deste ponto passam a existir deformagoes permanentes ou plasticas. No ago os limites
de elasticidade e proporcionalidade sao muito proximos, tanto que normalmente nao se faz muita diferenca entre esses
dois niveis de tensao. Materiais que possuem estes dois limites muito préoximos sao chamados de materiais elasticos
lineares.

III. — tensao ou ponto de escoamento. O limite de elasticidade e o limite de proporcionalidade sao dificeis de se
determinar com precisao. Em razao disso, os engenheiros utilizam a tensao ou ponto de escoamento que caracteriza o
inicio do comportamento nao linear elastico.
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(0% 1 R
R
[o% R [o%
2 4
! 1y, 2
| ! 1
wa 3 ’," o i [ef
5% & 0,2 % 5% & 5% &
a) Material Fragil b) Material dutil sem patamar (c) Material ditil com patamar
g
de escoamento de escoamento

Figura 4.14: Exemplos de diagramas do ensaio de tragao

Em agos com baixo teor de carbono, este ponto é obtido diretamente da curva tensao-deformagao (ver ponto 3
da Figura[4.14fc)). J& para acos especiais com alto teor de carbono, este ponto é arbitrado como sendo a tensdo que
provoca uma pequena deformacao residual de 0,2 % ap6s o descarregamento.

Durante a fase elastica, ou seja, para niveis de tensoes até o limite de elasticidade (ou tensdo de escoamento
para efeitos praticos) a relagdo entre a tensdo o, e a deformacio €, pode ser escrita na forma:

o, = tg ae, = Ee, (4.57)

onde E = tg « é o coeficiente angular da reta conhecido como Modulo de Elasticidade Longitudinal ou Modulo de
Young.

A equacgao mostra que para materiais trabalhando em regime eléstico linear, tem-se que a tensao é direta-
mente proporcional a deformagao. Esta relagao é conhecida como lei de Hooke, em homenagem a Robert Hooke que
obteve esta proporcionalidade ha mais de 300 anos.

Além de gerar deformagdes €., a tensao o, aplicada ao CP, conforme ja destacado neste texto, gera deformagoes
lineares nas direcoes transversais (e, e €.). Tomando-se entdo a razao entre a medida obtida para a variacao do
diametro (AD) e o diametro inicial (D) do CP, pode-se escrever:

AD
AD
&= (4.59)

Conbhecidos os valores de €, €, € €, (obtidos experimentalmente com as medidas dos extensdémetros), é possivel
estabelecer as relagoes:

& _ constante = —v (4.60)
€z
& = constante = —v (4.61)
€x

onde v é denominado de Coeficiente de Poisson e é uma caracteristica fisica do material.

Alternativamente as equagoes [4.60] e [£.61] podem ser escritas na forma:
€y = —Vey (4.62)

€, = —Ve, (4.63)

Substituindo a equagao [£.57] na equagao [£.63] chega-se as relagoes entre tensdes normais e deformagoes trans-
versais:

Oy
=—v— 4.64
S (1.64)
Oy
Z:_ —_— 4.
€ Vo (4.65)

Resumindo, caso estivessem atuando simultaneamente o, o, e o, ter-se-ia:

O o o,
€x = _H/E — Z/Ey vy (4.66)
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o o o
€y = —Vfw—&—yfy—ufz (4.67)
= %= % 0=
€=V VE—H/E (4.68)

Fica claro que a caracteristica de isotropia do material reduz sensivelmente o ntimero de constantes elasticas
que relacionam tensao com deformagao. O estudo detalhado de cada fase do ensaio de tracao é feito no curso de
Laboratorio de Resisténcia dos Materiais.

4.9.2 Ensaio de compressao

E semelhante ao ensaio de tracao, mas o CP deve ter dimensées adequadas para se evitar a flambagem. Para materiais
metéalicos os CPs devem ser de tal forma que a razdo L/D deve se situar entre 2 e 4 (ou entre 3 e 8, segundo alguns
autores).

O ensaio de compressao do aco apresenta um diagrama semelhante ao ensaio de tragdo na fase elastica. Admite-
se que as constantes elasticas E e v obtidas experimentalmente sao as mesmos para tragao ou compressao. O estudo
detalhado de cada fase do ensaio de compressao é feito no curso de Laboratorio de Resisténcia dos Materiais.

4.9.3 Ensaio de torgao

O ensaio de torcao é uma alternativa ao ensaio de cisalhamento face as dificuldades que apresentam este tltimo na
aplicacao de cisalhamento puro num CP.

Este ensaio consiste em aplicar um torque num CP, analisando as distor¢oes angulares, conforme Figura [£.15]

Figura 4.15: Ensaio de torcao

Verifica-se experimentalmente que, para pequenas deformacgoes, a variacao da dimensao do segmento ab da
Figura [£.15] pode ser desprezada. Consequentemente, as deformagoes medidas no ensaio de torgao sao distorgoes
angulares.

De forma anéloga ao ensaio de tracao, é possivel se obter um diagrama tensao-deformagao, porém neste caso
relacionando tensoes cisalhantes com distor¢oes angulares. Este diagrama, para materiais elasticos lineares, também
segue a lei Hooke conforme equagao que segue:

Tey = tg Ay = G’Yﬂcy; (469)

onde GG é o Modulo de Elasticidade Transversal e é uma outra caracteristica do material.

Finalmente, uma vez observado experimentalmente que tensoes tangenciais 7, causam apenas distor¢oes an-
gulares 7,,, completa-se as relacoes entre tensoes cisalhantes e distor¢oes angulares:

Tyz = Gyz (4.71)

Mais uma vez, a caracteristica de isotropia reduziu o nimero de constantes elasticas do problema.

4.9.4 Lei de Hooke Generalizada

Apos se analisar os ensaios de tragao e torgao, verifica-se que foram introduzidas trés constantes elasticas, que sao
caracteristicas do material: F, G e v. Pode-se demonstrar (Mecanica dos Sélidos I) que apenas duas destas constantes
elasticas sao independentes, conforme indica equagao [£.72}

E
=50 (4.72)

Considerando tudo o que foi explorado individualmente nos ensaios de tragao, compressao e torgao, é possivel
correlacionar tudo isso em uma tnica expressao. Para isso, tem-se a Lei de Hooke generalizada. Conforme foi dito,
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a lei de Hooke generalizada trata de forma mais ampla das relagbes existentes entre as tensoes e as deformagoes.
A expressao conhecida como lei de Hooke generalizada, permite estabelecer a relacao de deformagao e tensao
considerando um estado triaxial.

€xx 1 e 2 0 0 0 O
€yy -v 1 —v 0 0 0 Tyy
€22 _ l -V -V 1 0 0 0 Oas
Yy ([ E| O 0 0 2(1+4v) 0 0 o (4.73)
Yz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Tuu
Yyz 0 0 0 0 0 2(1 + l/) Ty

Onde E é o Modulo de Elasticidade Longitudinal e v é o coeficiente de Poisson do material. Note que estao
sendo utilizadas as distor¢oes angulares (Yzy, Va2, 7y-) € Do as componentes cisalhantes do tensor de deformacao
(€zy, €22, €y=). Lembrando que a relagao entre essas grandezas é dada por: € = % Caso seja interessante encontrar as
tensoes a partir das deformagoes, é possivel inverter a expressao [£.73] Como resultado, a expressao [£.74] resulta nas
tensoes para um estado triaxial.

fo 1—v v v 0 0 0 €xa
Oyy . v 1—v v 0 0 0 Eyy
Oz v v 1—v 0 0 0 €,

e _ 4.74
 (COFN0-2) [ 0 0 0 B2 0 0 |) v (4.74)
Tea 0 0 0 0 1—2v 0 Non
Tyz 0 0 0 0 0o =z Vyz

Em problemas relacionados a leituras de deformagao (strain-gages), € muito comum assumir que os pontos em
questao estejam sujeitos a um Estado Plano de Tensao. Para esse estado, as formulagoes da Lei de Hooke ficam
simplificadas, a saber:

€xa 1 1 —v 0 Opa
Gy (T | Y 1 0 Oyy (4.75)
o 0 0 21+4v) e
o 1 v 0 €
rxr E T
Oyy (= v 1 0 Cyy (4.76)
Yl 1 _ V2 (1—1/) Y
Txy 0 0 D) Vay

As expressoes [£.73] .74, [£.75] [£.76] sao validas para materiais homogéneos e isotrdpicos, isto é, que possuem
as mesmas propriedades fisicas e mecanicas em todas as direcées. A matriz que multiplica o vetor de deformacoes é
chamada de Matriz Constitutiva do material.

Algumas observagoes importantes devem ser destacadas:

Um estado uniaxial de tensao gera um estado triaxial de deformagao;

Quanto maior a rigidez do material (maior E), menores as deformagoes, para um mesmo nivel de tensao;

O efeito Poisson se caracteriza pelo sinal negativo nas deformagoes que ocorrem nas diregoes transversais a
direcao da solicitacao;

Para materiais comumente utilizados na Engenharia Civil e Mecénica, o coeficiente de Poisson possui valores
entre 0,2 e 0,4. Existem materiais especiais, entretanto, que admitem até mesmo valores negativos.

4.10 Continuacao do Exemplo 11

Determine as tensoes 04, 0yy, Tay 1O entorno do ponto em analise. Dados: £ = 2.1 GPae v = 0.3.

Utilizando a Lei de Hooke e assumindo-se que o ponto esta sujeito a um estado plano de tensoes, temos:

Oxx E 1 v 0 €xx
Oy (=7 5|V 1 €yy
Tay =10 0 42 Yoy

substituindo os valores de I e v, e lembrando que 7, = 2¢,, = 0.0057736, temos que:

Ouz = 2.54 MPa
oyy = 1.46 MPa
Tuy = 4.66 MPa
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4.11 EXEMPLO 12 - Estado plano de deformacao

Sabendo-se que o prisma mostrado abaixo estd sujeito a um estado de tensoes conforme indicado na Fig[4.16] pede-se
determinar o novo valor do comprimento que liga os pontos P e Q. Dados: £ =2.1 GPae v =04.

Figura 4.16: Prisma

Solugao:

Se considerarmos a dire¢do de AC' como sendo coincidente ao eixo z, o estado de tensao (plano) nos pontos do
prisma serao dados por:

Figura 4.17: Estado de tensao

Onde:
oyy = SMPa
Tzy = —8MPa
024 — desconhecido

No entanto, sabe-se que o valor da tensao normal num plano cuja normal ]Sf é ]S] = {cos120°; sen120°} vale
on = 11.67 MPa.

A partir da expressao do calculo de o,, do estudo do estado plano de tensoes, temos:

Ogz + Oyy Ozz — Oy

op = 5 Y cos 2a + Ty, sen2a
donde conhecemos oy, Tyy, 0n € . Logo,
T ) xxr 5 o o
11.67 = g 2+ + g cos 240° — 8 sen240

0 que nos permite obter imediatamente:

Ozz = 3.97MPa

O tensor de tensoes no ponto fica entao definido:

3.97 -8
g= { 8 5 ]MPa
Da lei de Hooke generalizada, temos que:
€xa 1 —v 0 Opa
1
€yy =5 v 1 0 Oyy
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Aplicando ao caso em questao, temos:

€ou ) 1 —04 0 3.97
€y =5 | 04 1 0 5
o 2.1 x 10 0 0 98 9

Resultando em:
€xe = 0.938 x 1073

€yy = 1.625 x 1073
Yoy = —10.667 x 107% — ¢,y = % =-5.333x107?

A deformacdo na direcdo de PQ pode ser determinada, entéo, por:

_nT \
enn = Nipgr ¥ € Nipg

onde Jyﬁ é o vetor que indica a direcao de |PQ| e é dado por:

N\PiQI = c0s 30°% + sen30°j
‘N\PiQI = 0.8662+ 0.5] = {0.866 0.5}

Assim, tem-se:

0.938 —5.333 s [ 0.866
énn = {0.866 0.5} { ~5.333  1.625 ]Xm 3{ 0.5 }

Equivalentemente podemos escrever:

€xx T € €xy — €
= i Y cos 200 + €4, sen2a

fnn = T 2
donde temos; 0.938 + 1.625 0.938 — 1.625
€Enn = K : ;r . ) + ( . ; - ) cos 60° — 5.333 x sen60"} x 1073

Para ambos casos, temos que:
€nn = —3.509 x 107°

O novo comprimento ’PiQ’ pode ser obtido através de:

novo

= ’PiQ’ + €nn ‘m‘
=10—-3.509 x 1073 x 10

novo

|PQ)|
|PQ

donde obtemos:
novo

|PQ|™" =9.96481 cm

4.12 Deformagao Volumétrica

Além das medidas de deformacdo que compoe o tensor de deformacdo, uma outra medida de interesse é a chamada

deformacdo volumeétrica que mede a variacdo relativa de um cubo de arestas dz, dy e dz retirado em torno de um

ponto. Para um cubo de arestas dzx, dy e dz, apds o equilibrio, estas arestas variam seu comprimento de acordo com:
dr’ =dz(l+€z) dy =dy(l1+e¢y,) d2/ =dz(1+¢,,)

O volume inicial do cubo é Vy = dxdydz, enquanto o volume deformado é dado por Vi = dz'dy’dz’ e podemos entao

definir uma nova medida de deformacao que é a deformacao volumétrica dada como:

Wi =W

=

v

Ficamos entao com:
dz(1 + €35)dy(1 + €yy)dz(1 + €..) — dedydz

- drdydz

€y =

ou:
€y = €xp + €yy + €z + €xx€yy + €za€zz + €yy€zz + €xx€yy€zz

Para pequenas deformagoes, podemos afirmar que:

€V = €zz + Eyy + €22
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4.12.1 Deformagao volumétrica em termos de tensao

Usando a Lei de Hooke Generalizada (eq. [4.75)), temos:

Ora v ag. 12 Oz v
€y = b5 — E(UUU + Uzz) + % - E(wa +UZZ> + f - E(me + O'yy)
Logo:
2v

€y = E(Um +oyy +0.22) — E(C’m +oyy +022)

e:
1—-2v
‘v=—pF (Oza + Oyy +022)
ou:
1—2v
ey = trg

com trg = 0zz + Oyy + 022.

Constatamos entao que, para tensores com trg = 0 nao existem variagoes de volume no sélido, mas apenas mudanca

de forma.



Capitulo 5

Critérios de Falha

5.1 Introdugao

Quando, em um dado projeto de engenharia, necessita-se especificar um material para a composicao de uma estrutura
ou sistema estrutural, deve-se levar em consideracao a intensidade das tensées atuantes. Como cada material apresenta
uma capacidade propria de resistir a um dado estado de tensao, torna-se necesséria a imposicao de um limite superior
ao estado de tensao no material de forma a definir, configurar e prevenir a falha do material.

Os materiais de uso corrente em engenharia podem ser, normalmente, classificados em dois grandes grupos segundo
sua capacidade de absor¢ao de deformagao. O primeiro deles, denominado fragil, abrange os materiais que falham
sob niveis de deformacao consideravelmente pequenos. O outro grupo, que envolve materiais cujas deformagoes no
instante da falha s@o significativamente maiores que nos materiais frageis, é denominado ductil. Existem alguns
materiais, como o concreto, que apresentam caracteristicas comuns dos dois grupos no instante da falha. Costuma-se
referenciar materiais como o concreto e outros materiais cimenticios e cerdmicos, como quase frageis.

Quando materiais ducteis sao considerados, a falha é usualmente caracterizada pelo inicio do escoamento do material,
enquanto nos materiais frageis, a falha é caracterizada pela fratura ou ruptura fragil do material (no concreto, esses
defeitos s@o observados conjuntamente: ruptura fragil a tracdo e ruptura duactil & compressao).

Esses tipos de falhas sao prontamente detectados caso o elemento estrutural esteja sujeito a um estado uniaxial de
tensbes, como em uma barra tracionada ou comprimida. Porém, a avaliacdo sobre a falha do material torna-se mais
complexa quando estao sujeitos a estados bi e triaxiais de tensoes. Para ilustrar a complexidade dos problemas bi e
tridimensionais, devem ser considerados os elementos estruturais apresentados na Fig. 0s quais estao submetidos
a diferentes solicitagdes. A questdao que pode ser colocada é a seguinte: qual elemento ira falhar primeiro?

P P

Y F. ¥V _F
—> -
> -
—| -
—> -
— -
—> -
—| -
—| -

@ — . —

P P

Figura 5.1: Elementos submetidos a estados unidimensionais e bidimensionais de tensao

Analisando-se os dois casos mostrados na Fig. observa-se que para a estrutura na qual atua a forca de confinamento
F (a direita), a ruptura ird ocorrer sob valores de carregamento P mais elevados se comparado ao da outra estrutura
ilustrada & esquerda. KEsse aumento na capacidade de resisténcia da estrutura deve-se & presenca do confinamento
gerado pela for¢a F'. Usando a mesma ideia, reforgos estruturais podem ser concebidos, em que pilares e vigas podem
ser revestidos (“encamisados”’) com fibra de carbono, com o objetivo de se gerar o confinamento.

Deve-se salientar, também, que heterogeneidades e falhas iniciais podem fazer com que o material comporte-se de
forma fragil ou ductil, segundo o estado de tensao atuante. Assim, a capacidade resistente dos materiais é o resultado
de uma combinagao de efeitos, o que torna ardua a tarefa de formular matematicamente a previsao dos estados limites
em situagoes mais complexas de solicitagao. No entanto, identificar estados de solicitagao que possam exceder a
capacidade de resisténcia dos materiais é uma tarefa de grande importancia para a realizacao de projetos seguros.
Portanto, é preciso buscar bases ou critérios que permitam efetuar tal julgamento. Para tal, podem ser utilizados

(0]
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critérios de resisténcia, ou critérios de ruptura, ou ainda critérios de falha, para avaliar se o estado de tensdo em um
ponto ultrapassa ou nao a resisténcia do material.

O objetivo de um critério de resisténcia é permitir a identificagao de situagoes de ruptura local considerando, inclusive,
combinagoes mais complexas de solicitagoes (estados planos e triaxiais de tensoes). Baseando-se em hipoteses plausiveis
sobre o fenémeno responsavel pela ruptura, um dado critério pode ser expresso matematicamente na forma de uma
funcao que relaciona componentes do tensor de tensoes & resisténcia ou paradmetros de resisténcia do material. Tal
funcéo pode ainda ser escrita em termos das tensoes principais, representada numa forma implicita como:

flo1,02,03) <0 (5.1)

sendo que a funcao f determina o limite entre as regioes de falha e seguranga. Se a Eq. for atendida, tem-se o
dominio de sequranca estrutural.

Na sequéncia deste capitulo serao apresentados alguns critérios de resisténcia comumente utilizados em aplicagoes de
engenharia. Deve-se destacar que estes critérios serao brevemente apresentados nestas notas. Para maiores detalhes
sobre as formulagoes, o leitor pode recorrer a livros que tratam da teoria da plasticidade (buscar referéncias!!).

5.2 Critérios de falha para materiais frageis

5.2.1 Critério de Rankine ou de Coulomb

Este critério de ruptura foi proposto por Rankine, em meados do século XIX, tendo por objetivo a previsdo da falha
de corpos formados por materiais frageis. Os materiais frageis sdo aqueles em que, na iminéncia da ruptura, observa-se
a auséncia de deformacgoes plasticas e baixos niveis de deformagao. A ruptura desses materiais quase sempre ocorre
de forma brusca, ou seja, ap6s um determinado nivel de solicitagao, ocorre a fratura do corpo. Materiais como vidros,
ferro fundido e fibras sao considerados frageis.

Nos materiais frageis, a ruptura ocorre quando a méxima tensao principal alcanga a resisténcia tltima do material.
Assim, em materiais frageis submetidos a um ensaio de tracdo uniaxial, a falha ocorrera quando a tragao aplicada, oy
ultrapassar a tensao ultima do material, o,.. No caso de uma barra solicitada por uma torgao pura, por exemplo, a
falha ocorrerd em um plano inclinado de 45° com o eixo da barra. A falha ocorrera nessa posi¢ao uma vez que é nessa
inclinacao que atuam as tensoes principais o7, como indica a ilustragao apresentada na Fig.

|
| e

»
!

S -,

Figura 5.2: Ruptura de materiais frageis a dois diferentes tipos de solicitacdo - tracao (esq.) e torc¢ao (dir.)

<

Esse critério, também conhecido como teoria da maxima tensao normal, estabelece que um material fragil falhara
quando uma das tensoes principais atuantes no material atingir um valor limite igual a tensao normal dltima que o
material resiste quando sujeito a uma tragao simples. Matematicamente, esse critério pode ser expresso por:

loi| < o7 5 o] <oy (5.2)

Quando problemas no estado plano de tensao sao considerados, o critério de Rankine possui uma representacao grafica
no plano, a qual esta ilustrada na Fig.

Os pontos representativos do estado de tensdo no corpo que se encontram internamente posicionados no quadrado
apresentado na Fig. estarao em condi¢ao de seguranga. Do contrario, tem-se configurada a falha.

No contexto tridimensional, a representacao grafica do critério de Rankine resulta em um cubo, se ilustrado no espago
das tensoes principais, com centro no ponto onde as tensoes principais sao nulas tendo comprimento de aresta igual
a 20, (vide Fig. . A condicao de seguranca ¢é observada se o ponto representativo do estado de tensao localiza-se
internamente a este cubo.
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Figura 5.3: Representacao grafica do critério Rankine para o estado plano de tensao

Figura 5.4: Representacao grafica do critério Rankine para o estado triaxial de tensao

5.2.2 Critério de Mohr

Este critério de ruptura foi proposto em 1900 para a previsao da falha de materiais frageis que possuem tensoes resis-
tentes ultimas diferentes quando solicitados & tracao e & compressao. Alguns materiais frageis rompem diferentemente
quando submetidos a estados de tensao sob tragao e sob compressao. Dentre estes materiais, destaca-se o concreto
ciclopico (sem ago), largamente utilizado em obras civis.

Para a utilizagao do critério de ruptura de Mohr, devem ser conhecidas as tensoes tltimas do material quando este é
submetido a:

e um estado de tra¢ao uniaxial, (o;);
e um estado de compressdo uniaxial, (o, )¢;
e um estado de cisalhamento puro, 7,.

Os valores de (0,)¢, (07)c € T podem ser obtidos por meio de ensaios experimentais que representem as condigdes 1 a 3
apresentadas anteriormente. Em seguida, tragam-se os circulos de Mohr para cada uma das condigoes de carregamento
citadas. A representagao dos circulos de Mohr para estas condigoes pode ser visualizada na Fig. [5.5} Os circulos A,
B, C representam estados de tensao na ruptura de 2, 1, 3, respectivamente.

Os trés circulos de Mohr apresentados na Fig. delimitam uma envoltéria de estados de tensao admissivel. Essa
envoltoria é obtida tangenciando-se os circulos de Mohr para as condigoes 1 a 3. Se essa envoltoria for delimitada por
uma simples reta, este critério recebe o nome de critério de Mohr-Coulomb. Assim, se o estado de tensdo atuante
no corpo em analise gerar um circulo de Mohr completamente contido no interior da envoltéria, o estado de tensao é
admissivel e, portanto, o corpo encontra-se em seguranga. Caso contrario, tem-se a falha.

Para problemas de estado plano de tensao, ou seja oo = 0, o critério de Mohr possui a representagao grafica mostrada
na Fig. [5.6] Verifica-se que este critério leva em consideragao as diferentes resisténcias do material quando solicitado
& tragao e & compressao.
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T

Envelope de falha

Figura 5.5: Circulos de Mohr nara o Brﬂmdn do critério de ruptura de Mohr
3

Ore

Figura 5.6: Representacao grafica do critério de Mohr para o caso plano de tensao

Para o estado plano de tensao, o critério pode ser expresso matematicamente como:

Seoreo3<0 = 01> —(0,)c € 03 > —(0,)c
Seoieoz >0 = 01 < (0,)r e 03 < (0,)¢
Seop<0eo3 >0 = o03< EUT;tal—&-(ar)t

0-7‘ C

(Ur)c
Seo1 >0eo03<0 = 03> o1 — (o)

(Jr)t
De modo geral, o critério de Mohr-Coulomb pode ser escrito na seguinte forma:
7] =c—otge (5.3)

onde ¢ representa a coesao do material e ¢ o angulo de atrito. Ambos os pardmetros podem ser determinados
experimentalmente.

Reescrevendo a Eq. utilizando as tensoes principais, obtém-se:

1 1 oL —0
(o1 —03)cosdp =c— 5(01 +U3)+%

5 seng| tgo

Assim, para o caso geral pode-se escrever o critério de Mohr Coulomb como:

o1 (1 + seng) — o3 (1 — send) < 2ccos é (5.4)
Se a Eq[5.4] for atendida, observa-se a condigao de seguranga. O critério de Mohr-Coulomb possui uma representagao
tridimensional interessante, mostrada na Fig. Esta figura é resultante de um hexagono irregular definido no espago

das tensoes principais. Observa-se a condicao de seguranca caso o ponto representativo do estado de tensao em estudo
se encontre posicionado internamente ao hexagono.

5.3 Critérios de falha para materiais diicteis

5.3.1 Critério de Tresca

Esse critério de resisténcia foi desenvolvido por Henri Tresca em 1868, sendo largamente utilizado nos dias atuais para
a previsdo da falha de pontos pertencentes a materiais dicteis. Nesses materiais, a falha é frequentemente observada
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C1

Figura 5.7: Representacao grafica do critério de Mohr para o caso tridimensional

quando a estrutura entra em regime de escoamento. Na fase de escoamento, o estado de tensao atuante supera o limite
elastico do material causando, assim, deformagoes permanentes na estrutura.

Durante o escoamento ocorre o deslizamento dos cristais constituintes do material, os quais sao ordenados aleatoria-

mente, ao longo de seus planos de contato. Esse deslizamento é provocado pelas tensoes de cisalhamento atuantes no

corpo, como indica a Fig. [5.8] e a deformagao permanente decorre da acomodacao dos cristais em sua nova posigao.
lemsda de lemda de

Figura 5.8: Deslizamento dos cristais do material

Esse fendémeno é facilmente observado em ensaios experimentais de tragao uniaxial em barras de ago, onde a falha
ocorre em um plano inclinado de 452 com o plano de atuacao de carga, como mostrado na Fig. Consequentemente,
parece intuitivo que esse critério de ruptura deva relacionar a condigao de falha & tensdo de cisalhamento resistente
do material, uma vez que a falha ocorre nos planos onde as tensoes de cisalhamento sdo maximas.

Planos de falha
ou
"Linhas de Luder"

l

Figura 5.9: Planos de falha em materiais dicteis

Segundo Tresca, a teoria da maxima tensao cisalhante ou critério de Tresca, estabelece que o escoamento do material
inicia-se quando a tensao cisalhante méaxima absoluta atuante no material atinge a tensao cisalhante que causa o
escoamento, no mesmo material, ao ser submetido apenas a uma tracao axial. Dessa forma, esse critério pode ser
€XPresso como:

Tmaz < Tresistente

lor — o3| _ oc
2 -2
que nos da:
o1 — 03] < o (5.5)
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onde o, ¢ a tensdo de escoamento do material quando submetido a um ensaio de tragao uniaxial. Quando a Eq. [5.5]
é atendida, observa-se a condicao de seguranca. Se o problema analisado é do tipo plano de tensao, as expressoes
apresentadas na Eq. possuem uma representacao grafica. Considerando que o sistema de coordenadas seja definido
pelas tensoes principais, a Eq. [5.5] assume a representagao grafica mostrada na Fig.

03

+o,

—O¢

Figura 5.10: Representagao grafica do critério de Tresca para o estado plano de tensoes

A partir da Fig. constata-se que os pontos representativos do estado de tensao atuante que encontram-se dentro do
poligono hexagonal estao em condicao de seguranga. Ja os pontos que estao posicionados fora do poligono representam
estados de tensao impossiveis de serem observados, ja que a falha estrutural ocorrera antes de o ponto sair da superficie
de falha.

Considerando-se, ainda, o estado plano de tensoes, podemos reescrever a Eq. substituindo-se os termos o1 e o3,
respectivamente, por:

2 2,
Ope + Oyy \/(Uzm - Jyy) + 4Txy

_ Oza +0yy \/(UM B Jyy)2 + 47—1%74 5.7
0y = 22 . 65.7)

Assim, tem-se:

|01 - U3| = \/(Ua:w - Uyy)2 + 47—%y

e o critério de Tresca em funcéo do estado de tensoes no entorno do ponto se escreve como:

\/(O—z$ - Uyy)2 + 47}52y <oe (58)

Caso oyy =0, a Eq. se simplifica a:

Vo2 +4r2 < o, (5.9)

Se problemas tridimensionais forem considerados, a representacao grafica da Eq. [5.5 assume a forma de uma superficie
hexagonal no espago, caso esta seja representada considerando um sistema de coordenadas definido pelas tensoes
principais, como indica a Fig. [5.11}

O

Figura 5.11: Representagao grafica do critério de Tresca para o estado triaxial de tensoes

O eixo no qual o7 = 09 = g3 é conhecido como eixo hidrostatico, sendo que o centro de gravidade da secao transversal
desta superficie hexagonal localiza-se ao longo deste eixo. Se o ponto representativo do estado de tensao em analise
localiza-se internamente a superficie mostrada na Fig. [5.11] tem-se condi¢ao de seguranga. Caso contrario, observa-se
a condicao de falha.
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5.3.2 Critério de von Mises

Esse critério de ruptura, também conhecido na literatura como teoria da maxima energia de distorgao, foi proposto
independentemente por Von Mises e Hencry. Embora existam dois pesquisadores envolvidos em seu desenvolvimento,
esse critério carrega apenas o nome do primeiro deles. Esse critério de ruptura, o qual foi concebido com base em
evidéncias experimentais, é largamente utilizado na previsao da falha de materiais ducteis.

Segundo ensaios experimentais realizados em laboratoério, observou-se que alguns materiais nao atingiam o escoamento

quando submetidos a estados hidrostaticos de tensao. Nessa condicao, as tensGes normais atuantes nas faces do

01+02+03

elemento sao idénticas e dadas por g,,eq = . Como nesse caso o escoamento nao é observado, conclui-se que

a energia de deformagao produzida pelo estado hidrostatico de tensoes deve ser desconsiderada para a caracterizagao
da falha.

Consequentemente, segundo as premissas deste critério, o escoamento de um material ductil ocorre quando a energia
de distorgao por unidade de volume do material for igual ou superior & energia de distor¢ao por unidade de volume do
mesmo material quando ele atinge o escoamento em um ensaio de tragao. Sabe-se que a energia de deformacgao total
é dada por:
1

u = 50'1']'6,']‘ (510)
A Eq. representa a area sob a curva o X € para um material de comportamento mecénico elastico linear. Consi-
derando o estado de tensao escrito com base nas tensoes principais, a energia de deformagao total, Eq. pode ser

reescr lta: COImo:
u = 1€ + 02€2 + g3¢€ (E 11)

Usando as expressoes da lei de Hooke generalizada, a Eq. assume a seguinte forma:

u 01 + 03 4 03) — 2v(0102 + 0203 + 0103)] (5.12)

Z@[(

Como a Eq. [5.12| representa a energia de deformacao total, deve-se subtrair a contribuigao referente ao estado hidros-

tatico de tensoes, o qual experimentalmente nao representa contribuicao para a falha. Para tal fim, deve-se subtrair
g1 + g9 + g3

Omed = ———— de cada tensao principal atuante no problema. Efetuando este procedimento, obtém-se a energia
de distorgao por unidade de volume a qual pode ser escrita como:

1+v
udistorgéo = 67[(0-1 - 02)2 + (01 y 03)2 + (02 - 03)2] (513)

Na condicao de falha, a energia de distorgao uaistorcio dada pela Eq. deve ser igual a energia de distorgao da
falha de um corpo uniaxialmente carregado. Quando o corpo encontra-se uniaxialmente carregado tem-se que o1 = o,
oy = 03 = 0. Assim, a Eq. pode ser reescrita da seguinte forma:

uniaxia 1+v 1+v
distorgé}o = 6E [(06 - 0)2 + (Ue - 0)2 + (O 4 0)2] = 3E O-s (514)
Considerando a condigao de falha, pode-se escrever que:
1 1
(01— 02) 4 (01— 00 + (02— 03)%) < — Lo (5.15)
que, simplificando, nos da:
V(o1 —02)2 + (01 — 03)2 + (02 — 03)% < V20, (5.16)

A Eq. representa a expressao geral do critério de von Mises. Para problemas planos de tensao, ou seja, g5 = 0, a
equagao do critério de von Mises pode ser particularizada como:

o? + o103+ 05 < o (5.17)

Com base nos conhecimentos da geometria analitica, constata-se que a expressao apresentada na Eq. [5.17] representa
uma elipse no sistema de coordenadas das tensoes principais, como mostra a Fig. (.12 O dominio de seguranga ¢é
representado pelo conjunto de pontos pertencentes ao interiordo contorno da elipse. Ja os pontos exteriores a elipse
representam estados de tensao nao possiveis, ja que a falha do corpo ocorreré antes destes estados de tensao serem
atingidos.

Considerando-se, ainda, o estado plano de tensdes, podemos reescrever a Eq. [5.17] substituindo-se os termos o1 e o3
pelas Egs. 5.6 e B.7] respectivamente.
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Figura 5.12: Representagao grafica do critério de Von Mises para o estado plano de tensoes

Assim, apo6s algumas manipulagoes algébricas, chega-se a seguinte expressio:

\/Ugm + 02, — OuaOyy + 372, < 0c (5.18)

Caso 0y = 0, a Eq. se simplifica a:

Vo24+3r2 <o, (5.19)

Para problemas tridimensionais, a representagao grafica da Eq. conforme os conhecimentos da geometria analitica,
resulta em um cilindro, se representado no sistema de referéncia definido pelas tensoes principais, com o centro de
gravidade de sua segao transversal localizado ao longo do eixo hidrostatico, como mostra a Fig. [5.13] Os pontos
localizados de forma interna ao cilindro indicam estados de tensdo em seguranca, enquanto pontos externos ao cilindro
indicam estados de tensao que induzem a falha do material. Deve-se salientar que o critério de Von Mises leva em
consideragao a influéncia da tensao principal intermediaria, o3, 0 que nao é feito pelo critério de Tresca.

O,

G,

Figura 5.13: Representacao grafica do critério de Von Mises para o estado triaxial de tensoes

5.3.3 Comparativo entre os critérios de Tresca e de von Mises

Os critérios de resisténcia de Tresca e Von Mises, discutidos anteriormente, foram propostos para a previsao da falha
de corpos formados por materiais ducteis.

Entretanto, existe uma ligeira diferenca entre a previsao da condigao de falha dada por ambos os critérios em situagoes
em que o corpo em analise encontra-se solicitado por um estado de cisalhamento puro.

Para a visualizagao de tal diferencga, os dois critérios de resisténcia podem ser representados conjuntamente no plano
das tensoes principais assumindo-se um estado plano de tensao. Esta representagao ¢ mostrada na Fig.

Observa-se, na Fig. que os critérios concordam entre si sobre a previsao da falha quando uma das tensoes principais
no plano é nula. Porém, para os demais pontos existem pequenas diferengas. Em especial, é interessante discutir a
diferenca na previsao do cenéario de falha entre os critérios quando um estado de cisalhamento puro atua sobre o corpo
em andlise. Nessa condigao, constata-se que o critério de von Mises admite um estado de tensao aproximadamente
15% mais elevado que o previsto pelo critério de Tresca. Resultados experimentais em corpos-de-prova submetidos &
torgao pura (situagdo em que tem-se um estado de cisalhamento puro) indicam que o critério de Von Mises é mais
preciso na previsao de falha.

Em analises tridimensionais, a representagao conjunta das superficies de falha dos critérios de Tresca e Von Mises
resulta na Fig. (4.9). Verifica-se que a superficie cilindrica de Von Mises circunscreve a superficie hexagonal de
Tresca, sendo que a diferenga maxima entre elas ocorre na presenca de estados de tensao relacionados ao cisalhamento
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Figura 5.14: Representacao gréfica dos critérios de Tresca e Von Mises para o estado plano de tensoes
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puro. Além disso, observa-se que as superficies sdo coincidentes nos pontos de derivadas nao continuas pertencentes a

superficie de Tresca.

014 vonviises &>
Yield Surface 7.
6%

6, // Hydrostatic
o Axis

Tresca
Yield Surface

Tr-plane
(Deviatoric Plane)
o14+0o2+03=0

02

Figura 5.15: Representagao grafica dos critérios de Tresca e Von Mises para o estado triaxial de tensoes
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Capitulo 6

Flambagem

6.1 Introducao

Por estabilidade, entende-se a propriedade que um sistema possui de retornar ao seu estado original apos ter sido
deslocado da sua posi¢ao de equilibrio. Um sistema que n@o possui essa propriedade é classificado como instavel,
dizendo-se, nesse caso, que ocorreu uma perda de estabilidade. Nas condi¢oes reais de servico de uma estrutura,
podem existir diversas causas produzindo deslocamentos que afastem um sistema do seu estado de equilibrio original.
Um sistema que perde estabilidade pode comportar-se de diferentes maneiras, existindo geralmente uma transigao
para uma nova posicao de equilibrio, sendo que essa transicao pode ser acompanhada de grandes deslocamentos e,
consequentemente, com o desenvolvimento de grandes deformagoes ou de deformacgoes plasticas que podem provocar
o colapso completo da estrutura.

Em alguns casos a estrutura pode continuar trabalhando satisfazendo as suas fungoes basicas apos a perda de estabili-
dade, como por exemplo ocorre em pegas de paredes delgadas comuns em estruturas metélicas existentes na engenharia
civil e muito mais comumente na engenharia aeronautica e na engenharia mecénica.

A perda de estabilidade em corpos elasticos pode ser ilustrada por uma série de exemplos conforme apresentados nas
figuras que seguem neste texto.

Figura 6.1: Casca cilindrica: a compressao e a tor¢ao; flambagem lateral de vigas

O caso mais simples deste comportamento é a perda de estabilidade de uma barra comprimida quando, para um
determinado valor da forga de compressao, esta barra pode nao manter a configuracao retilinea de equilibrio e curvar-
se (fletir) lateralmente. Um tubo de paredes delgadas sob pressdo externa pode perder sua estabilidade e o formato
circular de sua secao transversal transformar-se em uma elipse, perdendo rigidez, ainda que as tensoes nas paredes
estejam longe de atingir o limite de escoamento no momento da flambagem. O mesmo tubo pode também perder
estabilidade sob agao de uma compressao axial e outro fendmeno desta natureza pode ocorrer quando este mesmo
tubo ¢ submetido a um esfor¢o de torcao. Nas Figs. [6.1] ¢ [6.2) ilustramos estes comportamentos.

85
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Figura 6.2: Detalhe de barra com instabilidade lateral

E interessante observar que existe uma grande variedade de comportamentos deste tipo na mecéanica das estruturas.
Constata-se que o fendmeno da instabilidade ocorre em estruturas leves de paredes delgadas, tais como cascas de
paredes finas, muros delgados e vigas-parede. Dai o fato de que ao se projetar uma estrutura com essas caracteristicas
exigir-se, além da analise usual de verificaces de tensoes, uma analise de estabilidade tanto dos componentes isolados,
quanto de todo o sistema. Na construgao aeronautica, por exemplo, é comum que, para evitar comportamentos
instéaveis, nicleos de paredes sejam enrijecidos com segbes especiais (enrijecedores). O mnicleo enrijecido adquire
grande estabilidade a um relativo pequeno peso.

Para a analise da estabilidade em cada um dos casos acima exemplificados é necessario a escolha de um modelo fisico
representativo da realidade, um modelo matematico e um esquema de calculo que pode ser descrito da seguinte forma:
assume-se que o sistema seja ideal. Assim, para o caso de uma pega sujeita a compressao, por exemplo, admitimos
0 seu eixo como perfeitamente reto e consideramos o material totalmente homogéneo. além das forgas perfeitamente
centradas. Para o caso de uma casca cilindrica, consideramos sua forma como perfeita e, para este sistema ideal,
admite-se um deslocamento da posi¢ao de equilibrio usual obtendo-se uma configuragao diferente desta para aplicagao
das equagoes de equilibrio da mecénica, o que nos permite investigar a possibilidade da existéncia de configuracoes de
equilibrio diferentes da trivial.

Este é, em linhas gerais, o procedimento adotado nas anélises aqui apresentadas e que nos permitem determinar valores
de cargas criticas de barras submetidas a esfor¢o de compressao.

Figura 6.3: Barra com instabilidade lateral
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6.2 Carga Critica de Euler (Casos perfeitos)

6.2.1 Caso bi-rotulado

Inicialmente, apresentamos o caso de uma barra bi-rotulada sujeita a uma carga de compressao, partindo-se do principio
que exista ou que seja possivel uma configuracao de equilibrio diferente da retilinea. Este procedimento é repetido
para as demais condi¢oes de apoio nos itens subsequentes.

Neste caso, como nos outros, trabalhamos entao com as seguintes hipoteses:
e A barra é perfeitamente retilinea;
e A carga é perfeitamente centrada;
e Os deslocamentos e as deformagoes sdo pequenos;
e O material obedece & lei de Hooke: ¢ < g, (tensdo limite de proporcionalidade).

Tomando-se o eixo x com origem na extremidade inferior da barra e o eixo y como a deflexdo lateral da barra, suposta
em equilibrio na configuragao fletida, a equagao diferencial para este problema pode ser obtida a partir da determinacao
do momento fletor localizado a uma distancia x do apoio, conforme indicado na Fig.

M(z) = Py (6.1)

Da teoria da flexao, sabemos que o momento fletor em uma determinada segao de uma barra é proporcional & curvatura
da viga nesta secao e que, em regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes, pode se escrever como:

M(z)  d%
- 6.2
ET dzx? (6.2)
Igualando a Eq. a Eql6.2] obtemos:
@ + i =0
dz?2  EI
. 9 P
Definindo k% = BT podemos escrever:
d%y
— +ky=0 6.3
A2 + Ry (6.3)

Esta é a equagao diferencial de equilibrio para a barra em questao, sujeita as condi¢es de contorno definidas a partir
dos tipos de apoios que, para o caso considerado - apoios simples - sao descritos pelas relagoes:

y=0 em z=0 (6.4)

y=0 em z=I (6.5)



88 CAPITULO 6. FLAMBAGEM

A solugao completa desta equagdo, que nos fornece a posigao de equilibrio desta barra expressa pela fungao y = f(x),
é dada por:
y(x) = Asenkzx + B cos kx

Fazendo uso da primeira das condi¢oes de contorno acima descritas obtemos:

y=0 em z=0—B=0 (6.6)

Assim a equacao da linha elastica desta barra fica:

y(x) = Asenkx

A segunda condic¢ao de contorno nos fornece:
y=0 em xz=1[0— Asen(kl)=0 (6.7)
que para ser satisfeita requer que

senkl = 0=kl =nm paran=12,3,... (6.8)

Em funcao da defini¢ao de k, obtemos os valores da carga para cada uma destas solugbes da equagao:

n?m2El
P, = ST 7 (6.9)

Temos, entao, as diversas configuracoes de equilibrio possiveis paran =1, n = 2...:

2EI
n—lék:% = ylesen%w = Plsz (6.10)
2 2 412 ET
n=2=k=" = yngsenix = P= U (6.11)

l 2

O menor valor de P, neste caso (n = 1) é denominado de Carga Critica de Euler ou carga critica P, ou ainda carga
de flambagem:
w2 EI

Pcrit = 12

(6.12)
Como existem infinitos valores de I para uma dada se¢do, adotamos I = I,,;, para o cilculo da menor carga de
flambagem e reescrevemos:

7T2E-[min

Pcrit - 2

(6.13)
Conclui-se, desta forma, que para valores de P menores que P,.;, a Unica configuracao possivel de equilibrio é a
configuracao retilinea. Para o valor da carga P = P,,.;; a barra pode ter outra configuracdo de equilibrio, diferente
da reta, que é descrita pela senoide y = Asen kx. N&o nos é possivel, no entanto, com este estudo, tal como aqui
realizado, determinar o valor da amplitude A desta configuracao de equilibrio (que é a linha elastica da barra). Apesar
disto, este é um resultado importante, ja que nas estruturas usuais da engenharia compostas de barras é necessario,
para o seu adequado funcionamento, que barras que estejam sujeitas & compressao se equilibrem preferencialmente
sem mudanca da retilinearidade de sua geometria.

6.2.2 Caso engaste-engaste

Examinamos, em seguida, o que ocorre para uma diferente condigdo dos apoios analisando uma barra bi-engastada. A
equagao diferencial para este problema pode ser escrita a partir da determinagao do momento fletor a uma distancia
x do apoio conforme ilustra a Fig. [6.5] abaixo.

O momento fletor na secao do corte mostrado na Fig. [6.5] calculado pelas forgas abaixo da segao é dado por:

M(z) = Py — M, (6.14)

A relagao entre a curvatura e o momento fletor permite escrever que:

El% = —M(z) = —(Py — My) (6.15)
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Figura 6.5: Caso engaste-engaste

Utilizando as mesmas defini¢oes para k2 e M (z) do item anterior podemos escrever esta equagiao como:

Py, P My

o i AN 6.16
a2 T EIY T EI (6.16)
ou,

dzy MO

88 g2y =20 6.17

a2 TRV By (6.17)

Neste caso, as condigbes de contorno sao dadas por y(0) = y(I) = 0, pois estabelecem que os deslocamentos nesse
apoio sao nulos e que y'(0) = 0, pois a rotagao no engaste inferior é nula.

A solucao completa desta equacao diferencial é dada pela soma das solucoes da equacao diferencial homogénea associada
a uma solucdo particular, isto é y = y5, + yp. A solugao homogénea, como j& vimos anteriormente, é dada por:

yn = Asenkx + Bcoskx
Uma solucao particular para este caso é dada por:

= Mo :% uma vez que kZ = —
kK2EI P’ EI

Yp
Nossa solugao pode entao ser escrita como:

M
y(z) = Asenkx + Bcoskx + ?0

A derivada desta solugao é dada por:
y'(z) = Ak cos kx — Bk senkx

Fazendo uso da condic¢ao de contorno y’(0) = 0, obtemos A = 0, isto é:
/o _ _ _ Moy
y =0 em x—0—>A—0:>y(:r)—Bcoskx+? (6.18)

e utilizando a condigao de contorno y(0) = 0, obtemos:

M,
y=0 em x:O—>B:—?O (6.19)



90 CAPITULO 6. FLAMBAGEM

A equacao da deflexao lateral se escreve, entao, como:
M,
y(z) = ?0(1 — cos kx)

Utilizando uma outra condigoes de contorno para este problema, isto é, para o engaste superior, podemos escrever
que:

M,
y=0 em =1 — ?O(l—coskl)zo (6.20)

M,
como ?O # 0, obtemos imediatamente:

1—coskl=0 (6.21)
que resulta em:
coskl=1=kl =2nm paran=123,... (6.22)
de onde temos que:
4n?n?
Da definicao de k? chegamos entdo a:
P 4n?n?
—_— = 6.24
El 12 (6:24)
E finalmente a: )
EI
P=dan2l (6.25)

12
O menor valor de P neste caso (n = 1) é o da carga critica de Euler para este problema:

WZEImin _ 47T2Elmin

Pyt = (1/2)2 = 2 (626)

6.2.3 Caso engaste-livre

Consideremos, agora, o caso com uma extremidade engastada e outra livre. Da Fig. o momento fletor na secgao
do corte pode ser calculado pelas forgas abaixo da secao como:

M(z) = P(y —9) (6.27)

Figura 6.6: Caso engaste-livre
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Utilizando a relagao entre a curvatura e o momento fletor, temos a seguinte equagdo diferencial de equilibrio:

d%y
—EI— =P(y—9 6.28
L —P-9) (6.29)
que resulta na seguinte equacao diferencial:
d%y Pé
k= 2
a2 YT El (6.29)

2 _ P
onde k° = 77.

Neste caso, as condigoes de contorno sao dadas por y(0) = y/(1) = 0, pois estabelecem que o deslocamento e a rotagao
no engaste sao nulos e y(I) = ¢, pois estabelece que o deslocamento na extremidade superior - livre - vale 4.

A solugao desta equagao é dada pela soma de uma solugao particular com a solugao da equacao homogénea:

y(z) = yn + yp = Asenkz + Bcoskz + 6 (6.30)

A condigao de contorno y(0) = 0 nos fornece imediatamente que B = —¢ e a condigdo y'(0) = 0 resulta em A = 0.
Assim, chegamos a seguinte equacao da deflexdo lateral:

y(x) = 6(1 — cos kx) (6.31)
Finalmente, considerando a condigao y(I) = ¢, obtemos kl = nZ e, para n = 1, obtém-se:

y(x) =9 (1 — cos %) (6.32)

Logo, a carga critica de Euler, neste caso, é dada por:

72 ElLnin _ 0.2572ELin

PCT'it = (2l>2 12

(6.33)

6.2.4 Caso engaste-rotula

Como nos casos anteriores, partimos da igualdade entre o momento fletor numa se¢ao determinado pelas agoes aplicadas
na barra e o momento fletor nesta mesma segao dado pela relagao entre este e a curvatura da viga. A Fig. [6.7] ilustra
os elementos necessarios para este procedimento.

™ M
L .
)
. - "
L S
3 |
C %
: L
X |
|
|
M —l— Vo M,
—_ =0 Y L
L IP

Figura 6.7: Caso engaste-rotula

O momento fletor na se¢ao do corte calculado pelas forgas abaixo desta é dado por:

M(z) = Py — %m (6.34)
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Através da relagao entre a curvatura e o momento fletor, temos a seguinte equagao diferencial de equilibrio:

d21/ 2
@“v‘k y

MO T
=27 (6.35)

As condigoes de contorno dadas por y(I) = y'(I) = 0, estabelecem que o deslocamento e a rota¢ao no engaste sao nulos
e y(0) = 0, estabelece que o deslocamento na extremidade inferior é nulo.

A solugao desta equagao é dada pela soma de uma solugao particular com a solugao da equagao homogénea:

MQ x
y(z) = yn + yp = Asenkx + Bcoskzx + 2EI T (6.36)
A consideragao da condigao de contorno y(0) = 0 resulta que B = 0 e da condigao 3/(I) = 0, obtemos:
M, 1
A= —— | — .
P {k‘l cos kl] (6:37)
A qltima condi¢ao de contorno nos fornece:
My senkl
N=0=>"1|1—— | = 6.38
y() P { kl cos kl} (6.38)
que resulta na seguinte equacao:
tg(kl)
1-— e 0= tg(kl) =kl (6.39)
A solugao desta equagao é dada por kl = 4,4934, donde obtemos a linha elastica para este caso:
= % z senkx
V=" T kcoskl
O menor valor de P (carga critica de Euler) ¢ entao dado por:
m2EI 2.046m2ET
Py = = 6.40
Tt (07 7l>2 l2 ( )
A forma final desta deformada fica entao:
M,
y(a) = = % ~ 1,02 Sen(4,4934§)} (6.41)

6.2.5 Resumo

Do estudo apresentado nos itens anteriores, organizamos um quadro resumo dos valores das cargas criticas de FEuler
para diferentes condigoes de apoio nas extremidades das barras.

Condicao dos apoios | Iy | Carga critica
’EI
rotula/rotula l WIT
4n?ET
engaste/engaste /2 B
0.2572E1
engaste/livre 21 +
2.046m°ET
engaste/rotula 0.7 173

O comprimento l¢; é denominado de comprimento de flambagem e é diferente para cada caso de condigao de contorno.

Podemos, entao, usar a expressao genérica para a carga critica dada por:
w2 EI
Pcm't = l2
1l

Para cada caso utilizamos a mesma expressao para o cédlculo da carga critica, mudando apenas o comprimento de
flambagem que depende das condi¢bes dos apoios extremos.
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6.2.6 Hipérbole de Euler

No caso de barras sujeitas a esforco de compressao, além da verificagao da maxima tensao de compressao, torna-se
necessério verificar a tensao de acordo com a previsdo de ocorréncia da flambagem. Para tal, utilizamos, em regime
elastico linear (0 < 0,,), a hipérbole de Euler.

Como a carga de Euler vale:
2EI
Py = WT
l
fl

podemos obter o valor da tensao no instante da flambagem (no regime da elasticidade linear):

P.... wEI m2F
Ocrit — = —5— = Ocrit = ~5— (642)
A Al?l /\?l
l
onde A = /L & denominado coeficiente de esbeltez da peca, sendo p? = % o raio de giracdo e A a area da secdo

P
transversal da barra.

A curva dos pontos o+ X A descreve uma hipérbole denominada de Hipérbole de Euler, como mostrado na Fig.

Ocrit

-
-
-
-
-
-
-

Opl-------

Hipérbole de Euler

Figura 6.8: Hipérbole de Euler

6.3 Casos com Imperfeicoes Iniciais

6.3.1 Barras com Carga Excéntrica

Consideramos, em seguida, casos em que temos colunas imperfeitas, como acontece usualmente na pratica. Inicial-
mente, consideremos uma barra sujeita a um esforco axial de compressao, em que a carga nao é aplicada no baricentro
da segdo, acarretando uma excentricidade conforme mostramos na Fig.[6.9} A equagao diferencial para este problema
pode ser escrita a partir da determinacdo do momento fletor localizado a uma distancia x do apoio.

Sendo:
M(z) = Ple+y) (6.43)

Utilizando a definicdao usual de k? podemos escrever:

d*y 2 d*y

T = + E%y = —k%e (6.44)

A solugao da homogeénea e a solucao particular para esta equagao diferencial sdo dadas por:

Solugao homogénea:
yn = C1 senkx + Co cos kx

Solugao particular:

Yp = —€
A solucao completa desta equacao fica entao:

y(x) = Cy senkx + Cycoskr — e
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o

Figura 6.9: Caso com imperfeicao - Carga Excéntrica

A partir das condigoes de contorno para o caso de barras bi-rotuladas, temos:
y=0 em z=0—>Cy=e

y=0 em mzl%Clzetg%

A equacao da linha elastica fica, entao:

kl
y(z)=-e (tg2 senkx + cos kx — 1) (6.45)
sendo, como nos casos anteriores:
P
k==
ET

Conhecendo-se a excentricidade e e a carga P é possivel calcular y(z) para z = /2 (meio do vao), onde a deflexdo é
maxima: . l %l
y(1/2) = dmaz = € tg; sen—- + cos 5 1)

kl
= ki Kl
y(1/2) = dpmaz = € (sen 2 sen — + cos — — 1)

cos % 2 2
sen? &t kl
Omaz = € 754—008——1
cos 5 2
kl

6maa: = sec — — 1
e(sec 5 )

s P
Omaz = € {sec {2 P } — 1} (6.46)

O comportamento (Curva P X §) neste caso, para cargas inferiores a carga critica pode ser visto na Fig. [6.10]

Substituindo-se o valor de k, temos que:
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5

Figura 6.10: Curva P x § - Carga Excéntrica

6.3.2 Maximo momento fletor - Formula secante

Para este caso em particular, podemos calcular o maximo momento fletor, que ocorre no meio do vao. De posse deste
valor, é possivel determinar a expressdo denominada de “Férmula da Secante”. O maximo momento fletor é, portanto,
dado por:

Mae = M(z =1/2) = P(e + dmaz)

kl
M0 = Pesec 5

A tensdo maxima pode ser calculada como:
o . B + M'maw
max A W
onde W é o modulo de resisténcia a flexdo da segdo transversal da barra, que é dado por:
I
W=-

Cc

sendo ¢ é a distancia da fibra mais solicitada & linha neutra da flexdo pura.
Ficamos, entao, com:
P  Pe kl
Tmar = 4 sy

Como o raio de giragao é definido por:

I
2—7
P =2

= E 1+§sec@

14 ec l P
—sec | —1/ ==
P> 2pV EA
que é a denominada férmula secante para barras com carregamento excéntrico. O termo <5 é denominado indice de

excentricidade. A Fig. ilustra o comportamento o x A para diversos indices de excentricidade. Cabe ressaltar que,
quando este indice é nulo, recaimos na Hipérbole de Euler (carregamentos axiais).

obtemos:

A partir do valor de k, podemos escrever entdao que:

P

Omax = Z

(6.47)

Se limitarmos a tensdo maxima ao valor da tensdo de escoamento (no caso de uma pega de ago, por exemplo),
isto é, fazendo
Omaz = Oc que ocorre quando P =P,

obtemos, entao:
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|
oy = 250 MPa

0 E =200 GPa

Euler’s curve

SO\

50 100 150 200
A

Figura 6.11: Curva o x X - Carga Excéntrica

Esta expressao pode ser utilizada para a determinagao da méaxima carga P, que uma barra sujeita a compressao pode
suportar. Por ser uma equagao nao-linear, torna-se necessaria a aplicagao de métodos numeéricos, como por exemplo o
Método de Newton-Raphson, para a sua solugdao. Outros algoritmos ou procedimentos iterativos podem também ser

utilizados.

6.3.3 Colunas com curvatura inicial

Neste caso, consideramos a coluna inicialmente com uma pequena curvatura dada por uma funcao yg, lembrando que
as extremidades da coluna s@o bi-rotuladas (ver Fig. [6.12)).

Origincl shape

_— Deflected shage
Y.

Figura 6.12: Caso com imperfei¢ao - Colunas com curvatura inicial

A equagao diferencial usada para determinar a equacdo da linha elastica apos aplicada uma carga de compressao P

sera:

Ely" +P(yo+y)=0

Admitindo, como exemplo, que yo = asend™* (valor arbitrario da curvatura inicial no caso aqui tratado), a solugao
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desta equacao é dada por:

T
a sen—
11—« l

sendo o = ,
crit
T

a
Ytotal = Yo +Y = sen—-—
11—« l

O maéaximo valor de § que ocorre quando z = [/2 é dado por:

Pcrit

A Fig. ilustra as curvas P x ¢ obtidas para diferentes curvaturas iniciais (diferentes valores da amplitude da
curvatura inicial dadas pelo valor de a).

6.0
3

Figura 6.13: Curva P/P..;; x §/l - Colunas com curvatura inicial

6.4 Observacao Final

Outros tipos de flambagem podem ocorrer em estruturas de barras, conforme foi mostrado no inicio deste capitulo:
flambagem lateral e outros. Assim é que barras sujeitas apenas a flexdo podem assumir configuracdo de equilibrio
torcida. Para pecas continuas onde nao sejam validas as hipoteses de deformacao usuais em barras devemos trabalhar
com as equacoes diferenciais de equilibrio em termos das tensoes e dos deslocamentos. Este estudo é o que constitui o
que usualmente se denomina “Anélise nao linear geométrica” sendo que neste caso precisamos incluir novas definigbes
das deformagoes que passam a depender de forma nao-linear com os deslocamentos. Novas medidas de deformacao e
de tensao sao necessarias para a realizacao deste estudo.
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Capitulo 7

Contetudos extras

7.1 Apéndice - Revisao de Geometria das Massas

7.1.1 Rotacao de eixos

Dados os momentos e produto de inércia com relagao ao par de eixos {z,y}: I, Iy, Iy, € 0 &ngulo « obter I, I, e I,
- momentos e produto de inércia com relagdo ao par de eixos {u, v}, a partir das definigdes de momentos de inércia:

I, :/deS Iy:/xzdS I, :/yde
S S S

qu/zﬂds IU:/quS Iuvz/uvdS
s s s

Relagéo entre os pares de coordenadas {z,y} e {u,v}:

T cos + ysenq

= Yycosa — T senwx

(y cos a — x senar)?dS
(x cos a + y sena)?dS

(y cos a — x sencx) (x cos a + y sencr)dS

)
Il

I, =1I,cos® a+ I, sen’a — Iy sen2a
I, =1, cos® a + I, sen’a + I, sen2a

I, — 1,

Lyw = Iy cos2a + sen2q
como:
9 1+ cos2a 9 1 —cos2a
cos“a= ——— sen‘aqe = ——
2 2
obtemos: T I

I, = zt Y4 2 Y cos2a — I, sen2a

2 2

L +I, I —

> 5 Y cos2a + Iy sen2a

I, — 1
Iy = 5 Y sen2a + I cos 2a

101
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7.1.2 Eixos principais de inércia

I, : Definicdo do méximo, minimo.

drl,

o 0= (I, — I;) sen2a — 21, cos 2a (7.9)
215y
tg2a = — (7.10)
I, — I,
Usando(20):
. d*I, . Izy
sinal de Jaz [ = sinal de 9 > (0 para um « < 0 para outro a. (7.11)
o sen2a

7.1.3 Momentos principais de inércia

_ I, + 1, 1 2 5
o= "0 & S\ (L — L) +413, (7.12)

7.1.4 Roteiro

1. Escolher um sistema de eixos arbitrario e conveniente para a determinacgao do baricentro e inércias da segao.
n
E z;5;
=1 — 1=
€ Yy=-—m—"

> >
i=1 =1

n
Y;Si
1

T =

2. Dividir a segao em partes cujos centros de gravidade, momentos de inércia e produto de inércia com relagao
a eixos locais paralelos ao par de eixos do item anterior sejam conhecidos.

3. Determinar a posicao do baricentro da segao composta por estas partes a partir da escolha de um par de
eixos arbitrario escolhido convenientemente.

4. Utilizar o Teorema de Steiner para calcular os momentos de inércia e produto de inércia da segao inteira a
partir das somas das contribui¢oes de cada uma de suas partes.

Ip=> Iy, + Si(@ — %) (7.13)
L= [z, + Si(7 — 7)°] (7.14)
Iy = ) g + Si(%i — 7)(7 — 7)) (7.15)

5. Determinar a posi¢ao dos eixos principais de inércia da segao e os valores dos momentos principais de inércia.

21
S (7.16)

£g20 = —
8 I — I,

S R e

I 5= Y 4 7.17
1,2 5 7 (7.17)

I
Se Y <0, 01 =1 e0y= I
sen26,

Caso contrario 0, =1 eby=1
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7.2 Apéndices - Capitulo 1 - Teoria da Flexao Obliqua

7.2.1 Tensoes Normais na Flexao Obliqua
Calculo com M,

Na Fig. apresentamos a situacao na secao de uma viga que nos permite descrever como se estabelece o equilibrio
interno existente entre as tensoes normais no plano da secao e os esforgos atuantes na mesma, a partir da definicao da
condicao de solicitagdo expressa pelas Egs. [[.] e

Plano das
cargas

Figura 7.1: Situagao no plano da segao

Este equilibrio pode ser descrito pelas equagoes de equivaléncia estatica, mostradas a seguir:

/S df = /S 0,dS (7.18)
M, = /Sudf:/suade (7.19)
M, = /Svdf:/svade (7.20)

1. O esfor¢o normal na secao, neste caso, nulo, pode ser obtido pela soma dos elementos de for¢a em cada elemento
de area da secao, isto é:

N

E E
df = 0,dS = Ee,dS = —udS = 7% = =
P u p

Nz/dfz/gudb”zg/ud5=0
S s P P Js

/udS:MSn:aS:O;»a:O
S

que nos permite concluir que:

Nesta ultima expressao, Mg, é o momento estatico da area da secao em relacao a linha neutra e @ é a distancia
do centro de massa (drea) S a linha neutra. Isto nos permite concluir que, de fato, tal como tomado como
hipotese, esta linha é baricéntrica, ou seja, nn passa pelo centroide da se¢ao (G).

2. O momento fletor M,, (em relagdo a linha neutra) das tensoes normais atuantes é igual & componente (projecao)
do momento fletor solicitante nesta linha, isto é:

Mn:/udf:/ugudSzg/quS
s s P P Js

YS!
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temos entao que:

M, o,
I,  wu
e, consequentemente:
M,u
Op = — (7.21)
L,

Da Eq. constatamos que o, ¢é linear em relacio a u, uma vez que M, e I, sdo constantes na secio e nio
dependem nem de u, nem de v. Além disso, pode-se constatar que a distribui¢do de o, no campo da se¢do é um
plano (seja nas coordenadas u e v ou quaisquer outros pares de eixos escolhidos sobre a segdo).

3. O momento fletor M,s (em relagdo ao eixo de solicitacao) das tensdes normais atuantes é nulo, isto é:

Mssz/vdf:/vgudS:E/vudS:O
s s P pPJs

E
*Ins =0
p

Portanto:

L. =0 (7.22)

Neste caso, I,,s ¢ o produto de inércia em relacdo aos eixos nn e ss (que nao sao perpendiculares!). Isto significa que
nn e ss sao eixos conjugados da elipse central de inércia da secao. Conhecido o momento fletor e, consequentemente, o
eixo ss na se¢ao, podemos determinar a posigao da linha neutra nn a partir da Eq. [7.:22] Além disso, a flexao obliqua
pode ser, entao, tratada de modo similar ao caso de uma flexao reta em relagao a nn utilizando-se a Eq. [7.21] para o
calculo das tensoes normais.

A partir da Eq. é possivel calcular as tensoes normais em qualquer ponto da secao e determinar onde ocorrem as
tensoes maximas na pega - bem como os seus respectivos valores - bastando, para isto, determinar os valores extremos
de u.

Entretanto, diferentemente do que ocorre na flexao reta, precisamos calcular, inicialmente, a posi¢cao de nn para,
em seguida, determinar o momento de inércia da segao em relagdo a este eixo neutro (I,,), bem como o valor de M,
que é a projecao do momento sobre nn.

Na segao a seguir apresentamos como determinar a posi¢ao da linha neutra a partir do conhecimento dos eixos
principais de inércia da segao e do eixo de solicitagao, que é determinado pelo carregamento.

Posigao relativa: Eixo de solicitagao x Linha Neutra

A Eq.[7.22|deduzida anteriormente permite-nos identificar a linha neutra e o eixo de solicitagdo como eixos conjugados
da elipse central de inércia da se¢ao. Desta forma, partindo-se de que I,,; = 0, podemos demonstrar que, conhecendo-se
y e z - eixos principais de inércia da segao - a posicao de nn e ss em relacao aos eixos principais de inércia obedece
a seguinte expressao: ,

z

1,

tgatgf = —

Da Fig. onde os dngulos « e 3, indicam, respectivamente, as posi¢oes do eixo de solicitagao ss e da linha neutra
nn em relagao ao eixo z principal, podemos obter as seguintes relagoes:

v = Y Cos — z Senq (7.23)
u = zsenf — ycos (7.24)

Sabemos que:
I,s = / vudS =  Produto de inércia em relagao aos eixos nn e ss
s

dai:
I,s = /(z senfs — y cos 3)(y cos v — z sena)dS

ou:

I,s = /(zy senf cos a — 2% senf3 sena — y? cos B cos o + zy cos [ senar)dS

Como z e y sao eixos principais de inércia, temos que I, = 0. Assim:

I,s = —I, cosacos B — I, sena senf3
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y
N n
7N
7/
P \
7 u
/\_/g___ _ ds
s
—\\ v
[N a
4 8 o
\
4 a A z
]
4
s
n

Figura 7.2: Relacao entre coordenadas u,v e y, 2

Sendo I,,; = 0 (vide Eq. , podemos concluir que:

sena senf I,
cosa cos B I,
que resulta imediatamente em:
I
tgatgf = —= (7.25)
I,

Flexao reta como caso particular da flexao obliqua

As expressoes que determinam a posicao da linha neutra e o célculo das tensoes normais a partir do eixo de solicitagao
ss nos possibilitam entender a flexao reta como um caso particular da flexao obliqua. Assim, sendo y e z eixos
principais de inércia, temos dois possiveis casos particulares:

a) Quando M = M., entdo o eixo y serd o eixo de solicitagdo (ss) e, neste caso, a« = /2 = § = 0, 0 que nos
leva a concluir que o eixo z é a linha neutra nn e que
My,u M.y

Mn:M27 I,=1, T 3 =
=0 I, I

b) Quando M = M,, entdo o eixo z sera o eixo de solicitagao (ss) e, neste caso, « = 0 = 8 = 7/2, 0 que nos
leva a concluir que o eixo y é a linha neutra nn e que
Myu M,z

My=My, Li=I=|0|= ===
n Yy

Tensoes na Flexao Obliqua com eixos principais
Se 7 e Z sao eixos principais de inércia, temos I, = 0 e a Eq. se reescreve Como:

LMy — 1, M,z
- 1.1,

Oz

ou

z (7.26)

A Fig. ilustra como a tensao na flexao obliqua pode ser, entao, considerada como uma superposi¢ao dos casos
particulares de duas flexoes retas, onde M = M, e M = M, desde que y e z sejam eixos principais de inércia. Deve-se
observar que a parcela da tensao normal devida a My na Eq. tem sinal negativo, pois quando M, > 0, nos pontos
onde z > 0 esta parcela de o, deve ser negativa (o que representa corretamente o que ocorre na segao).

Diagrama de Tensoes

O diagrama de tensoes na flexao obliqua pode ser determinado com o conhecimento da posi¢do da linha neutra
conforme mostra a Fig. [7.4]
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M. M,
g <0 ag >0
MZ
M, >0 g <0
<
N M,
Z My>() z g >0
A\
My Mz M,
O;»:—A/ILZ y O)-c - Zy y
Iy I,

Figura 7.3: Semelhanca de expressoes entre flexao reta e obliqua

O;

Figura 7.4: Aspecto do diagrama de tensoes

Verificacao da Estabilidade

De modo similar ao que ocorre na flexao reta, a verificagao da estabilidade consiste em comparar e assegurar que
as maximas tensoes normais atuantes sejam menores ou iguais aos valores admissiveis - ; e . - para o material
que constitui a estrutura em anélise. Desta forma, definindo-se u; e u;; como sendo as distdncias dos pontos mais
solicitados da se¢do em relagao & linha neutra, temos que satisfazer as seguintes restrigoes:

Mnui \ | . Mnu“
= 7 < oy — tragao e loii| =
n

o; < |5.| = compressao (7.27)

Entretanto, diferentemente do que ocorre na flexao reta, no caso da flexdo obliqua é necessério calcular, primeiramente,
a posigao da linha neutra para, em seguida, identificar, visual ou analiticamente, os pontos da segao mais distantes a
ela (onde ocorrem as tensoes extremas - maxima e minima). Observe que para aplicar as relagoes acima, nao utilizamos
nenhum sinal, ficando sua utilizagdo dependente da identificagdo prévia de qual(is) o(s) ponto(s) onde ocorre(m) a(s)
méxima(s) tensdo(des) de tragdo e de compressio.

Maximo Momento Fletor

A partir da defini¢do da posigdo da linha neutra e, consequentemente, das fibras mais solicitadas através de suas
distancias a mn, podemos calcular a maxima capacidade portante, isto é, o maximo momento fletor (M,,..) a que

uma segao pode ser submetida:

Etln
M'maxi = ” e |Mma:c“‘ =

%

ECI'IL

(7.28)

Wiq
onde M,z € 0 menor dos dois valores Myaz2; € Mpaaz,;, sendo ¢ e &, os valores extremos do diagrama de tensoes
(ou valores extremos de tensoes atuantes na segao).
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7.2.2 Solucao alternativa para o exemplo 1
M, u

n

Calculo das tensoes pela equagao o, =

- Calculo de M, e I,:
M,, = projecao de M sobre a LN.

M,, = M cos(—73,02° 4 20°) = 150 cos(—53,02°) = 90, 23 kNm = 90, 23 x 10° x 10*> Nmm

I,, = momento de inércia em relagao a LN.

I, = I, cos? B+ I, sen’ 3 = 3600 x 10° cos?(—73,02°) + 400 x 10° sen?(—73,02°) = 672,92 x 10° mm*

Podemos calcular as distancias dos pontos extremos da segao a linha neutra pela equacao da distancia de um ponto a
uma reta. A equacao da linha neutra neste caso ¢ dada por:

y = tg(—73,02°)z

ou:
y+3,2752=0

A expressao que determina a distancia d de um ponto de coordenadas (yp, zp) a uma reta cuja equagao é ay+bz+c =0
é dada por:

de layp + bzp + ¢
Va? + b2
Assim, teriamos, neste caso, para o ponto A (y = —300; z = 100):
—300 + 3, 275(100
Uy = i 275100 = 8,03 mm
V12 + 3, 2752
e para o ponto B (y = —300; z = —100):
—300 + 3,275(—100
ug = +5 ( ) = 183,25 mm
V12 + 3,2752
Calculo das tens6es normais:
Mua 90,23 x 106 x 8,03
oA I, 672,92 x 100 , 08 MPa
Myup 90,23 x 10°% x 183,25
_ = _ = —24,57MP
o5 I 672,92 x 106 ’ N

cc =—0p = —1,08 MPa op = —op = 24,57 MPa

que é o mesmo resultado obtido na secao
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7.2.3 Solugoes alternativas para o exemplo 2
Calculo das tensoes maximas utilizando os eixos principais de inércia
- Determinacao da posigao dos eixos principais de inércia:

tg20 =
Ry

—2(6,08 x 108)
17,395 x 108 — 6,27 x 108

20 = —47,54° = 6 = —23,77°

tg20 = = —1,093

Assim, a posicao dos eixos principais de inércia é dada pelos angulos: 1 = —23,77° e 65 = 90° — 23, 77° = 66, 23°.

- Célculo dos momentos principais de inércia I e Is:

Utilizando as expressoes:

L+1,
2

onde fizemos I, = I3, I, = I e I, = I3, obtemos:

1
L= £ 5\/(L—1) 41,

I; = 2007 x 10° mm*

I, = 359,2 x 10° mm*

Utilizando a expressao:
I, =1 cos’0+ 1, sen?6 — I, sen20

com 6, = —23,77°, obtemos I, = 2007 x 10 mm?*. Assim, identificamos os eixos principais de inércia da seco,
passando a denominar a direcao 1 como z.

A Fig. ilustra as posigoes desses eixos principais de inércia em relagao aos eixos baricéntricos, bem como as posicoes
dos novos eixos y e z a serem usados na determinagao da posigao da linha neutra e no calculo das tensoes normais.

-/

1=z -66,23° /
\

< ~2377° ™ z, y principais de inércia
~ T T\~
g M /|G ;
Z, ¥ eixos baricéntricos
60,23°
s
[
A\
y
2=y

Figura 7.5: Posigao dos eixos principais de inércia do perfil

- Determinagao da posigao da LN:
I

tgatghB = —I—z
y

2007 x 106

“350.0x100 P68

tg(—66,23°) tgl8 =

- Calculo de M, e M, (projecoes de M sobre os eixos principais y e z):
M, = M sen(66,23°) = 45,76 kNm

M, = M cos(66,23°) = 20,15 kNm
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- Célculo das tensoes maximas:
M.y Myz

L,

Oy =

De acordo com a Fig. as tensoes maximas ocorrerao nos pontos A(—198,68; 98,68) e B(401, 32; 48,68)
(cujas coordenadas estdo definidas em relagdo aos eixos baricéntricos § e Z, respectivamente), pois estes pontos sao
aqueles mais distantes em relagao & LN. E importante ressaltar que o angulo de 44, 11° marcado nesta figura nao é o

angulo 3.
A
/n
z
4411
am

B

Figura 7.6: Posicao da LN e coordenadas dos pontos mais distantes

Para o célculo de y4, z4 € yB, 25 em relagao aos eixos principais y e z, podemos utilizar as expressoes da determinagao
de distancia de ponto a reta como mostrado a seguir, onde obtemos as equagdes dos eixos principais (eixo y e eixo z)

como as retas z = 0 e y = 0 no sistema {z, g}
- Coordenadas de A e B com relagao ao sistema {z,7}:

A:zq = 98,68 mm ya = —600 + 401,32 = —198, 68 mm
B : zp = 48,68 mm yp = 401,32 mm

Logo:
Reta z: tg(—23,77°) =

Retay : tg(66,23%) = % — § 2,272 =0

Distancia a z = coordenada y referente aos eixos principais:

0,44(98, 68) — 198, 68

V12 + 0,442

0,44(48, 68) + 401, 32

V12 40,442

Distancia a y = coordenada z referente aos eixos principais:

A: = 142,11 =y = —142,11 mm

B: — 386,94 = yp = 386,94 mm

—2,27(98,68) — 198, 68

A
‘ V12 42,272

—2,27(48, 68) + 401, 32

V12 + 2,272

Logo, as tensoes maximas serao:

= 170,40 = z4 = 170,40 mm

=117,24 = zp = —117,24 mm

45,76 x 106(—142,11) 20,15 x 105(170, 40)
_ _ — _12,80 MP
o4 2007 x 106 350.2 x 100 4 80 MPa

op = 0,0228(386,94) — 0,0561(—117,24) = o = 15,40 MPa
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Calculo das tensoes pela projecao de M sobre a LN

De acordo com a Fig. temos que:

M, = Mcos (44,11°) =35,90 x 105 Nmm

——
67,88°—23,77°

I, = I cos?(44,11°) + I; sen®(44,11°) — I sen(2 - 44,11°) = I,, = 592,82 x 10° mm*
ou, utilizando os momentos principais de inércia e o dngulo 8 determinado anteriormente:

I, = I, cos*(67,88°%) + Iy sen?(67,88°) = I,, = 592,82 x 10° mm*

A equagao de nn, referenciada aos eixos baricéntricos é dada por:

= y—0,972=0

As coordenadas do ponto A sdo: z4 = 98,68 mm e y4 = —198,68 mm
-1 _
s = 98,68 — 0,97(98,68) — 911,32 mm
\/12 +0,972
As coordenadas do ponto B sao: zg = 48,68 mm e yg = 401,32 mm:
N 401,32 — 0,97(48, 68) — 95417 mm
\/12 4+ 0,972
Calculo das tensoes:
M, 35,90 x 10%(211, 32
o= Mnta _ 35,90 x10°Q21L,32) 15 g0 Mpa

I, 592,82 x 106

Myup 35,90 x 105(254, 17)
I, 50282 x 106 0B = 15,40 MPa

0B
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7.2.4 Solugoes alternativas para o exemplo 3
Calculo das tensoes maximas utilizando os eixos principais de inércia

- Momentos principais de inércia:

I+ I,

I = 5

1
+ 5\/(Ig — I)? + 412, = 6.626.091 mm*

L+, 1 )
== - 5\/(Ig — )% +4I2, = 807.508 mm

- Determinagao da posicao dos eixos principais de inércia:

214 —2(—2.872.320)
tg26 = — =
I — I 4.179.136 — 3.254.464

01 = 40,43° -, 6, = 130, 43°

Uma maneira alternativa aquela apresentada no Exemplo 2 de se verificar que 6; = [; e, consequentemente, 6 = I,
pode ser feita a partir da expressao:

Iz
Se Y <0, 01#[1692#12
sen26;

Caso contréario 01 = I, eby= 1

Portanto, para este exemplo, tem-se que 6, = I; e que 65 = I (verifique!). Assim, definimos I, = I, e I, = I».

Decomposigao dos momentos segundo os eixos principais de inércia, segundo a Fig. [T.7}
M, = My = M cos(40,43°) = 1.141.798 Nmm

M, = My = —M sen(40,43°) = —972.778 Nmm
- Distéancia dos pontos mais solicitados a LN:

Uma maneira alternativa de se obter as coordenadas do ponto A em relagao aos eixos principais de inércia pode ser
feita a partir da mudanga de coordenadas, utilizando o dngulo de rotacgao (#) entre os eixos:

y =7gcosf — zZsend (7.29)
z = g senf + Z cos 6 (7.30)

onde y e Z sao as coordenadas do ponto segundo os eixos baricéntricos e y e z as coordenadas referidas aos eixos
principais de inércia. Assim,

y = —50cos(40, 43°) — 74 sen(40,43°) = —86,05 mm

z = —50sen (40, 43°) + 74 cos(40,43°) = 23,90 mm

- Célculo das tensoes:

M.y _ Myz
TAT T 1,
1.141. — —972. 2
o4 = 798 x (—86,05) - (—=972.778) x 23,90 — 13,97 MPa
6.626.091 807.508
- Posi¢ao da linha neutra:

tga tglB = —ﬁ

gagp = 1
6.626.091
tg (49,57°) tghf= —————
g (49,577) teff 807.508

90° —40,43°
8 = —81,86°

o . .. i L inércia, . . .
A Fi ilustra a posicao dos eixos principais de inércia, bem como a posicao da linha neutra
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,=1 \ |
y y=2
S
Figura 7.7: Coordenadas dos pontos mais distantes da LN
n
)
B
z <)
z=1
n
v y=2

y
Figura 7.8: Posicao dos eixos

Calculo das tensoes pela projecao de M sobre a LN

Determinacao do angulo formado entre o eixo z principal e nn:

¢=8—0=—81,86"— (—40,43°) = —41,43°

- Projecao de M sobre nn:
M,, = Mycos¢ = 1.124.647 Nmm

- Calculo do momento de inércia em relagao a nn:
I, = I cos® B+ 1 senQﬁ

I,, = 6.626.091 cos®(—81,86°) + 807.508 sen?(—81, 86°)
I, = 924.161 mm*

- As coordenadas do ponto A em relagao aos eixos baricéntricos sdo: z4 = 74 mm e y4 = —50 mm

—50 + 0, 883(74)

/12 1 0, 8832

= 11,50 mm

ups =

- Célculo da tensao normal:

My -u  1.124.647 x 11,50

op = I 994161 ~ 13,97 MPa
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7.3 Apéndices - Capitulo 2 - Teoria da Flexao Composta

7.3.1 Paralelismo entre as LN’s da Flexao Obliqua e da Flexao Composta

Uma vez determinada a equagdo da linha neutra da flexdo composta, podemos constatar seu paralelismo com a linha
neutra da flexao obliqua a esta associada.

n

Mo S

z MZ
|
Vel G p
Ze |

C My n

s Mo

4

Figura 7.9: Posicao da linha neutra da flexao composta

Na Fig. sendo (B e (51 as inclinagoes, com relagao ao eixo principal z, das LN’s da flexdo composta obliqua e da
flexao pura obliqua, respectivamente, podemos provar que (3; = (3. Da teoria da flexdo pura obliqua, sabe-se que:

tga tgf = —I—Z
Yy

Porém, da mesma Fig. [7.9] observamos que:

tga:&

C

Como mostrado na Eq. [2:4] a equagao da LN na flexao composta é dada por:

ReZ | Yy
2 + 2

Yy z

1+ 0

0 que nos permite escrever:

_ A2
yc py

onde b é a inclinagao da LN com relagao ao eixo principal z.

O valor de b pode entao ser calculado através da derivada desta equacao, isto é:

dy iz
pr

onde p2S =1, e p2S = 1I,.

Multiplicando o numerador e denominador pela area da segao - S - obtemos:

tef -1,z -1 ; I, 1
= _—= C o= ———-
& Iy ye I, & I, tgo
donde conclui-se que:
tgatgB L
@ =—=
gatg I,
Como
tgatgh = ——=
ga tgh 1,

tem-se imediatamente que 1 = f3, ficando deste modo perfeitamente identificada a posicao da LN da flexdao obliqua
composta, possuindo a mesma inclina¢do da LN da flexdo obliqua pura (esfor¢o normal nulo).
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7.3.2 Andalise de tensoes

A resolugao dos problemas de verificagao de estabilidade e do céalculo da maxima capacidade portante da segao pode
ser tratada de modo similar ao realizado na flexao obliqua pura. Ou seja, a partir do diagrama de tensoes, busca-se
as fibras mais distantes da linha neutra onde ocorrem os maximos valores destas tensoes.

A Fig. ilustra os valores méaximos de tensdo normal (tragdo e compressdo) atuantes na se¢do. Observe que no

centroide da secao o valor da tensao normal é dado por 5 ja que as parcelas devidas aos momentos fletores sdo nulas.

Figura 7.10: Distribuigdo de tensdes na flexdo composta

7.3.3 Teoria complementar acerca do Nicleo Central de Inércia

Seja a segao de uma viga solicitada por uma flexao composta, dada por uma carga normal N aplicada no ponto C,
com uma excentricidade e e que provoca o momento M, como mostra a Fig. [(.1I} A linha que une o centroide da
se¢do ao ponto C define o eixo de solicitagao ss e ngng indica a linha neutra da flexdo pura provocada pelo momento
M. Por dltimo, nn representa a linha neutra da flexao composta. O angulo 0 € o dngulo entre a linha neutra da flexao
e o eixo de solicitagao. Os demais elementos mostrados nesta figura ja foram definidos anteriormente.

o
n
z N/ S
© =%,
’T
u
e
C
s F/
y No n

Figura 7.11: Esquema da flexao composta na segao

Partindo da expressao da tensdo normal da flexdo composta em funcao de M,,, I, e da distancia -u- da fibra

analisada a linha neutra da flexdo pura, vem:
N Muu

ST,

Og

Da Fig. temos que:
M,, = M senfl, onde M = Ne

onde e ¢ a distancia, sobre o eixo de solicita¢do, do ponto de aplicagdo da carga N & origem dos eixos. Assim, obtemos:
M, = Nesenf
que, substituida na equagao da LN (o, = 0), nos fornece:

N n N(esenf)u —0

S 1,

Ainda da Fig. [T.11] temos que:
u = Sg senf



7.3. APENDICES - CAPITULO 2 - TEORIA DA FLEXAO COMPOSTA 115

onde sp é a distancia da intersecdo da LN com o eixo de solicitacdo a origem dos eixos. A utilizagdo desta tultima
expressao resulta em:

E n Nesinzéiso 0= 14 esenj@so —0
S pTLS pn
chegando-se finalmente a:
2
_ —Pn _ 2
es0 = —— o5 = eso =T, (7.31)

A Eq. relaciona a distancia do ponto de aplicagao da carga e e a distancia do ponto onde a linha neutra corta o
eixo de solicitagao s, ao baricentro, medidas sobre este eixo. A Fig. mostra como varia o ponto de passagem da
linha neutra quando a carga se desloca sobre ss. Observe que r,, é uma constante, cujo valor esta definido pela inércia
da secdo p2 e pela posigao do centro de solicitagao.

Figura 7.12: Variagao da LN com a posi¢ao do centro de solicitacao

Nesta figura sao validas as relagoes:

IGK:| - |GCi| = —r2
IGK,| - |GCy| = —r2
|G71| . |@1‘ = —7‘,,2L

onde o sinal negativo da expressao deve ser interpretado entendendo-se que o centro de solicitacao e o ponto de
passagem da linha neutra estao sempre em lados opostos do eixo de solicitagdo dividido pelo baricentro (Propriedade
da Antipolaridade), isto é:

e n1n; — Posicao da LN quando o centro de solicitagao estd em Cj. Neste caso, temos fibras comprimidas e
tracionadas;

e nony — Posicdo da LN quando o centro de solicitacao estd em Cy. Neste caso, temos fibras comprimidas e
tracionadas;

e n3ng — Posicao da LN quando o centro de solicitagao estd em C3. Neste caso, temos somente fibras comprimidas.

Concluimos, entao, que pontos do tipo C5 delimitam uma regiao da secao da peca chamada Nucleo Central
de Inércia (ou NCI) e que este ponto ¢ um ponto do contorno deste nticleo. Para outros pontos situados sobre ss
mais proximos do baricentro C' < Cjs, a linha neutra é externa a se¢ao e as tensbes na segdo sao de tragdo ou de
compressao para todos seus pontos. Quando C' = @G, a linha neutra nao corta a segdo e temos o caso da tragao ou
compressao pura com tensoes de mesmo sinal e iguais em todos pontos da segao.

7.3.4 Propriedade Fundamental da Antipolaridade

Sejam, para uma segao arbitraria, um centro de solicitacao C(y., z.) de um carregamento e nn, a linha neutra associada
a flexdo composta originada pela aplicagdo de uma carga neste ponto. Seja, ainda, um ponto C’(y, 2z ), um ponto
qualquer de nn. Finalmente, consideremos n’n’ uma reta passante pelo ponto C, como mostra a Fig. [7.13

Temos, entao, que a equagao de nn (LN associada ao centro de solicitagdo C) é dada por:

nnél—kij—kyzyzo

Yy z

Nessas condigoes, podemos mostrar que, se C’ € nn entdao C € n'n’/, onde n'n’ é a LN associada ao centro de
solicitagao C".
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C' C,(_yc’,Zc)

Y
Figura 7.13: Propriedade da antipolaridade - I

Se C' € nn, entao as coordenadas de C’ satisfazem a equagao de nn e vale a seguinte igualdade:

ZeZe! YeYe!

C'enn=1+— 5 =20 (7.32)
p3 p?
Por outro lado, a equagao de n'n’ é:
P2 P2

Se C € n'n/, entao esta tltima expressao deve ser verdadeira quando: z = z. e ¥y = ¥., 0 que de fato acon-

tece, j& que esta é a igualdade (7.32) que sabemos ser valida. Assim, fica provada a Propriedade Fundamental da
Antipolaridade.

Dai podermos constatar que, conforme indicado na Fig. quando o centro de solicitagdo se desloca de C’
para C” as linhas neutras associadas a estes centros de solicitagao giram em torno de C.

n

Figura 7.14: Propriedade da antipolaridade - II

Esta propriedade pode ser entao utilizada de modo inverso, da seguinte maneira: dadas duas tangentes nao-
secantes a uma se¢ao que passam por um ponto desta secao, como mostra a Fig m podemos, a partir dos centros
de solicitacao associados a estas tangentes consideradas como linhas neutras, determinar a posicao de todos os centros
de solicitagao quando passamos de t1 a ty, que estarao sobre a reta que une Cy a Cs.

Na Fig. [7.15] ilustramos a aplicagao da propriedade da antipolaridade na construgao do NCI de uma segao.

Observe que, nesta figura, t1, t2 e t; s@o linhas neutras correspondentes a cargas que estdo aplicadas na fronteira do
NCI, designando-se por t; todas as linhas neutras entre t; e to.
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t
C2

Ci
Ci

li

y

Figura 7.15: Aplicagdo da propriedade da antipolaridade
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7.4 Apéndices - Capitulo 3 - Estado Triaxial de Tensoes

7.4.1 EXEMPLO 1 - Tratamento para o caso da barra a esforgo axial

Consideremos neste problema uma barra (exemplificada aqui, com secfo transversal retangular) idealmente sujeita a
um esfor¢go normal constante conforme mostra a Fig. [7.16] onde apresentamos o sistema de eixos xyz adequado para
o estudo. O exemplo aqui considerado é o mesmo ja estudado no inicio deste capitulo.

Figura 7.16:

Objetivo Determinar as tensoes o, e 7 em planos particulares cuja normal é dada por ]Sf = {—cosa sena 0},
conforme indica a Fig.

N — Normal ao plano de corte

P, —> Tensdo total em P

0, —> Tensdo normal em P segundo

Plano de | T, —> Tensdo tangencial em P segundo

corte (1)

Figura 7.17:

Solugao Parte I - Estado de tensoes em planos inclinados conforme indicados

Para a determinagao de o, e 7, procedemos com a realizagdo de cortes em torno do ponto P(z,y,z), segundo os
planos coordenados zy, xzz e yz com o objetivo de determinar o tensor de tensdes g neste ponto, segundo o sistema

xyz. Assim, considerando Jy o vetor normal a cada um desses planos de corte, temos as seguintes possibilidades:
a) N na direcio z
N = i (unitario da direcao )

Neste caso, o plano de corte é paralelo ou é o préprio plano yz e

PN = Pz = U:z::v,i"‘ Tmyi'i‘ T:z:z,]%, ou

Ba: = {JCEI Try TIZ}

b) N na direcao y

N :i (unitério da diregao y)

Neste caso, o plano de corte é paralelo ou é o préprio plano xz e

PN =Py = Tywi"‘ Uyyi+ Tyzl%. ou

Py = {mye oy Ty}

¢) N na direcéo z

N = k (unitario da direcao z)

Neste caso, o plano de corte é paralelo ou é o préprio plano xy e

PN =Pz = Tzai"’ szi"’ UzzE ou

Bz = {Tzw Tzy Uzz}
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Para o primeiro destes planos - yz - quando Jy = i, o plano de corte é a segao transversal (L ao eixo da peca) usual
do estudo do esfor¢o normal. Para qualquer ponto P desta secao, temos:

F

Oxx = g;Txy = Txz = 0
onde S é a area da segao.

Logo,

F
w5 0 0]

Para N = j, os possiveis planos de cortes separam a barra em partes cujo equilibrio (de cada parte) indica, aponta
ou sugere a nao existéncia de tensoes normais ao plano de corte ou tangencial (no plano de corte) conforme mostra a

Fig.

Plano sem
N=J 2 P=0 tensoes
i /
P
<— —_—
F F

Figura 7.18: Corte por planos como normal N = j.

Constatamos entao, que, para qualquer plano como este, teremos sempre em qualquer ponto P um vetor tensao total
py que & nulo:

Py = T’ywi"’ O'yyi + Tyzl% =0
ou p, = {0 0 0}
Vejamos como ocorre algo similar para os cortes segundo o plano zy, quando JS[ = [2;:
4 97 LT 17 @ § °F§F 2
s 7|
7 e |
0—0 P ! — Plano sem
~ T UN=k _/ tensoes
/
/
'
F T F

Figura 7.19: Corte por planos como normal N = k.

Novamente, para qualquer ponto P neste plano de corte, temos Pz = 0, isto é:

Bz - Tzz];"" szi"_ Uzzji - ,Q
ou p, = {0 0 0}

Assim, compondo estes resultados, o tensor de tensoes em qualquer ponto P de coordenadas xyz da barra sujeita a
esforco axial é dado por:

S
3
<
n
I
O Ounly

0 0
0 0
0 0
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ou
Oz 0 0
g¥* = 0 0 0
- 0 0 0
onde 0, = % Este estado de tensoes pode ser representado pelo sélido de tensoes mostrado na Fig. [7.20
y
l
O_XX : O-)C.X
<« - —_—
S e e g

z

Figura 7.20: Estado de Tensdo em todos os pontos da barra sujeita a esforgo axial.
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Parte II - Calculo das tensoes normal e tangencial nos planos inclinados indicados

Procedemos, a seguir, com a determinagéo de o, e 7y a partir do calculo de py, quando N = {—cos« sena 0} e

g = g”¥*, através da relagao p, = glN.

Ficamos, entao, com:

Opz 0 0 —cos o Pna
Pn = 0O 0 0 sena = Pry
0 0 0 0 Pnz

PN = {—=0ozzcosa 0 0}

A tensao o, vale, entao:

0n = pN N = 045(— cosa)(— cos @)

‘an = 0y COS? a‘

A tensao tangencial neste plano pode ser obtida através da relagao:

¢ = |pnl® — on

0 que resulta em:

O-Zlim
T = —— sen2qo
2

Parte III - Calculo das tensoes maximas, normal e tangencial neste conjunto de planos inclinados

Determinemos os valores maximos das tensoes normais quando variamos a:

do
d—; = Oy - 2 €08 a— sena)
do
“ —=0= —2cosasena =0 = sen2a = 0,
da
. ~ ~ o] = 0
cujas solugoes sao o - - Vemos que para g, > 0 temos:
2= 32
d’o
- <0
da
041:0
e que
d?o, >0
da? .
(12:5

Logo, para a; = 0, temos oy, €, para az = g, temos oy,,,;,:
O’”m,aw = 0Ogzg € U”min = O

Para as tensoes tangenciais, temos:

th
—— = Oy COS 20
da
th ap ==
— =0=cos2a=0= e
do Q2 = —7%
e constatamos imediatamente que:
27 T
Tz <0= paraa1:Z—>Ttmax
l)él:%

O vetor normal a este plano é dado por:

]yal:% = {cos% sen% 0}

Il
—N—
%
oIS
o
——
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O vetor tensao total pode ser entdo obtido a partir da multiplicacao do tensor g pelo vetor normal definido anterior-

mente: Y
. 2.
Pnl,g = ZNer=g =00 51
A tensdo normal neste plano é dada por:
On = P - N — Oz

e a tensao tangencial maxima é calculada como:

7 =lpnl* - on

resultando em
_ O-CEI
Ttmax - 2

Os resultados aqui obtidos ja tinham sido vistos no inicio deste capitulo. Com este exemplo, mostramos a utilidade e
generalidade das relagoes do estudo do estado triaxial de tensdes aplicados ao caso simples (uniaxial) ja considerado
anteriormente.

7.4.2 Rotacao do tensor de tensoes

Nosso problema aqui pode ser descrito como: Seja um sistema de eixos xyz e o estado de tensdes num ponto dado
pelo tensor de tensoes g referidos a este sistema de eixos; determinar as componentes deste tensor em relagao a um

outro sistema de eixos - z'y’z’ - denotado por g’.

Rotacao de vetores no plano

Inicialmente, determinamos e relembramos como é realizado o procedimento para mudar a descricao de vetores, em
duas dimensoes, quando fazemos um giro no sistema de eixos utilizados inicialmente para sua descricdo. Assim, dado
dois sistemas de eixos zy e 'y’ e um ponto Q(x,y) de coordenadas xy no primeiro sistema, queremos determinar
as coordenadas deste mesmo ponto no sistema z’'y’ que esta girado de um angulo « com relacao ao primeiro sistema
de coordenadas. Este problema pode ser associado ao problema para obtencao das componentes de um vetor v com
origem na origem do sistema de eixos e outra extremidade no ponto Q quando adotamos o sistema z'y’. Em outras
palavras, buscamos determinar v/, isto é: se v = x1 + yi como obter v/ = 2'¢ +y';j'?

!

Y A0y

Y x'
o
X

Figura 7.21: Vetor v = v’ e Sistemas xy e x’y’

Na Fig.[7.21] v e v/ designam o mesmo vetor medido nos sistemas zy e x'y’. As relagoes entre os unitarios das diregoes

y

Figura 7.22: Posicao relativa dos sistemas de eixos

Yy —Li — e os das diregoes 'y’ — ¢/, j' — podem ser obtidas imediatamente da Fig.

i\ [ cosa sena i
7 [ 7| —sena cosa ]
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. 2
{L,}R{Jf} R — matriz 2 X 2
7 =] i =

Esta relacao invertida nos fornece:
4 _ . 4 .
{%}:{cosoz sena {L/} Ou{%}:]/{f{%} (7.33)
1 sena  cos« s 2 =~ L1

O que mostra que, neste caso, R~' = RT. Matrizes com esta caracteristica sio denominadas “matrizes ortogonais” e

ou:

a matriz R é chamada de matriz de rotagao. A partir destas relagoes, podemos escrever que,

v =v,1+ vyi e U =uvpi +uyg (7.34)

Substituindo (|7.33]) em , Vem:

v = wg(cosai — sena j’) +v,(sena i +cosa j')

= (vgcosa + vy sena) i’ + (v, cosa — v, senav) 5’

Como v e v’ representam (descrevem) o mesmo vetor, temos que:

{ vl = wycosa+ vy, sena 4 { vl }_ { cosa  sena }{ Vg }
/ _ y_ / - A
U, = UyCOSQ — Uz Sena vy, sena  Cos Uy
isto é:
v = Ry
Dai, obtemos imediatamente que
v=RTY

Extensao para o caso tridimensional - Rotagao de vetores no espago

Sejam os sistemas de eixos zyz e z'y’z’ mostrados na Fig. [7.23

Figura 7.23: Posicao de x’ com relagao a xyz

Para o novo eixo ' — ¢/ temos que:

7:': - lt’r};“” lz’yi+ l.r’z,];:

onde lyp, = cosca, Iy =cosf, Iy, = cosy sdo os cossenos diretores de ’ com relagdo a a cada um dos eixos do
sistema xyz.

lprw =4 -1 lz'y:iv/'j; ly, =1 -k

e
i i = cos(z/,y) ou cos(i,])
ik =cos(z/,z) ou cos(i,k)

Aqui, (2/,z) denota o Angulo entre ' ¢ z = dngulo entre 7’ e 1. Escolhendo outros dois eixos ¢’ e 2’ perpendiculares a
7/, teriamos:

3 = lyai+lyy] +ly:k
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onde:
i) =j' i cos(y, )
lyry = COS(J:)i) =7 i_> cos(y', )

~ —

ly’z = COS(j/,Z@) = .Zv/ : Z%, — COS(y/, Z)

De modo similar para z’, terfamos:

K =loai+lryj + L2k onde:

Lw = cos(K i) = k' i — cos(2', z)

Ly = cos(k', J) = K - ] — cos(2',y)

—

Ly, =cos(k' k) = K - k — cos(Z, 2)

Ficamos, entao, com:
?Z Yy lx’a: i‘i‘ lx’y i+ la:’z E
J;/ =lyaitlyy j+ly:k

ISLI = lz’xi+lz’yi+lz’z Zﬁ

ou
?Z ’%’ l:v’w lw’y lw’z
7 »=R{ J onde R=| lyy lyy Ly
k,/ 1 ]j{; - lz’rc lz’y lz’z

Para um vetor v qualquer, teriamos
U=Ugl+ ij +uvk e
v =vgi tuyj + ok
Procedendo de modo anélogo ao caso bidimensional, obtemos:

v=R"Y

Para obtermos as componentes de v’ com relacio as componentes de v, utilizamos a propriedade de que R~ = RT

(R é ortogonal).
Ortogonalidade de R

Esta propriedade decorre da preservagao do produto interno quando mudamos de sistema. Sejam u,v em zyz e u/, v’
em x'y'Z', temos que:

w-v = |ullv|cosf e
W = |W|[W]|cosb logo
w-y = u-, ja que |u[ = |v/| e v = [

u-v = u-vu
R -R™ = o -
u/ ERT)T;zT / — u/ ’U/
v -RR™ = u-v=RR"=1
R" = R7!

onde I é a matriz identidade. Dai, concluimos que v’ = Ry
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Aplicagao ao estado triaxial de tensoes

Podemos aplicar estas relagoes aos vetores p,, e ]S[ para obter:
p=R"% e p'=Rp

N=R"N" e N =RN

Sabemos que . -
p= gN (em zyz) e B/ =g'N’ (em z'y’2")

Da primeira destas equagoes, obtemos:

BTB’ = ¢RTN' que, pré-multiplicada por R, resulta em
RRTp' = RgR"N'
ou p) = RgR'N'

Tendo em vista a segunda expressao acima, podemos concluir que:

¢’ = RaR"

Esta relacao pode ser invertida, fornecendo-nos:

g=R"¢'R

Estas duas expressoes nos permitem passar o tensor de tensdes de um sistema a outro.

Exemplo numérico

Dado o estado de tensdes num ponto definido pelo tensor mostrado abaixo,

1 0 2
=100 0 —1 1 | MPa
~ 2 1 0

a) Determinar oy/4/; Tpry € Ty sendo as diregoes z'y’z" definidas pelos vetores:

o o 2+2+k

y = i

S i) db
b) Determinar g’ referido a x'y’z’.

¢) Determinar a tensao tangencial total na face com normal z’.
Solugao:

a) Os unitarios das diregoes x'y’2’ podem ser obtidos imediatamente:

, 22—1—2:2-1-& S, 2. 2. ll%
RERVoZEe s R A

g i_l . ":lg_iﬁ
'Z, /12+12 o ‘Z, 2~ 22,

i+j—4k i J 4 -
K== . K==}
V12 4+ 12 1 42 V18 V18 V18

As tensdes pedidas podem ser obtidas a partir das equagdes abaixo:

Ozrer — € a tensdo normal no plano cuja normal é N = ¢/ sendo portanto a projecao de p,s sobre z'(i’)

Tgryr — € a tensao tangencial na diregao de 3/, no plano cuja normal é ]S[ =4/, sendo portanto a projecao de P
sobre y'(j')
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Tw . — € a tensdo tangencial na direcao de 2/, no plano cuja normal é JS/' =4/, sendo portanto a proje¢ao de py
sobre 2’/ (k)

Determinando p,s pela expressao p, = QJS] com ]S[ =4

10 27(3
prr =100 0 -1 1 %
2 1 0 1
3
A tensdo normal neste plano pode ser obtida pela projecéo:
400, 100~ A
o = —1 — ——7 + 200k
J4 3L 3 J + 200k
400, 100+ ~ 2, 2, 1.
'z = x"‘/: —i——] 200k ) - [ =2 -7 —k
7 Rar L < gt gLt ~> <3“ 3l+3~>

|00 = 133,3 MPa |

De modo similar, podemos obter 75/, = pg - §' € Tyror = py - k', 0 que resulta em:
) Yy vy

Tary = 117,85 MPa e 7,/,, = —165MPa

b) Calculo de ¢’ - Componentes do tensor de tensdo segundox’y’z’

Neste caso, utilizamos a relagao

g’ = RgR"
onde
2 2 1
3 3 3
2 2
= B 2
1 __4
V18 18 18
O que resulta em:
2 2 1
505 3 1o 273 % &
gd= L2 -2 o |1w0|0 -1 1 2 2 L,
~ 1 1 4 2 1 0 1 9 VB
V18 V18 V18 3 V18
133,33 117,85 —165
o =] 117,8 0 ~33,33 | MPa

- —-165 —33,33 —133,33

¢) A tensdo tangencial total no plano que tem como normal o eixo ' ou N = ¢’ pode ser obtida através de suas
componentes 7./, € T,/ da seguinte forma:

Te = A\[Toy F T

7 = /117,852 4+ (—165)2
7 = 202,76 MPa

7.4.3 Ortogonalidade das direcoes principais

Vejamos, agora, a posicao relativa entre as dire¢oes principais.

. Oe1, € . o . o
Sejam ‘L Quas tensdes principais e suas respectivas diregoes.
Oe2, 92
Podemos afirmar que:
261 = 0e1&y (a)
gy = Ol (b)

Pré-multiplicando (a) por é;7 obtém-se:
ézTQél = 0e1é2Té1
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Transpondo ambos os termos:

Como g = ¢”', vem:

Utilizando a relacgao (b) nesta ultima equagao, obtemos:

T AT,
Oe2€2 = Oc1€1 €2

€1
o que resulta em:

éJTé2(0'62 —0e1)=0

Como, em geral, 0.5 # 0.1, devemos ter que:

61763 =0=¢;-é2=0 logo ¢é1Lléy!

Analogamente, podemos provar que:

>

1 L A3 (§] é2 Lé3

donde conclui-se que as diregoes principais em torno de um ponto sao ortogonais.

7.4.4 Estacionaridade das Tensoes Principais

Apresentamos agora a principal caracteristica e propriedade dessas tensoes principais em torno de um ponto mostrando
que elas sdo os valores extremos (méaximo ou minimo) dentre todas as tensdes normais em torno deste ponto. Para tal
consideremos o tensor de tensoes num ponto descrito segundo suas diregdes principais que é dado por:

g1 0 0
~123 L 0 o9 0
- 0 0 03

O vetor tensao total num plano que tem sua normal com relagao a estas diregoes principais indicado por ]Sf vale:

pp=a®N com N={ m
n

Logo,

Pﬁ:{ o1l oom o3n }T

A tens@o normal neste plano vale:

on=pn - N= o1l? + oom? + o3n?

Como 12 =1—m?

—n?, podemos escrever:
on=(1- m? — n2)01 + m20oy + noy

Para determinar os valores maximos (extremos) de o, utilizamos as relagoes:

do,,
%:0:>2m(0'2_0'1):0
Oo,
%:O:>2n(0'370'1)20

Obtemos como solucdo: m =0; n =0e 2 =1 =1 = +1. Logo, a direcdo principal | = 1 ¢ uma direcdo na qual o
valor de o,, ¢ um extremo, mostrando que o1 é um destes valores. Podemos eliminar m e n da equagao de o,, e obter
resultados similares, mostrando que o1, 02 € o3 sao os valores extremos das tensdes normais em torno de um ponto.
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7.4.5 Tensoes Octaédricas

Determinamos, neste item, um conjunto de tensoes especiais empregado em um critério de resisténcia que sao as
tensoes octaédricas. Estas tensoes sao aquelas que ocorrem em planos que estao igualmente inclinados com relagao
aos planos principais em torno de um ponto. Asmm, por definigéo, os cossenos diretores de um plano octaédrico sao
obtidos através da seguinte relagao: se N = llz + le + lgk é um vetor normal a um plano octaédrico, tem-se:

3
Wty =2 Y3
3
jaque 1?2 +13+12 =1el; = Iy = I3. Existem, portanto, 8 vetores normais que definem os 8 planos octaédricos em
torno de um ponto, a saber:

+7

N} {+\/§ +£ \/g}

W [ vE 3
Noct - {_3 ? }
A V3 V3
J,\jict = {_3 _? 3}
NI
3 3 3
RO
3 3 3
. V3 V3 V3
Now = {+3 +t3 3}
L 2 {_\/?7 _V3 ﬁ}
X oct 3 3 3
o [ a s
3 3 3

A Fig. ilustra 4 desses planos e o plano octaédrico referente a N ( 1° quadrante). O tensor de tensoes referido

oct

3

Os eixos 1, 2, 3 desta

figura sdo as diregoes

principais em torno do Noct

ponto

2
1
Figura 7.24:
a estes eixos principais é dado por:
g1 0 0

g= 0 o9 O 01,09,03 — tensoes principais
- 0 0 g3

E?LCt =g ‘]S[(l;ct
g1 0 0 ? \/g g1
pot=10 oy 0 ¥ h =24 o
- 0 0 o4 3 30 o,
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E a tensao normal como:

oct _ _oct Nl

3
On Pn Yoct — ? {01 02 03} :

1
V3
3
resultando em:
oct _ 01+ 02+ 03
. 3
Como o1 + 03 + 03 € um invariante do tensor de tensoes, podemos afirmar que:

oct _ Tz T Oy t 02z

" 3

A tensao tangencial octaédrica pode entao ser calculada:

Toct = ‘B%Ct|2 _ (Uzct)Q

ou
2
a% a% U§ o1+ 09 + 03
Toct - 5 + e + - - 4

3 3 3 3

Logo,
1
Toct = g\/(Ul —02)% + (01 — 03)? + (02 — 03)?
Como as maximas tensoes tangenciais em torno de um ponto valem:
01 — 02 01— 03 02 — 03
mar __ maxr __ maxr __
T2 = D) T3 = D) Ta3 = D)

podemos afirmar que:

2
oot = 2/ (F3°2)? + (732)? + (32

Se efetuarmos estas determinacoes para qualquer um dos IN,.; obtemos estes mesmos valores!

7.4.6 Equacao de um plano
Da Fig. [7.25] temos:

x,y,z — Ponto genérico do plano 7
Zp, Yp, Zp — ponto genérico do plano (P) dado
N = xpi+ ynj + 2nk — Vetor normal ao plano (ndo necessariamente unitario!)

N

P(x,y,z,)

Figura 7.25:

Um vetor genérico pertencente ao plano m é dado por:

Uplano = (.’17 - xp)i—i_ (y - yp)] + (Z - ZP)E,

A condicao de ortogonalidade entre vpiano € ]S[ fornece:

Uplano - N = 0. Assim,
(x—zp)xn + (Y —Yp)yn + (2 —2p)2zn, = 0 ou
Tn® + YnY + 2n2 + (XpTn — YpYn — Zpzn) = 0

129

Como a equagao genérica do plano é Ax + By + Cz = D, dada esta equagao, é possivel obter um vetor normal

a este como v = Aj + Bi+ Ck (ndo unitério).
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7.5 Apéndices - Capitulo 4 - Estado Deformagoes

7.5.1 Rotagao do Tensor de Deformacao

As equacoes [4.27] [4.28] e [4.29] para a determinacgao das deformagoes lineares num sistema de eixos z'y’z’ podem,
imediatamente serem reescritas de forma conveniente como:

Exlg! = ],\:/vaz;’fv],\:/vr’ (735)
€yry = N;g&y’ (7.36)
€2zt = ],S]Z/E],\:]z/ (7.37)

Para a determinacao das deformacdes angulares num sistema de eixos z'y’z’ podemos, imediatamente reescrever as

equacoes [£.98] [£.39] e [£.40] de forma conveniente:

€y = NLeN (7.38)
€x/z = ],\:[;EENZ’ (7.39)
Cy'z = Naﬁlyz’ (7.40)

Matricialmente, podemos englobar esses dois conjuntos de relagoes ficando com:

la;’w lz’y lx/z €xx  €xy €xz la:’a: ly/x lz’a:
€= lyz lyy lys €xy  Cyy Cyz lary  lyry Loy (7.41)
lz’z lz/y lz/z €xz €yz €z lm’z ly’z lz’z
ou de forma simplificada:
€ = ReR” (7.42)

Esta expressao nos permite, dado € segundo um sistema de eixos xyz obter € referido ou medido noutro sistema de

eixos x'y’z’. tendo em vista o carater de matriz ortogonal de R pode-se concluir que:

e=R'¢R (7.43)

As expressoes acima mostradas representam ou definem a mudanga ou transformagao de um tensor de deformacao
referido a um sistema de eixos ortogonais quando modificamos, através de uma rotagao, este sistema. Deve-se observar
a semelhanca com as expressoes ja obtidas no estudo da transformacao do tensor de tensao.
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7.6 Apéndices - Capitulo 6 - Flambagem

7.6.1 Dimensionamento a flambagem - AISC

O dimensionamento de pilares de ago com carga excéntrica pode ser feito como uma flexao composta adotando-se uma
tensao admissivel (044y,) obtida a partir da tensao de escoamento do ago (o) pela seguinte relagao:

- (3) (A:m)Q]

onde F.S. designa o fator de seguranca que deve ser adotado e que varia com o indice de esbeltez do pilar de acordo

com a seguinte expressao: ‘
5 3 A 1/ A\
rs=3+32 ()
3 8 >\lim 8 )\lim
sendo o valor de A, o valor limite de esbeltez obtido através da Hipérbole de Euler quando 0.t = 0y/2 € XA é 0
indice de esbeltez do pilar considerado.

Iy

F.S.

Oadm =

7.6.2 Flambagem com Grandes Deformacoes

Finalmente, para examinar com mais acuidade o que ocorre com colunas sujeitas a compressao, podemos realizar um
estudo mais apurado do problema, o que nos permite determinar como é o comportamento para cargas maiores que a
carga de Euler.

Para este estudo, ndo podemos trabalhar com a expressao simplificada dada por:
M(z) _ d%
EI  da?

(7.44)

o . - ~ d .
na qual o termo da direita é uma aproximagao da expressao da curvatura quando d—y << 1, que é valida apenas na
X

hipotese de pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes. Quando esta aproximacao nao pode ser adotada, temos

- Yy ~ . .. .
que substituir T2 das equagoes diferenciais anteriores pelo valor correto da curvatura I
x S

Entao, considerando:
1 do
rds
ficamos, entao, com a seguinte equacao diferencial:

Eld—a-ku:O
ds

do
— +ky=0
ds TRy

Desenvolvendo esta equacao diferencial, ficamos com:

d?6
o2 + k% send =0
s

l
Obtemos para a flecha maxima por unidade de comprimento 7 em x = 5

™
Pcm't

onde p é uma variavel auxiliar que depende das condi¢oes de contorno do problema.

Na Fig. ilustramos o grafico desta relagao, que nos permite constatar o comportamento de uma coluna
para cargas maiores que a carga critica.

Na tabela abaixo indicamos alguns valores deste comportamento valendo apenas ressaltar a sua caracteristica nao-
linear.

1] 1.0157 | 1.063 | 1.152

- 0| 0.110 | 0.211 | 0.296
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20—
T
|
.a /
& 10
) a
L —y~|P
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T ZTNTR
|
|
T
A 0 ol 0.2 0.3 0.4
X — /L

Figura 7.26: Comportamento pés-critico de uma coluna

7.6.3 Acao simultanea - normal e momento fletor - Viga-Coluna

Apresentamos, neste item, o estudo de uma barra sob a agao simultanea de esfor¢co normal e momento fletor com vistas
a esclarecer os limites da aplicabilidade do principio da superposicao em casos de pilares submetidos a estes tipos de
esforgos.

Consideremos, para tanto, a barra mostrada na Fig. [7.27] sujeita a uma carga lateral @) e a um esfor¢o de compressao
P.

10 x|
—_— ""_‘_____EI " T
P &7 PNV
| ) | lé—i
i | Q P
] Q
2

Figura 7.27: Barra sujeita a esfor¢o normal e carga lateral

A expressao do momento fletor para esta viga é dada pelas seguintes equagoes:

Ml(x):%x—i—Py para 0<x<I[l-—c¢

Q=<

MQ(!E) = l

(l—z)+ Py para |—c<z<lI

As equacoes diferenciais que determinam os dois ramos da linha elastica para este caso sao dadas por:

Elyy = —My(z) = — Qe Py (a)

Elyy = —My(x) = -2y Py  (b)

Fazendo, como nos casos das barras do estudo de carga critica de Euler:

P

2—7
k_EI

(7.45)

obtemos para o primeiro trecho a seguinte equagdo (a):
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Py Qc
Elyy = ——=— A4
a2 VT TEn” (7.46)
cuja solugao é dada por:
y1 = Acoskx + Bsenkx — %x (7.47)
e para o segundo trecho (equagao (b)):
l—c)(l—-
y2 = Ccoskx + B senkx — w (7.48)
Neste caso, temos como condi¢oes de contorno as seguintes restrigoes:
ylx=0)=0 (7.49)
ylx=1)=0 (7.50)

Devemos também satisfazer as seguintes condi¢oes de compatibilidade que representam as restrigdes que as solugoes
tenham a mesma flecha e a mesma derivada (rotagdo) no ponto de aplicagdo da carga:

ne=Il—-c)=yw(z=10-c) (7.51)
yilz=l—-c)=ylx=1-c) (7.52)
As solugoes das equagoes diferenciais para cada trecho sdo dadas, respectivamente, por:

Q senkc @

V1= B onkl senkx — ik (7.53)
Yo = Qsenk(l = c) b;;:]:éi];l °) senk(l —z) — Q=== ;)l(l — x)x (7.54)
Para o caso particular de uma carga lateral aplicada no meio do vao (xz = ¢ = 1/2), temos que:
Y (x = é) = % (tgk; — ];l) (7.55)
Y (é) - 422;1 e tgza_ - (7.56)

kl

onde u = 7, 0 que nos permite escrever:

v(3) = wxtw (7.57)

onde yg é o valor da flecha no meio do vao quando P = 0. Este valor é determinado pela equagao da linha elastica
para este caso, conforme visto no estudo e determinagao da linha elastica:

3
Yo = 4;2;] (7.58)
e a fungao x(u) é dada por:
= — (7.59)
Per
onde )
p, ™M (7.60)

é a carga critica de Euler ou de flambagem, logo:

y (é) = yo—b iz (7.61)

e observamos que, quando

l
P—P,=y <) — 00 (7.62)
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3

Figura 7.28: Variagdo da carga lateral com a flecha (P X y(1/2)), sob a influéncia de esfor¢o normal

P%O:y(é) — Yo (7.63)

Na Fig. [7.28 apresentamos o grafico da variagao da flecha no meio do vao com a carga lateral quando aplicamos nesta
barra cargas de compressao medidas com relagao ao valor da carga critica para esta barra.

Desta figura podemos concluir que:
1 - Para um mesmo valor de @), com o aumento de P, a viga perde rigidez a flexao lateral devido a atuagao

desta carga de compressao P.

48FE1
2 - A reta obtida para o valor P = 0 é dada por Q = %y, resultado classico da flexao (flecha no meio do

vao para uma viga bi-apoiada com carregamento aplicado neste ponto).

7.6.4 Meétodos numéricos para a determinacao de cargas criticas
Método das Diferengas Finitas

Nesta segao discutimos e apresentamos os principais aspectos da metodologia denominada de método das diferencas
finitas, largamente utilizada na resolugao de equagoes diferenciais como aquelas que precisamos resolver para o célculo
de cargas criticas em barras comprimidas.

Este método tem sua aplicagao indicada quando temos barras com segoes e/ou materiais variaveis, o que pode tornar a
solucdo das equagoes diferenciais aqui consideradas extremamente dificultosa e/ou impossivel. A alta disponibilidade
e eficiéncia dos recursos computacionais colocados atualmente fazem deste método uma ferramenta cada vez mais
utilizada nesses casos.

Neste método, substituimos a equagao diferencial por uma equacao de diferengas finitas que, aplicadas a pontos
discretos do dominio, permite-nos substituir a equacao diferencial por um sistema de equagoes algébrico linear cuja
solugao sao os valores da solugao nestes pontos discretos escolhidos.

Diferentes e possiveis aproximagoes para o calculo da derivada de y num desses pontos discretos z;, que denominamos
de y/(z;) podem ser determinadas a partir dos valores de y nos pontos vizinhos a este, que sao os pontos ;11 e ;_1,
da seguinte forma:

e Diferenga “avancada” - forward

/ Yitrl — Ys
) = — 7.64
V(e = LM (7.64
e Diferenga “atrasada” - backward
’ Yi —Yi-1
N 7.65
GO —— (7.65)
e Diferenga “central”
Y (o) = YL YL (7.66)
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A derivada segunda, y”(x;), utilizando-se a aproximagao de diferenca central, pode também ser determinada como:

" Yit1 — 2¥i + Yi—1
y'(z;) = 7.67

( l) (l'i+l _ Sﬂi)Q ( )
Determinacao de cargas criticas

Passamos, agora, a aplicacao do método das diferencas finitas a determinagao de valores aproximados de cargas criticas
nos restringindo, aqui, ao caso de barras bi-rotuladas. Neste caso, pretendemos resolver a seguinte equagao diferencial:

P
y"(z) + ﬁy(x) =0 (7.68)
que, com k? = %7 é equivalente a:
y" () + k*y(z) = 0 (7.69)

Neste caso, substituiremos a Eq. na equagao diferencial acima, tendo como condigoes de contorno y(0) = y(L) = 0.
Como buscamos resolver casos com inércia/material variavel(is), a aplicagdo da aproximacao de diferenga central para
nossa equacgao diferencial no ponto x;, escreve-se:

Y(wiv1) — 2y(w) + y(xi-1) n Py(z;)
(Tigp1 — ;)2 E(x;)I(x;)

=0 (7.70)

ou, de maneira mais reduzida;:
Yitrr —2Yi +Yi-1  Pyi
(ig1 — x;)? E;I;

0 (7.71)

No caso de determinacao de carga critica aqui tratado vemos que recaimos em sistemas de equagoes algébricos lineares
que sao sistemas homogéneos que requerem para que tenhamos solugoes diferentes da trivial que o determinante da
matriz deste sistema seja nulo o que entao nos permite o calculo dos valores aproximados da carga de Euler procurada.
Além disto, é preciso ressaltar que quanto maior a quantidade de pontos em que dividimos a barra, este resultado muda
e se aproxima cada vez mais do valor exato do problema. Todo o processo é ilustrado com um exemplo, mostrando-se
inclusive, com este exemplo esta melhora na aproximacao resultante da inclusao de mais pontos na divisao da barra.

Neste caso, seguimos o procedimento a seguir enunciado como roteiro a ser seguido.

1. Dividir o comprimento da barra (0 < x < L), em n partes: tantas quanto necessarias para uma boa determinagao
de nossa aproximacao;

2. Aplicar a formula da diferenca central (Eq. [7.71) nos pontos da divisdo, obtendo um sistema de equagoes
algébricas linear que relaciona os valores de y nos pontos da divisao;

3. Aplicar as condic¢oes de contorno do problema no sistema montado;

4. Resolver o sistema de equacoes algébricas obtido, determinando o valor da linha elastica nos pontos da divisao.

Exemplo de Aplicagao

Consideramos aqui o caso de uma barra birrotulada de comprimento [ e médulo de elasticidade constante E e inércia
minima [ igual para todo o comprimento da barra. Inicialmente, dividimos a barra em dois trechos de comprimento
igual a /2, resultando, portanto em 3 pontos de coordenadas g = 0, 1 = 1/2 e x5 = [ nos quais as flechas sao dadas
Por Yo, y1 = /2 e y. Aplicamos a Eq para cada ponto de nossa divisao.

- Para o ponto ¢ = 0, temos:
Yy-1—2y+wy1 P
_—_— _— = 0
(é)Q + EIyO

como o valor da flecha y_; esta fora da barra, esta equagao deve ser descartada.

- Para o ponto ¢ = 1, temos:
Yo—2y1+y2 P
——— 4+ —y1 =0 7.72
e B e

- Para o ponto i = 2, temos:
y1—2y2+ys P
22T IS L T =0
b TE”

como o valor da flecha y3 esta fora da barra, esta equagao deve ser descartada.
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Utilizando-se, portanto, apenas a Eq. [T.72] e mais as condi¢des de contorno para este problema, que sio yo = y2 = 0,
obtemos imediatamente:

0—-2 —FO—%—PZ2 =0 (7.73)
Y1 4E1y1 = .
O que resulta em:
PE ) o (7.74)
Y\ 1ET - '
Que para ter solugdo de y; # 0 fornece:
pPI? 8ET
— 2= P=— .
Noli 0= B (7.75)
pilET

Tendo em vista que a solugdo exata (analitica) para este caso é dada por P..; = , observa-se, assim, uma

12
diferenca de 19% em relagao a solugdo exata para este caso.

Consideremos, agora, 3 divisdes da barra em trechos de comprimento igual a [/3, resultando, portanto em 3 pontos
de coordenadas zop = 0, 1 = 1/3 , 2 = 21/3 e x3 = [ nos quais as flechas sdo dadas por yo, y1, y2 € ys. Aplicamos
a Eq[7.71] nos pontos z1 e 2 de nossa divisdo, apenas, pois para zy e 3 recairemos em valores de deflexdes fora da
barra, como visto anteriormente. Assim, temos:

- Para o ponto i = 1:
Yyo—2y1+vy2 P
4 —y = 7.76
@7 e (x.176)

- Para o ponto i = 2:
B —2y2+ys P
== 4+ —y=0 .07
(1) i (7.77)

A aplicagdo das condigbes de contorno (no caso yp = y3 = 0) resulta no seguinte sistema de equagoes:

A=2)y1 +y2=0
y1—(A—=2)y2 =0

onde \ = ﬁ. Este sistema para ter solugao diferente da trivial requer que:
3
A=22-1=0
cuja menor solugao fornece P = 951 .

Este resultado difere apenas em 9% da solugao exata.
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7.7 Apéndice - Estudo da Energia de Deformacao

7.7.1 Introducgao

e Objetivo: Estudar e determinar a quantidade de energia armazenada em corpos deforméveis como os que cons-
tituem as estruturas.

e Finalidade: métodos energéticos que permitem determinar, por exemplo, a posicao de equilibrio dessas estruturas
(campo de deslocamentos, deformagoes e tensoes); aplica¢do nos critérios de resisténcia;

7.7.2 Trabalho de uma forga

Como modelo inicial para nosso estudo consideramos uma mola longitudinal que se deforma quando sujeita a uma
carga F' que a deforma quando seu valor vai de zero até o valor final F. Supomos:

a) Nao ha troca de calor com o meio ambiente.

b) O movimento de deformacao da mola é lento de modo que desprezamos as forgas de inércia e a energia
cinética do movimento.

Chamando:
W — Trabalho desta forga;
Ur — Energia interna acumulada sob a forma de energia de deformacao;
K — Energia cinética, temos que:
W=Ur+K (7.78)

A segunda hipotese anterior nos permite afirmar que K = 0, logo:

W = Ur (7.79)

Sabemos que o trabalho de uma forga pode ser obtido:

A2 N
U=W= F.dr (7.80)
Ay
ou:
Az
U= / (Fpdx + Fydy + F.dz) (7.81)
Ay
Aplicagao ao caso de uma mola
No caso de uma mola: o
W=Ur= / F(z)dx (7.82)
0
onde: I — Forca necessaria para produzir o alongamento zy da mola. Logo:
Tf zf
W =Ur :/ F(x)dx :/ kxdx (7.83)
0 0
ja que F(x) = ka.
Temos entao: i
Ur = 5k} (7.84)
ou, se chamamos zy = x:
1
Ur = 514:1”2 (7.85)
Podemos ainda dizer que:
1
Ur = ng (7.86)

Estas expressoes constituem o teorema de Clayperon que estabelece que:

“Quando uma carga cresce progressivamente de zero até o seu valor final, o trabalho de deformagao, em regime elastico
linear, é a metade do que seria realizado se a carga agisse desde o inicio com o seu valor final atual”.
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Caso de barras com Esfor¢o normal (N) constante

Podemos imediatamente aplicar esta expressao ao caso de uma barra sujeita e um esforgo normal constante ja que
esta tem comportamento similar ao de uma mola, tendo em vista que:

Fi ES

Al = oG — F = TAZ (7.87)
onde observamos que k = ETS ex = Al
Assim, teriamos para este caso:
W= Ur = SNAI (7.88)
com esforgo normal N = F e podemos afirmar que:
Ur = %% ouUr = %NAZ (7.89)

Expressoes da energia em termos das tensoes e deformacgoes

Como Ur = %%—g, multiplicando numerador e denominador por S:
1 N2IS N2 1
Up — = - 7.90
TToES T 22K (7.90)

onde V é o volume da barra. Assim, podemos determinar para este caso a energia especifica de deformagdo ou energia
por unidade de volume, obtendo-se para esta:

Wr _ U= U—i‘” Energia especifica de deformagao (7.91)
v = 1U= 55| gia esp ¢ .
Ou ainda (ja que 0., = Eegy):
1 1
U= 50'9;9;6;,” ou|U = §Eeim (7.92)

Barras (curtas) a cortante constante

Examinamos em seguida o caso singular de uma barra curta sujeita a um esforco constante. Neste caso o teorema de
Clayperon nos assegura que:

Ur = % (7.93)
Assumindo vy pequeno — v = tgy = £, temos:
_ @h
vr =4 (7.94)
que, multiplicada por S no numerador e denominador, fica:
Qv
Ur = —— 7.95
T~ 728 (7.95)
Logo a energia especifica de deformagao neste caso é dada por:
dUr | Qv
Supondo neste caso que T = % (pegas curtas) e com a Lei de Hooke para cisalhamento vy = &. Obtemos entao:
U= L (7.97)
el '
v="7 (7.98)
2
G 2
U= 727 (7.99)
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7.7.3 Energia de Deformagao para um estado triaxial de tensoes
Trabalho das Tensoes normais

Para um prisma com tensado normal o, considerando um prisma de comprimento dz e area dydz) temos:

AU = oy,dydz  degadx (7.100)
—_—_—— N——

Forga alongamento

dUL™™ = 0gpdegdadydz (7.101)

AUT™™ = 0ppdeg,dV (7.102)

v = | { / amdem] av (7.103)
14 0

A energia especifica de deformacao neste caso pode ser dada entao por:

ge== :/ l Opaleps (7.104)
0

Para as outras tensoes (o, € 0., obtemos:

Cyy
Uew :/ ooiE, (7.105)
0
Ue== :/ 0,.de, (7.106)
0
e temos que:
€xx €yy €zz
U:/ Oppdery + / Oyydeyy + / 0, de, (7.107)
0 0 0

onde €;z, €yy € €., dependem de 04, Oyy € 0.

Trabalho das Tensoes tangenciais

Analogamente teriamos para as tensoes tangenciais considerando um prisma de comprimento dz e area dydz com
tensao tangencial 7, temos:

AU = 1pydydz  drygyda (7.108)
—— N——

For¢a alongamento

que, por unidade de volume resulta em:

Yoy
Tey —
UTwy = / Toy@Vay (7.109)
0
Analogamente, podemos escrever para as outras duas tensoes tangenciais 7., € 7y:

Yz
U'== :/ Taz Vs (7.110)
0

Yyz
Ut — / Tysrs (7.111)
0
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Energia especifica de deformagao para um estado de tensao triaxial

A soma das parcelas individuais acima calculadas pode ser obtida da seguinte maneira:

U= [ogpdess + [oyydeyy + [0..de..+
(7.112)

J Tay@Vay + [ Taedye: + [ Tyadyy.

Essas parcelas devem ser somadas (integradas) quando as deformagdes variam de zero até o valor final. Obtemos entao
a partir da lei de Hooke generalizada:

U = =1 Ovadosy — v(doy, + do..)]
+ [ oyydoyy — v(dos, + do.)]
(7.113)
+ %[f Uzzdazz - V(dO’Im + dO’yy)}
+ é [ Taydray + é [ Turdres + é [ Tyadry.
Observando-se que:
f UEE dO—IfL’ = ﬁ(ogz)
fyffgm dO'yy + V%da-l'w = %(U»LLo'yy) (7114)
f%dTwy = %(Ta%y

Procedendo de modo similar com os demais termos podemos integrar o termo da direita quando as tensoes variam de
zero até seu valor final obtemos:

1 v 1
U= ﬁ(aiw ar Uiy - O-,zz) . E(Uma;ayy + OyyOzz + Uxmozz) + %(sz + Tmzz + T;z) (7115)
Utilizando novamente a lei de Hooke generalizada podemos escrever:
Ev G
U= m(@cm + €yy + 622)2 + G(Eix + Eiy + Egz) + i(yiy + 'Yiz + "Y;Z) (7116)
Em termos das tensoes principais:
U= -——=(o}+o2+03)— 3(0102—1—0203—1—0103) (7.117)
Densidade de Energia de Distorgao
Tendo em vista que qualquer tensor de tensao g pode ser decomposto como:
c=an+ap (7.118)
on — tensor de tensao hidrostatico;
gp — tensor de tensao desviador.
Logo:
U = Upidro + Up (7.119)

onde: Up;gro — Energia especifica de deformagao referente & variagao de volume;

Up — Energia especifica de distorgao.

Como:
1 00
gh=o0r| 0 1 O (7.120)
- 0 0 1
com
Uh:m (7.121)

3
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obtemos para Up;gro:

1 v
Unidro = ﬁ(a,% +o02402) - E3a,§ (7.122)
obtendo:
1—2v 9
idro = — L5 12
Uhid B (01 + 02 + 03) (7.123)
Obtém-se Up pela diferenca:
Up = U — Unidro (7.124)
e temos que:
l+v 2 2 2
Up = 6E [(o1 —02)* + (01 — 03)° + (02 — 03)7] (7.125)

7.7.4 Energia de deformacao em funcao dos esforcos em barras prismaticas

Tendo em vista a utilizacao das expressoes do trabalho realizado pelos esforgos em barras prismaticas e seu emprego
em principios tipo dos trabalhos virtuais, determinam-se a seguir os valores das energias de deformagao em barras
quando os esforcos atuantes nestas sdo variaveis.

1 N2

Ur=3%&s

(quando N constante) (7.126)

e Barra sujeita a esfor¢o normal variavel

Para um trecho de barra sujeito a esforgo axial (comprimento dx), generalizando as expressoes anteriores, temos que:

l 2
[ 1 N(x)
Ur = /0 3 ES dz (7.127)
e Barra sujeita a esforgo cortante variavel
Qyh _ QTh _ Q%h
= = = -12
Ur 5 50 = 2GS (Quando @ constante) (7.128)
l 2
1Q(x)
= = d 12
Ur /O 2GS (7.129)

Para o caso de barras nao curtas onde néao é possivel (devido a ocorréncia do cisalhamento longitudinal) desprezar a
concomitancia da a¢do de Q com M (momento fletor) utilizamos:

[P 1EkQ(x)?
UT—/O 5 ag @ (7.130)

e Barra sujeita a esforco de flexao
Para M (fletor) constante num trecho obtemos pelo teorema de Clayperon para este caso:

_ My

Ur 5

(7.131)

onde ¢ — & a rotagao relativa entre as segoes.

Neste caso tratamos a barra como uma mola a flexdo isto é, para um trecho de viga de comprimento dz, admitindo-se
M = M (z) teriamos:

M M
onde ds — ¢é o elemento de comprimento de arco;
Assim obtemos:

! 1 "
UT:/O %M(m)dgpz/o %M(x)ﬂ/‘gl)dx (7.133)

2E1

UT:/OlM(x)Q x

d

(7.134)
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e Barra sujeita a torgao

Para uma barra sujeita a um momento torsor constante obtém-se:
1
Ur = §T9 (7.135)

T — momento torsor;
onde # — é a rotagao relativa entre se¢oes medida no plano da segao.

Para um trecho de comprimento dz teriamos:

T(z)

df = d 7.136
ar, & (7.136)
onde I; — é o momento de inércia polar da segao;
il
Ur = / §T(x)d9 (7.137)
0
l 2
T(x)
Ur = d 7.138
T /0 26T, " (7.138)
e Trabalho ou energia de deformacao total
Somando-se as contribuigoes anteriores temos:
l 2 l 2 l 2 l 2
1 N(z) 1kQ(x) / M (x) / T(x)
Ur = - d - d d d 7.139
T/O2ES x+/02c:s T eEr T, 2an (7.139)

7.7.5 CAalculo do coeficiente k

Tendo em vista a diferenca da distribuicao das tensées de cisalhamento em barras curtas, onde esta tensao pode ser
assumida como uniformemente distribuida pela se¢do em contraste com a distribuicao parabolica do cisalhamento
longitudinal em vigas, é usual no calculo da parcela da energia ou do trabalho virtual associado ao cortante a inclusao
de um parédmetro k conforme mostrado na segao anterior. Nesta secao buscamos a determinagao deste coeficiente, que
depende da forma da segao transversal da viga.

Vimos que para pegas curtas a energia de deformacao total acumulada na peca(Uy,:) é dada por:

l 2
T:Q:>Utot: Qi

S i Sagi (7.140)

Queremos utilizar esta mesma expressao(em funcdo do esforgo cortante) para a determinagao da energia de deformagao
em vigas devido a este esforco cortante, sabendo que, neste caso, a distribuicdo de tensoes na secao é dada por:

_Qum,
t1

(7.141)

Assumimos que esta energia pode ser determinada, neste caso de vigas, definindo-se um coeficiente k£ de tal modo que
possamos utilizar a expressao:
l kQQ

U= o, 2GS

dx (7.142)

Para a determinagao deste coeficiente partimos de que em ambos os casos a energia especifica de deformagao pode ser
obtida por:

L 5

U:%T

(7.143)

Logo, a energia total de deformacao pode ser calculada por:

72 b
= | —dV = — 2dydz v d 144
Usot /VQGV /()QG{/z/yT yz}x (7.144)
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Considerando a distribui¢ao das tensoes de cisalhamento em vigas, pode-se reescrever:

l 2 2
| Q2 M
Usor = /O 2G{ / E dydz}das (7.145)

como @ e I nao variam no campo da se¢ao podemos afirmar que:

L M2 2
B Q 1/]\/[S
Utot—/o 26\ Js P as ¢ dx (7.146)
Logo,
! Q2
Utot = o kﬁdl} (7147)
com:
S [ M2
k= ﬁ/s P ds (7.148)

Determinagao do coeficiente k em segoes retangulares

Para uma secao retangular b x h, considerando a atuacdo do cortante (), podemos expressar o momento estético de
um trecho que vai da ordenada y até % sendo y distancia até a linha neutra da flexao como:

h 1 h
My=|(=—y)= - — .14
(G -5+ o5 -0 (7.149)
que resulta em:
b
M, = g(h2 — 4y?) (7.150)
Utilizando a expressao de k obtida anteriormente, considerando-se que neste caso S = bh e que I = %, temos:
h 2
bh > (P 1
k=-—7—2 ~(h* —4y*)| —dyd 7.151
a, [, [50 =) e (715

donde obtemos para se¢ao retangular k = 1, 2;

Podemos proceder de modo analogo e obtemos para segoes circulares cheias k = 1,11 e, para sec¢oes circulares
de parede delgada, k = 2.
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