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Exercicio 1:

a) Determinar o vetor tensao total Pn'

O vetor unitdrio normal ao plano é 1/3(2i + j + 2k).
Multiplicando o tensor pelo vetor unitdrio, temos:

pn=ax N
25 0 0 % 16, 6667
pn=1{0 =30 —60| x 1] = —50
0 —60 5 2 —16, 6667

O modulo do vetor tensdo total é dado por:

|9u] = /(16,6667)2 + (—50)2 + (—16, 6667)?

|pn| = 55,28 MPa

b) Determinar as componentes do vetor normal e cisalhante neste mesmo plano.
A tensdo normal € dada por:

~

Jn:,%-N

o, = (16,6667 —50 —16,6667) x

QOO [N

o, = —16,67 MPa
7= 4/ (l6a)? = (0)?

Tn = \/(55,2771)2 — (—16, 6667)2
T, = 52,70 MPa

¢) Determinar as tensdes e dire¢des principais e esbogar o tricirculo de Mohr.

O'g — [1.0'2 -+ [2.0'6 — [3 =0

1



I =25-30+5=0

25 0| [25 0] |30 —60
12—‘0 _30‘+‘0 5‘+‘_60 5'_—4375
25 0 0
Iy =|0 =30 —60| = —93750
0 —60 5

02 — 43750, + 93750 = 0

Uma das raizes da equacgio € 25, pois ndo existe tensao tangencial atuando no plano xy
(Tay = Tz = 0). Assim, as outras raizes sio facilmente encontradas e sdo dadas por:

o. = 50 MPa
0. = —75 MPa
Por convengao:
o, = 50 MPa
09 = 25 MPa
03 = —75 MPa
Direcéo principal 1.
25— 50 0 0 [y 0
0 —30—-50 —60 |.|/my| = |0
0 —60 5 —00| |n 0
Sabendo-se que o vetor € unitdrio:
P+m?+n*=1
l] = O,mz = —076,77/1 = 0,8
Direcao principal 2.
25— 25 0 0 ly 0
0 —30—-25 —60 |.|mqe| = |0
0 —60 5 — 25| [ng 0
Sabendo-se que o vetor € unitério:
P+m?+n?=1
lg :1,m2 :0,712 =0
Direcéo principal 3.
25 — (=75) 0 0 l3 0
0 —30 — (=75) —60 .ms| = |0
0 —60 5—(=75)| [ns 0

Sabendo-se que o vetor € unitdrio:
P+m?+n’=1
lg :O,m3 :O,S,TLg 20,6



Verifique se as dire¢des sdo perpendiculares entre si (produto escalar de dois a dois é nulo):
€1 1 €9 1 €3

Encontrando os centros e raios dos Circulos de Mohr:

09 + 03 . 25 + (—75)

O =22 > — 95
02:(714—0'3:50—0—(—75):_12’5
2 2
50 + 25
CS_O'I—;O'Z_ —; :37’5
_ 25 — (—75
31:02203: ; ) _ 50
_ 50 — (=75
R2201203: ; ):62,5
_ 50 — 25
R3:01202: — =12,5
T
25 712|,5 25 37“5 50 -

Figura 1: Tricirculo de Mohr.

Exercicio 2:
Seja o tensor de tensdes (valores em MPa) para um ponto P, no espaco (X,y,z),
a) Determinar as tensoes e dire¢des principais e esbocar o tricirculo de Mohr.

0':2 — 11.0'2 + IQ.O’E — Ig =0

I =57+ 50 + 43 = 150

57 24+0 24+57 0
24 43 0 43 0 50

57 0 24
Is =0 50 0] =93750
24 0 43

12:‘ ‘:6875



o2 — 15002 + 68750, — 93750 = 0

Uma das raizes da equacio € 50, pois ndo existe tensao tangencial atuando no plano xy
(Tzy = Toz» = 0). Assim, as outras raizes sdo facilmente encontradas e sdo dadas por:

o. = 25 MPa
o, = 75 MPa
Por convengao:
o1 = 75 MPa
0y = 50 MPa
03 = 25 MPa
Direcao principal 1:
27— 175 0 24 [y 0
0 o0 — 75 0 my| = |0
24 0 43 - 75| |m 0
Sabendo-se que o vetor normal € unitério, tem-se:
l] = O,8,m1 = O,TL] = 0,6
Direcao principal 2:
97 — 50 0 24 lo 0
0 20 — 50 0 .|ma| = {0
24 0 43 — 50| |nq 0
Sabendo-se que o vetor normal € unitario, tem-se:
lg :O,mg :1,712 =0
Direcéo principal 3:
o7 — 25 0 24 l3 0
0 50 — 25 0 .|mg| = {0
24 0 43 — 25| |ns 0

Sabendo-se que o vetor normal € unitdrio, tem-se:

lg :0,6,m320,n3:—0,8

Verifique se as dire¢des sdo perpendiculares entre si (produto escalar de dois a dois é nulo):
€1 1 €9 1 €3
Encontrando os centros e raios dos Circulos de Mohr:
o2 + 03 . 50 + 25
2 2
o1+ 03 . 75+25 .
2 2

Clz

= 37,5

Cy = 50




o1+ 02 75+50
e = = 2
Cs 5 2 62,5
— -2
R1:O'220'3:502 5:12’5
— 75 — 25
32:01203: 5 — 925
— 75 — 50
33:012"2: — =12,5
T
| 50
12,5

25 375 50

625 75

Figura 2: Tricirculo de Mohr.

b) Decompor o tensor em suas partes esférica
Hidrostatico:

(hidrostatica) e desviadora:

p 0 0
a,=10 p 0
- 00 p
o1+ 09 + 03 B 75450 + 25 — 50
= 3 = 3 =
50 0 O
on=10 50 O
N 0 0 50
Tensor Desviador:
04 = Qzy> — Qh
o7 0 24 50 0 O 7T 0 24
0 50 0}—=1]0 50 Of=|0 0 O
24 0 43 0 0 50 24 0 =7
c¢) Para o plano do primeiro quadrante.
t 4
Ooct = T(U) = ST +50+43 = 50 MPa
3 3
~ 2 [[(o1—09) 2+ (01 — 03) 2+ (02 — 03
3 2 2 2



[ [ e

Exercicio 3:
Célculo do estado de deformacao pela lei de Hooke generalizada:

€ 1 —v —v 0 0 0 O g
Eyy —-v 1 —v 0 0 0 Oyy
€| L1 |l—v —v 1 0 0 0 0.,
2.6 E|0 0 0 2(1+4v) 0 0 Tuy
2.6, 0O 0 O 0 2(1+v) 0 Tez
2.6y, 0 0 0 0 0 2(14+v)| |7y
Substituindo os valores:
€xa 1 -0,3 =0,3 0 0 0|12
Eyy -0,3 1 —-0,3 0 0 0 |10
€2 | 1 -0,3 -0,3 1 0 0 018
265y 2,1-103] 0 0 0 2,6 0 01]|0
2.6, 0 0 0 0 2,6 0[5
2.€y, 0 0 0 0 0 2,6/|6

Temos, entao:
3, 1429 0 3,0952

€= 0 1,9048 3,7143|.107°
3,0952 3,7143 0,6667

Na direcdo PQ, temos:

A

€nn = ]S,[TEN
Onde:
N =PQ = (0,2,2) — (2,0,0) = (—2,2,2)

_ -3

o N (—2,2,2) _(=2,2,2) %5

~ NI V(=2)2 422 4 22 V12 V3

3

Assim,

3,140 0 3,0052| |22
ennz‘—ﬁ Y3 Vg‘ 01,9048 3,7143|| ¥ | 107
3,0952 3,7143 0,6667|| v3

=3 V3 3

.|-0,0159v/3 1,8730v/3 0,4286v/3|.107°

Resultando em:
€nn = 2,3175-1073

PQrovo = PQ(1 + €n) = 2V/3 - [1 +2,3175-107%] = 3,472 em

Exercicio 4:



O vetor normal ao plano em questdo € dado por:

AC=(0 0 2)—(2 0 0)=(-2 0 2

AB=(0 2 0)—(2 0 0)=(=2 2 0)

B T 7k
N=|-2 2 0= (4 45 4k)
-2 0 2
Vetor unitdrio normal ao plano:
_ V3
N = N %3
™~ 5
3
Multiplicando o tensor pelo vetor unitdrio normal ao plano, teremos o vetor tensdo total:
18 0 -12\ (¥ 23
pm=1 0 -6 0 B =(2v3
-12 0 24 V3 44/3

Exercicio 5:

Este exercicio pode ser pulado, pois o veremos em mais detalhes na matéria da 3a prova
Exercicio 6:

Célculos dos esfor¢os internos na se¢ao do engaste:

N=75-20—-7,5=—-20kN

Q, = 10kN

M, =—(7,5-0,1) —(20-0,1) = —2,75 kNm

M,=—(7,5-0,2)+(20-0,2) — (10-2) = —17,5kNm
A expressao para o cdlculo da tensdo normal € dada por:

_ N My Mz
S I,

Oz

Substituindo-se os valores, vem:

~20-10° (-17,5)-10° (=2,75)-10%

~ 200 - 400 200-400° 400-2003
12 12

Oz

Coordenadas dos pontos analisados: A (-200,-100), B(-100,-50), C(0,0).
Substituindo-se os valores, vem:
o4 = 2,000 MPa

og = 0,875 MPa
oc = —0,250 MPa
A expressao para o calculo da tensdo tangencial é dada por:

QM
bl

T



As tensdes nos pontos analisados sdo dadas por:
(10-10%)-0
TA = 500 . (2004008
(F)
(10 - 10%) - (200 - 100 - 150)
. 3
200 - (200{;00 )
(10 - 10) - (200 - 200 - 100)
. 3
200 - (20014é00 )

Owz Tay) (2 0
(Txy ayy> - <O O) MPa
Oxe Tay\ _ 0,875 0,141
(rxy ayy> - (0, 41 o ) MPa

Ows Toy)  [—0,25 0,1875
(sz Jyy)_(0,1875 0 MPa

As tensdes principais sao:

= (0 MPa

TR = = 0,141 MPa

To = =0, 1875 MPa

Tensor de tensoes:
Para o ponto A:

Para o ponto B:

Para o ponto C:

Ozx + o Ogze — O
ors = (B [P

Para o ponto A:
o1 =2MPae g3 =0 MPa

Para o ponto B:
o1 =0,8972 MPa e 03 = —0, 0222 MPa

Para o ponto C:
o1 = 0,1003 MPa e 03 = —0, 3503 MPa

Circulos de Mohr:
Para o ponto A:
o1+ 03 240
Cy= = = 1,00
A 9 9 )
01— 0 2—-0
RA = Tamaz = - 9 2= 9 = 1,00
T
h
1‘60 2,00 6

Figura 3: Circulo de Mohr



Para o ponto B:
o1 +os  0,8972 + (—0,0222)

Cp = 5 5 =0,4375
— 0,8972 — (-0, 0222
Ry = Tomas =~ = = é ) _ 0,4507
T
10,4597
10,0202 o,zluags 0,8092 &
Figura 4: Circulo de Mohr
Para o ponto C:
0,1003 + (-0, 3503
00201—503: ) +; ) ):_0’125
— 0,1003 — (-0, 3503
RC’ = TCmazx = 7 9 75 = - é 7 ) = 072253
T
0,2253
0,3503 70“125 ‘ 0,1003 6
Figura 5: Circulo de Mohr
Exercicio 7:
Calculo das deformacgoes
€EAB = €zz © €4D = €yy
(. = Alf)ngament'o 'de 0, 2mm _ 0,2 _ 49.10°3
Comprimento original de 100mm 100
Encurtamento de 0, 08mm —0,08 4.10-%
€ - e == —4 .
¥ Comprimento original de 20mm 20

Na dire¢do AC, para § = 45°:

_ Alongamento de 0,03mm 0,03 111073
~ Comprimento original de 30mm 30

Enn



Usando a equagdo abaixo:

- €z 1 €y N (€ €yy)- €0s(20) 4 ey sen(20)
2 2
e substituindo os valores encontrados, tem-se:
2.-1073—-4-.1073 (2- 1073 — (—4- 10_3)). cos(2.45°)
2 + 2

1-107% = + €,y.5en(2.45°)

Resolvendo, temos:
€oy =+2-107% = 7, = +4-107

O calculo das tensdes serd feito a partir da Lei de Hooke para o estado plano de deformacao:

Oz L v 0 €2z
oyl =E/(1— VQ) v 10 |6y,
Toy 0 0 B2 |yay
Substituindo os valores ja encontrados, temos:
Opx 1 0,3 0 +2-1073
oyl =2,1-107%/(1-0,3%)(0,3 1 0 |.|-4-1073
Tay 0 0 2 |4a.107

Resolvendo, temos que: 0,, = +1,85 MPa, 0, = —7,85 MPa e 7,,, = +3, 23 MPa.

Exercicio 8:
a) Analisando-se as tensdes, o tensor serd dado por:

[ Owx —15
2= (=15 10

A tensao normal em x serd calculada pela tensdo em uma dire¢ao qualquer. No caso, a dire¢ao
€ a normal do plano que contém essa tensdo e seu angulo € 150°:

30 MPa

[ssf 1

Figura 6: Angulo da direcio

Utilizando a expressdo abaixo:

Opz + 0y (Ogy — 0yy).c0520
2 2

Opn = + 04y.5en20



e substituindo os valores ja encontrados, vem:

Oze +10 (02e — 10).cos(2.150°)

30 =
2 2

+ (—15).sen(2.1507)

Resolvendo, tem-se: o,, = +19, 35 MPa.

b) A variagdo do comprimento de um segmento na dire¢do de AC que tenha comprimento
inicial de 5 cm.

Utilizando a Lei de Hooke, vem:

(S 1 -V 0 Oz
€| =1/E|—v 1 0 |.]oy
Yoy 0 0 (1;”) Ty

Substituindo-se os valores ja encontrados, tem-se:

€r 1 -0,3 0 +19,35
€| =1/(2,1-10°)|=0,3 1 0 +10
Yay o o W] 15
Resolvendo, vem: €,, = +7,78 - 1073, ¢, =2,00- 103 ¢
Yoy = —18,57 107 = €,,, = —9,29 - 107,
Pela equacio:
P €zz T €yy (eza: B GZI?J)‘COSQ@ 4 Exy.SGTLQe
2 2
Substituindo-se os valores para § = 60°, temos que: €,, = —4,597 - 1073

Assim:
Ay = (comprimento original).e,,, = 50.(—4,597 - 107%) = —0, 23 mm

Exercicio 9:
Sendo o tensor de tensoes:

Q::

30 —60

’45 30 ‘ MPa

As tensoes principais sdao dadas por:

Ope + O Ogye — O
13 = (Tyy) + \/(TW)2 + (Ta:y)2

o153 = (45%(_60)) 4 \/(WV + (30)2

Assim,
o1 =52,96bMPa e o3 = —67,965MPa

Direcdes principais:

27,
tg260 = Tay

Ogx — Uyy
2.30

120 = — =%
T2 = 45— (=60)

= 10,5714



20 = 29,7448° — 0, = 14,8724°.
03 =0, — 90° — 03 = —75, 1276°

Ou
03 = 61 +90° — 63 = 104, 8724°

b) A tensdo de cisalhamento maxima e a tensao normal média sdo dadas por:

— 52,965 — (—67,965
Tmax = n 7 - 7 ( 7 ) = 60, 47 MPa
2 2
92,965 + (—67,965
O-medzo-l_go-gz 7 +§ 7 ):—775MP3

¢) Esboco do circulo de Mohr.
Como ja sabemos, o centro do circulo de Mohr € a tensdo normal média e o seu raio, a tensao
cisalhante maxima. Assim:

T

60,465

67,965 5 52 965 5

Figura 7: Circulo de Mohr

Exercicio 10:
Para o tensor de deformacao:

€ = 1076

—350 140

As deformacgdes principais sdo calculadas a partir da equacao abaixo:

‘ 480 —350

(S + € €xgz — €
€1,3 = (Tyy) + \/(Tyy>2 + (€ay)?

Resolvendo:

)2 4 (—350)2

€13 = (

480 + 140 480 — 140
—) + \/(—
2 2

Assim,
€1 = 553,978 -107% e €3 =66,022-107°

Direcdes principais:

2€,
tg2f = — S
€xz — Eyy
2.(—175)
20 ="V — 10204
920 = o —1ag ~ 1 0%

20 = —45,8303° — 0, = —22,92°



93 =0, +90° — 63 = 67, 08°

Observe que € indiferente somar ou subtrair 90° para a determinagao de 0s.
A méxima tensdo cisalhante é dada por:

e —es (553,978 — 66,022) - 10~°

cymaz = = = 243,98 -107°
Cay, 2 2

E a maxima distor¢do angular:
Veymaz = 2-€xymaz = 2-243,98 - 107° = 487,956 - 107°

Exercicio 11:
Considerado a dire¢cdo OA como zz, temos que €4 = €,,. Utilizando as equacdes de
deformacdes em uma determinada direcao:

- €z T Eyy N (€xg — €yy).c0520 + ey.50n20
2 2
E usando para as direcdes dos strain-gages B (6 = 40°) e C (f = 140°), temos o sistema de

equacoes:

1100 - 10~ 1100 - 106 .c05(2.40°
1496 - 106 = 11 2 ey (110010 +2€yy) cos(240%) | €y-5€n(2.40°)
¢ 1100-107%+4¢,, (1100 -107% 4 €,,).cos(2.140°) .
—39,44-107° = 5 + 5 + €y.5en(2.140°)

Resolvendo, vem:
€yy =200-10"% e e, = 780-107°

Utilizando a equacgdo da lei de Hooke, podemos encontrar a tensdo normal na dire¢do x:

E
m.[ﬁrx -+ V.Eyy]

Ogyx =

70 -10?

— W.[1100 -107° +0,33.(200 - 107%)] = 91,6 MPa

O-QECC

Exercicio 12:
Célculo dos esforcos internos na secao:

N =25 -cos30° = 21,65 kN

Q, = (8-3) +25-sin30° = 36,5 kN
M, =—(8-3-1,5) — (25-sin30° - 3) = —73,5 kNm

Expressao para o cilculo das tensdes normais:

N n M.y
%= 9 T,
Substituindo-se os valores, vem:
(21,65).10° (—73,5).10%.y

Oy =

+ - (



Coordenadas dos pontos analisados: A(—100,0), B(100,0), C(110,0).
Substituindo-se os valores, vem:
o4 = 148,29 MPa

op = —141,08 MPa
oc = —155,55 MPa
Expressao para o cdlculo das tensdes tangenciais:

_ Q.M
bl

T

Para o ponto A:

- 10%).(200.10.1
-, _ (36,5-10%).(200.10.105)) 15,00 MPa

- 10'(<200i22203> . (2_95.122003)>

Para o ponto B:
36,5 -10%).(200.10.(105
B = 36, 200.220)3 ( 95.(2003 ) = 15,09 MPa
10.((F557) — (2.5557))

Para o ponto C:

(36,5 - 10%).0
To = = 0 MPa
10'((200@203) . (2_95.125)03))

Oze Tay\ _ (148,29 15,09
(Twy Uyy) B (15709 0 MPa
Oze Tay\ _ (—141,08 15,09
(Txy Uyy) B ( 15,09 0 MPa
Oue Toy\  [—155,55 0
<Txy O'yy) N ( 0 0 MPa

Opr + O Ogpe — O
013 = (= 2 -) £ \/( 2 ) (Tay)?

Tensores de tensdes:
Para o ponto A:

Para o ponto B:

Para o ponto C:

As tensdes principais sao:

Para o ponto A:
o1 =149,8 MPae o3 = —1,52 MPa

Para o ponto B:
o1 =1,6MPae o3 =—142,7 MPa

Para o ponto C:
01 = 0MPae o3 = —155,55 MPa

Circulos de Mohr:

Para o ponto A:
149,8 + (—1,52
CA:"lJQ”’?': ) +2( 92) _ 2y 15




— 149,8 — (—1,52
RA201203: ; 2( ) ):75,67

T

75,67

.
,1,52‘ 7415 149,82 &

Figura 8: Circulo de Mohr

Para o ponto B:
o1+ 03 1,6—}-(-142,7)

Cp = 5 = 5 = —70,55
— 1,6 — (—142,7
Ry D0 L6 (127 L, o
2 2
T
72,15
1427 ,7:),55 ‘ 16 4
Figura 9: Circulo de Mohr
Para o ponto C:
0+ (—155,55
Cp= T8 _0F(Z195,55) o o
2 2
— 0 — (—155,55
Ro= =% 0= (FI55,55) _ o o
2 2
T

177,76

1
7,76 155,52

&

Figura 10: Circulo de Mohr



