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Exercicio 1:
Inicialmente, calculam-se os momentos de inércia em relac@o aos eixos ¥ € z baricéntricos.
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Figura 1: Divisdo das dreas para aplicagdo do Teorema dos Eixos Paralelos.

_ 2
I; =1, + Az*dyﬁg
Iy’z‘ = [yi + Ai'di—z

Area 1: 5
50 - 200
I = —5 50 - 200 - 75% = 89, 5833 - 10° mm?*
200 - 50°
I = —5 200 - 50 - 125% = 158, 3333 - 10° mm?
Area 2: 5
200 - 50
I ="—""—=20833-10° mm*
12
50 - 2003
I = ——5— = 33,3333 10° mm*



Area 3:
I5 = 89,5833 - 10° mm?
I5 = 158,3333 - 10° mm*

Y

Logo, realizando somatério das parcelas, temos:
I = 181,25 - 10% mm?*

I; = 350 - 10° mm*

Para o produto de inércia, teremos apenas a contribui¢cdo das areas 1 e 3, dado que a drea
2 possui seu CG coincidente com o CG da sec¢do inteira, além de possuir produto de inércia
nulo em relagdo aos eixos baricéntricos. Observe que, agora, utilizando o Teorema dos Eixos
Paralelos, as distancias serdo consideradas com seus respectivos sinais.

Assim, as contribui¢des das dreas 1 e 3 possuirdo mesmo sinal (negativo).

Ip=1,.+A-d,-d.

Area 1:
Lz, = Iy, + A dy ~d;
Iz =0+ (50200 - (=75) - 125)
Iz = —93,75-10° mm?*

Area 3:

Lyzy = Iyoy + A - dy - d;
Iz = 0+ (50200 - 75 - (—125))
Iz = —93,75-10° mm*

Logo, realizando o somatdrio das parcelas, temos:
6 4
Iy, = —187,50 - 10° mm
a) Calculo da tens@o normal a partir da expressao:

(Mzly + Mylz)y — (Mylz + Mzl)z
LE— 2

Oy =

Como M, = 0, tem-se:

(250 - 103 - 350 - 106)7 — (250 - 103.(—187,5 - 10°))z
(181,25 - 105 - 350 - 106) — (—187,5 - 106)2

Oy =

0, = (3,09-107%7 + 1,66 - 107*2) MPa (1)
Inserindo as coordenadas dos pontos A (y = —175;z = 150) e B(y = 25;z = 150) em
relacdo aos eixos baricéntricos, temos:
oa = —0,293 MPa
op = 0,326 MPa



b) Para determinar a posi¢c@o da LN, basta igualar a Eq. 1 a zero: (o, = 0)

3,09-107%5+1,66-1032=0 2)
_ (—=1,66-1073) _

_ 3

YT 309-1078) © ©)

7= —0,5357% 4)

O coeficiente angular da LN é dado por:
ang = arctan(—0,5357) = —28, 18° (no sentido horario, a partir de Z)
¢) A projecao do momento fletor sobre a LN é dada por:

M, = 250.sen(28,18%) = 220,37 Nm

d) Calculando o momento de inércia em relagdo a LN, tem-se:

I, = I.cos®0 + Ig.senQQ — Iy..sen20

I, = 187,5-10°.cos®(—28, 18°) +350-10°.sen?(—28, 18°) — (—187,5-10°.sen(2.(—28, 18°)))

I, =6,278 - 10" mm*
A distancia do ponto A a LN € calculada pela equacao:

ey +bz+
va? 4+ b?

Reescrevendo a equacao da LN (Eq.4) como:

d S)

7 +0,5357z = 0

temos que a = 1e b = 0,5357.
Substituindo-se as coordenadas do ponto A na Eq.5, temos:

|ua| = 83,43mm
A tensdo normal, em mdédulo, serd dada por:

 M,u 220,37 -10°.83,4318

T 62,7857 - 100

= 0,293 MPa

e) Os momentos principais de inércias sao dados por:

L+1, 1
ho= 252 % 0y ( - [)? +412)
Assim
L, 181,25-10°4:35010° , /(I81,25 - 10° — 350 - 10°)° + 4.(187,5 - 10°))
1,2 —

2 2



I, =4,71-10° mm?*

I, = 6,00 - 10" mm*
As dire¢des principais sdo dadas por:
—2.14

L1,

tg20 =

—2.(—187,5 - 109)
(181,25 — 350) - 106
tg20 = —2,2222

tg20 =

Assim,
0, = —32,89°
0y = 57,11°
A partir da verificagdo
Iz >0
sen(20) —
conclui-se que:
91 => [2 = [2
92 => Il = [g
f) A partir das respostas dos itens anteriores, tem-se que « = —57,11° e = 4, 71° (vide Fig.
2).
A
‘?u“:é}
=
y=-0,64662 ™ B, &
QEBEH1°N
z [
52.1139°
y = 15466z
J/:‘:}- |- ‘jf

Figura 2: Marcag¢ado dos angulos.

g) A decomposicao dos momentos fletores em relagdo aos eixos principais serd dada por:

M, = 250.c0s(32,8861°) = 209,94 Nm



M, = 250.sen(32,8861°) = 135,74 Nm
h) A tensdo normal serd calculada pela equacao:
M,y M,z
1, I,

Oy =

Substituindo-se os valores encontrados anteriormente, tem-se:

(209,94 - 103.4, 71 - 108)y — (135,74 - 10%.6,00 - 107)2
(4,71 - 108.6,00 - 107

Oy =

o=3,50-10"3y — 0,288 - 1032 MPa

As coordenadas do ponto A em relacao aos eixos y e z principais podem ser calculadas a partir
da matriz de rotacdo (vide Exemplo 3 da apostila).

ya = —65,51 mm

z4 = 220,98 mm
o, =3,5-1072.(—65,51) — 0,288 - 1072.(220, 98) = —0, 293MPa

Exercicio 2:
Célculo das propriedades geométricas da secao:

o Aryr + Asyo
A+ A,

~(120.20).10 + (120.20).80
= — 4:
Y 120.20.2 o mm ©)
O CG da sec¢ao se encontra a 45 mm acima da base da secao.

Pelo teorema dos eixos paralelos:

L=) L +Ad,,

B 120.20° 20.120°

I 5t 2400.(10 — 45)* + +2400.(80 — 45)? = 8,84 - 10° mm*

I, = Z Iy, + Apd .
I 120.203 N 20.1203
Y12 12

Os momentos fletores na secdo serdo as reacoes de apoio multiplicadas pelo bragco de alavanca
(2 m) e decompostas segundo os €ixos z e y.

—10
M, = T.sen(30°).2 = —5,00 kNm

= 2,96 - 10° mm*

—10
M, = 7.008(300).2 = 8,66 kNm
Equacionando a tensdo:

(Mzly + Mylz)y — (Mylz + Mzl)z
-2

Oy —



Como a se¢do possui eixo de simetria, o produto de inércia de sua drea € nulo em relacio aos
eixos baricéntricos que, por consequéncia, sdo também os principais de inércia. Assim, tem-se:

L OLy (M)

L I,

(8,66 -10%)y  (—5-105)z
. = - — 0,9797y + 1, 68922 [MP
7= TR84-106 2,96 100 yt # [MPa]

A equagdo da LN € dada por:
y=—1,7242z2

cujo coeficiente angular é:

arctg(—1,7242) = —59,89°

LN —

99,89°

y

Figura 3: Posi¢do da linha neutra

Inserindo as coordenadas dos pontos A(45;60) e B(-95;-10) em relagc@o aos eixos baricéntricos,
temos:
o4 = 145,44 MPa

op = —109,96 MPa

Exercicio 3:
a) A resultante das forcas normais a seco é:

Z N, — 10 — 25 — 50 — 20 = —85[kN] = —85 - 10°[N]

O momento fletor resultante na direcio z € dado por:

> M. — —0,2+420-0,15+10-0,15 = 4,3[kNm] = 4,3 - 10° [Nmm]

O momento fletor resultante na direcao y € dado por:

> M, ——0,2-10-0,2425-0,2-20-0,2=1,2[kNm] = —1,2- 10° [Nmm]



Utilizando a regra da mao direita e as expressoes:

M., 4,310
MZ:Nx-ey—>ey:E:m:—50,5882mm:—5,06cm
~M, 1,210
~M, =N, e, —e,= N, = —35 10° =—-14,12mm = —1,41 cm

b) A expressdo para o cdlculo das tensdes normais € dada por:

_N+sz M,z
S I, I

Y

Og

A equacdo da LN é, portanto:

—85-10% 4,3-106.y —1,2-105- 2

=~ 400 - 300 400-300° 300-4003
12 12

0 = —708,3333 + 4, 7778y + 0, 752

Para tracar a LN, basta encontrar os pontos onde ela corta os eixos ordenados. Assim, para
y=0—=2=944 44 mme para z = 0 — y = 148, 25 mm.

¢) A tensao méxima de tracdo serd dada na extremidade tracionada mais distante da linha
neutra, no ponto (y = 150; z = 200):

oy = (—708,3333 + 4, 7778 - (150) + 0,75 - (200)) - 10~ = 0, 158 MPa
e a maxima compressao, no ponto (y = -150; z = -200):
o. = (—708,3333 44,7778 - (—150) + 0,75 - (—200)) - 10~* = —1, 58 MPa

Exercicio 4:
O momento méximo na secdo mais solicitada (meio do vao) € dado por:

L 15 - 103 10000
MZ:Rl-Ez( 5 )( 5 >:37,5-106[Nmm]

A forca de protensdo causard um momento fletor em relacio ao eixo transversal da secdo. Essa
for¢a atua 200 mm abaixo do CG da secao.

Myot = P[kN] - dlm] = (P-0,2) - 10° [Nmm]
Com isso teremos um novo momento em relacio a z na se¢ao:

Mngo = M, — Mprot
M = (37,5 —0,2P) - 10° [Nmm]

Assim, a equagdo para a tensdo normal fica:

N N M;wva -y
Op = — E—

S I,

—P-10*  (37,5—0,2P)-10° -y

- 200 - 600 200-6003

12

Oz



Para a fibra inferior (y = 300 mm), onde a tensao € limitada em 1,125 MPa, temos que:

P10 L (3750, 2P).10° - 300
1,210 3,6 109

1,125 =
Resolvendo, temos P = 80 kN.
Em seguida, calcula-se a tensdo na fibra superior (y = —300 mm):

—80-10° (37,5 —0,2.80).10° - (—300)
Oy = +
1,2-10° 3,6 - 10°

— —2,458 MPa

Por fim, a posicao da LN ¢é dada por:
o, = —0,6666 4+ 5,97 - 103y — y = 111, 66 [mm]

Exercicio 5:
a)Analisando-se por metro linear de comprimento:

Lateral esquerda do muro

M
7 MZ

€ 15m

Frente do muro
Fundos do muro

y

Figura 4: Vista superior do muro

Farcela relativa a forca normal:

Peso x Volume
7\

~ ™~

(20[kN/m?).(1,5[m]).(4, 0[m]).(1, 0[m])

P =120-10%[N]

Parcela relativa ao momento fletor:

Empuxo de terra x braco de alavanca
o\

(2500[N/m2])~(4,02[m])-(§[m])-(1,0[m])

M, = 53.333,33[Nm] = 53,33 - 10° [Nmm]

A expressao para o calculo das tensdes normais é dada por:
N M,
S I,

Oz

Na face lateral direita do muro, onde ele € mais tracionado (representado pelo ponto N),

y = 750mm. Assim, a tensd@o normal é dada por:

—120-10® 53,33 -10°- 750

= 000 1500 T mmmowE = 0+ 062 MPa
12

Oz

)



Na face lateral esquerda do muro, onde ele € mais comprimido (representado pelo ponto M),
y = —750mm. Assim, a tensdo normal € dada por:

~120-10° 53,33 -10° - (—750)

O = 1000 - 1500 - 1000-15003
12

= —0,222 MPa

Por fim, a posi¢do da LN é:
0y =—80-10"240,1896 - 103y — y = 421,94 mm

b) Calculando os parametros em funcdo de a:
Farcela relativa a forca normal:

Peso.Volume
N\
7 N

(20[kN/m?).(a[m]).(4, 0[m]).(1, 0[m])

P=-80-a-10° [N]

M, = 53.3333,33[Nm] = 53,33 - 10° [Nmm] Inalterado

A érea da secdo € dada por:
A=1-a-10° [mm?]

e o momento de inércia da se¢do em relacdo a z:

14103 (a- 10%)3

I
12

[mm?]

A coordenada do ponto N é:

a-103
2

Equacionando para tensao normal nula em N, temos:

y = [mm]

_ —80a-10*  53,33-10°- (“>)

1-q-106 1-103111;-10(%

Assim,
a=2m

Exercicio 6:
a) Calculo das propriedades geométricas da se¢do:
Momentos de inércia:

(30 - 30%)

10-103
L=1I,= T_4- ( T +102-1oo) = 24,16667 - 10* em*

Area da secio:
A =5-100 = 500 cm?



Raios de giragdo:
I 24166, 67
2 2 z ) 2
=p,=—=——"-—=48,33
P== =4 T 700 e
Determinacao dos centros de carga:

Temos a equacdo de uma reta que ndo passa pela origem sendo:

Ye

z
1+ Zy+ —52=0
P2 1
Para yy = £15:
Ye Zc
1 - (£15 0)=0
+48,33 ( >+48,33( )
—48,33
Ye = 5 +3,22 cm
Para 2y = £15:
Ye Zec
1 - (0 +15) =0
+48,33 ( >+48,33< )
—4
_ 4833 +3,22 cm

Ze =
+15

Equacgdo da LN que passa pelos pontos de coordenadas (-15;5) e (-5;15):
-Coeficiente angular:

oo ) 15— (5)
(29 — 21) 15—5

-Equacao fundamental da reta, aplicada no ponto (-15;5):

Y — Yo =m(z — 20)
y—(=15) =1(z = 5)

y=2z—20
Determinacao dos centros de carga:
Paray =0e z = 20:
Ye Zc
1 - (0 20) =0
i 48,33 (0)+ 48,33( )
—48,33
Ze = L = 242 cm
20
Paraz =0ey = —20:
Ye Zc
1 - (=20 0)=0
+48,33 ( >+48,33( )
—48,33
Yo = _2’() = 42,42 cm
b) Célculo das propriedades geométricas da secao:
Momentos de inércia:
30 - 302 10 - 103 5.5
Iz:Iy:g—éL-( +10% - 100) —

12 12

=24, 11458 - 10° em?



Area da secido:
A=5-100 — 5> = 475 em®

Raios de giracdo:

I 2411458
pi=ry =4 = = 50,77 cm’
Determinacao dos centros de carga:
Para yy = £15:
Ye Zc
1 (1 —
* 50, 77 (+15) + 50, 77(0) 0
—50,77
pu— ’ pumm :t
Ye 15 3,38 cm
Para 2y = £15:
Ye Zc
1 - (0 +15) =0
+50,77 ( )+50,77( )
—50,77
c pu— ’ = :E 5
Z 15 3,38 cm

Equacao da LN que passa pelos pontos de coordenadas (-15;5) e (-5;15):
y=2z—20

Paray =0e z = 20:

Zc

Ye
1 - (0 20) =0
i 20,77 (0)+ 50,77( )
2. = —50,77 =—2,54cm
20
Paraz =0ey = —20:
Ye Zc
1 - (=20 0)=0
+50,77 ( >+50,77( )
—50,77
Yo = 2’() = +2,54 cm
Exercicio 7:
a) Encontrando o CG da secao:
j= > Aiyi
> A;

(20 - 100) - 90 + (60 - 20) - 50 + (20 - 60) - 10
20 - 100 460 - 20 - 2
Calculo dos momentos de inércia:

y= = 57,3 mm

L=) L +A.d,,

I _60~203 20 - 60°

? 12

100 - 203

+(60-20)-47, 3%+ +(20-60)-7, 3+

+(20-100)-32, 7% = 5,35-10° cm*



I, = Z I, + Ande .

20-60% 60-20° 20-100°
I, = =2,07-10° cm*
y 5 + B + D ,07-10° em
Area de secio:
A = 4400 em?
Raios de giracao:
I 5,353942 - 106
et = =121 2
P== 4 4400 6,8 cm
I 2,066667 - 10°
2 g —y s —, p— 4 2
=4 4400 09, T em
Determinacao do centro de carga a partir da equacdo segmentdria da LN:
1+ e + V¥ _ g
Py Pz

Substituindo as coordenadas do ponto A na equagdo acima, vem:

Zc(’50) yc(_227 7)
1 =0
+ 469, 7 + 1216, 8

e as do ponto B:

2:(30) N ye(57,3)
469, 7 1216, 8

Resolvendo o sistema acima, tem-se z. = —10,6 mm e y. = —6, 86 mm.
b) As tensdes normais sao calculadas a partir da expressao:

1+ =0

N n Ny.sy  Nz.z
Oy = —
S I, I,

Substituindo-se os valores, vem:

_ 10000 10000 (=6,86)y , 10000 - (~10,6)z
% = 4400 5.35 - 109 2.07 - 109

Para ponto A (y = —22,7; 2 = 50) — 0 MPa
Para ponto G (y = 0; z = 0) — 2,27 MPa
Para ponto C (y = —42,7; 2 = —50) — 5,38 MPa

Exercicio 8:

O CG se encontra no ponto (35;25)
Calculo dos momentos de inércia:

L= L+Ad,_,

60 - 203
12

I, = Z I, + Aid? .

201003

I,
12

+ (100 - 20) - 15 +

+ (60 - 20) - 25% = 2,91 -

10 mm



20 - 60°
12

100 - 202
Iy = ———
12
Produto de inércia:

+ (100 - 20) - 15 + + (60 - 20) - 25% = 1,63 - 10° mm*

[yz - Z dyzdzzAZ
I,. = (50 — 35) - (10 — 25) - (100 - 20) + (10 — 35) - (50 — 25) - (60 - 20) = —1,2 - 10° mm*
I,. = —1,2-10° mm*

Substituindo-se as coordenadas do ponto A(-65;5) na expressdo, vem:

1 (1,63-105-y, — (—=1,2-10°) - z.) - (—65) — (—=1,2- 106 - y, — 2,91 - 105 - z,) - (5)

=0
3200jL 1,63-109-2,91-106 — (—1,2-106)2
Substituindo-se as coordenadas do ponto B(15;-55) na expressao, vem:
1 (1,63 105 - y. — (—1,2-105) - 2.) - (15) — (=1,2-10% - yy. — 2,91 - 10° - 2.) - (—55) _0

3200 1,63-106-2,91 106 — (—1,2- 106)2

Resolvendo-se o sistema, tem-se y. = 7,00 mm e 2. = 5, 19 mm.



