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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Nas aulas anteriores, vimos como avaliar a carga critica de Euler para colunas sujeitas a carregamento
axial e para diversas condicdes de apoio.

A formulacao original para a avaliacao desta carga € dada por:

M (x) = Py

Da teoria da flexao, sabemos que a deflexao (flecha) é calculada por:

i
d’y  M(x) — d?y Py
dx>  El dx2  El
[x=L,y = 0] y d2y+ P y_o
dx* El
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Equacao diferencial de equilibrio:

d?y(x) P d?y(x
d>>/<(2)+EI y(x)=0 ou E| d>)/((2)+Py(x):0

Vimos que a solucao para esta EDO, adotando-se as condi¢cdes de contorno mostradas anteriormente, é dada por:

2
y(X) = Asin(%xj e p. _ZEl

\ J | J
[ |

12 configuracao de equilibrio carga critica
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

As expressoes anteriores sao usadas para colunas cuja secao transversal e material ndo variam ao longo do
comprimento.

Casos em que ha mudanca brusca ou mesmo continua do momento de inércia ou do modulo de
elasticidade longitudinal do material nao sao contemplados pela expressao da carga critica de Euler.

Exemplo: P

Desta forma, em ultima analise, precisariamos resolver uma
EDO demasiadamente complicada, a saber:

i(E(x)l (X) dy(x)j+ Py(x) =0
dx dx

Alternativamente, podemos resolver a equag¢ao acima
utilizando-se um procedimento numeérico a fim de se encontrar
uma solucao aproximada para tal EDO.
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

O Método das Diferencas Finitas (MDF)

O MDF é um método muito utilizado para a resolucao de equacdes diferenciais. O MDF se baseia na
aproximacao de derivadas por meio de diferencas finitas, obtidas a partir das séries Taylor.

y =1(x)
Seja uma funcao y = f(x) qualquer mostrada na figura ao lado.

E possivel avaliar suas derivadas y’(x) e y”’(x) num ponto x,
qualquer, usando os valores da funcao original y(x)?

Usando o MDF, sim!

-1 ] 1+1
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Flambagem - Ca

O Método das Diferencas Finitas (MDF)

y = 1(x)

X

culo da carga critica via MDF

A derivada 12 de y(x) no ponto x; pode ser calculada como:

L Yia —Yi

Yi
Xi+1 o Xi

ou Yy =

_Yi—Yia
Xi — Xiy

(1)

De maneira semelhante, pode-se dizer que:

yil+1

_ Yia —Yi

Xisg =X

(1)

Extrapolando o raciocinio, pode-se escrever a derivada
22 de y(x) em funcao das derivadas primeiras:

Yi

" yil+1 B yl

Xi+1 o Xi

(1)
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

O Método das Diferencas Finitas (MDF)

Do slide anterior, temos:

yi' Y~ Yiu

— (1) yil+1 = Yisa —Yi (1) y_" _ Yia Y (111)
Xi — X Xisg =X ! X1 — X

1+ |

Substituindo as equagbes | e I, em lll, e considerando-se que h=X., —X e h=X —X

LRI

., vem:

’ . —2V. + V.
yi — y|+1 h{l yl—l

y; =

A expressao acima nos permite calcular o valor aproximado da derivada segunda de uma funcao, conhecendo-se seus

n u

valores em 3 pontos: “passado”, “presente” e “futuro”.
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O Método das Diferencas Finitas (MDF)

Voltando a EDO original:

d*y(x) ,

™ y(x) 0 mm) Y.+—Y.—0

Usando a expressao obtida anteriormente para a derivada segunda, vem:

Yii _2y|+y| P i —2 Y
e T = h{ Il iy, =0

—(2-h°k)y; + ¥, =0

Ou, de forma mais compacta: | Y, ; —&; Y; + Vi, = O| onde: & = (2 — hzkiz) — [2 — h2 5)
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Flambagem - Ca

culo da carga critica via MDF

Exemplo 1: Calcular o valor da carga critica para uma coluna de comprimento L, utilizando 3 divisOes de
comprimento (3 elementos, 4 nds). Considere El constante ao longo de todo o comprimento.

P
—1— ¥ i=0
h
T1=1 Parai=0:
L.l h
Parai=1:
+1=2
h Parai=2:
——}{123 Parai=3:
P

—

Yia—aVi+VY..=0

Ya—ay,+Yy, =0 ‘

—

Yo—a Yy, +Y,=0
yi—a Y, +Y;=0
Y2_ay3+Y4:O

—
—

—

Nao serve, pois o ponto i = -1 esta fora da coluna!

OK!

OK!

N3ao serve, pois o ponto i = 4 esta fora da coluna!
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

—

Yo—a Y, +Y,=0 _ , , Yo =
, Sendo y o valor da deflexao lateral em um ponto /i, conclui-se que:
Yy = Y, +Y; =0 Ya =
—ay,+Y,=0
Assim, ficamos com o seguinte sistema: -
y,—ay,=0

Para que este sistema possua solucao diferente da trivial, € necessario que o determinante principal seja nulo, isto é:

=0 Assim, tem-se: @’ —-1=0=>qa =+1

detA:‘_a
1l -«
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culo da carga critica via MDF

arma=—1:| 2-Wk’=-1 mmh hk?=3=k =>=—> -2/

h2 (L/3)2 - 2
Sendo k? = % , a solucdo é dada por: P%
1 1 9

Para o =1 : 2—h%k? =1 ‘ h’k’ =1= k? = — —
h2 (L/3)2 2

Flambagem - Ca

P OEl
Sendo k2 — E , a solucdo é dada por: |P = L2 ‘ Solucdo correta: carga critica!

O valor da carga critica SEMPRE sera obtido a partir da maior raiz do polinbmio!
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Flambagem - Ca

culo da carga critica via MDF

Exemplo 2: Idem ao Exemplo 1, mas utilizando 4 divisdes de comprimento (4 elementos, 5 nds).

Yia—aYi+VY..=0

Ya—aYy+Y, =0 ‘

P
—7— Y i=0
h
T1=1 Parai=0:
[.l.h
i Parai=1:
h Parai=2: -
—+1=3
Parai=3:
h
__Ri_4 Parai=4:
P

Yo—a Yy, +Y,=0
Yi—ay,+Y;=0
Y,—aY;+Y,=0
Ys—a Y, +Y¥s=0

1111

N3ao serve, pois o ponto i = -1 esta fora da coluna!

OK!

OK!

OK!

Nao serve, pois o ponto i = 5 esta fora da coluna!
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

—

Yo—a ¥+, =0 Yo =
Sendo y o valor da deflexao lateral em um ponto /i, conclui-se que:
TYi—ay,+y;=0 Ya=
Y, = Y;+Y,=0 -
B —ay,+Yy,=0
Assim, ficamos com o seguinte sistema: Y, —a Y, +Y, = 0
y,—a Y, =0

—

Para que este sistema possua solucao diferente da trivial, € necessario que o determinante principal seja nulo, isto é:

—a 1
detA=|1 —-a 1|=0 Assim, tem-se: —0(3+20(=0:>05=—\/§,0,\/§
l -«

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 13




Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

— . o , (2-v2) (2-+2) 937
Para a=2: | 2-h"K* =2 mmm) h%C=2-\2= k=SS ey =

P - 9,37El

Sendo K% = —, a solucdo é dada por:| P 2

7°El _9,87El
T

gue aumentamos o numero de divisdes (diminuimos h), aproximamos mais da resposta analitica do problema.

Tendo em vista que a resposta exata (carga critica de Euler) é P =

, percebe-se que, na medida em

O inconveniente, no entanto, é que quanto mais aumenta-se o numero de divisdes, maior é o grau do polinbmio a ser
resolvido.

Como vimos, para N divisdes, temos que resolver um polindmio de grau N-1.
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

A tabela a seguir mostra os erros obtidos na medida em que se aumenta o nimero de divisoes:

I T -

2 0,000 18,9 .

3 1,000 8,8

4 1,414 5,0 2 N

5 1,618 3,2 % 10

6 1,732 2,3 ;

10 1,902 0,8 ) \

20 1,972 0,2 0 5 10 15 20 25
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P
) @ ) 2) P E=20GPa 3) @ .
T -
© B : \‘
; § O :KJZSOKZSOmm d=10 mm
o P~ |
© w o
: £
| domm | 5m | > 250 x 600 mm s
‘ ‘ T g E=20GPa
;
£ O :
g & I~ ]
© " |
L | 250 x 250 mm 3= 40 mm
ﬁ P R.: 5,13 kN ‘ R.: 3,33 MIN ﬁ b R.: 1,39 kN

16
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

1) @P Inicialmente, precisamos determinar o numero minimo de divisdes a serem
L 20 mm feitas:
H e N=1(sem sentido)

. g e N =2 (impossivel). Por qué?
£ 2 O * N =3 (possivel)
© w * N =4 (impossivel). Vide N = 2.

 domm * N =5 (possivel)

‘ ‘ Assim, o numero minimo de divisdes para a resolucao deste problema é N = 3.
c &
§ S Desta forma, h = 1200/3 = 400 mm, com 4 nos e 3 elementos.
© W

——
ﬁ P R.: 5,13 kN
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P
B zfﬁf{}fﬁﬁfz, o Ya—ayi+Yi,,=0
:
% Parai=0: Y, ,—-ay,+Y,= 0 ‘ Nao serve
1=1 -
! Parai=1: | Y,—oy Y, +Y,=0 mmE) Okl
i Parai=2: |y, —a, Y, +Y,=0 mmm) Okl
i=2 )
5 Parai=3: Y,—a Yy,+Y,=0 ‘ N3o serve
E
e 1=3
I
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P ~
{} - Yo—& Y1 +Y, =0 Y, =0

e i=0 - com

: Vi =@ Y, +Y; =0 Yo =

% -

I —

- 1 —oY, +Y, =0

E Assim, ficamos com o seguinte sistema: -

IS yi—a, Y, =0

=

S L

= PN Para que este sistema possua solucao diferente da trivial, é necessario que o determi-

1= nante principal seja nulo, isto é:

:

Z

[ — 1

= B det A= =0 Assim, tem-se: a,a, —1=0= aq,, =1

TR 1=3 _ az

I
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P
{} | Como o, =2 — h2k12 e a,=2- hzkzz, temos que:
E— i=0
g a,, =1= (2—h%*k?)(2-h%k2) =1
_ Substituindo k*=—— e kI = na equacdo acima, vem:
1=1 E,l E, |
S 1°1 2°2
| [2—h2 " ](z—hz " j:l
9 El E,l,
a Com os dados fornecidos, temos: 4 .
= E, = 70.000 MPa == 720) _ 7 854x10° mm?
B 3 E, = 200.000 MPa D0 a0y
GF’ | h=400 mm |, = 54 = 7(40) =125,66x10° mm*
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P
{} | Substituindo-se os valores na equacgao, vem:
L e i=0
- (2-2,91x10P)2-6,366x10°P)=1
% Multiplicando-se os termos, tem-se:
1=1 4-595x10"*P +1853x107°P* =1
S Reorganizando a equacdo e dividindo ambos os termos por 1,853x10°:
= , P2 _321x10°P +162x10° =0
1=
a A solucado desta equacgao nos fornece duas raizes:
i P, =5128,67 N
1 . ! mmss) (P =513kN
mﬁw 1=3 P, =316x10° N
P
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

2) P Inicialmente, precisamos determinar o numero minimo de divisdes a serem
E=20GPa feitas:
] | * N=1(sem sentido)
[ > 250 x250 mm * N =2 (inadequado). Por qué?
kd e N =3 (impossivel)
I

- * N =4 (possivel)

| > 250 x 600 mm * N=5(possivel)
g * N=6 (impossivel)

Sm

Assim, o numero minimo de divisdes para a resolucao deste problema é N = 4.

B 250 x 250 mm Desta forma, h = 5000/4 = 1250 mm, com 5 nés e 4 elementos.
7rP

R.: 3,33 MN
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Flambagem - Ca

culo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

JLP Yia—a Y+, =0
—1=0

Parai=0: Yy, ,—-ay,+Yy,=0 mmm)

Parai=1: | Y,—a, ¥, +Y,=0 mmm)

Parai=2: | Y, —a, ¥, +Y,=0 mmm)

|125Dn]m 1250 mm | 1250 mm 115t}mm|

1=3 Parai=3: | Y, —a, Y, +Y, =0 mmm)

Parai=4: Y,—ay,+Y;=0 mmm)
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

Yo—a Y +Y,=0 Yo =0
.o com 0
—_— - 1: _ f—
g 1Ym0 Y, +Y, =0 Ya
=
& — +vy,=0
=1 Yo TGyt Y, = -
g —a, ¥, +Y,=0
g Assim, ficamos com o seguinte sistema: Y, =, Y, + Y, = 0
- =2 _
: 1 i Y, =03 Y3 =0
A
a L3 Para que este sistema possua solucao diferente da trivial, € necessario que o determi-
: nante principal seja nulo, isto é:
% —a, 1 0
—— 1=4
detA=|1 —-a, 1 |=0 Assim, temse: —oa,0;+0,+0;=0
P 0 1 -a
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

‘ P Como @, = O, (mesma segdo transversal e mesmo material), temos que:
a0 — 1=0 —a,o,0,+a, +a, =0=>—a/a, +2a,=0
7
= 1 Reorganizando a equagdo acima, vem: ,(2—a,a,) =0
:
= Assim, a solugdo deste problema sera dada por: o, =00U (2—a, @,) =0
=
— i=2
5 Como o, =2 — h2k12, temos para a primeira possibilidade:
2 | 5
E 1= 2-h*k2=0=2=h>—
2 g
= =4 Com os dados fornecidos, temos:
E =20.000 MPa bh®  (250)*
‘P |, = _ (250) =3,255%x10® mm*
h=1250 mm 12 12
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

JLP Substituindo-se os valores na equacgao, vem:

—t— — 1=0 P

: 2=1250" ) Sooxazsexior T 8S8MN

é 1=1 Para a segunda possibilidade: (2—q, a,) =0

- i=2 2_ 2_hzi 2_h2i =0

g El, El,

é 1=3 Com os dados fornecidos, temos:

2 3 3

—— i=4 |, = hlbz = 600;(2250 =7,813x10° mm*(menor momento de inércia)
7rP

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 26




Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

JLP Substituindo-se os valores na equacgao, vem:
Il — 150 2-(2-2,40x107P)2-1,00x107P)=0
% Multiplicando-se os termos, tem-se:
1=1
: ~2+6,80x107'P—-2,40x10™P* =0
A i=2 Reorganizando a equacdo e dividindo ambos os termos por 2,40x10'4:
§ P2_2833x10"P +0,833x10" =0
: 1= A solucado desta equacgao nos fornece duas raizes:
1 = P, =3,33x10° N
=4 i mmmss) [P, =333MN
p P, =2,50%x10" N
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

3) @P Inicialmente, precisamos determinar o numero minimo de divisdes a serem
— ZM%Z(M feitas:
. * N=1(sem sentido)
d =10 mm e N=2(possivel)

* N =3 (possivel)
* N =4 (possivel)
* N =5 (possivel)
E =20GPa * N=6(possivel)

1200 mm

Assim, o numero minimo de divisdes para a resolucao deste problema é N = 2.

D = 40 mm No entanto, adotaremos N = 3, para uma aproximac¢ao mais adequada.
¥

Desta forma, h = 1200/3 = 400 mm, com 4 nos e 3 elementos.

EE—
P R.: 1,39 kN
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P
— MZ{%&M i=0 Yia—a Y+ VY, =0
§ Parai=0: Yy, ,—-aY,+Y,=0 ‘ Nao serve
1=1
= Parai=1: | Y,—oy Y, +Y,=0 mmE) Okl
= Parai=2: | Y, —a, Y, +Y,=0 mmmE) OK!
i=3 -
E Parai=3: Y,—a Yy,+Y,=0 ‘ N3o serve
)
)
=+
o —1=4
e
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P —
W@ - _ Yo—o Y, +Y,=0 Yo =
1 1=0 - com
E Y=, Y, +Y;=0 Ya =
S L
<o —
w —
Assim, ficamos com o seguinte sistema: -
E Yi—a, Y, =
< L
g
i=3 Para que este sistema possua solucao diferente da trivial, é necessario que o determi-
E nante principal seja nulo, isto é:
o
. det A= =0 Assim, tem-se: a,a, —1=0= aq,, =1
—1=4 1 -«
TR 2
e
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

P

@ | - Como 051=2—h2k12 e a2=2—h2k22,temosque:
e M i=
: a,o, =1=> (2—h%k?2)(2—h%k2) =1
-
<o
=+ ey e 2 P 2 3 i

- Substituindo k”=—— e k, =—— naequagdo acima, vem:
El, El,

400 mm
I
(Y]
TN
N
I
>
N
o
.
N
N
I
>
N
oo
N
I
H

E Com os dados fornecidos, temos: -y (20)4

S . T . 3 4

3 | E =20.000 MPa T - b,
—_— 7 h =400 mm D' z(30)*

=39.76x10° mm*

i =64
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Flambagem - Calculo da carga critica via MDF

Exercicios: Determine a carga critica para as colunas mostradas abaixo:

B MZ{@?; - Substituindo-se os valores na equacio, vem:
: (2-1,0186x10°P)2-2,012x10*P)=1
§r Multiplicando-se os termos, tem-se:
= 4-2,44x10°P+2,05x107P* =1
g Reorganizando a equacdo e dividindo ambos os termos por 2,05x107:
g s P?—119x10*P +1,46x10” =0
: A solucdo desta equacio nos fornece duas raizes:
S _
. e, — e
P

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 32




