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Introducao

No inicio do estudo do Estado Triaxial de Tensdes, abordamos um estado de tensdes simples, denominado Estado Uniaxial
de Tensdes (assim denominado por possuir apenas uma tensao normal nao nula).

Mostramos, naquele caso, como a tensdao normal o, variava com o vetor normal ao plano corte considerado.

Posteriormente, abordamos, também, o caso geral do estado de tensdes num ponto, apresentando como esta mesma
tensao normal o, varia com a direcao de um plano corte qualquer, sendo este definido pelos cossenos diretores do vetor
normal.

Trataremos, agora, de um caso particular denominado ESTADO PLANO DE TENSOES (EPT) que ocorre, por exemplo, numa
chapa - corpo plano com pequena espessura - cuja hipdtese de carregamento inclui somente cargas externas aplicadas
no seu plano médio.
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Introducao

Seja a situacao mostrada na figura ao lado:

Se tomarmos o eixo z como sendo normal a este plano (xy,

no caso), nao existe, por hipdtese, cargas nas faces desta —ap
: o]

chapa ou perpendiculares ao seu plano. <«

Assim, é razoavel admitir que sé existam tensdes o
T

—
XX ny e Yy

Xy* P ox/ T
41

Representacao do EPT.
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Introducao

Outra possivel ocorréncia de um EPT se dd quando todos os pontos de wuma estrutura estao
submetidos a um estado de tensdes conforme uma das trés possibilidades mostradas na figura abaixo.

Nesta figura estao também indicados os tensores de tensdes e as representacdes planas em cada caso particular.

Plano sem

tensoes g,
RINE S 1,
. T, 0
g=1T 7, 0 T_)G” ‘_J, I_)
0 00 Y > x —
|
Z z
A O= At XA S aod inais!
_T,, T. _T’ €Ngao a convengao de Sinals:
.. 0 T
ag=0 0 0 [—a. | [—
T. 0 O /P Y > x —
1/ Plano sem l
X tensaes
z
zZ O-zz
1 = 1,
0 0 0 T
=10 G,T: Plano sem P > —0, «— -
g L) ‘];}: O'z] tensoes y T \,y 1
- T
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Estado Plano de Tensao — Tensor de Tensoes

Vimos que, para o estado triaxial de tensdes, as tensdes total, normal e tangencial podem ser escritas como:

Pn = 0 X ]):f — Vetor tensao total (1)

—~—
~

0n = Pn - N — Tensao normal (11)

Ty = \/‘Q@'Q — 02 — Tensao tangencial  (lll)

No caso de problemas no estado plano de tensdes, o tensor de tensdes simplifica-se e é dado por:

me T.'L'
g = Y

P
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Estado Plano de Tensao — Tensdes numa direcao qualquer

AN
O vetor normal N pode ser descrito segundo a representacdo ilustrada na figura abaixo:

y J}[z[l;c ly]:[cosa senoz]
AN A
]’\‘] onde a € o angulo formado entre N e o eixo x.
op Assim, temos que:
Ty |7\
~,
P < 2 4
Toy Pnxz = Ogg COS O+ Tyy SENQ
Vg, <
| Pny = Tay COS & + Oyy SENQ
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Estado Plano de Tensao — Tensdes numa direcao qualquer

De posse do vetor tensao total e do vetor normal, é possivel obter a tensdao normal utilizando a Eq. (ll). Apds alguma
manipulacao algébrica, temos:

Oxx _|_ O-yy Oxx — Uyy
2

Op = COS 2Cv + Tyy SEN20

De posse do vetor tensao total e da tensao normal, é possivel obter a tensdo tangencial total utilizando a Eq. (lll). Apds
alguma manipulagao algébrica, temos:

sen2a + Ty, COS 20

As duas expressdes acima permitem obter, para qualquer dire¢ao o, os valores das tensdes normal e tangencial atuantes
em um dado ponto de uma estrutura, desde que se conheg¢a o tensor de tensoes neste ponto.
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Estado Plano de Tensao — Tensdes Principais

De modo andlogo ao que foi discutido no ETT, mais importante do que apenas calcular diferentes valores de tensao normal
e tangencial, é conhecer seus valores extremos (maximos e minimos) e em quais dire¢des elas ocorrem.

Desta forma, segue-se a mesma premissa ja adotada, isto é, monta-se a equacdo caracteristica a partir do determinante do
tensor de tensdo, subtraido da incégnita o, dos termos da diagonal principal:

~

det | g —o.l | =0

~

onde o, é a tensao principal e “I” representa uma matriz identidade [2x2].

Temos, entao:

O que nos leva a:

(Opz — 0e)(Oyy — Tc) — Tffy =0 — 02 — (Ops + Oyy)Oe + OpaOyy — T:fy =0
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Estado Plano de Tensao — Tensdes Principais

No caso do EPT, apenas os invariantes |, e |; do tensor de tensdes permanecem:

2 2 _
Oc — (Jﬂ?ﬂ? + O'yy)O'e t OgaOyy — Tey = 0

L J
\ Y J Y

|, = tr(c) l; = det(o)

As raizes desta equacao sao facilmente obtidas e dadas por:

Ory + O Opy — O 2
0_1: 3’3$2 yy_|_ (a:xz yy) —I—Tgy

g —|- g ag g 2
TT Yy xxr  Yyy 2
O3 — — ‘l‘ T
\ 2 ( 2 ) TY

Nota-se a semelhanca destas expressdes com aquelas utilizadas para a determinacao dos momentos principais de inércia.
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Estado Plano de Tensao — Direcdes Principais

As direcdes principais associadas as tensdes principais sdo obtidas derivando-se a expressdo para o, (slide 7) em relagdo ao
angulo o.:

do Opp — O
—2=0— —2-= Y sen2a + 2Ty cOs2a = 0
do 2
O que leva a:
2T
tg2a = i
Ozz — Oyy

A equagdo acima possui como solugdo dois angulos (dire¢des principais): o, e o, defasados de 90° entre si.

Percebe-se, novamente, a semelhanca destas expressdes com aquelas utilizadas para a determinacdao das direcdes
principais de inércia.

Pergunta:

O que acontece se o, e o, forem substituidos nas expressdes de G, e 1, (slide 7)?
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Estado Plano de Tensao — Tensao Tangencial Maxima

Valendo-se das conclusdes obtidas no estudo do ETT, tem-se que as tensdes tangenciais extremas podem ser obtidas a
partir da seguinte expressao:

01 — 03
|Tma:c| = |Tmin| = T

No caso do EPT, é possivel substituir as expressdes de G, e 6; ha equacao anterior, chegando-se a:

2

Oxx — Oyy 172
Ty

2

Tmax/min = +

IMPORTANTE: As expressdes acimas sdo validas apenas para os casos em que as tensdes o, e G; possuem sinais
contrarios. Caso contrario, a seguinte expressao devera ser utilizada para o calculo das tensdes tangenciais extremas:

’Tma:c| — |Tmzn‘ :0_1
2

Esta observacao sera esclarecida ao final deste topico.
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Estado Plano de Tensao — Tensao Tangencial Maxima

Ainda a partir das conclusdes obtidas no estudo do ETT, sabe-se que as tensdes tangenciais extremas ocorrem em direcoes
bissetrizes em relacdo as dire¢des das tensdes principais.

Desta forma, uma vez obtidas as dire¢bes principais a, e a;, basta determinar o angulo relativo a bissetriz, isto é:

o =qa, £43°=q, £45°

T max/ min

Graficamente,

Em preto, representa-se os eixos de referéncia x,y;
Em azul tracejado, representa-se as direcdes principais, 1,3;

Em verde traco-ponto, representa a direcao bissetriz 1-3.
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Estado Plano de Tensao — RelagOes entre 6, e T,

Voltemos as expressdes obtidas para o calculo das tensdes normal e tangencial em uma direcao qualquer:

Ozz + Oyy | Ozz — Oyy

op = 5 + 5 COS 20 + T4y s€N2a
g — 0
T = 5 Y sen2a + T,y €OS 201
Opyx T+ O , ~
Fazendo o0, = 5 Y9 e jogando este termo para o membro esquerdo da 12 equacao, temos:
O-x:[; - 0-
Op — Oy = Y9 cos2a + Try SEN20Q0

O-mx - 0-
— 5 Y9 sen2a + Ty COS 2¢x

Tt

Elevando cada um dos termos das igualdades anteriores ao quadrado e somando-os, obtém-se:

2
Opge — O
(Un — am)2 + 'rt2 = ( T 5 yy) + T:c2y Equacao — Circulo de Mohr (EPT)
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Estado Plano de Tensao — Circulo de Mohr

Chamando o, =0; 7 =7e R =

+ 77, chegamos a:

(0 —op)’+7° =R’

. ~ . " . . Oxx + Oyy
que ¢é a equacgao de uma circunferéncia no plano (o, 7) com centro sobre o eixo ¢ no ponto ¢ = oy,

= 5 e cujo
raio é o valor de R acima descrito AT
Un .
M Da figura, constatamos, novamente, que a
| Twe| g maxima tensado tangencial vale:
n
= > 01 — 03
Pergunta: o
o-min= 0-3 2
O gue significam os pontos sobre PR~
. A . n XX !E

a circunferéncia? E fora dela? :

Umaxz O-l
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Estado Plano de Tensao — Circulo de Mohr

Casos particulares:

i) Estado de tracdo simples:

T Representa o plano com

1 Tmax.‘( O,T )
Todas as tensdes normais em torno do ponto (em qualquer P -/ N

direcao) sao de tracao.
A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso. g, =0

. g1 .,
Assim, Tz = 5 ja que o3 = 0!

™ coordenadas
/ m

~

P. O
\ Representa o plano onde atua

O-l O-l.(O-IJO)
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Estado Plano de Tensao — Circulo de Mohr

Casos particulares:

ii) Estado de compressao simples:

Todas as tensOes normais em torno do ponto (em qualquer

direcao) sao de compressao. / T

A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso. Uo-l -0 C
. o3 .,

Assim, 7,00 = ?3, ja que o1 = 0!
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Estado Plano de Tensao — Circulo de Mohr

Casos particulares:

iii) Estado de cisalhamento simples:

AT

Assim, Typar = |o3| = 01. \/

g, | G

Todas as tensoes principais sao iguais e de sinal contrario.

A figura ao lado ilustra o circulo de Mohr para este caso.

v
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Estado Plano de Tensao — Circulo de Mohr

Casos particulares:

iv) Estado de tensoes uniforme ou hidrostatico:

Todas as tensOes em torno do ponto sao normais (de /N
compressao ou tracao), nao existindo tensdes tangenciais
em nenhuma direcao.

A figura ao lado ilustra este caso.

\%
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Tri-Circulo de Mohr

O Tri-Circulo de Mohr representa a extrapolacao do Circulo de Mohr para um ponto sujeito a um Estado Triaxial de Tensdes.

Circulo 2

(1,=0)

Lunula de tensoes

Pontos representativos das
tensoes (o : 1) quando

11.12613#:0

C3 D C] >U ,
% > Circulo 1
/ (1,-0
W

Cl,7 Cul() 3
CZ v O'
( 73 :l; 7 1

(1,=0)
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Estado Plano de Tensao — Exemplo

Exemplo (exercicio 9.26 do Hibbeler — 72 edicdo):

Para a situagao mostrada abaixo, trace os circulos de Mohr dos pontos A e B.

12 kN/m Dados:

. 20
= B }‘ i y = 117,5 mm (a partir da base)
50 rruﬁjr_ 154 i I, = 16,5625 - 10° mm*
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Estado Plano de Tensao — Exemplo

O primeiro passo consiste em calcular os esforcos internos na se¢do que contém os pontos A e B.

Considerando-se os eixos ordenados mostrados nas figuras ao lado, tem-se:

N =0;

Q,=12x2=24kN=24x10°N

Q,=0

M, =0
M,=-12x2x2=-48 kNm =-48 x 10 Nmm

Z__

OBS: Para facilitar o entendimento, adotaremos as seguintes convencoes:

N — tracao (positivo); compressao (negativo);
Q — sentido coincide com o dos eixos (positivos); caso contrario (negativo); )
M — traciona fibras inferiores (positivos); traciona fibra superiores (negativo).
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Estado Plano de Tensao — Exemplo

De posse dos valores dos esforcos internos na secao, podemos calcular as tensdes em cada ponto.

Ponto A:
_ M, —48-10° (=52,5) = 152,15 MP
P =Y T 165625-106° " T 0o a
dyy =0
QM (24 -10°)0 — 0o
by T e T (150)(16,5625 - 106)
OBS: na expressdo utilizada para o calculo da tensdo cisalhante, M, representa o 30 mni |
momento estatico da area acima ou abaixo do ponto analisado e t representa a r —|—
largura da secao transversal onde o ponto se encontra. M tmm
y A 4
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Estado Plano de Tensao — Exemplo

De posse dos valores dos esforcos internos na secao, podemos calcular as tensdes em cada ponto.

Ponto B:
_ M, —48-10° (67,5) = —195,62 MP
P =Y T 165625106 " T ’ a
dyy =0
_ QM _ (24-10%)(20-50-925) — |
Yy T L T T (20)(16,5625 - 106) a z AT — 20 mm
| Bl 150 mm
S0 mm__ | ]
Sendo Mg = S’ - ¥, onde S’ é a drea acima ou abaixo do ponto analisado e il
Vs € a distancia entre o CG desta area e o CG da segao. M ham
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Estado Plano de Tensao — Exemplo

As tensOes principais e a tensao tangencial maxima em cada ponto sdo facilmente calculadas utilizando-se as expressoes

abaixo: s x
( 2 - 2
1 — Ty
2 2 B A 4 ly4yd]
\
Opp + O o o 2
_ Ozx YY rr — Yyy
[ [P e
S0 mm
oy — 03] L
e = 25 —
z AT/ 2 mm
Assim, tem-se: ) Bll 1 56
:I: i
S0 mm__ | ]
Ponto A: o, = 152,15 MPa; 03 =0; 7, = 76,08 MPa. |
Ponto B: o, = 0,230 MPa; o; = -195,85 MPa; 7, = 98,04 MPa. M tmm
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Estado Plano de Tensao — Tensao Tangencial Maxima

No EPT, vimos que existem apenas duas tensdes principais: ¢, e o;. Subentende-se, portanto, que exista uma terceira
tensdo principal o, nula.

Assim, para o caso de tensdes principais com sinais contrarios, ter-se-ia o seguinte Tri-Circulo de Mohr:

T)

Considerando-se que:

1) Os pontos A e B (representando as tensdes principais) estao
em lados opostos da origem;

2) A “terceira” tensao principal é nula e encontra-se na origem;

3) A tensao de cisalhamento maxima é dada sempre pelo raio do
maior circulo;

Entao:

A tensao de cisalhamento maxima é igual a metade da diferenca
das tensdes principais ¢, e .

Y

- ®

(Tllllll (rlll&l\

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 25




Estado Plano de Tensao — Tensao Tangencial Maxima

Para o caso de tensdes principais com o mesmo sinal, ter-se-ia o seguinte Tri-Circulo de Mohr:

Considerando-se que:

1) Os pontos A e B (representando as tensdes principais) estao
do mesmo lado em relacao a origem;

2) A “terceira” tensdo principal é nula e encontra-se na origem;

3) A tensao de cisalhamento maxima é dada sempre pelo raio do
~— maior circulo;

Entao:

A tensao de cisalhamento maxima é igual a metade da tensao
principal ;.

Oin
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Estado Plano de Tensao

Referéncias:

Esses slides foram preparados usando como base:

1) Beer, Johnston — Mecanica dos Materiais — 62 ed.
2) Toledo, Bastos, Cury - Apostila de Resisténcia dos Materiais, UFJF.
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