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Flexao Composta

 Encontramos diversas situacoes em Engenharia nas quais as estruturas estao solicitadas simultaneamente
pela acao de momentos fletores e esforcos normais.

 Denominamos este tipo de solicitacao de flexdo composta.

e QOcorréncias usuais:
- Pilares de canto,
- Ganchos,
- Sapatas com cargas excéntricas,
- Vigas protendidas.

* OBS: A flexao composta pode ser reta ou obliqua! Os exemplos a seguir esclarecerao...
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* Vigas protendidas
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* Vigas protendidas
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* Projetos de componentes mecanicos
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Como calcular tensdes normais na flexao composta?

Consideremos a secdo genérica:

- Seja uma carga normal aplicada no
ponto (z,, y.), denominado centro de
solicitacao.

- Considere, ainda, que esta carga seja
aplicada fora do centroide da secao. -

Ye
- Ao “reduzirmos” esta carga para o Claey) \\J/ z _
centroide da secao, teremos nao s
apenas esta carga, mas também um
momento fletor resultante, que
podera ser decomposto na direcao v

dos eixos principais de inércia y e z.
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@ Considere y e z eixos principais de inércia

@ Reduciao da forca P em C(z.,y.) ao centroide
da secao resulta em uma for¢ca e um momento

N = P
My = _N‘ZC
M, = Ny,
e P é aplicada na direcdo do eixo da peca e

e P € positivo se provoca tragdo na se¢ao

@ As tensOes atuantes sao determinadas por su-
perposicdo de efeitos

M, M
oy =0 40, oy vy
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@ Considerando que

N = P
My _NZC
M, = Ny,

e substituindo em

N M, N M, e
Ox=———2Z+— |
A y ¢ z Y . Re_ .
temos que .
N N Nz, N Ny,
Ox = —
AL LY
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@ Com os eixos principais de inércia

@ Definindo o raio de giracao tal que /; = pl.zA, podemos reescrever

N C C
0'x=—(1+y—y+ Z—ZZ]

A p: Py
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@ E se o sistema de eixos nao coincidir com o0s e1xos principais de inércia,

- ﬂ N (MEI}—, + M_‘?Iy_z)j’ — (M)_)IE + MEI)?_Z)Z
TA Ll — 12
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Como determinar, entao, a posicao da linha neutra?

N ¢
Oy = (1 + y—y + Z—z)
A ;" Py

Por defini¢do, a linha neutra (LN) € o lugar geométrico onde o = 0

Usando os eixos principais de inércia,

N c
Ox = (1 + y—y + Z—z) 0
P2 P2

A
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Simplificando o termo N/A, vem:

1+y—;y+ Z—;z=0
pP; Py

Esta é uma equacdo de uma reta que ndo passa pela origem!

Para defini-la, basta determinar os pontos em que ela cruza os eixos y e z:

2
_ — I
z=0 = y=yo = y=-%
p2
y:O —1 =20 —1 Z(}:_i
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Uma outra forma de se escrever a equacao da LN, utilizando os pontos em que ela cruza os eixos
yezly,e z, respectivamente), é:

Esta equacao é denominada “Equacao Segmentaria da LN”.

IMPORTANTE: Esta equacao é valida somente se y e z forem os eixos principais de inércial
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Para eixos baricéntricos quaisquer (ndo principais), a LN pode ser determinada pela seguinte
equacao:

1 | (]yyc Iy zzc) (I zYc — ]EZC)
S LI — IZ
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Representacao grafica das LN’s na flexao pura obliqua e na flexao composta obliqua
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Como as tensdes normais se distribuem ao longo da secao?

Seja uma secao sujeita a um esforco normal N e a um momento fletor M.:

M nl n)

< 9—»N EB:InF n =

Observe que o diagrama final de tensdes é bi-triangular. Isso sempre ira acontecer?
Veremos adiante...
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Exemplo 4: Para a figura mostrada abaixo, determine:

a) o maior valor que a for¢a de tragao T, aplicada no C:z. =08 cm

ponto C da secao, pode atingir; ye=2,0cm

b) o diagrama de tensoes. < % 60 cm

Dados: |6,.| = |6:]= 150 N/cm?.

20\cm
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a) Haja vista que os eixos z-y sao principais de inércia (pois sao eixos de simetria), a
expressao a ser utilizada para o calculo das tensdes e determinacao da linha neutra é:

N MM,
L A A

Para tanto, devemos determinar os momentos fletores em

funcdo da forca T, alem das propriedades geométricas da = | _ 60 cm
Secao. C

Para facilitar as contas, excepcionalmente neste exemplo

vamos manter as unidades de forca em [N] e as de dimensao

em [cm]. Com isso, teremos as tensdes na unidade [N/cm?]. 20 cm
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Os momentos fletores sao obtidos multiplicando-se a forca T (em Newton) pelas distancias

em relacao aos eixos coordenados, isto é:

M, =-Tz.=—-0,87T Ncm

M, =Ty.=2,0T Ncm

As propriedades geomeétricas da se¢ao sao dadas por: Z %

- C
S =1.200 cm?

- 1,=360.000 cm*

60 cm

I,=40.000 cm?

20

cm
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Para se determinar o maior valor que a forca de tracao T pode assumir, &€ preciso saber quais
pontos da secao estao sujeitos as maiores tensoes de tracao e de compressao.

Assim, € necessario determinar, primeiramente, onde esta a
linha neutra.

Para tanto, substituimos os valores obtidos anteriormente na

equacao de o, e a igualamos a zero, isto €:

T . 2Ty +O,8TZ_O
1200 360000 40000

z

Ox

Multiplicando-se todos os termos por 360000 e dividindo-os
por T, vem:

300+ 2y +7,22=0-[150+y + 3,62 = 0
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Os pontos onde a linha neutra corta os eixos z e y sao, portanto:
y = —150cm
z=—41,67 cm

Substituindo-se estes valores nos eixos, nota-se que a LN esta
fora da secao, como mostra a figura ao lado.

Assim, haja vista que a forca aplicada é de tracao, conclui-se
que TODOS os pontos da secao estao sujeitos a tensoes de

tracao, unicamente.

Portanto, o ponto mais solicitado desta secao €, sem duvida, o
ponto /.
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O valor maximo de T sera obtido, entao, limitando-se a tensao normal no ponto / a 150

N/cm?.

Substituindo-se a tensao maxima admissivel e as coordenadas
do ponto / (z=10 cm; y = 30 cm) na equacao abaixo, vem:

ol = T, 2T (30) N 0,8T(10)

1200 360000 40000

< 150 [N/cm?]

Resolvendo para T, tem-se:

T =125.000 N ou 125 kN

o\
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Vo \\ n
b) O diagrama de tensdes pode ser tracado conhecendo-se N
as tensdes normais em pontos-chaves da secao. N
\
\
\
¢\
Note que a tensao normal no CG da secao é simplesmente \ \
dado por N/S, pois z=y=0. N\ \\Zo
z \ \\ \
\ N
\\ \ \\
A tensao normal no ponto /Il foi calculada apenas para fins I ‘\\ NN
. : . , . . Vo VoA
didaticos, pois ela nao é necessaria para a determinacao da \, \ NN
forca T maxima encontrada anteriormente. \
N \\
58,33%2 \

N N
150 - Y
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Exemplo 5: Sabe-se que para a viga mostrada na figura abaixo, o maior valor que a carga Q pode
atingir € 15 kN. Este valor esta limitado pela maxima tensao de tracao do material que constitui a
viga. Assim, calcule:

Sm Sm
£2 § 50 cm "
Dados: T em [ -
I, =3,33 x 10° mm*
-+ S =10° mm?
y = 400 mm
_ 50 cm
P P
__________ 106@ T
/\ /\

NN

10 cm

a) O acréscimo que esta carga Q podera sofrer se uma forca de protensao de 80 kN for aplicada, conforme indica a figura;

b) O acréscimo de vao que esta viga poderia cobrir em decorréncia da mesma protensdo (mantendo-se, porém, o valor
original da carga Q).

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 25




Flexao Composta

a) O primeiro passo consiste em calcular a maxima tensao normal que ocorre na estrutura

guando submetida apenas a carga Q = 15 kN.

A secao mais solicitada é a do meio vao. Nesta secao, os pontos mais solicitados a tracao sao

aqueles situados na fibra inferior.

Sm Sm

O momento fletor nesta secao é dado por:

[ 15-103 x 10-103 . e
Mma:c:Mz:%§: 010 Z 0-10 :37,5106Nmm

E a maxima tensao normal de tracao é:

M.y;  37,5-10°-400

Tmar = 7T = Ty ggoqge ) Omer = L0 MPa £
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Ao aplicarmos uma protensao de P = 80 kN na posicao indicada na figura, teremos a atuacao
concomitante:

- Da carga normal excéntrica com e = 300 mm -2 gerando esforco normal e fletor em z;

- Do momento fletor devido a nova carga vertical Q,,,, = gerando fletor em z;

O valor do momento fletor provocado pela carga de protensao é dado por:
MFP = —P xe=—80x 10° x 300 = —24 x 10° Nmm

Para uma nova carga Q,,,, © momento fletor sera:

novo l novo ]-O ' 103
Mg?zQ2 §:Q X4 =2.5-10% X Qnovo Nmm
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lgualando a tensao de tragao no ponto mais solicitado (y; = 400 mm) ao valor maximo
encontrado - caso sem protensao - obtemos a equacao que nos permite calcular o novo valor
da carga. Assim, temos:
Qnovo P
N (M;™"° —MP)y

amax=4,5=5+ ]
Z

Substituindo-se os valores calculados anteriormente, vem:

80 x 103 N (2,5 10% X Qpovo — 24 - 10°%)400

4,50 = —
! 105 3,33 109

Obtendo-se, finalmente:

Qnovo = 27.266,67 N ou 27,27 kN = Acréscimo de carga = 12,27 kN
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b) O cdlculo do acréscimo de comprimento da viga segue estritamente o mesmo raciocinio
anterior. Desta forma, basta-nos calcular, agora, o novo momento fletor devidoa /.

Q lnovo 15 ) 103 lnovo
L= — — -1 3 novo N
M, 5 5 5 5 3,75-10° x [ mm

Assim, a expressao para o calculo da maxima tensao normal sera:

80 x 103 . (3,75 x 10% X L0600 — 24 x 10°9)400

4,50 = —
! 105 3,33 x 10°

Obtendo-se, finalmente:

lnove = 18.177,78 mm — Acréscimo de comprimento = 8,18 m

Pergunta: O aumento percentual da carga e do comprimento sao iguais? Explique.
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Nucleo Central de Inércia (NCI)

Da situacao anterior, observamos que:

* Quando se varia a posicao de aplicacao da carga, a posicao da LN também varia.
* Com isso, o diagrama de tensdes pode ser:

v’ Bi-triangular: tensdes de tracdo e compressdo ao longo da secdo transversal (LN corta a sec¢do);
v Trapezoidal: tensdes de um Unico sinal (tracdo ou compressdo) em toda a sec¢do (LN n3o corta a secdo);

v Triangular: tensdes de um unico sinal (tracdo ou compressdo) em toda a sec¢do (LN tangencia a se¢do).
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Nucleo Central de Inércia (NCI)

Definigdao: O NCI é o lugar geométrico da secao transversal tal que, se nele for aplicada uma carga de tracao (ou
compressao) P, toda a secao estara tracionada (ou comprimida).

Consequéncia: a secao so tera tensdes de um mesmo tipo (tracdo ou compressao).

Importancia: materiais com baixa resisténcia a um dado tipo de solicitacao. Ex.: concreto simples, muros de arrimo,
chaminés, etc.

Como determinar, entao, o NCI de uma dada secao transversal?
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Nucleo Central de Inércia (NCI)

Processo espontaneo de determinac¢ao do NCI:

A partir de um numero finito de tangentes a secao transversal da peca — as quais consideraremos, cada uma, como
uma linha neutra — podemos determinar os centros de solicitacdao (pontos de aplicacao da carga) correspondentes.

O conjunto destes centros delimitara o NCI da secao.
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Nucleo Central de Inércia (NCI)

n3 n4

Exemplo:
nl nl

Secao retangular
NCI

n3 n4
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Nucleo Central de Inércia (NCI)

Outros exemplos:
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Exemplo 6: Determine o NCl de uma secao retangular.

LN:
LN,
Para determinar o NCI de uma sec¢ao retangular, o
duas linhas neutras sao suficientes, como mostra a
figura ao lado.
As demais coordenadas do NCI s3ao obtidas z C:
utilizando-se o principio da antipolaridade. + C)
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Determinacao das coordenadas do centro de solicitacao C;:

LN>
< LN,
I+ y_;y +—=z=0 ‘

pz py C*
LNy :nini =1+ yczy — 0 P/ aqg. valor de z > C"z

Pz (adotando z = 0) | -
Para h — h o

— 5 cl — = Zel =
Yy 2 Yel 6 1
4
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Determinacao das coordenadas do centro de solicitacao C,:

LN:
< LN,
1+ y—;y + —;z =0 I
Pz Py C*
LNs : nong = 1+ ZCQZ =0 P/ qq. valor de y z &
Py (adotando y = 0) . C
P b = b C
ara 2z = —— Zeo = — 9 =
5 2 6 Ye2
y
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Determinacio do NCI: b

Pelo principio da antipolaridade, os demais centros

de carga sao obtidos a partir dos valores simétricos h
daqueles calculados anteriormente. h 6

, h
Assim, o NCl de uma secao retangular € mostrado 6

na figura ao lado.

oo
oo
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* Osslides apresentados foram livremente baseados nas Notas de Aula do prof. Elson
Toledo — MAC/UFJF

* Algumas figuras, fotos e equacoes presentes nos slides foram retiradas do material do
prof. Leonardo Goliatt — MAC/UFJF
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