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Flambagem

e O queéeporque estudar?

* Onde ocorre?

e (Que fatores influenciam? Como evitar?
i

 Por que, normalmente, é desejavel que a diagonal das trelicas estejam sob tracao?

| 1 i e
U ‘ . . —— |
: RIET ! Flambagem

local .
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Flambagem

Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

Considere-se uma coluna birrotulada, carregada axialmente. Analisando-se os esfor¢cos na secao Q, a configuracao de
equilibrio pode ser escrita como:

P
[x =0,y =0] g !/’4— M(X):Py
Yy AQT—VY
| Da teoria da flexao, sabemos que a deflexao (flecha) é calculada por:
Q
| 2 2
AN VA ¢y MOy dly Py
13 dx El dx? El
x d’y P d’y > , P
- . + =0 — 2 +ky=0 onde k*=—
e & dx* El Y — dx® y El
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

d° :
d—gl +k’y=0 A solugdo desta EDO é dada por: ~ Y(X) = Asin kx + B cos kx
X

Esta é a equacao diferencial de equilibrio para a coluna em estudo, sujeita as condi¢cdes de contorno definidas a partir
dos tipos de apoio. Neste caso:
-1y
[x =0,y =0] "7

Pme=0,y=O

- X

Emx=L,y=0 b

Valendo-se da 12 condicao de c

- AsinkL =0

A 22 condigdo de contornonos|. -1, -0 §
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

y(L) = AsinkL=0

Esta equacdo nos fornece 2 possibilidades de solucao:

A=0 A 12 solugdo, evidentemente, nao nos atende, pois teriamos y(x) = 0!

sinkL =0
Paraa 22 solugdo, temos: ~ SinkL=0 mmm) kL=nz,n=123.. mm) k= nz

L

Sendo k° P —> nz)'_ P mm) P n"zEl e y(x)—Asin(nﬂxj

enao = — D = - — -

El L El ! L° L
\ : ; \ v ;
cargas criticas configuragdes de equilibrio
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

A carga critica de Euler se da para n =1, assim: P, P, T

menor momento de inércia

2 da secio! !
P

y(X) = Asin(% xj

Para cada valor de n, tem-se um valor correspondente
da carga critica e da forma de flambagem. *

n‘El 4n’El On’El
P1= TL 'P2= L2 P3=TL
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

Para outras condi¢Oes de apoio, deve-se resolver a mesma EDO, modificando-se a expressao M(x) e as condicdes de contorno.

_ 2 EIl _ 7 El _2.046 7+ EI _ 472 EI
PCT—F Pcr- L2 Pcr_ Lz PCT_T
L&'
L L L L, L
L,=2L L.=L L,=0.699L L,=0.5L

Equacao geral para a carga critica
de Euler:

onde L, ou L,

\ J
[

comprimento efetivo ou de
flambagem
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

Ensaio em laboratdrio para diferentes condicdes de apoio:
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

A tensao critica pode ser calculada dividindo-se a carga critica pela area da secao transversal da coluna:

2
P 7°El I T ﬁ
Oy =—=—; Mas p°=— (raiodegiracio) mEmm) O =
S L2S S
» . - L,
Pode-se definir a relacao acima destacada como “indice de esbeltez”, dado por: A=—" menor raio de giracdo

@/ da secao!

2
. T
Finalmente, tem-se: O, = I E  CurvadeEuler

Pergunta 1: Dadas 2 barras de aco, uma CA-40 e outra CA-50 (igual comprimento, secao transversal e condi¢cdes de apoio),
qual estaria mais “propensa” a sofrer flambagem?

Pergunta 2: Caso a coluna ndo possua eixo de simetria (perfil L, por exemplo), qual valor utilizar para o momento de inércia?
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Carga critica de Euler (Casos perfeitos — carregamento axial)

350 -
O'CI(MPB.) > Upl = 250 MPa
280 ﬂ Euler’s curve
[ N\ E=200GPa
210
140
70 - |
| E/ | | |

0 50 100 150 200 250
L

7

Importante:

As equacOes anteriormente deduzidas para a carga
critica de Euler sao validas somente no regime linear
elastico de deformacdes!

Assim, antes de se analisar a possibilidade de
flambagem, deve-se verificar se a tensao atuante é
menor que a tensao de escoamento do material em
estudo.
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Flambagem

O grafico abaixo ilustra os resultados obtidos em ensaios com colunas de diferentes indices de esbeltez:

O-CI'

Short

columns

Intermediate columns Long columns L, /r
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Flambagem

Exemplo 1) Sejam os dois perfis mostrados abaixo, ambos possuindo a mesma area de sec¢ao transversal. Qual deles suporta
maior carga, antes de flambar? Considere L= 3m, E = 105 GPa e 6, = 70 MPa.

a) b)

40 mm

60 mm

45 mm

60 mm
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Flambagem

Haja vista que todas as propriedades das barras sdo idénticas, aquela que ditara a capacidade de cada barra “resistir” a
flambagem sera o momento de inércia. Assim, para cada caso temos:

a)

S

n(D*-d*) m(60*—40%)

I, =1, =
z y 64 64

= 5,105 x 10> mm?*

40 mm

60 mm
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Flambagem

Haja vista que todas as propriedades das barras sdo idénticas, aquela que ditara a capacidade de cada barra “resistir” a
flambagem sera o momento de inércia. Assim, para cada caso temos:

b)
z

I I (BH3—bh3) (604—404)

z2ov 12 12

= 8,67 x 105 mm?*

y

CONCLUSAQ: Como a secdo b) possui o maior momento de inércia, 45 mm
ela é a mais adequada. 60 mm
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Exemplo 2) A secdo transversal de uma coluna de comprimento efetivo L pode ser construida a partir do arranjo de 3 tabuas de
mesmas dimensdes, conforme mostram as figuras abaixo. Qual arranjo é mais eficiente em relagdo a ocorréncia de
flambagem?

a) b)

| d/3 |

d/3
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Flambagem

A premissa deste problema é a mesma da anterior. No entanto, deve-se tomar um cuidado extra, haja vista que, a primeira
vista, a tendéncia é dizer que o arranjo b) é o mais eficiente, pois possui maior momento de inércia.

Acontece que, para qualquer situacao que envolva escolha de perfis em problemas de flambagem devida a carregamento axial,
devemos sempre buscar aquele que possua 0 maior dentre os menores momentos de inércia.

a) b)

No caso deste problema, devemos
comparar o momento de inércia I,
(ou /) do perfil a) com o momento
de inércia I, (e ndo /,!) do perfil b).

O maior dentre estes dois indicara
o perfil a ser escolhido.

d/3
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Assim, temos: b)

a)

+ eficiente!

/

bh3 d* _ hib3 | hpbd | h3bi _ (d/3)d® | d(d/3)® | (d/3)d®
I, =1, = o - 12 =(0,08333a* =t Yt " Ttz T
= 0,05864 d*
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Flambagem

Carga excéntrica (Casos imperfeitos)

Considere-se uma coluna birrotulada, carregada fora do eixo, com uma excentricidade e. De forma similar ao caso
anterior, a configuracao de equilibrio pode ser escrita como:

X
1 M(x)=P(e+Yy)
PI"e

T : Da teoria da flexao, sabemos que a deflexao (flecha) é calculada por:
i d’y _ M(x) — d’y _ P(e+y)

L -eral? d*  El dx>  El
| T P d’y P Pe d’y P
| X yt—Y=—— —2+k2y=—k2e onde k*=—

. | dx*  El El dx El
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Flambagem

Carga excéntrica (Casos imperfeitos)

d° :
d—zl +k’y=—k’e A solucdo desta EDO é dada por: Y(X) = ASInkx+ Bcoskx—e
X

Esta é a equacao diferencial de equilibrio para a coluna em estudo, sujeita as condi¢cdes de contorno definidas a partir
dos tipos de apoios.

—me:O,y=O
Emx=L,y=0

A partir das condicdes de contorno, chega-se a equacao da linha el3dstica de flambagem:

y(X) = e-(tan k—ZL-sin KX +Ccos kx—lj
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Carga excéntrica (Casos imperfeitos)

E de maior interesse, porém, conhecer o valor da maxima deflexdo que, neste caso, ocorre em x = L/2 (& meia altura):

o =Y(L/2)= e-(tan&-sin&+cos&—lj =e- sec(&j—l
2 2 2 2

P P L
Substituindo K = E na expressao acima, vem: 5max =e-| SeC E E -1

E possivel reescrever a equacdo acima em funcdo da carga critica de Euler:

2

2 P.L
P, =7z|_|2EI =El=-""" mm) 5 =e sec

O que acontece se a carga externa P for igual a carga critica? E, se P’=2P, 6'=25?
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Maximo momento fletor

O maximo momento fletor também ocorre, neste caso, em x = L/2 (a meia altura) e pode ser calculado como:

M i = M(L/2) = P(e+60) = Pe‘{sa:(k%ﬂ

m

P r | P
Substituindo k = = na expressdo acima, vem: M __ = Pe-|sec E —

cr
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Flambagem

Maxima tensao normal

A mdxima tensdo normal também ocorre em x = L/2 (a meia altura) e pode ser calculada pela teoria da flexdo composta:

P M_.C
max i E—
S |

onde c é distancia entre a fibra analisada e a LN da secao.

O

Substituindo o valor de M, ., na expressao acima, tem-se:

o =E 1 SecC L P ‘ Equacgao da secante

g 20 VES

Indice de excentricidade
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Flambagem

O grafico abaixo mostra as diversas situacdes representadas pela Equacado da Secante.

280

< _, ': |
2T O max= 250 MP
3 E =500 GPa : Importante:
210 0y E se as condi¢cdes de apoio forem diferentes do caso “rotula-
| rotula”?
_\0 Euler’s curve
P 4
5 (MPa) ——0| Nesse caso, basta substituir a varidvel “L” por “L.)” nas
140 % equacoes.
—L
L5 Mas, atencao! Essa substituicao é correta somente para a
condicao “engaste-livre”.
70
Para a condicao “engaste-rotula”, uma nova EDO devera ser
formulada (com condicdes de contorno especificas)
0 50 100 150 200

Para a condicdo “engaste-engaste”, estas analises
simplesmente nao fazem sentido! Por qué?

'~<|t"'4
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Flambagem

Exemplo 3) Uma carga P = 37 kN é aplicada excentricamente (e = 1,2 mm) a uma coluna de aco de 32 mm de didametro e 1,2
m de comprimento. Determine: a) a maxima deflexao lateral, b) a maxima tensdao normal. Adotar E = 200 GPa.

a) Para determinar a maxima deflexao lateral, utilizaremos a expressao abaixo:

0., =€-|Sec 1/iL -1
El 2

Substituindo os valores e compatibilizando as unidades, vem:

37-10°
Opmax =1,2| SEC - 1299 11| = 1.2-sec(.1375)-1] = 1,2-{ - —1}:1,2-(2,3817—1) =1,658 mm
200.10° 3D 2 cos(1,1375)
64 ——

- - em radianos!
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Flambagem

b) Para determinar a maxima tensao normal, temos duas possibilidades:

P ec |_ P M max P(e + 5max)
Opmax = —| L+—S€C ou |
S| p 2p VES P M,.cC
O = R max
Eq. da Secante _ S |
No caso deste exemplo, vamos utilizar a segunda abordagem, por ser a mais simples de se operar.
Substituindo os valores e compatibilizando as unidades, vem:
37-10° 105746(32/2)
M__ =37-10°(,2+1,658) =105.746 Nmm mssss) o = + =
e ( ) 7(32)?/4 7(32)"/64
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Flambagem

Exemplo 4) Seja um tubo circular de latao de 2,8 m de comprimento, conforme mostrado abaixo. Sobre ele, aplica-se uma
carga P com excentricidade e =5 mm. Adotando E = 120 GPa, determine:

a) o valor dacarga P de forma que a maxima deflexao lateral seja igual a 5 mm;
b) o valor da maxima tensao normal.

108 mm

120 mm
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Flambagem

a) Para determinar o valor maximo da carga, utilizaremos a expressao abaixo:

0. =€-|Sec 1/iL -1
El 2

Substituindo alguns valores e compatibilizando as unidades, vem:

Assim: carga critica
de Euler

PL =« P 2r P (2zY) 4
/__:_ ) /_:_ —> _ ) P== — 235 kN
El 2 3 El 3L El (3Lj 9[ )
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Flambagem

b) Novamente, para se determinar a maxima tensao normal,
anterior.

M max — P(e + 5max)

M__ =235-10°(5+5) = 2,35-10° Nmm

vamos utilizar a mesma abordagem utilizada no exemplo

235.10° 2,35-10°(120/2)
O-max — +
7(120* -108%)/4  7(120* —108")/64

149,64 MPa
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Exemplo 6) Uma coluna de aco (E = 210 GPa), cujo perfil € mostrado abaixo, esta apoiada por pinos (birrotulada) nas
extremidades e tem comprimento de 7,5 m. A coluna suporta um carregamento aplicado no centroide P1 = 1750 kN e um
carregamento aplicado excentricamente P2 = 250 kN. Calcule a maxima tensdao normal de compressao, utilizando:

a) a teoria da flexao composta;

b) a equacao da secante.
P = 1750 kN P,= 250 kN
l{— 400 mm —}l

C

Dados do perfil:

Suporte

<— Coluna

|

|, = 486,89x10° mm?

h=362mm
£ 1=157,81 mm
A = 19550 mm?

A flambagem ocorre sobre o eixo 1-1 da secdo transversal e o carregamento excéntrico age no eixo 2-2 a uma distancia

de 400 mm do centroide da secao.
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Tendo em vista que as duas cargas agem sobre a coluna, nao é possivel aplicar a equacao da secante de forma direta, dada a
relacdao nao-linear entre carregamento e tensao.

Assim, precisaremos calcular uma Unica carga resultante e uma excentricidade “equivalente” que gerem o mesmo momento
fletor em relacao ao centroide da secao.

Analisando a figura ao lado, o momento fletor em relacao a C é dado —
F1’ 1750 kKN

P,= 250 kN
por: l

«— 400 mm —
C

|
MC =1750 [kN] x O [mm] + 250 [kN] x 400 [mm] = 100.000 [kN mm] |

Suporte
A forga resultante é dada por R =P, + P, = 2000 kN P

<— Coluna

Esta forca resultante devera gerar o mesmo momento em C, calculado
anteriormente. Assim, a excentricidade “equivalente” é calculada como:
e = M%/R = 100000 [kNmm]/ 2000 [kN] = 50 mm.

RESISTENCIA DOS MATERIAIS 2 - PROF. ALEXANDRE CURY - MAC/UFJF 31




Flambagem

O sistema equivalente é mostrado na figura abaixo. A partir de agora, a analise sera feita utilizando-se este sistema, apenas.

N Mc
a) Pela teoria da flexao composta, tem-se que o0 =—+——, onde c é a distancia

50 mm

-

-

da LN a fibra em estudo (normalmente, a mais externa).

lR = 2000 kN

Substituindo os dados na expressao acima, vem:

_ 2000x10° [N] (100.000x10°[Nmm]) x (L81[mm])
19550[mm ] 486,89 x10°[mm*]

=139,48MPa

b) Pela Eq. da secante, tem-se:

N ec L [N
=—|1+—sec| —. /== — -
S{ p {ZP ESH |

Fazendo c = h/2 =362/2 =181 mm e substituindo os demais valores na expressdo acima, vem:

2000x10%|. 50x181 7500 \/ 2000x10°
G = 1+ 2 SEC 3
19550 15781 2x157.81\ 210x10°% x19550

=145,26MPa
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Perguntas:

1) Por que as tensdes foram calculadas pensando-se na flambagem em torno do eixo 1-1, quando percebe-se,
claramente, que o menor momento de inércia se da em torno do eixo 2-2?

2) Por que ocorre essa diferenca de valores entre as duas teorias? Qual é a mais adequada, neste caso?
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