CAPITULO 6 - AULA 1

FLEXAO

8 de outubro de 2026
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Objetivos do capitulo

® Neste capitulo, determinaremos a tensao em uma viga ou em um eixo causada pela
flexao.

® O capitulo comeca com uma discussiao sobre como determinar as variacoes do
esforco cortante e do momento fletor nesses elementos.

® Em seguida, uma vez determinado o momento interno, pode-se calcular a tensao de
flexao maxima.

® |nicialmente, consideraremos elementos retos, com secao transversal simétrica e
constituidos de material homogéneo e linear-elastico.
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Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores

® Elementos esbeltos que suportam cargas aplicadas perpendicularmente ao seu eixo
longitudinal sdo denominados vigas.

® Em geral, as vigas sao barras longas e retas com secao transversal constante.
Frequentemente, elas sdo classificadas de acordo com a forma como s3o apoiadas.

® Por exemplo, uma viga simplesmente apoiada possui um apoio de primeiro género
(ou articulagdo mével) em uma extremidade e um apoio de segundo género (ou
articulagdo fixa) na outra (Fig. 6-1); uma viga em balango é engastada em uma
extremidade e livre na outra; e uma viga com balanco apresenta uma ou ambas as
extremidades estendendo-se livremente além dos apoios.

® As vigas sao consideradas entre os elementos estruturais mais importantes. Elas
sdo utilizadas para sustentar o piso de uma edificacdo, o tabuleiro de uma ponte ou a
asa de uma aeronave. Além disso, o eixo de um automdvel, a langa de um guindaste
e até mesmo muitos ossos do corpo humano funcionam como vigas.
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Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores

Simply supported beam

I Cantilevered beam

T ———

Overhanging beam

Figura: Fig. 6-1. Tipos comuns de vigas.
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Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores

® As cargas aplicadas geram forca cortante (V') e momento fletor (M) na viga.
® FEsses esforcos variam ao longo do comprimento da viga.

® Os diagramas de forca cortante e de momento fletor representam essa variagio
ao longo do eixo da viga.

Esses diagramas permitem identificar os valores maximos de V e M.

Essas informagGes sdo fundamentais para o dimensionamento da viga, incluindo a
definicdo da posicdo e da quantidade de armaduras ou reforcos estruturais.
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Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores

Para expressar a forca cortante (V) e o momento fletor (M) em funcdo de x, é
necessario definir a origem e o sentido positivo do eixo x. Normalmente, a origem
é posicionada na extremidade esquerda da viga e o sentido positivo de x é para a
direita.

Como as vigas podem estar submetidas a cargas distribuidas, forcas concentradas
e momentos concentrados, as fun¢des V(x) e M(x) podem apresentar
descontinuidades ou mudancas em suas inclinacdes nos pontos onde as cargas sdo
aplicadas.

Por isso, as funcdes de forca cortante e de momento fletor devem ser determinadas
separadamente para cada regiao da viga entre duas descontinuidades de
carregamento.

Conforme ilustrado na Fig. 62, diferentes coordenadas, como xj, x» € x3, sdo
necessdrias para descrever a variacdo de V e M ao longo da viga.

Fig. 62, x; é utilizado na regido entre A e B, x; entre B e C e x3 entre C e D.
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Diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores

szl il !

C

X1 —"

B |t | D

X2 1
X3 |

Figura: Fig. 6-2. Viga biaapoida com balanco.
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Convencao de sinais

Antes de determinar a forgca cortante (V') e o momento fletor (M) em fungdo de
X e, posteriormente, construir os respectivos diagramas, é necessario estabelecer uma
convencao de sinais para definir os valores positivos e negativos de V e M.

Embora a escolha da convencao de sinais seja arbitrdria, neste caso serd adotada
uma convengado frequentemente utilizada na pratica da engenharia, conforme
ilustrado na Fig. 6-3.

De acordo com essa convencao, considera-se positivo quando a carga distribuida
atua para cima sobre a viga.

A forca cortante interna é considerada positiva quando provoca uma rotacao no
sentido horario do segmento da viga sobre o qual atua.

O momento fletor interno é considerado positivo quando provoca compressao nas
fibras superiores do segmento.

Os carregamentos que atuam em sentido oposto ao definido acima s3o
considerados negativos.
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Convencao de sinais

iy

“w = w(x)

Positive external distributed load

%) J

Positive internal shear

M M

( )

Positive internal moment

Beam sign convention

Figura: Fig. 6-3. Convencido de sinais.
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Exemplo 6.1.

Desenhe os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga mostrada na
Fig. 6-4(a).

3kN/m

A2 A2 222 22T

! 4m }
(a)

Figura: Fig. 6-4(a). Exemplo 6.1.
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Exemplo 6.1.

Reacdes de apoio
As reacbes de apoio sdo mostradas na figura a seguir.

3kN/m
LY vAVYVYIry by
6 kN| 4m |6 kN

Figura: Rea¢Ges de apoio - Exemplo 6.1.
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Exemplo 6.1.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

O diagrama de corpo livre do segmento esquerdo da viga é mostrado na Fig. 6-4(b). A
carga distribuida sobre esse segmento ¢ representada por sua forga resultante (3x) kN,
determinada apenas apds o segmento ser isolado em um diagrama de corpo livre. Essa
forca atua no centroide da drea sob a carga distribuida, a uma distancia de x/2 da
extremidade direita. A aplicacdo das duas equag¢bes de equilibrio resulta em

6 kN

Figura: Fig. 6—4(b) — Diagrama de corpo livre do segmento esquerdo - Exemplo 6.1.
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Exemplo 6.1.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

(3x) kN + 1 Z F, =0;
.
I 6kN — (3x)kN — V = 0
! HwM
l) V = (6 — 3x) kN
x—-{V
6 kN
() +0O> M=0;

X
Figura: Fig. 6-4(b) — Diagrama de corpo livie  — 6 kN(x) + (3x) kN <§> +M=0

do segmento esquerdo - Exemplo 6.1.

M = (6x —1,5x?) kN - m
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Exemplo 6.1.

Diagramas de esforco cortante e momento fletor

3 kN/m
| -
6 kNI o |6 kN
V (kN)
6
x (m)
—2 m% g
2m |
| x (m)
g 3 6
M (kN-m)

(c)

Figura: Fig. 6-4(c) — Diagrama de corpo livre
do segmento esquerdo - Exemplo 6.1.

Os diagramas de esforco cortante

e de momento fletor sdo mostrados
na Fig. 6-4(c) sdo obtidos
tracando-se os gréficos

das equagOes anteriores.

O ponto de esforco cortante nulo é:

V=(6-3x)kN=0 Xx=2m

14/33



Exemplo 6.1.

Diagramas de esforco cortante e momento fletor

3 kN/m
HUHIH
I
GkN?‘ o ?6kN
|
V (kN) A partir do diagrama de momento fletor
6 o valor de x determinado representa
x (m) )
—2m—] 6 o ponto da viga onde ocorre
o momento fletor maximo.
2m | dM
x (m) Isto ocorre porque V = —
| dx
4 3 6
M (kN-m)
© Mmax = [6(2) —1,5(2)*] kN-m = 6kN - m

Figura: Fig. 6-4(c) — Diagramas de esforcos
cortantes e de momentos fletores - Exemplo 6.1. 1533



Exemplo 6.2.

Desenhe os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga mostrada na
Fig. 6-5(a).

2 kN/m

L mal IUT [ 1

3m !

(a)

Figura: Fig. 6-5(a). Exemplo 6.2.
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Exemplo 6.2.

Reacoes de apoio
As reacbes de apoio sdo mostradas na figura a seguir.

3kN "

(=

6 kN-m

Figura: Figura - Rea¢bes de apoio - Exemplo 6.2.
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Exemplo 6.2.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

O diagrama de corpo livre de um segmento da viga de comprimento x é apresentado na
Fig. 6-5(c). A intensidade da carga triangular distribuida na se¢do é determinada pela

2kN/m

propor¢do ¥ = =5,/=. Portanto, a intensidade da carga na se¢do ¢ dada por

w = ZxkN/m.

- (; Y)). e

3kN

_ 6 kN-m

Figura: Fig. 6-5(c) — Diagrama de corpo livre - Exemplo 6.2.

p

(c)

2,

q
.J
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Exemplo 6.2.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

_( \’),\ .
qu -h“ ! J
; W”" 1Y F =0,
6 kN m L_x ' .
3kN—2(3x>X_ .
V= (3 — x > o
Figura: Fig. 6-4(b) — Diagrama de corpo livre - 3

Exemplo 6.2.
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Exemplo 6.2.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

—( \'),\ o

3 kN l‘ !

, M +oY M=o
6kN€! lejfj 6 kN - m — (3kN)(x)+
| sz (2 —1)+M—0
@ 2 <3X> X <X 3% -

2
Figura: Fig. 6-4(b) — Diagrama de corpo livre - M = <—6X +3x% — 9X3> kN - m
Exemplo 6.2.
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Exemplo 6.2.

Diagramas de esforco cortante e momento fletor
2 kN/m

E}f“vﬂ””l” l

V (kN)
3 Os diagramas de esforco cortante
x (m) e de momento fletor s3o mostrados
6 na Fig. 6-5(d) sdo obtidos
tracando-se os graficos
= (m) das equacdes anteriores.
M(KN-m)

(d)

Figura: Fig. 6-5(d) — Diagramas de esforgos
cortantes e de momentos fletores - Exemplo 6.2.
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Exemplo 6.3.

Desenhe os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga mostrada na

Fig. 6-6(a).
T POKN/m
worm L]
T 6m _]__
(a)

Figura: Fig. 6-6(a). Exemplo 6.3.
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Exemplo 6.3.

Reacdes de apoio

As reagGes de apoio sdo mostradas na Fig. 6-6(b). A carga distribuida é decomposta em
componentes triangulares e retangulares, que sdo entdo substituidas por suas respectivas
forcas resultantes. As reacdes foram determinadas conforme mostrado no diagrama de

corpo livre da viga (Fig. 6-6(b)).

60 kN 60 kN
]
) l 1120 kN/m
=== I
| L 2 | 110 kN/m
A |
3m
4m
6 m 1
50 kN T0kN

(b)

Figura: Fig. 6-6(b) - Reacdes de apoio - Exemplo 6.3.
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Exemplo 6.3.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

O diagrama de corpo livre do segmento esquerdo é apresentado na Fig. 6-6(c). Como
mencionado anteriormente, o carregamento trapezoidal é substituido por distribuicoes

retangular e triangular.

e — el — ]

(c)

Figura: Fig. 6-6(c) — Diagrama de corpo livre - Exemplo 6.3.

24/33



Exemplo 6.3.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

10x % 2”)(%)"‘

== X /
= E}ZO( ) kN/m
¥ ¥ 2kN/m

Figura: Fig. 6-6(c) — Diagrama de corpo livre -
Exemplo 6.3.

+1Y F=0;

50kN — (10kN/m)x—
1 X
— 5(20kN/m) (671) x—V=0

V= (50 —10x — §x2> kN
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Exemplo 6.3.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

10x %(20)(%)"‘

’/li/i} 20() kN/m
¥ 2kN/m

Figura: Fig. 6-6(c) — Diagrama de corpo livre -
Exemplo 6.3.

+0 ZM:O;

(=50 kN)(x) + [(LOkN/m)x] (g) n

+ %(20 kN/m) (%) X (g) +M=0

M = <50x— 5x° — gx3> kN - m
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Exemplo 6.3.

Diagramas de esforco cortante e momento fletor Os diagramas s3o representados
graficamente na Fig. 6-6(d).

30 kN/m
WkNm 1T [ |
ve 1T
O ponto onde ocorre 0 momento maximo
50 kN ‘ 70 kN dM
YR ¢ determinado pela condicdo — =V =0
50 dX
x(m)
3.245 mﬂ
5
= V:0:50—10x—§x2 x = 3,245 m
M(kN-m) | My = 906 kN'm 5
@ Mimax = 50(3,245) — 5(3, 245)? — 5(3, 245)3

Figura: Fig. 6-6(d) — Diagramas de esforcos Mmax = 90,62 kN - m
cortantes e de momentos fletores - Exemplo 6.3.
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Exemplo 6.4.

Desenhe os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga mostrada na

Fig. 6-7(a).
15 kN )
5kN/m
80 kN-m
T ———
ANg B‘ 2/
I 5m | Sm l
(a)

Figura: Fig. 6-7(a). Exemplo 6.4.
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Exemplo 6.4.

Reacoes de apoio
As reagOes de apoio sdo mostradas na figura a seguir.

15 kN

5.75kN 3425kN

Figura: ReagGes de apoio - Exemplo 6.4.
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Exemplo 6.4.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor Como hd uma descontinuidade na
carga distribuida e também uma carga concentrada no centro da viga, duas regides de x
devem ser consideradas para descrever as funcdes de forca cortante e de momento fletor
ao longo de toda a viga.

0<xg1<5m
80 kN-m

M
( ii +1 ) F =0 575kN—-V =0
\1—4

5.75kN (b)

V =5,75kN

Figura: Fig. 6-7(b) — Diagrama de corpo livre - 0 Z M = 0:

Exemplo 6.4.
—80kN-m — (5.75kN)x; + M =0
M = (80 +5,75x1) kN - m
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Exemplo 6.4.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor
I5 kN 5 kN/m(x; — 5)

80 kN'm v ¥ 5<x1 <10m
(A l);w
L5 m—-Lj-L‘; z + 1 Z Fy -0
2 2 5.75kN — 15 kN—
STIKN (©) — (5kN/m)(x2 — 5m) —

Figura: Fig. 6-7(c) — Diagrama de corpo livre -
Exemplo 6.4. V = (15.75 — 5x2) kN

V=0
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Exemplo 6.4.

Funcoes do esforco cortante e momento fletor

80 kN-m

A

-

g

Sm

5.75kN

15kN 5 kN/m(x; — 5)

- l) M

Figura: Fig. 6-7(c) — Diagrama de corpo livre -

Exemplo 6.4.

5<x <10m

+O Y M=o

—80kN - m — (5.75 kN)xa+

+ (15 kN)(X2 -5 m)+

+ (5KN/m)(x2 — 5m) <X2_25m) +
+M=0

M = (—2.5x3 + 15.75x2 + 92.5) kN - m
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Exemplo 6.4.

Diagramas do esforco cortante e do momento fletor
15 kN

5 kN/m

(B 1
A? - B -
Sm ——om

5.75 kN 3425 kN

V (kN)
575

x (m)
o \
M (kN-m) 3425

‘ x (m)

80

k

108.75
(d)

Figura: Fig. 6-7(d) — Diagramas de esforgos cortantes e de momentos fletores - Exemplo 6.4.
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