CAPITULO 5 - AULA 2

TORCAO

6 de outubro de 2026
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Angulo de torcao

® Nesta secdo, desenvolveremos uma férmula para determinar o dngulo de tor¢do ¢ de
uma extremidade de um eixo em relacdo a outra extremidade. Para generalizar esse
desenvolvimento, consideraremos que o eixo possui uma secao transversal circular
que pode variar gradualmente ao longo de seu comprimento, conforme mostrado na

Fig. 5-12(a).

Figura: Fig. 5-12(a).
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Angulo de torcao

e Utilizando o método das se¢des, um disco diferencial de espessura dx, localizado na
posi¢do x, é isolado do eixo, conforme mostrado na Fig. 5-12(b). Nessa posi¢do, o
torque interno é T(x), uma vez que o carregamento externo pode fazé-lo variar ao
longo do eixo.

(b)

Figura: Fig. 5-12(b).
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Angulo de torcao

® Devido a T(x), o disco sofrerd tor¢do, de modo que a rotagdo relativa entre uma de
suas faces e a outra serd d¢. Como resultado, um elemento de material localizado a
um raio arbitrario p dentro do disco sofrerd uma deformacgado de cisalhamento . Os

valores de v e d¢ estdo relacionados pela equacido, a saber:

dp =y—
p

(b)

Figura: Fig. 5-12(b).
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Angulo de torcao

® Como a lei de Hooke, v = ¢ € valida, e a tensdo de cisalhamento pode ser expressa
em termos do torque aplicado por meio da férmula da torc3o,

entao,

substituindo esta expressdo na anterior

do =" do= s
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Angulo de torcao

® |ntegrando ao longo de todo o comprimento L do eixo, podemos obter o angulo de
torcdo de todo o eixo, a saber:

T
¢_/o IOE0N

¢ = angulo de torcdo de uma extremidade do eixo em relacdo a outra
extremidade, medido em radianos;

T(x) = torque interno na posigdo arbitraria x, determinado pelo método das
secOes e pela equacdo de equilibrio de momentos aplicada em torno do
eixo;

J(x) = momento polar de inércia do eixo, expresso como uma fun¢do de x;

G(x) = mddulo de elasticidade ao cisalhamento do material, expresso em
funcdo de x.
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Angulo de torcao

Torque e area da secao transversal constantes
® Usualmente, na pratica de engenharia, o material é homogéneo, de modo que G é
constante. Além disso, a drea da secdo transversal e o torque externo sdo constantes
ao longo do comprimento do eixo, conforme mostrado na Fig. 5-13.

/ L

r/x
44y

TR/

Figura: Fig. 5-13 - Barra com drea de se¢do transversal constante e do mesmo material, submetida a um
nico torque aplicado nas extremidades.
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Angulo de torcao

Torque e area da secao transversal constantes

® Nesse caso, o torque interno T(x) = T, o momento polar de inércia J(x) = J, e a
equacdo anterior pode ser integrada, resultando em

TL

°=Je

Observe as semelhancas entre as duas equacdes acima e as de uma barra submetida a
carregamento axial.

® Essa equacdo é frequentemente utilizada para determinar o médulo de elasticidade
ao cisalhamento, G, de um material. Para isso, um corpo de prova de comprimento e
didmetro conhecidos é colocado em uma maquina de ensaio de tor¢cdo, como a
mostrada na Fig. 5-14. O torque aplicado T e o dngulo de torcdo ¢ sdo entdo
medidos ao longo do comprimento L.
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Angulo de torcio

Torque e area da secao transversal constantes

Movable unit
on rails

Figura: Fig. 5-14 - Ensaio de torg3o.
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Angulo de torcao

Torque e area da secao transversal constantes
® A partir da equacao

TL
°= 76
obtemos
TL
)

® Para obter um valor mais confidvel de G, varios desses ensaios s3o realizados e
utiliza-se a média.
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Angulo de torcao

Muiltiplos torques

® Se 0 eixo estiver submetido a varios torques diferentes, ou se a drea da secdo
transversal ou o médulo de elasticidade ao cisalhamento variarem abruptamente de
uma regiao do eixo para a seguinte, entdo a equa¢ao que determina o angulo de
torcdo deve ser aplicada a cada segmento do eixo em que essas grandezas sejam
constantes.

TL
=) ¢

® Aqui, a soma deve ser algébrica; portanto, os termos podem ser positivos ou
negativos, dependendo do sentido do torque e da convencao de sinais adotada.
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Angulo de torcao

Convencao de sinais
® A melhor maneira de aplicar essa equacdo é adotar uma convencao de sinais tanto
para o torque interno quanto para o angulo de tor¢do em uma extremidade do eixo
em relagdo a outra. Para isso, utilizaremos a regra da mao direita, segundo a qual
tanto o torque quanto o angulo serdo positivos quando o polegar estiver apontado
para fora do eixo, enquanto os dedos se curvarem no sentido do torque, conforme
mostrado na Fig. 5-15.

Figura: Fig. 5-15 - Conveng3o de sinais.
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Exemplo 5.5

Determine o angulo de torcao da extremidade A do eixo de ago A-36 mostrado na
Fig. 5-16(a). Além disso, qual é o dngulo de tor¢do de A em relagdo a C? O eixo possui
didmetro de 200 mm.

| A 150 kN-m

80 kN-m
(a)

Figura: Fig. 5-16|(a) - Exemplp 5.5.
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Exemplo 5.5

Torques internos
e Utilizando o método das secdes, os torques internos sdo determinados em cada

segmento, conforme mostrado na Fig. 5-16(b). Pela regra da mio direita,
considerando positivos os torques orientados para fora da extremidade seccionada do

eixo, temos

3?3 /) 3/)7" =70 kN- / '/)jrc[) 10 KN-m
=80 kN-m 150 KN-m 2€ ‘m rgmNéO kN-m
5 m

80 kN-m 80 kN-m
80 kN-m
(b)

Figura: Fig. 5-16(b). Diagramas de corpo livre.

TAB:—|—8OkN-m, TBC:—7OkN-m, TCDI—]_OkN-m.
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Exemplo 5.5

Diagrama de torcao

® Esses resultados também s3o apresentados no diagrama de torgcao, que indica como
o torque interno varia ao longo do eixo, conforme mostrado na Fig. 5-16(c¢).

T (kN'm)

80

(V8]
N

6.5

" (m)

—10

=70

(c)
Figura: Fig. 5-16(c). Diagrama de tor¢3o.
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Exemplo 5.5

Angulo de torcdo

® O momento polar de inércia do eixo é
J= g(lOOmm)4 = 157,079 x 10% mm*.

® Para 0 aco A-36 G = 75 GPa. Portanto, a extremidade A do eixo apresenta uma

rotacdo de
ba = TL 80 x (10°) N - mm (3000 mm) n
AT JG ~ (157,079 x 106 mm*) (75 x 103 N/mm?)
70 x (10°) N - mm (2000 mm) 10 x (10°) N - mm (1500 mm)

(157,079 x 106 mm4) (75 x 103N/mm2) (157,079 x 105 mm#) (75 x 103 N/mm?)

=7,22%x 1073 rad
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Exemplo 5.5

Angulo de torcdo

¢ O angulo de torcao relativo de A em relacao a C envolve apenas dois segmentos

do eixo.

TL 80 x (10) N - mm (3000 mm)
OA/C = GG = (157,079 x 106 mm?) (75 x 103 N/mm?)
70 x (10°) N - mm (2000 mm)
(157,079 x 10° mm#) (75 x 103 N/mm?2)

= 8,49 x 1073 rad

® Ambos os resultados s3o positivos, o que significa que a extremidade A ird girar no
sentido indicado pela curvatura dos dedos da mao direita quando o polegar estiver
apontado para fora do eixo.
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Exemplo 5.6

As engrenagens acopladas ao eixo de aco com a extremidade fixa estdo submetidas aos
torques mostrados na Fig. 5-17(a). Se o eixo possui didmetro de 14 mm, determine o
deslocamento do dente P da engrenagem A. Considere G = 80 GPa.

Figura: Fig. 5-17(a) - Exemplp 5.6.
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Exemplo 5.6

Torques internos

® Por inspecdo, os torques nos segmentos AC, CD e DE s3o diferentes, porém
constantes ao longo de cada segmento. Os diagramas de corpo livre desses
segmentos, juntamente com os torques internos calculados, s3o mostrados na
Fig. 5-17(b). Utilizando a regra da m3o direita e a conven¢do de sinais estabelecida,
segundo a qual o torque positivo é orientado para fora da extremidade seccionada do
eixo, temos:

T,c=150N-m Tep=130N-m Tphg =170 N-m

150 N'm (\ l‘\ \'\
V\ . 150 N-m \‘ \ ~
y

'\ 280 N-m v
%) 150 N-m 40 N-m

280 N-m

(®)

Figura: Fig. 5-17(b). Diagramas de corpo livre. 19/35



Exemplo 5.6

Angulo de torcdo

® O momento polar de inércia do eixo é
J= g(? mm)* = 3,771 x 10°> mm*,

® Para o aco A-36 G = 75 GPa. Portanto, a extremidade A do eixo apresenta uma
rotacdo de

T 150 x (10%) N - mm (400 mm)
~ JG (3,771 x 103 mm*) (80 x 103 N/mm?2)
130 x (103) N - mm (300 mm) 170 x (103) N - mm (500 mm)

(3,771,079 x 103 mm#) (80 x 103N/mm?) (3,771 x 103 mm*) (80 x 103 N/mm?)

DA

= —0,2121 rad
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Exemplo 5.6

e Como a resposta é negativa, pela regra da mao direita, o polegar estd direcionado
para o apoio E do eixo e, portanto, a engrenagem A girard conforme mostrado na
Fig. 5-17(c). O deslocamento do dente P da engrenagem A é

_$a=02121rad

2

P
100 mm :M
J A

'1_»
!

e

(c)

Figura: Fig. 5-17(c). .

sp = ¢par = (0,2121rad)(100mm) = 21,2 mm
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Exemplo 5.7

Os dois eixos macicos de aco mostrados na Fig. 5-18(a) s3o acoplados por meio de
engrenagens. Determine o angulo de tor¢ao da extremidade A do eixo AB quando o
torque T = 45N -m é aplicado. O eixo DC esta fixo em D. Cada eixo possui didmetro de
20 mm. Considere G = 80 GPa.

\D =8 /75 mm
7 ‘\uﬁc
/ﬁi: 1.5 ma. eq!ﬁé;

gy A;oz

‘di_u,m 150 mm

(a)

Figura: Fig. 5-18(a) - Exemplp 5.7.
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Exemplo 5.7

Torques internos

® Os diagramas de corpo livre para cada eixo sdo mostrados nas Figs. 5-18(b) e
5-18(c¢).

¢p=0.0134 rad (Mp),
by 1
T=45Nm [ =300Negid/ L on),
N 0.150 m (Tp),=225N'm D, Q,\
4 ) D, C
Tﬁ? A‘/T A/T B = = o
£ E g F ©0.075m b
) ) F=300N ¢

(b)

Figura: Fig. 5-18(b) e Fig. 5-18(c). Diagramas de corpo livre.
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Exemplo 5.7

Torques internos
® Somando os momentos em torno do eixo AB, obtemos a forca tangencial de reacdo
entre as engrenagens:

45N - m
F=———=300N
0,15m
¢y = 0.0134 rad (Mp),
rsnm WY Sy
'\ m I/ 0.150 m (Tp), =225 N'm D, \’i\'[) .
i A - VL < ST
D ) \
E" ¥y ¥ 0,075 m ‘
E. " F xig
A 1 F=300N

(©
Figura: Fig. 5-18(b) e Fig. 5-18(c). Diagramas de corpo livre.
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Exemplo 5.7

Torques internos

® Somando os momentos em torno do eixo DC, essa forca entdo produz um torque de

Tpc = 300N(0,075m) = 22,5N - m

¢y = 0.0134 rad (Mp);
by 4
T=45Nm [ =300 Ifﬁ - e e M),
{“7 ‘C 2 £) o oh= 4_11\11 Z;,_,D‘. c
B T 2
E’ g T Di 075 m W
E. F >
’ (L) F=300N

(©)

Figura: Fig. 5-18(b) e Fig. 5-18(c). Diagramas de corpo livre.

25/35



Exemplo 5.7

Angulos de torcio
® Para resolver o problema, primeiro calcularemos a rotacao da engrenagem C
devido ao torque de 22,5N - m no eixo DC, conforme mostrado na Fig. 5-18(c).
Esse angulo de torcdo é

Tlpc (22,5 x 103N - m)(1500 mm)

¢c = JG [T = +0, 0269 rad
|5 (10mm)#] (80 x 103 N/mm?)
bp= : 0.0134 rad (Mp);
T=45N'm =300 N/ X/ (Mp),

, 0.150 m T,))\—225Nm @ e
g 4 o B
) F=

300 N

(b)
()

Figura: Fig. 5-18(b) e Fig. 5-18(c). Diagramas de corpo livre. )
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Exemplo 5.7

Angulos de torcio

e Como as engrenagens nas extremidades dos eixos estdo engrenadas, a rotacdo ¢¢ da

engrenagem C faz com que a engrenagem B gire de um angulo ¢g, conforme
mostrado na Fig. 5-18(d), onde

¢»5(150 mm) = (0, 0269 rad)(75 mm) ¢p = 0,0134rad

Figura: Fig. 5-18(d).
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Exemplo 5.7

Angulos de torcio
® Agora determinaremos o angulo de torcao da extremidade A em relacao a
extremidade B do eixo AB, causado pelo torque de 45N - m, conforme mostrado na
Fig. 5-18(b). Temos

Tlag 45 x 103N - m)(2000 mm
ba/B = 0c [7r( . ) S )2 = +0,0716rad
2 (10mm) ] (80 x 103 N/mm?)
¢p=0.0134 rad

|
T=45N-m [ 300N \Z )
( N 50.150 m
AR
E, F, =
E. F

(b)

Figura: Fig. 5-18(b).
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Exemplo 5.7

Angulos de torcio

® A rotagdo da extremidade A €, portanto, determinada pela soma de ¢g € ¢4/, uma

vez que ambos os angulos estdo no mesmo sentido, conforme mostrado na
Fig. 5-18(b). Temos

$a = dp + da/p = 0,0134rad + 0,0716 rad = +0, 0850 rad

b= | 0.0134 rad
T=45Nm = N/

OL/T /1 9

0 150 m

(b)

Figura: Fig. 5-18(b).
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Exemplo 5.8

O poste macigo de ferro fundido, com didmetro de 0,05 m, mostrado na Fig. 5-19(a),
estad enterrado 0,6 m no solo. Se um torque for aplicado em sua extremidade superior com
uma chave rigida, determine a tensao de cisalhamento maxima no poste e o angulo
de torcao em sua extremidade superior. Considere que o torque estd prestes a girar o
poste e que o solo exerce uma resisténcia uniforme a tor¢do de t N - m/m ao longo
dos 0,6 m de comprimento enterrado. Considere G = 40 GPa.

< osm
>

B <
100N = 015m_ 00N

.

005 m

&

0.9m

< Bt

~_  06m

a)

Figura: Fig. 5-19(a) - Exemplo 5.8.
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Exemplo 5.8

Torques internos

® O torque interno no segmento (AB) do poste é constante. A partir do diagrama de

corpo livre, Fig. 5-19(b), temos

> M, =0;  Tas=(100N)(0,30m) = 30N - m

N
0.15m
> ’><\
0.15m
100N \ 4 100 N

Tap
(b)

Figura: Fig. 5-19(b). Diagramas de corpo livre.
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Exemplo 5.8

Torques internos

® A magnitude da distribuicdo uniforme de torque ao longo do segmento enterrado BC

pode ser determinada pelo equilibrio do poste como um todo, Fig. 5-19(c¢).

Portanto,

m
§ Mz =0;
0.9 m

(100N)(0,30m) — £(0,6m) = 0

Figura: Fig. 5-19(c). Diagramas de t=50N" m/m
corpo livre.
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Exemplo 5.8

Torques internos
® Portanto, a partir do diagrama de corpo livre de uma secdo do poste localizada na
posi¢do x, Fig. 5-19(d), temos:

Z/\/lz:o; Tec —50x =0 Tsc = 50x

/| |-\
/| I\

‘\ |‘r—50Nm/m

(d)

Figura: Fig. 5-19(d). Diagramas de corpo livre.
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Exemplo 5.8

Tensao maxima de cisalhamento

® A maior valor da tens3o de cisalhamento ocorre na regido AB, pois o torque é
maximo nessa regido e J é constante para o eixo. Aplicando a férmula da torg3o,
temos

Tag __ 30 10 N.mm

Trmax = 25) mm = 1,22 MPa
ma J %(25 mm)4 (25)
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Exemplo 5.8

angulo de torcao

® O angulo de torcdo no topo pode ser determinado em relacdo a base do eixo, uma
vez que ela estd fixa, enquanto o topo estd prestes a girar. Ambos os segmentos AB
e BC sofrem torg3o e, portanto, neste caso, temos:

_ Taslas /LBC Tec ,
oA = G + ; e dx =
(30 x 103 N.m)(900 mm) 1 /600 mm
= — 50x dx =
JG 36 J, X ax
27 x 10° Nmm? 50 [(600)?/2] Nmm?
= 7 + IC = 0,00147 rad

35/35



