CAPITULO 5 - AULA 1

TORCAO

30 de setembro de 2026
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Objetivos do capitulo

® Neste capitulo, discutiremos os efeitos da aplicacdo de um carregamento de torcdo a
um elemento longo e retilineo, como um eixo ou um tubo.

® |nicialmente, consideraremos que o elemento possui secdo transversal circular.

® Mostraremos como determinar tanto a distribuicao de tensées no interior do
elemento quanto o dngulo de tor¢ado.
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Eixo circular submetido a um torque

® Torque é um momento que tende a fazer um corpo girar ou torcer em torno de seu
eixo longitudinal.

® Esse fendmeno é importante no projeto de eixos de maquinas e veiculos.

® Quando o torque é aplicado, as linhas longitudinais do eixo se deformam,
assumindo uma forma helicoidal.

® As secOes transversais permanecem planas, sem empenar.
® As linhas radiais permanecem retas, mas giram durante a tor¢ao.

® Para pequenos angulos de tor¢cao, o comprimento e o raio do eixo praticamente
nao variam.
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Eixo circular submetido a um torque

® Podemos ilustrar fisicamente o que acontece quando um torque é aplicado a um eixo
circular, considerando que o eixo é constituido por um material altamente
deformavel, como a borracha.

Figura: Tor¢do em torno de um eixo de borracha.
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Eixo circular submetido a um torque

e O eixo fixado ao centro desta roda é submetido a um torque, e a tensdo maxima
resultante deve ser suportada pelo eixo para evitar a falha.

Figura: Tor¢do em torno de um eixo.
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Eixo circular submetido a um torque

® Quando o torque é aplicado, as linhas longitudinais da malha, originalmente
marcadas no eixo, conforme mostrado na Fig. 5-1(a), tendem a se deformar,
assumindo a forma de uma hélice, conforme mostrado na Fig. 5-1(b), que
intersecta as circunferéncias formando angulos iguais.

Circles remain—
circalar

— Longitudinal
lines become
twisted

(i [ _
7 ,
¢ I
Radial lines
Before deformation remain straight

@ After deformation

Figura: Fig. 5-1(a)-1(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Além disso, todas as secOes transversais do eixo permanecem planas — isto é, n3o
sofrem empenamento nem se deformam para dentro ou para fora — e as linhas
radiais permanecem retas e giram durante essa deformacdo.

® Desde que o angulo de torcao seja pequeno, o comprimento do eixo e o raio
permanecerao praticamente inalterados.

Circles remain—.
circular

— Longjtudinal
lines become
twisted

Radial lines
Before deformation remain straight

After deformation

Figura: Fig. 5-1(a)-1(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Se o eixo estiver fixado em uma de suas extremidades e um torque for aplicado a
outra extremidade, entdo o plano sombreado em verde-escuro da Fig. 5-2(a) sofrerd
uma deformagdo, assumindo a forma inclinada (skewed) mostrada na figura.

Deformed

1'/ The shear strain at points on
the cross section increases linearly
The angle of twist ¢(x) increases as ¥ increases. with g, i.e.. y=(p/c)¥mam
(a) (o)

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Nesse caso, uma linha radial, localizada na sec3o transversal a uma distancia x da
extremidade fixa do eixo, girard por um angulo ¢(x). Esse angulo é chamado de
angulo de torcao. Ele depende da posigcdo x e varia ao longo do eixo, conforme

mostrado na figura.

Deformed

l_/ The shear strain al points on
the cross section increases linearly
The angle of twist ¢(x) increases as x increases. with g, i.e.. ¥= (p/C)¥mum

(a) (b)

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Para compreender como isso provoca deformagdes no material, vamos agora isolar
um pequeno elemento em forma de disco, localizado a uma distancia x da
extremidade do eixo, conforme mostrado na Fig. 5-2(b).

Deformed

1'/ The shear strain at points on
the cross section increases linearly
The angle of twist ¢(x) increases as x increases. with p, i.e.. ¥ = (p/C) ¥ mm-
(a) (o)

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Devido a deformacio, as faces frontal e traseira do elemento sofrerdo rotacdo: a face
traseira sofrerd uma rotagdo de ¢(x), enquanto a face frontal sofrerd uma rotagdo de

$(x) +d¢

Deformed

r/ The shear strain at points on
the cross section increases linearly
The angle of twist b(x) increases as ¥ increases. with p, i.e.. ¥y = (p/C) ¥ma-
(@) ()

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

e Como resultado, a diferenca entre essas rotacdes, d¢, faz com que o elemento seja
submetido a uma deformacao de cisalhamento ~ (ver Fig. 3-25(b)).

Deformed
plane

—Undeformed
plane

r/ The shear strain al points on
the cross section increases linearly
The angle of twist ¢(x) increases as x increases. with g, i.e.. ¥ = (p/C)¥mum
(a) ()

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

® Esse angulo (ou deformagdo por cisalhamento) pode ser relacionado ao angulo (d¢)
observando que o comprimento do arco vermelho na Fig. 5-2(b) é

Deformed
plane

s The shear strain at points on

the cross section increases linearly
‘The angle of twist ¢(x) increases as ¥ increases. with p, Le.. ¥ = (A/C) Y-
(@) (b}

Figura: Fig. 5-2(a)-2(b).
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Eixo circular submetido a um torque

¢
tand¢ = arco tany = arco
p dx
> tandg =~ d¢ = Carco tany m y = Carco
p dx
Carco = pd¢ Carco = 7y dx
(b)
do

dx

Figura: Fig. 5-2(b).

14 /52



Eixo circular submetido a um torque

® Como dx e d¢ sdo os mesmos para todos os elementos, d¢/dx é constante ao longo
da secdo transversal. A seguinte equac3do estabelece que a magnitude da deformacao
por cisalhamento varia apenas com a distancia radial p em relacdo ao eixo. Como:

%ZV_Vmax

dx p c

-
7 c “Ymax

® Em outras palavras, a deformacdo por cisalhamento no interior do eixo varia
linearmente ao longo de qualquer linha radial, desde zero no eixo da barra até um
valor maximo ymax em sua superficie externa (Fig. 5-2(b)).

Ent3o:
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A férmula da torcao

® Quando um torque externo é aplicado a um eixo, ele induz um torque interno
correspondente no interior do eixo. Nesta secdo, desenvolveremos uma equag¢ao que
relaciona esse torque interno a distribuicao da tensdo de cisalhamento atuante na
secdo transversal do eixo. Se o material for linearmente eldstico, entdo a lei de
Hooke se aplica,

T =Gy
ou

Tmax = GYmax;

® E, consequentemente, uma variacdo linear da deformac3do de cisalhamento, conforme
observado na segdo anterior, conduz a uma variagdo linear correspondente da tensdo
de cisalhamento ao longo de qualquer linha radial.

® G é definido como médulo de eslaticidade transversal, ou médulo de cisalhamento,

do material e a sua determinacdo serd mostrada mais adiante nestas notas de aula.
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A férmula da torcao

® Portanto, 7 ird variar de zero no eixo longitudinal do eixo até um valor maximo,

Tmax, €M sua superficie externa, conforme mostrado na Fig. 5-3. Assim, de maneira

semelhante 3 equagdo v = (£) Ymax, podemos escrever

Figura: Fig. 5-3.
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A férmula da torcao

e Como cada elemento de drea dA, localizado a uma distancia p, estd submetido a
uma forca dF = 7 dA (Fig. 5-3), o torque produzido por essa forca é entdo
dT = p(r dA). Para toda a segdo transversal, temos

T:/Ap(TdA):/Ap(§> TmaxdA

Figura: Fig. 5-3.
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A férmula da torcao

® Entretanto, Tmax/C € constante e, portanto,

Tmax

'T'Qm.
A

Figura: Fig. 5-3.
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A férmula da torcao

® A integral representa o momento polar de inércia da drea da segdo transversal do
eixo em relagdo ao seu eixo longitudinal. A seguir, calcularemos seu valor, mas, por
ora, o representaremos por J. Como resultado, a equacdo acima pode ser rearranjada
e escrita de uma forma mais compacta, a saber,

Figura: Fig. 5-3.
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A férmula da torcao

e Como resultado, a equagao anterior pode ser rearranjada e escrita de uma forma
mais compacta,

~

Tmax = 7 c

Figura: Fig. 5-3.
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A férmula da torcao

Tmax

T

T

Tmax = 7 c

= tens3o de cisalhamento maxima no eixo, que ocorre em sua superficie
externa;

= torque interno resultante que atua na sec3o transversal. Seu valor é
determinado pelo método das secGes e pela equacdo de equilibrio de
momentos aplicada em relacdo ao eixo longitudinal do eixo;

= momento polar de inércia da drea da secdo transversal;

¢ = raio externo do eixo.
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A férmula da torcao

® A equacdo anterior pode ser adaptada para qualquer distancia p ao longo da secdo
transversal e a tens3o de cisalhamento poderd ser determinada.

T =

T
J p

® Qualquer uma das duas equacdes anteriores é frequentemente denominada férmula
da torcdo. Lembre-se de que ela é utilizada apenas se o eixo tiver secio transversal
circular e o material for homogéneo e apresentar comportamento linear.
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Momento polar de inércia

® Secdo circular cheia

dp

Figura: Fig. 5—4. Secdo circular cheia.

® Sec3o circular cheia

Figura: Fig. 5-5. Segdo circular vazada.

J=

Y
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Distribuicao da tensao cisalhante

® Se um elemento na secdo transversal do eixo ou do tubo for isolado, entdo, devido a
propriedade de complementaridade do cisalhamento, tensGes de cisalhamento iguais

também devem atuar em quatro de suas faces adjacentes, conforme mostrado na
Fig. 5-6(a).

Shear stress varies linearly along
each radial line of the cross section.

(a) (b)

Figura: Fig. 5-6. 25/52



Distribuicao da tensao cisalhante

e Como resultado, o torque interno T gera uma distribuicdo linear de tensdo de
cisalhamento ao longo de cada linha radial no plano da secdo transversal e também

desenvolve uma distribuicdo de tensdo de cisalhamento ao longo de um plano axial
(Fig. 5-6(b)).

Shear stress varies linearly along
each radial line of the cross section.

(a) (b)

Figura: Fig. 5-6. 26 /52



Distribuicao da tensao cisalhante

e E interessante notar que, devido a essa distribuicdo axial da tensdo de cisalhamento,
os eixos de madeira tendem a rachar ao longo do plano axial quando submetidos a
um torque excessivo (Fig. 5-7). Isso ocorre porque a madeira é um material
anisotrépico, apresentando uma resisténcia ao cisalhamento paralela aos seus graos
ou fibras — orientada ao longo do eixo da peca — muito inferior a sua resisténcia
perpendicular as fibras, no plano da secdo transversal.

T T

Figura: Fig. 5-7. Falha de um eixo de madeira por tor¢do. 2752



Distribuicao da tensao cisalhante

® O eixo de transmissdo tubular de um caminhdo foi submetido a um torque excessivo,
resultando em falha por escoamento do material. Os eixos de transmissdo s3o
projetados para falhar antes que ocorram danos por torcio em componentes do
motor ou da transmiss3o.

Figura: Eixo de transmissdo tubular de um caminhdo.

28 /52



Exemplo 5.1

O eixo macico e o tubo mostrados na Fig. 5-8 sdo feitos de um material com tens3do de
cisalhamento admissivel de 75 MPa. Determine o torque maximo que pode ser aplicado a
cada sec3o transversal e mostre a tensdo atuante em um pequeno elemento de material
no ponto A do eixo e nos pontos B e C do tubo.

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.
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Exemplo 5.1

Propriedades das secoes

T

7 i

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

Jo= ot = g(loo mm)* = 157,079 x 10° mm*

Jt:

NI

(c—ch) = g [(100mm)* — (75 mm)*] = 107,378 x 10° mm*
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Exemplo 5.1

O torque maximo em cada caso é:

® Para o eixo macicgo:

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

(ron)s = To. o N _ T.
Tmax)s = 7 mm2 157,079 x 106

— (100 mm)

Ts =117,81 kN.m
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Exemplo 5.1

® Para o eixo vazado:

&y

Ts
f‘\
o ;
100 \)
Ly i

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

e Tee 75N T,
= —C g
Tmax)t = 7 mm?2 107,378 x 106

——(100mm) T, =805 kN.m

32/52



Exemplo 5.1

® A tensdo de cisalhamento no raio maximo do tubo macico é:

g 75 MPa

Ty

75 MPa

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

Ts 117,81 x 10N - mm
(T)s = 57 €= 157,079 x 106 mma (100 mm) = 75MPa
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Exemplo 5.1

® A tens3o de cisalhamento no raio externo do tubo vazado é

g 75 MPa

75MPa A \
10040 \

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

T; 80,5 x 10°N - mm
(To)t = — CO = 5 2
Ji 107,378 x 10° mm'

(100mm) = 75 MPa.
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Exemplo 5.1

® A tens3o de cisalhamento no raio interno do tubo vazado é

(Ti)t =

J; 7 107,378 x 106 mm*

g 75 MPa

Ts
= .

75MPa A \
10040 \

Figura: Fig. 5-8. Exemplo 5.1.

T:  80,5x 10N - mm

(75 mm) = 56,2 MPa.
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Exemplo 5.2

O eixo mostrado na Fig. 5-9(a), com 150 mm de didmetro (¢ = 75 mm), é apoiado por
dois mancais e esta sujeito a trés torques. Determine a tens3o de cisalhamento
desenvolvida nos pontos A e B, localizados na se¢cdo a — a do eixo.

425KN-m

“@\\m

(@

Figura: Fig. 5-9(a). Exemplo 5.2.
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Exemplo 5.2

Torque na secao a — a - Diagrama de corpo livre

425kN'm

v
/ -
= /\ rT
] PN
= ™~
Figura: Fig. 5-9(b). Exemplo 5.2.

> M =0,  425kNm—-30kNm—-T=0 T=125kNm
Momento polar de inércia (c =75 mm) J= 2(75)4 = 49,700 x 10° mm*
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Exemplo 5.2

® Como o ponto A estd em p = ¢ = 75mm,

A
@1 .89 MPa

- 125kN-m 1,25 x 10°N - mm)]
y S
. A=—TC= (75 mm)
J 49,70 x 106 mm*
) G
0377 MPa
0.075 m 0.015m 5 = 1,89 MPa

(©

Figura: Fig. 5-9(c). Exemplo 5.2.
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Exemplo 5.2

® Da mesma forma, para o ponto B, em p = 15 mm, temos,

A
@1 .89 MPa

- 125kN-m 1,25 x 10°N - mm)]
y S
. A=—Cc= (15 mm)
J 49,70 x 106 mm*
) G
0377 MPa
0.075 m~— 0,015 m 5 = 0,377 MPa

(©

Figura: Fig. 5-9(c). Exemplo 5.2.
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Exemplo 5.3

O tubo mostrado na Fig. 5-10(a) possui raio interno de 40 mm e raio externo de 50 mm.
Se a sua extremidade for apertada contra o suporte em A utilizando a chave
dinamométrica, determine a tens3o de cisalhamento desenvolvida no material nas paredes

interna e externa ao longo da parte central do tubo.

B80N
Lt A
T 1 200 mm v
A = C
o 2 80N
P 300 m_rq
(a) )

Figura: Fig. 5-10(a). Exemplo 5.3.
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Exemplo 5.3

Torque

® Faz-se um corte na se¢do intermedidria C ao longo do eixo do tubo (Fig. 5-10(b). A
Gnica incégnita nessa secao é o torque interno 7. Assim, tem-se que

ZMX:O;

80N

L
I&JO mm )g\
\‘\\/80 N

300 ml&l

(b)
Figura: Fig. 5-10(b). Exemplo 5.3.

80x0,3+80x0,2—T =0 T =40 N-m
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Exemplo 5.3

Momento polar de inércia  J = g [(50)* — (40)*] = 5,7961 x 10° mm*

® Para qualquer ponto situado na supericie externa do tubo (¢, = 50 mm):

T 40 x 103 N mm
To = — Co

J %° 75,7961 x 106 mm?

(50 mm) = 0,345 MPa

® E para qualquer ponto localizado na superficie interna,(¢c; = 40 mm):

T 40x10°Nmm
7= Y7 57061 x 106 mm*

(40mm) = 0,276 MPa
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Exemplo 5.3

® Estes resultados sdo apresentados em dois pequenos elementos na Fig. 5-10(c).

Stress free
top
D

T = 0276 MPa

?

E

Stress free
inside (c)

Figura: Fig. 5-10(c). Exemplo 5.3.
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Transmissao de poténcia

® Eixos e tubos com secdes transversais circulares s3o frequentemente utilizados para
transmitir poténcia desenvolvida por uma maquina. Quando utilizados para essa
finalidade, eles sdo submetidos a um torque que depende tanto da poténcia gerada
pela maquina quanto da velocidade angular do eixo.

® A poténcia é definida como o trabalho realizado por unidade de tempo. Além disso,
o trabalho transmitido por um eixo em rotacdo é igual ao torque aplicado
multiplicado pelo dngulo de rotacao. Portanto, se, durante um intervalo de tempo
dt, um torque aplicado T faz com que o eixo gire de um angulo df, entdo o trabalho
realizado é T df e a poténcia instantanea é

do
P=T=
dt

e Como a velocidade angular do eixo é w = df/dt, entdo a poténcia é:
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Transmissao de poténcia

® Eixos e tubos com secdes transversais circulares s3o frequentemente utilizados para
transmitir poténcia desenvolvida por uma maquina. Quando utilizados para essa
finalidade, eles sdo submetidos a um torque que depende tanto da poténcia gerada
pela maquina quanto da velocidade angular do eixo.

® A poténcia é definida como o trabalho realizado por unidade de tempo. Além disso,
o trabalho transmitido por um eixo em rotacdo é igual ao torque aplicado
multiplicado pelo dngulo de rotacao. Portanto, se, durante um intervalo de tempo
dt, um torque aplicado T faz com que o eixo gire de um angulo df, entdo o trabalho
realizado é T df e a poténcia instantanea é

do
P=T=
dt

e Como a velocidade angular do eixo é w = df/dt, entdo a poténcia é:
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Transmissao de poténcia

¢ No Sistema Internacional (SI), a poténcia é expressa em watts quando o torque é
medido em newton-metros (N.m) e a velocidade angular w é dada em radianos por
segundo (rad/s) e IW = 1N -m/s.

® A poténcia também pode ser expressa em cavalos-vapor (hp), uma unidade
frequentemente utilizada na pratica de engenharia, em que

1hp = 746 W

® Para maquinas, a frequéncia de rotacdo de um eixo, f, é frequentemente utilizada.
Ela representa o niimero de revolugdes, ou ‘“ciclos”, que o eixo realiza por segundo e
é expressa em hertz (1 Hz = 1 ciclo/s).
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Transmissao de poténcia

e Como
1ciclo = 27 rad
® Temos:
w = 2nf

® Portanto, a equacdo da poténcia apresentada anteriormente também pode ser escrita
como

P =2xfT
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Transmissao de poténcia

P =2xnfT

Para se aplicar esta equacdo, que relaciona a poténcia aplicada a um eixo que gira com
uma velocidade angular w ao torque T, deve-se observar as unidades, que devem estar no
S, ou seja:

Poténcia (P): watt (1 W =1 N-m/s).

Velocidade angular w = 27 f: rad/s.

® Frequéncia f: Hertz = Hz

Torque (T): Nm.

Se a poténcia for expressa em cavalos-vapor (CV) ou horse-power (hp), entdo os fatores
de conversdo para W sdo, respectivamente:

1CV=736 W e 1hp=746 W
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Projeto de eixos

® Quando a poténcia transmitida por um eixo e sua frequéncia de rotacdo s3o
conhecidas, o torque desenvolvido no eixo pode ser determinado pela equacdo

_ P
- 2xf’

® |sto é, conhecendo T e a tens3o de cisalhamento admissivel do material, Toqm.,
podemos ent3o dimensionar a secdo transversal do eixo usando a férmula da torc3o.
Especificamente, o pardmetro de projeto ou geométrico J/c torna-se

J T

c Tadm
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Projeto de eixos

® Para um eixo macico,

e, portanto, apds a substituicao dos valores, pode-se determinar um tnico valor para
o raio ¢ do eixo.

® Se o eixo for tubular,

T4 4
J= > (co — c,-)
o projeto permite uma ampla variedade de possibilidades para a solucdo. Isso ocorre
porque pode-se fazer uma escolha arbitraria para ¢, ou ¢;. Normalmente, fixa-se
previamente a raz3o entre o raio interno ¢; e o raio externo c,, definindo-se uma
nica solugdo para o projeto.
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Exemplo 5.4

Um eixo macico de aco AB, mostrado na Fig. 5-11, deve ser utilizado para transmitir 5
hp a partir do motor M ao qual estd acoplado. Se o eixo gira a uma velocidade de w =
175 rpm e o aco possui uma tensdo de cisalhamento admissivel 7,4, = 100 MPa,

determine o didmetro necessario do eixo, arredondando para o milimetro mais préximo.

Figura: Fig. 5-11. Exemplo 5.4.
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Exemplo 5.4

746 W
(5 p)><< 1hp> 3750

17 17

f:6705HZ w:271-><6—05:18,326rad/s
P 3750

T= " = 15 36 = 204627 Nm

J T  xc < 2T )1/3

—_ = = —— CcC =

c Tadm 2 c TTadm

c>10,84 mm 2c=21,68 mm d =22 mm
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