CAPITULO 4 - AULA 1

CARGAS AXIAIS

9 de setembro de 2026
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Objetivos do capitulo

e Neste capitulo, discutiremos como determinar a deformacdo de um elemento
submetido a carregamento axial.
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Principio de Saint-Venant

® Nos capitulos anteriores foram apresentados os conceitos de tensao, como medida
da distribuic3o interna de forcas em um corpo, e de deformacao, como medida da
alteracdo de sua geometria. Também se observou que a relacdo entre tensao e
deformagao depende das propriedades do material. Para materiais que apresentam
comportamento eldstico linear, aplica-se a Lei de Hooke, segundo a qual a tensdo
e a deformacado s3o diretamente proporcionais.

® Como exemplo, considere uma barra prismatica de secao retangular submetida a uma
forca axial P aplicada ao longo de seu eixo centroidal, mostrada na Fig. 4-1(a).
Durante a deformac3o eldstica, as linhas de referéncia tracadas na barra sofrem
distorcdes nas regides proximas as extremidades, onde ocorrem efeitos localizados.
Entretanto, na regido central da barra, as linhas permanecem retas e ortogonais,
indicando que a deformac3do é uniforme nessa parte do corpo.
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Principio de Saint-Venant

Load distoris lines
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Figura: Fig. 4-1(a) - Barra prismética de sec3o retangular.
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Principio de Saint-Venant

® Se o material permanecer no regime elastico, as deformacgdes produzidas estardo
diretamente relacionadas as tensdes por meio da Lei de Hooke, dada por 0 = E¢
em que E é o mdédulo de elasticidade do material. Em consequéncia, a distribuicio
de tensGes ao longo das se¢des transversais da barra varia nas proximidades das
extremidades devido aos efeitos localizados de aplicagdo da carga, enquanto, na

regido central, a tensdo torna-se praticamente uniforme, conforme ilustrado na
Fig. 4-1(b).
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Figura: Fig. 4-1(b) e 4-1(c) - Barra prismética de sec3o retangular.
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Principio de Saint-Venant

® Da mesma forma, a distribuicdo de tensdes na regido do apoio também tende a se
uniformizar. A uma distancia suficiente do apoio, a tensdo torna-se praticamente

uniforme ao longo de toda a se¢do transversal da barra.
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Figura: Fig. 4-1(b) e 4-1(c) - Barra prismética de secdo retangular.

6/36



Principio de Saint-Venant

® O comportamento localizado das tensdes e deformacdes é descrito pelo Principio de
Saint-Venant, formulado pelo cientista francés Barré de Saint-Venant em 1855.
Esse principio estabelece que, em pontos suficientemente afastados da regido de
aplicacdo das cargas, a distribuicdo de tensdes e deformacgdes independe da forma
como a carga ¢ aplicada, desde que os carregamentos possuam a mesma resultante
estaticamente equivalente. Assim, a uma distancia adequada da aplicagao das

forcas, a tensdo torna-se uniforme e pode ser representada pela tensdo média,
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Figura: Fig. 4-1(b) e 4-1(c) - Barra prismética de se¢do retangular. 7/36



Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

® Com base na Lei de Hooke e nas definicdes de tensdo e deformacdo, pode-se
desenvolver uma expressao para determinar o deslocamento eldstico de uma barra
submetida a cargas axiais. Para isso, considera-se uma barra de comprimento L, cuja
area da segdo transversal varia ao longo do comprimento e cujo material pode
apresentar médulo de elasticidade E variavel.
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Figura: Fig. 4-2 - Barra prismatica com se¢3o variavel.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

® Deseja-se determinar o deslocamento relativo § entre as extremidades da barra
devido a aplicagao do carregamento axial. Para essa andlise, desprezam-se as
deformacgdes localizadas que ocorrem nas regides de aplicacdo de cargas
concentradas e nos pontos em que ha mudancas bruscas na secdo transversal.

Figura: Fig. 4-2(a) - Barra prismética com se¢do varidvel.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

e Aplicando o método das secoes, isola-se um elemento diferencial da barra, de
comprimento dx e drea da se¢do transversal A(x), localizado em uma posicdo
arbitraria x, onde o material possui médulo de elasticidade E(x). Em seguida,
analisa-se o diagrama de corpo livre desse elemento para estabelecer a relagdo entre
as forgas internas e a deformagdo diferencial da barra, apresentado na Fig. 4-2b(b).

Nix) <—E§—> N(x)
d’x—-‘ 1|-|: @
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Figura: Fig. 4-2(b)- Diagrama de corpo livre do elemento.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

e A forga normal interna resultante N(x) varia ao longo do comprimento da barra em
func3o do carregamento distribuido aplicado. Essa forca provoca a deformagao do
elemento diferencial, produzindo um deslocamento relativo infinitesimal dé entre
suas extremidades. A partir desse elemento, podem ser determinadas a tensdo e a
deformacdo correspondentes.

Nix) 4—&{—) N(x)

d‘x—-‘ e
(b)

Figura: Fig. 4-2(b)- Diagrama de corpo livre do elemento.

11/36



Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

® A tensdo normal e a deformac3o especifica do elemento diferencial sdo dadas,
respectivamente, por

N(x) _dd
A(x) T odx’

Figura: Fig. 4-2(b)- Diagrama de corpo livre do elemento.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

® Desde que a tens3o n3o ultrapasse o limite de proporcionalidade do material, a Lei
de Hooke pode ser aplicada. Substituindo as expressbes da tens3o e da deformacao
na lei constitutiva, obtém-se a relacdo diferencial entre a forca normal interna e o

deslocamento axial do elemento,

o= E(x)e,
de onde resulta N(x) ds
X
— E(x) —
A(x) (x) dx’
ou, de forma equivalente,
N(x)
dd = d
A)E(x)
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

Para determinar o deslocamento axial total da barra, integra-se a expressao do
deslocamento diferencial ao longo de todo o seu comprimento L. Assim, obtém-se a
expressao geral para o deslocamento elastico:

RN
5/0 AC) Ex)

em que
® § é o deslocamento relativo entre as extremidades da barra;
® [ é o comprimento original da barra;
® N(x) é o esforco normal na se¢do localizada na posi¢ao x;

® A(x) é a drea da secdo transversal da barra, expressa em funcio de x;

E(x) é o médulo de elasticidade do material, expresso em fung3o de x.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

Carga e Area da Secao Transversal Constantes

Em muitas aplicacdes, a barra possui area de secao transversal constante e é
constituida por um material homogéneo, de modo que o médulo de elasticidade E
permanece constante. Além disso, quando for¢as axiais constantes sdo aplicadas em suas
extremidades, a forca normal interna N também é constante ao longo de toda a barra.
Nessas condicbes, a expressao geral do deslocamento axial simplifica-se para

~NL
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

Carga e Area da Secao Transversal Constantes

Se a barra estiver submetida a varias forcas axiais diferentes ao longo de seu
comprimento, ou se a area da secdo transversal ou o médulo de elasticidade variar
abruptamente de uma regido da barra para outra, como mostrado na Fig. 4-3(b), entdo a
equacdo anterior pode ser aplicada a cada segmento da barra no qual essas grandezas
permanecam constantes. O deslocamento de uma extremidade da barra em relacdo a
outra é obtido pela soma algébrica dos deslocamentos relativos das extremidades de cada
segmento. Para esse caso geral,
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

Carga e Area da Secdo Transversal Constantes
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Figura: Fig. 4-3(a) - Barra com drea e sec3o transversal constantes em vdrios segmentos.
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Deformacao elastica de um elemento carregado axialmente

Convencao de sinais

E recomendavel utilizar uma convencdo de sinais consistente para o esforco normal e o
deslocamento da barra. Para isso, considera-se que tanto a forca quanto o deslocamento
sdo positivos quando produzem tracdo e alongamento, conforme ilustrado na Fig. 4-4.
Por outro lado, uma forca e um deslocamento negativos produzem compressdo e
contracao.
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Figura: Fig. 4-4(a) - Barra sob tragdo e alongamento.
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Exemplo 4.1

A barra uniforme de ago A-36 (E = 200 GPa) mostrada na Fig. 4-5(a) possui didmetro
de 50 mm e estd submetida ao carregamento indicado. Determine os deslocamentos do

ponto D e do ponto B em relacdo ao ponto C.

80 kN 40 kN T0 kN
—

Figura: Fig. 4-5(a) - Exemplo 4.1.
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Exemplo 4.1

Forcas internas

As forcas internas, ou esforcos normais, na barra sdo determinadas pelo método das
secoes e pela condicdo de equilibrio na direcao horizontal. Os resultados sdo
apresentados nos diagramas de corpo livre mostrados na Fig. 4-5(b). O diagrama de
forca normal, ilustrado na Fig. 4-5(c), mostra a variagdo dessas forcas ao longo do
comprimento da barra.

Nep = T0kN 70 kN
—_—" ~— N (kN)
Nge=30kN 40kN 70 kN | . us
» _30 . = = x (m)
N =50k SOKN  40kN ) -70
Nje = SO0KN N
— ——— L L

(b)
Figura: Fig. 4-5(b) e Fig. 4-5(c) - Exemplo 4.1.
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Exemplo 4.1

Deslocamentos

Utilizando a convencao de sinais estabelecida, o deslocamento da extremidade da barra é,
portanto,

Nep =T0kN 70 kN
— e

N (kN)
Npc=30 kN A0EN 70 kN | 1 .
o =i 2 1 = x (m)
B _ffﬂi .:Eiﬁ 70 KN 0
(©)
(b)

P 22 AE T 7(25mm)2[200 x 103 N/mm?] | 7(25mm)2[200 x 10° N/mm?]

[50 x 103 N](2000 mm)
7(25mm)2[200 x 103 N/mm?]
Esse resultado negativo indica que o ponto D desloca-se para a esquerda.

=-89,1x 103 mm.
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Exemplo 4.1

Deslocamentos

O deslocamento de B em relagdo a C, dg/c, €

regido BC. Assim,

Nep =70kN
€D

70 kN
- —

causado apenas pela carga interna na

N (KN)
Npc=30kN S0kN 70 kN S0 [y 7
30 2 T 5 x (m)
Npe = S0KN S8OKN  40KN . =0 =
(©)
(b)
NL [—30 x 103 N](1000 m)

= —76,4mm.

dg/c =

O resultado negativo indica que o ponto B desloca-se em dire¢cdo ao ponto C.

AE " 7(25mm)2[200 x 103 N/mm?]
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Exemplo 4.2

O conjunto mostrado na Fig. 4-6(a) é constituido por um tubo de aluminio AB, com
area da secdo transversal de 400 mm?. Uma barra de aco, de didmetro 10 mm, esta
fixada a um colar rigido e passa pelo interior do tubo. Se uma carga de tracdo de 80 kN
for aplicada a barra de aco, determine o deslocamento da extremidade C da barra.

Considere: E,co = 200 GPa, Ejjummio = 70 GPa.

400 mm 3
B A %

600 mm |
(@)

Figura: Fig. 4-6(a) - Exemplo 4.2.
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Exemplo 4.2

Forcas internas

Os diagramas de corpo livre do tubo e da barra, mostrados na Fig. 4-6(b), indicam que a
barra estd submetida a uma forca de tracao de 80 kN, enquanto o tubo estd submetido
a uma forca de compressao de 80 kN.

Nyg = BOKN
80 KN = —

- — S0 KN
Npgc = 80kN

(b)

Figura: Fig. 4-6(b) - Exemplo 4.2.
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Exemplo 4.2

Deslocamentos

Nag=80kN
80 KN i ]

A — 80 kN
Npc = 80kN

(b)

Inicialmente, determina-se o deslocamento do ponto C em relagdo ao ponto B.
Trabalhando com unidades de newtons e milimetros, tem-se:

5 NL [+80 x 103 N] (600 mm)
/BT AE T x(5mm)2[200 x 103 N/mm?]
O sinal positivo indica que o ponto C desloca-se para a direita em relagdo ao ponto B,
uma vez que a barra se alonga.

= 43,056 mm — .
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Exemplo 4.2

Deslocamentos

Nag=8B0kN
80 KN i ]

- — 80 kN
Npc = 80kN

(b)
O deslocamento do ponto B em relacdo a extremidade fixa A é

NL  [-80 x 10°N](400 mm) 1143m

p = — = =
57 AE 400 mm2][70 x 103 N/mm?]

O sinal negativo indica que o tubo se encurta. Como a extremidade A estd fixa, o ponto
B desloca-se para a direita em relagdo a A em 1,143 mm.
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Exemplo 4.2

Deslocamentos

Ny =80kN
80 KN e

— — RO KN
Npc = 80KN

(b)

Como ambos os deslocamentos ocorrem para a direita, o deslocamento do ponto C em
relacdo a extremidade fixa A é dado por

dc =06 +9dc/p=1,143mm + 3,056 mm = 0,00420m = 4,20 mm — .
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Exemplo 4.3

A viga rigida AB apoia-se sobre os dois pilares curtos mostrados na Fig. 4-7(a). O pilar
AC é de aco e possui didmetro de 20 mm, enquanto o pilar BD é de aluminio e possui
didmetro de 40 mm. Determine o deslocamento do ponto F da viga AB quando uma
carga vertical de 90 kN é aplicada nesse ponto. Considere E,., = 200 GPa e

Ealuml'nio = 70 GPa.

90 kN
200 mml 400 mm
A T W B
F
300 mm
C - D\

(a)

Figura: Fig. 4-7(a) - Exemplo 4.3.
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Exemplo 4.3

Forcas internas

As forcas de compressdo atuantes no topo de cada pilar sdo determinadas a partir das
condi¢des de equilibrio da viga AB, conforme mostrado na Fig. 4-7(b). Essas forcas sdo

iguais as forgas internas que atuam em cada um dos pilares, representadas na Fig. 4-7(c).

90 kN

| 200 mm 400 mm

30kN
60 kN (b)

G 30kN

Nac=60kN Ngp =30kN

(©)

Figura: Fig. 4-7(b) e Fig. 4-7(b) -
Exemplo 4.3.

_ Naclac
B AACEac;o

[-60 x 103 N](300 mm)
7(10 mm)2[200 x 103 N/mm?]
= —0,286 mm | .

oA

29/36



Exemplo 4.3

Forcas internas

As forcas de compressdo atuantes no topo de cada pilar sdo determinadas a partir das
condi¢des de equilibrio da viga AB, conforme mostrado na Fig. 4-7(b). Essas forcas sdo

iguais as forgas internas que atuam em cada um dos pilares, representadas na Fig. 4-7(c).

90 kN

| 200 mm 400 mm

30kN
60 kN (b)

G 30kN

Nac=60kN Ngp =30kN

(©)

Figura: Fig. 4-7(b) e Fig. 4-7(b) -
Exemplo 4.3.

_ NgpLlep
ABD Exluminio
[—30 x 103 N](300 mm)

7(20 mm)2[70 x 103 N/mm?]
= —0,102mm | .

0B
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Exemplo 4.3

Um diagrama mostrando os deslocamentos da linha de centro da viga nos pontos A, B e
F é apresentado na Fig. 4-7(d). Pela proporcionalidade do tridngulo sombreado em azul,

o deslocamento do ponto F é, portanto,

600 mm
Fl 400 mm

B
Nl N
4 0.102 :nm
| 8y =

[ 0.184 mm
\

0.102 mm

0.286 mm

(d)

Figura: Fig. 4-7(d) - Exemplo 4.3.

400 mm
600 mm

O resultado indica que o ponto F desloca-se para baixo em 0,225 mm.

dF = 0,102 mm + (0, 184 mm) (

) =0,225mm | .
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Exemplo 4.4

Uma barra é constituida por um material com peso especifico v =6 kN/m3 e médulo
de elasticidade igual a 9 GPa. Se essa barra possui a forma de um cone, com as
dimensdes mostradas na Fig. 4-8(a), determine o deslocamento de sua extremidade
devido a acdo da gravidade quando ela é suspensa na posicao vertical.

v

-03m
(

Figura: Fig. 4-8(a) - Exemplo 4.4.
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Exemplo 4.4

Forcas internas

A forga axial interna varia ao longo da barra, pois depende do peso W(y) da porgao da
barra localizada abaixo de uma se¢do qualquer, conforme mostrado na Fig. 4-8(b).
Assim, para calcular o deslocamento, deve-se utilizar a Eq. 4-1. Na secdo situada a uma
distancia y da extremidade livre do cone, o raio x da secao transversal é determinado em
funcdo de y por meio de uma relacdo de proporcionalidade, isto é,

|
N(y)
i .
‘ y  3m’
Y
‘ x=0,1y.

Wiy )
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Exemplo 4.4

Forcas internas

O volume de um cone que possui uma base de raio x e altura y é dado por

i

) .
m(}}{L+ V= §7T)C<2a
' 1
_‘ V= 3my(01y)%,
IVs)
4 l A Vv 77(0:,%01)}/37
V =0,01047y3.
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Exemplo 4.4

Forcas internas

Como W = «V, a forca axial interna na secdo torna-se

|
N(y)
L‘ +1 Y R =0

—— ¥y

‘ N(y) = 6(10%)(0,01047y%) = 62,83y°>.

LN
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Exemplo 4.4

Deslocamentos

A drea da secdo transversal também é uma funcdo da posicao y, conforme mostrado na
Fig. 4-8b. Portanto,

" L

A(y) = nx* = 0,03142 y?

_‘ 5—/L N(y)dy_/3 (62,83y°) dy
LON 1 ! —Jo A)E Jy (0,03142y2)(9 x 109)
3
‘ :222,2x10—9/ ydy
x 0

§=1(10"%m
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