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Capitulo 1

Introducao a Dinamica Estrutural

1.1 Objetivo fundamental da andlise estrutural dinamica

A andlise dinamica pode ser vista como uma abordagem mais abrangente da anélise estru-
tural, uma vez que considera a variacao do carregamento ao longo do tempo.

Neste tipo de andlise é conveniente distinguirmos as componentes estaticas (constantes
no tempo) das componentes dinamicas(variantes no tempo) de um carregamento aplicado.
O efeito total destas componentes atuando sobre uma estrutura é obtido pela superposicao
das mesmas quando se tratar de uma analise linear.

A palavra dinamica pode ser definida simplesmente como variagao do tempo. Logo,
considera-se um carregamento dinamico como aquele para o qual existe variagao de pelo
menos uma das componentes desta grandeza vetorial, ou seja, mdédulo, direcdo, sentido ou
ponto de aplicacao.

A resposta estrutural de um carregamento dindmico também varia com o tempo e para
sua andlise podemos enquadra-la dentro de dois grandes grupos:

e Andlise Deterministica: quando a fungdo carregamento (dependente do tempo) é
completamente conhecida. Neste caso o carregamento é dito carregamento dinamico
prescrito e é a partir dele que sdo obtidos os deslocamentos em funcao do tempo.
Os outros resultados tais como tensao, deformacao, forcas internas, etc sao obtidos
posteriormente.

e Andlise nao Deterministica: quando a fungdo carregamento (dependente do tempo)
nao é completamente conhecida mas pode ser definida por dados estatisticos. O
carregamento é dito entao carregamento dinamico aleatdrio.

Neste tipo de andlise, os resultados provém de um carregamento descrito estatisti-
camente e sao gerados a partir de procedimentos de anélise ndo deterministica (es-
tatistica).

1.2 Tipos de carregamentos prescritos
Os carregamentos prescritos podem ser divididos em dois tipos:
e Periddicos: sao aqueles que possuem a mesma variacao do tempo para a execucao de

um grande numero de ciclos. Através da andlise de Fourier qualquer carregamento
periddico pode ser escrito como a soma de componentes harmonicos simples.



e Nao periodicos: podem ser de curta duracao ou impulsivos ou de longa duragao. Para
os de curta duragdo (explosoes) sdo necessdrias formas especiais de andlise simplifi-
cadas. Para os carregamentos de longa duragio (terremotos) apenas procedimentos
completos de andlise dinamica podem ser usados.

Veja exemplos na figura 1.1.
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Figura 1.1: Caracteristicas e fontes de carregamentodinamico tipico: (a) harménico simples;
(b) complexo; (c¢) implusivo; (d) longa duragao. Extraido da referéncia [?]

1.3 Caracteristicas essenciais de um problema dindmico

Existem duas diferencas basicas entre um problema estdtico e um dinamico. A primeira
refere-se ao fato de que o carregamento num problema dinamico varia com o tempo. A
segunda e mais importante diferenca é o aparecimento das forgas inerciais que sao contrarias
a aceleragao.

E importante ressaltar que um problema dinamico nao possui uma solu¢ao tinica como
um problema estatico, ele apresenta uma sucessdao de solugoes correspondentes ao tempo
de interesse do problema.



Quando usar a andlise dinamica?

Em geral se as for¢as inerciais representam uma parcela significativa do total do carrega-
mento equilibrado pelas forgas elasticas internas da estrutura, entao o carater dinamico do
problema deve ser levado em consideracao na sua solugao. Por outro lado se os movimentos
sao pouco acelerados que as forcas inerciais sao consideravelmente pequenas, a resposta
do problema pode ser encontrado através de procedimentos da andlise estrutural estatica,
mesmo que o carregamento e a resposta variem com o tempo.

1.4 Formulacao das equacoes de movimento

As equagoes de movimento de uma estrutura sao as expressoes matematicas que definem os
deslocamentos dinamicos, e a solu¢ao dessas equacoes fornece os deslocamentos em funcao
do tempo.

A formulacao das equacoes de movimento de um sistema dinamico é possivelmente a
fase mais importante e as vezes a mais dificil do processo de anélise.

Para a formulagao dessas equacoes existem 3 métodos que sdao descritos abaixo.

a) Principio D’Alembert e equilibrio dindmico

Equivale a 2 Lei de Newton em que a variacao da quantidade de movimento de uma
massa m ¢ igual a forca atuante nela. A relagao pode ser expressa matematicamente pela
equacao diferencial:

b0 =5 (m%) (1)

onde
p(t) é o vetor forga aplicado;
z(t) é o vetor posi¢ao; e
m é a massa da particula
Para m constante em fung¢ao do tempo a expressao (1.1) pode ser escrita como:

p(t) = m% = mi (t) (1.2)
p(t)—mi(t)=0 (1.3)

Na expressao (1.3) o termo m (t) é chamado de forca inercial resistente a aceleragao
da massa.

Este conceito de que a massa desenvolve uma forga inercial proporcional a aceleracao e
oposta a ela é conhecida como Principio D’Alembert.

b) Principio do Trabalho Virtual

O Principio do Trabalho Virtual pode ser expresso da seguinte forma. Se um sistema,
o qual estd em equilibrio sob a atuacao de uma forca externa é sujeito a um deslocamento
virtual, ou seja, um deslocamento compativel com as restricoes de apoio, o trabalho total
feito pelas forcas serd nulo. Conseqiientemente, a resposta das equagoes de um problema
dinamico pode ser estabelecida, primeiramente identificando todas as forcas atuantes nas
massas do sistema, incluindo as forcas inerciais estabelecidas no principio de D’Alembert.



A seguir, as equagoes de movimento sao obtidas separadamente introduzindo um desloca-
mento virtual correspondendo a cada grau de liberdade e igualando o trabalho a zero. A
maior vantagem dessa aproximacao € que as contribui¢oes do trabalho virtual sdo grandezas
escalares e podem ser somadas algebricamente uma vez que as forcas atuantes na estrutura
sao vetoriais e podem ser superpostas vetorialmente.

c) Aproximacado Variacional

Um outro meio de evitar a utilizagao de equagoes vetoriais de equilibrio é usar grandezas
escalares numa forma variacional conhecida como Principio de Hamilton. Forcgas elasticas
e inerciais nao estao explicitamente envolvidas neste principio; ao invés disso sao utilizadas
variagoes dos termos de energia cinética e potencial. Esta formulacao tem a vantagem
de lidar puramente com grandezas escalares de energia, assim as forcas e os deslocamentos
usados para representar os efeitos correspondentes ao processo de trabalho virtual sdo todas
vetoriais mesmo que os termos dos trabalhos sejam escalares.



Capitulo 2

Analise de um Sistema com um Grau
de Liberdade

2.1 Componentes Basicas de um Sistema Dinamico

As propriedades fisicas essenciais de um sistema estrutural eldstico ou mecanico sujeito
a uma fonte externa de excitacdo ou carregamento dinamico sao: massa, propriedades
elasticas (flexibilidade ou rigidez) e o amortecimento ou perda de energia mecanica.

C = xft) I xft)

A Jolt) =——" #13)

m = pft) =—— |—= pfi)

Fift) =—

k 0 O 0 O
(a) (b)

Figura 2.1: sistema de um grau de liberdade: (a) componentes bésicas; (b) diagrama
de corpo livre. Na figura k é rigidez da mola; ¢ a constante de amortecimento viscoso
(proporcional a velocidade); m é a massa do sistema; x(t) é o deslocamento do bloco e p (t)
é a forca aplicada.

2.2 Equacao de Movimento de um Sistema Dinamica
Basico

A equacao de movimento de um sistema como o mostrado na figura anterior é obtida
diretamente a partir da expressao de equilibrio de todas as forcas atuantes no sistema
usando o principio de d’Alembert.

fr@)+fp )+ fs () =p(2) (2.1)

onde f; (t) é a forga inercial, fp (¢) é a forga de amortecimento e fs () é a forga eldstica.
De acordo com o principio de d’Alembert a forca inercial é o produto da massa pela
aceleragao.



fr (t) = mi (t) (2.2)

Assumindo o amortecimento mecanico viscoso, a for¢a de amortecimento é o produto
da velocidade pela constante de amortecimento c.

fo (t) = ci (t) (2.3)

Finalmente, a forca eldstica é o produto da rigidez da mola pelo deslocamento.

fs (t) = kz (¢) (2.4)

Substituindo as equacgoes 2.2 a 2.4 na equacao 2.1, obtemos a equacao de movimento
para um sistema com um unico grau de liberdade (SDOF):

mi (t) + ci (t) + kz (t) = p (t) (2.5)

2.3 Analise de Vibracoes Livres

Se considerarmos que a forca aplicada p(t) é nula nés obtem-se um sistema em vibragoes
livres e a sua equacao de movimento é dada por:

mi () + ci (t) + kz (£) = 0 (2.6)

A solucao dessa equagao pode ser expressa como:

z(t) = Ce™ (2.7)

onde C é uma constante de integracao que pode ser determinada a partir das condicoes
iniciais. Derivando a equagao 2.7 tem-se:

i (t) = Cse (2.8)
i (t) = Cs®e™ (2.9)
E em seguida substituindo 2.8 e 2.9 na equacao 2.6 obtemos:

(ms® +cs +k)Ce* =0 (2.10)

Dividindo os dois termos da expressao acima por mCe!, temos:

k
P45+ =0 (2.11)
m m
Fazendo w? = % a expressao 2.11 fica:
Pt st w =0 (2.12)

m



2.3.1 Vibracoes Livres nao Amortecidas

Considerando sistemas nao amortecidos, ou seja, c=0, a equacao 2.12 tem como solucoes:

$12 = Fiw (2.13)

A equagao 2.7 é expressa entao em funcao de dois termos da seguinte forma:

z(t) = Cre™t + Coe™™" (2.14)

Escrevendo agora cada uma das constantes em termos de suas componentes reais e
imaginarias, ou seja:

C1 = Cig+1C
Cy = Cor+1Cyr (2.15)

e usando as formas trigonométricas,

et = coswt + isinwt

—iwt

e = coswt — isinwt (2.16)

podemos reescrever a equagao 2.14 da seguinte forma:

z(t) = (C1g + iC11)(coswt + i sinwt) + (Cog + iCor)(cos wt — i sin wt) (2.17)

ou

z(t) = (C1r+Cag) coswt—(C1y—Cor) sin wt+i[(C1r+Car) cos wt+(Cir—Csr) sinwt] (2.18)

Entretanto, a resposta de vibragoes livres deve ser real, entao o termo imaginério (entre
colchetes) deve ser nulo para qualquer valor de t. Para que esta condigao seja satisfeita é
necessario que:

Cir = —Cyr
CIR = CQR

Cr
Cr (2.19)

Tem-se entao que C e Cy formam um par de complexos conjugados:

C, = Cr+iCy
Cy, = Cg—iCy (2.20)

Com isso a equacao 2.14 pode finalmente ser escrita como:

z(t) = (Cr +iCr)e™" + (Cr + iCr)e ™" (2.21)

e reescrevendo a equacao 2.17:



z(t) = 2Crcoswt — 2C sinwt (2.22)

ou ainda:

z(t) = Acoswt + Bsin wt (2.23)

onde A =2Cg e B = —2C; lembrando que w = {/£.

m
Os valores das constantes A e B podem ser determinadas a partir das condi¢oes iniciais,

que sdo: o deslocamento z(0) e a velocidade £(0) no tempo t = 0, ou seja:

z(0) = A = 2Cg (2.24)
@ — B= -2, (2.25)

A equacdo 2.22 pode ser reescrita, entao como:

(0)

z(t) = z(0) coswt + —= sin wt (2.26)
w

Esta solucdo representa o movimento harménico simples (MHS).

O valor w = \/% definido anteriormente é conhecido como freqiiéncia angular. A relacao
entre a frequiéncia angular e a freqiiéncia de movimento é dada por:

W
o

f (2.27)

entao

1 2
? = ” =T (2.28)

que é o tempo necessario para completar um ciclo e é chamado de periodo do movimento.

Usualmente para sistemas estruturais ou mecanicos o periodo 7" é medido em segundos,
e a frequéncia em ciclos por segundo!.

A resposta de vibragoes livre também pode ser representada pela seguinte expressao
abaixo:

z(t) = pcos(wt + 0) (2.29)

desde que a amplitude seja dada por:

p=VA+ B (2.30)

e o angulo de fase seja dado por:
—-B
6 =tan~! (—) 2.31
- (231)
Provando a afirmacao anterior tem-se:

z(t) = p(coswt cos  — sin wt sin ) (2.32)

Substituindo os valores de sinf e cosf de acordo com a figura 2.2, tem-se:

1A unidade freqiiéncia no Sistema Internacional de Medidas é o Hertz (oscilacdes por segundo)

10



Figura 2.2: Esquema geométrico

A -B
z(t)=p (cos wt— — sin wt—) (2.33)
p p

Simplificando chega-se entdo a equac¢do anteriormente encontrada:

z(t) = Acoswt + Bsin wt (2.34)

As equagoes 2.26 e 2.29 podem ser representadas graficamente como mostra a figura 2.3:

x(1)
4 T 2_;3-
)

() |
JIIN_ N
- ¢ Lot
v
[ o w\/

Figura 2.3: Resposta de vibragao livre nao amortecida.

2.3.2 Vibracoes Amortecidas

Se o sistema apresenta amortecimento, a solu¢ao da equacao 2.12 é dada por:

2
S19= ——— & (%) — w2 (2.35)

Esta expressao representa 3 tipos de movimento, conforme o termo do radical seja po-
sitivo, negativo ou nulo.

a) Amortecimento critico

Neste sistema o termo do radical é nulo, entao ;= = w, logo o valor do coeficiente de

2m
amortecimento critico é :
Ce = 2mw (2.36)
Entao, ambos os valores de s dados pela equacdo 2.35 sao:

§1 = 89 = —;—;n = —w (2.37)

11



A solugdo da equacdo 2.6 neste caso especial (raizes iguais) deve ser da forma:

iC(t) = (01 + C’gt)e_“’t

Utilizando as condicoes de contorno pode-se determinar as constantes C e Cy:

1(0) = —wCie ™" + Coe " + Chte ™" (—w)

.’L‘(O) = —UJCl + 02

Substituindo a equacao 2.39 em 2.41 obtem-se:

Cy = (0) + wz(0)

Entao a equacao 2.38 pode ser escrita como:

z(t) = {z(0)+ [2(0) + wz(0)]t} e ou
z(t) = [z(0)(1 + wt) +(0)]e "

(2.38)

(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

A equacao 2.43 esta expressa graficamente pela figura 2.4. Podemos ver que em um
sistema de amortecimento critico nao ha oscilagoes em torno da posicao de deflexao nula;
ao invés disso, retorna a zero assintoticamente de acordo com o termo exponencial da
equacao da equacao 2.43. No entanto isso nao aconteceria se os sinais do deslocamento e
da velocidade fossem diferentes entre si. Uma definicao muito 1til de amortecimento critico
é que este representa o menor grau de amortecimento para o qual nao ocorre nenhuma

oscilagao como resposta em vibracgoes livres.
x(1)

HO)

-

x(0)

1 "

Figura 2.4: Resposta de vibracdo livre com amortecimento critico.

b) Amortecimento subcritico

Neste caso o termo do radical da equagao 2.35 é menor que zero. Para avaliar a resposta
em vibragoes livres expressa-se o amortecimento em termos de uma taxa de amortecimento

& que é expressa por:

C Cc

3

C. 2mw

Logo:

12

(2.44)



c = 26wm (2.45)

Introduzindo a equacao 2.45 na equacgao 2.35, tem-se que:

2
2
6y = Ewm " 2Ewm r
’ 2m 2m
s12 = —&wE/w? — w?
s12 = —EwExwy/2 -1

S12 = —§w +w (1 - 62)(—1)
s12 = —&wEiwy/l—E&2
S1,2 = —§w + iwD (246)

onde

wp = wy/1 — €2 (2.47)

¢ chamada de freqiiéncia natural amortecida. Usando a equacao 2.7 e os dois valores de s
dados pela equacao 2.46 tem-se que:

z(t) = (C’lei“’Dt + Cge_i‘”Dt)e_f‘”t (2.48)

onde C'1 e C'2 sao nlimeros complexos como visto no caso de sistemas nao amortecidos.
Fazendo-se a transformada de Euller da equacao 2.48 tem-se:

z(t) = [Acoswpt + Bsinwpt]e & (2.49)

e usando as condigoes iniciais z(0) e £(0), tem-se:

A = z(0)
_ #(0) +wéz(0) (2.50)
Wp
Substituindo as equacdes 2.50 na equagao 2.49 tem-se:
z(0 0
z(t) = [a:(O) coswpt + (M) sin th] e vt (2.51)
D

wét

Observa-se que e~“%" indica o comportamento assintético da funcdao. A equacao 2.51

pode ser escrita como:

z(t) = pcos(wp + 0)e ! (2.52)

onde

p= lx(0)2 + (Mﬂ 1/2 (2.53)

Wp

6 = — tan" <%) (2.54)

13



Como na préatica & < 20%, a relacdo entre wp e w dada pela equacgio 2.47 é aproxima-
damente 1 (& = 1), o que faz com que o termo freqiiéncia natural seja usado de forma
imprecisa no lugar de freqiiéncia natural amortecida. O gréfico da figura 2.5 representa a

relagdo entre wp e w. A equagao 2.55 (de um circulo) ajuda a entender este grafico.

op /@

circulo

Figura 2.5: Relagao entre a taxa de frqiiéncia e a taxa de amortecimento.

wp = wy/l—§&2
w% = w? (1 — 52)
(%D)? +& =1 (2.55)

A resposta de um sistema em amortecimento subcritico esta graficamente representada
na figura 2.6.

i oo ) ) -
x(0) \ T /I.\\:"—-_. 37 _ _
\ by 4 N o = T —-—
1 - ID r"f R\\ iD //;]—x‘;- = >t
\ VAN .
\ / 2y S = g

Figura 2.6: Resposta de vibracoes livres de um sistema sub-critico.
Uma maneira usual de se aproximar a taxa de amortecimento £ é mostrada a seguir.

Seja z; o deslocamento no tempo t; e x5 o deslocamento no tempo ty (ver figura 2.6),
tem-se, através da equacgao 2.52:

—Ewty

1%

pe

14



—Ewtz

To = pe
ﬂ ~ e—fwtl-l—fwtz
T2
lnﬂ = fu)(tg—tl)
X2
m¥ > T
X2
2
In % gw_w
T9 w
1 T
& __In— 2.56
3 . (2.56)
Analogamente, para n ciclos tem-se
1 T
~ —|n— 2.57
§= g (2.57)

c) Amortecimento supercritico
Embora nao seja muito usual sob condicdes normais haver sistemas supercriticos em
sistemas estruturais, as vezes isso ocorre em sistemas mecanicos. Portanto apresentamos a

andlise da resposta dinamica de um sistema em amortecimento supercritico sé para tornar

o trabalho completo. Neste caso £ = £ > 1, entdo podemos escrever a equacao 2.35 na

Ce
forma:

s1o=—8wtw\ /& —-1=—-CwEw (2.58)

onde

w=+wy/& -1 (2.59)
Substituindo os dois valores da equacao 2.58 na equagao 2.7 tem-se:
x(t) = [Asinh &t + B cosh &t]e 5! (2.60)

onde A e B sado as condicbes iniciais do problema. E importante ressaltar que a resposta
de um sistema em amortecimento supercritico é similar a de um sistema em amortecimento
critico. No entanto a assintota retorna a posicao de deslocamento nulo mais lentamente.

2.4 Resposta para um Carregamento Harmonico

2.4.1 Sistema nao Amortecido

Considerando que a figura 2.7 esteja sujeita a um carregamento varidvel harménico p (¢) de
forma senoidal com amplitude pg e frequéncia @w . A equacao de movimento é dada por:

mi(t) + cx(t) + kz(t) = posin (wt) (2.61)

Para sistemas ndo amortecidos (¢ = 0):

mi(t) + kx(t) = posin (wt) (2.62)

A solugao de uma equagao diferencial é a soma da solugao da equagao geral z, (t) com
a solucdo da equac¢do homogeénea xj, (t).

15



C I x{t)
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m pft)
k
Figura 2.7:
z(t) =z, (t) + xn () (2.63)

A solucao particular depende do carregamento dinamico. Neste caso:

zp (t) = G sin (wt) (2.64)

A solucao da equagao homogénea mi(t) + kz(t) = 0 como foi visto no capitulo 2 é :

xp, = Acos (wt) + Bsin (wt) (2.65)
T, (t) = Gw cos (wt) (2.66)
iy, (t) = —Gw’ sin (wt) (2.67)

Substituindo as equagoes 2.66 e 2.67 na equacao 2.62 tem-se:

—mGw® sin(wt) + KGsin(wt) = posin(@t)
—mGGQ + KG = Po

- Do
G = K —@’m
(2.68)
Lembrando que w? = £ ¢ fazendo 8 = £ obtem-se:
Do Do
G= = 2.69
K- (&) K(@1-p5) (269)
e finalmente:
P 1
-2 (1 ! 52) (2.70)

Somando as solucgoes da equacao homogénea e da equacao particular podemos escrever
a solucao da equagao 2.62 como:

x (t) = Acoswt + Bsinwt + %(

1 o
T ﬁ2> sin (wt) (2.71)

16



onde A e B dependem das condigoes de contorno.

Para z(0) =0 e £(0) = 0, tem-se:

_ L

A=0 e B= i (1—52> (2.72)

Logo a equagao 2.71 pode ser reescrita da seguinte forma:

pof 1 : Do 1 o
z(t) = % (1 — ﬁ2> sin(wt) + % (1 — ﬂ2> sin(wt) (2.73)
ou,
o) = 2 (1) [sin@t) — Bsin(wt) (2.74)
K \1-p2

onde 22 = x é o deslocamento estdtico e ﬁ é o fator de amplificacao. Nesta equacao
o termo sin(wt) representa a componente da resposta na freqéncia do carregamento; é cha-
mada de resposta permanente e esta diretamente relacionado ao carregamento.

Fator de amplificacao. MF

Uma medida da influéncia de um carregamento dinamico é o fator de amplificacdo R(?)
dado por:

Rty = 20 _ ( 1 ! ﬁ2> [sin(@t) — Bsin(wi)] (2.75)

E interessante observar o comportamento da resposta dinamica mais detalhadamente
pelas figuras abaixo. A figura 2.8-a representa a componente permanente da resposta
enquanto que a figura 2.8-b representa a componente transiente. Neste exemplo, assumimos
que B = % , ou seja, a freqéncia de aplicacdo da forca é 2/3 da fregéncia natural da estrutura.
A resposta total é a soma de ambos os tipos de respostas e é mostrada na figura 2.8-c. Dois
pontos sao de interesse: (1) a tendéncia das duas componentes entrarem e sairem de fase,
causando um efeito de batimento na resposta total; e (2) a inclinagao nula na resposta total
em t = 0 mostra que a velocidade inicial da resposta transiente é suficiente para cancelar a
velocidade inicial da resposta permanente; o que satisfaz a condi¢ao de contorno #(0) =0 .

2.4.2 Sistema Amortecido

Se dividirmos a equagao 2.61 por m e denotando - = 2w tem-se:

() + 2€wi(t) + wia(t) = % sin @t (2.76)
2(t) =, (t) + oa(t) (2.77)
zy(t) = (Acoswpt + Bsinwpt) e & (2.78)

onde wp = wy/1 — &2.

17



R, ()
A

T /\
MEF
(@) .

.

= R(t)

NV

Figura 2.8: Frequency ratio § = 2/3

A solugao particular da equacgao 2.76 é:

T, (t) = Gy cos (Wt) + G sin (W) (2.79)

derivando a equagao acima, teremos:
T,(t) = —Giwsin(wt) + Gow cos(wt)
ip(t) = —G1@°cos(Wt) — Gow” sin(wt) (2.80)

e substituindo em 2.76:

[—6’152 + Gow (28w) + G1w2] cos(wt) +

[—GQGQ — G1@ (26w) + Gow?® — %] sin(wt) = 0 (2.81)

Para que a equacao acima seja verdade, os dois termos entre colchetes devem ser nulos.
Tem-se entao um sistema de duas equagoes e duas incognitas, donde obtem-se G e G5 .

_ M —268
“=5 [(1—ﬁ2)2+(255)2]
_ 1-p
G =5 l(l—ﬂ2)2+(2£ﬁ)2] (282)

18



Substituindo em 2.81 e em seguida combinando o resultado com 2.78 ;| tem-se:

o(t) = (Acoswpt + Bsinwpt) =+ 72 [(1 - BQ_)ziﬁ(%ﬁ)Q e
Do 1— 32 .
T [(1 -+ (256)2] ) .

ou,

z(t) = (Acoswpt + Bsinwpt) e " +

Do 1 2 . _ _

— 1 — B7) sin (wt) — 28 cos (wt) (2.84)
k [(1 - 52" + (2§ﬁ)2] I ) |

O primeiro termo da equacao 2.84 refere-se a resposta transiente,a qual é amortecida

pelo fator e~¢“! | enquanto que o segundo termo representa a resposta permanente, que

continuard indefinidamente. No entanto, a resposta transiente amortece rapidamente, logo

¢é de pouco interesse neste estudo e pode ser desprezada. Sendo assim, podemos dizer que

z (t) ~ z, (t).

— o 1 — B?)sin(wt) — cos(w
o0 =2 | g | [0 - P - 2pes@)] s

¥

= Re

B[ +2p il 2l -5 o
k{—jL }[ xplimt)] o2 F{m}[—zmp(mﬁﬂ

-
-
-

PR pz'exp[i((?f—m]

Figura 2.9:

No plano dos nimeros complexos, a expressao 2.85 pode ser escrita como:

z (t) = pcos (Wt — 0) (2.86)

onde,

=

_ P

p [(1 - B2+ (255)2]7 e 6= arctan ( 265 ) (2.87)

-

O fator de amplificacao dinamica provocado pela forca py é dado por:

D=

p="_ [(1 -8 + (2§ﬁ)2] ) (2.88)

=3
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Os graficos DX e 80X estao mostrados nas figuras abaixo.

E interessante solucionar a resposta de um carregamento harmonico permanente da
forma exponencial. Considere o caso geral de carregamento harmonico expresso na forma
exponencial:

fuy+%wuo+w%ay:%am (2.89)

A solucao particular da equacao 2.89 e suas derivadas primeira e segunda sao:

zp(t) = Gem'
i,(t) = iwGe™ (2.90)
i, (t) = —w’Ge™

onde GG é uma constante complexa que pode ser calculada substituindo as equacoes 2.90
na equacgao 2.89 e lembrando que m = kw? e =9

1 1-03%)—i(2
G po : ] Po l( 5)2 i( 56)2 (2.91)
1=/ +i(28)]  k [(1-p2)”+ (2¢8)
Substituindo a constante G na primeira das equacoes 2.90, e representando graficamente
os dois vetores resultantes no plano complexo, obtem-se a representagao mostrada na figura
abaixo:

= Re

\\ L pexp[i(ﬁf— 9)]

b

-
-
-

k Pﬂ{ (1— .82) }[—jexp(iﬁf)]
(1

FL(1-p7) +(228)

Figura 2.12:
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A resposta total obtida a partir do equilibrio de for¢as atuando na massa sob um car-
regamento harmonico permanente como mostrado na figura 2.12 é:

z, = pel®@0) (2.92)

onde p é a amplitude dada pela equacao 2.87. O equilibrio das forcas requer que o so-
matoério das forcas inercial, de amortecimento e eldstico seja igual ao carregamento aplicado,
ou seja:

Pt = poe’wt (2.93)
Usando a equacao 2.92 essas forgas sao:
Fip(t) = mi,(t) = —mw?e’ @) (2.94)
fop (t) = cip (t) = icwpe’@0) (2.95)
fsp (£) = kxp (£) = kpe @) (2.96)

onde:

f1p (t) é a forga inercial.
f1p (t) é a for¢a de amortecimento.
fsp (t) é a forca eldstica.

2.5 Resposta para um Carregamento Periédico

2.5.1 Carregamento Periddico em Série de Fourier

2.5.2 Forma Trigonométrica

Dado um carregamento periédico arbitrario como o da figura 2.13 com periodo T'p, é con-
veniente expressa-lo em uma série de Fourier. A forma trigonométrica da série é bem
conhecida e é representada por:

o0 o
p(t) = ap+ D ancoswpt + > b, sinw,t (2.97)
n=1 n=1
onde:
. . 2T
W, = N, = nTp

Os coeficientes harmonicos das amplitudes podem ser determinados usando as expressoes

1 d
= — t)dt
Qg Tp/o p()

2 To
a, = —/ p(t) cosw,t dt n=1,23,.. (2.98)
T, Jo
2 [Iv
b, = —/ p(t) sinw,t dt n=123,..
T, Jo
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Figura 2.13:

2.5.3 Forma Exponencial

A forma exponencial para a série de Fourier pode ser obtida substituindo as relagoes abaixo
nas equacoes 2.98 e 2.97.

11 — _

cos,t = 3 [e“""t + e_“””t] (2.99)

. L wat  —iwnt

sinwy,t = = [e "t —e “] (2.100)
2

0 que nos da:
N-1 _
p(t) =Y P, (2.101)

m=1

onde o coeficiente P, pode ser calculado pela seguinte expressao:

1 -
Po= o [p0e ™ d n=0,21, 52, (2102
wJo

Deve ser notado que para cada valor positivo de n na eq 2.102 (n = +m) hd um valor
correspondente negativo n = —m. A partir da forma da equac¢do 2.102 podemos ver que
P, e P_,, sao pares de complexos conjugados, que é uma condicdo para que as partes
imaginarias dos termos correspondentes na equagao 2.102 se cancelem.

2.5.4 Resposta para um Carregamento Expandido em Série de
Fourier

Tendo expressado o carregamento periddico como uma série de termos harmonicos, a res-
posta de um sistema linear para este carregamento pode ser obtido simplesmente somando
as respostas para carregamentos harmonicos individuais. No capitulo 3 (equacao 2.74) foi
mostrado que a resposta permanente produzida por um carregamento harmonico senoidal
em um sistema nao amortecido com um tnico grau de liberdade é dado por (apds omitir o
termo da resposta transiente):

by, 1 )
onde, tem-se:
w,
= 2.104
=2 (2:104)



Similarmente, a resposta permanente produzida pelo termo em co-seno na equagao 2.97

[N

za(t) = In ll _lﬁ 2] coS Wyt (2.105)

Finalmente, a resposta permanente para o termo constante ay é a deflexao estatica

20 =+ (2.106)

A resposta total de uma estrutura nao amortecida pode ser expressa como a soma das
respostas de cada termo da equagao 2.97 como se segue:

z(t) {ao + Z l — 5 ] (4 cOSW,t + by, sin w”t)} (2.107)

Se quisermos levar em conta o amortecimento viscoso no calculo da resposta permanente
é necessario substituir as expressoes para a resposta amortecida da forma da equacao 2.85
nas expressoes usadas acima. Neste caso a resposta permanente total é dada por:

- (25/3”)2]) g

- (i l(l — B2y

X ([25 B+ b (1= Bo)*] - sin@yt + [a, (1 — B2) — 26 - by, - By coswnt)

(2.108)

Se o carregamento é expresso da forma exponencial como na eq. 2.101, a resposta para
um sistema com amortecimento viscoso sera:

n = H,P,e“" (2.109)

onde o coeficiente P, é dado pela equacao 2.102 e o coeficiente H,, é dado pela equacgao
2.91 apos ser dividida pela amplitude do carregamento, ou seja,

o1 1 ] 1 l (1= B2) +i(26B0)

" k (1 - ﬁn2) + Z(Qfﬁn) k (1 - Bn2)2 + (2£Bn)2

Usando mais uma vez o principio da superposicao, a resposta total para um sistema com

um unico grau de liberdade submetido a um carregamento periédico da forma da equagao
2.101 é:

(2.110)

=Y H,P,e“" (2.111)

n=1

2.6 Exercicio

Calcular a resposta dinamica para o sistema abaixo, comparar com a resposta estatica.
Dados: k = 10°N/m , m = 100Kg , py = 10K N.

Caso 1) £ =0.01 , w = 10rad/ seg.
Caso 2) £ =0, w =99rad/seg.
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= xft)

L.

m ——= pft)

k OO0

Figura 2.14:

W = 99rad/seg.

Caso 3) £ =10.9
€ =10.05, w = 80rad/seg.

Caso 4)

I

Calcule D para £ = 0.02.

e Dada a resposta em vibracoes livres para o deslocamento vertical do n6 situado a 222,4
cm do apoio da esquerda da viga esquematizada na figura 2.15, calcular o periodo, a
frequéncia natural e taxa de amortecimento do sistema (relativos a primeira freqtiencia
natural).

Pt carga de impacto

L 598.4 ¢m L

Figura 2.15:

e Um edificio é idealizado com vigas suportadas por pilares. Para avaliar as proprieda-
des dindmicas da estrutura, foi feito um teste de vibragoes livres, no qual os pilares
foram deslocados lateralmente por um macaco hidraulico e liberado repentinamente.
Durante a operacao é observado que a forca de 90,72 N é exercida para deslocar 0,508
cm; apods alguns instantes o deslocamento retorna a 0,406 cm e o periodo é de 1,40
segundos. Determinar:

— A rigidez a flexao
— A freqiiéncia de vibracao
— As propriedades de amortecimento &, ¢, wp

— Amplitude apés 6 ciclos.
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Capitulo 3

Medicoes Dinamicas

3.1 Introducao

Influéncia do movimento do suporte.

Em todos os casos, emprega-se o movimento relativo da massa com relacao a base para
se obter uma avaliacao da grandeza desejada.

Para determinacao de deslocamentos utilizam-se aparelhos denominados de transdutores
sismicos de deslocamentos, também conhecidos como vibrometros. No caso da determinagao
de velocidades, sao empregados os transdutores sismicos de velocidade enquanto que, para
a medicao de aceleracoes sao usados os transdutores sismicos de aceleragao, também deno-
minados de acelerometros.

i) |

xg(0) C |
7 ]
m
k O O
| |
| x(0) |
Figura 3.1:

onde z,¢ é o movimento do suporte.
Tem-se que:

2t (t) = z4(t) + 2(t) (3.1)

Escrevendo a equagao de movimento que rege o comportamento do grau de liberdade
T, tem-se:

mi'(t) + ci(t) + kx(t) = 0
mi(t) + cx(t) + kxz(t)
mI +ct +kr = —mi,

—miy(t)

(3.2)

onde —mZy € 0 Ppfetivo-
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3.2 Medicao de Aceleracoes

x(t)

X, =X, sen i
Figura 3.2: Modelo de um acelerometro.

Imagine se déssemos nessa base uma aceleracao harmonica .
Logo teriamos que:

P, tetivo = —mi g4, sinwt
de onde poderiamos concluir que:
Py = —mzy,

Logo, a amplitude da resposta em regime para P = P, é:

p _1
p o= 20— 5+ (268)) 2
_migo
= ——=D
P k
(3.3)
onde D é o fator de amplificacdo dinamica.
Tem-se que para £ = 0,7 e para § < 0.6, e ainda analisando a expressao f = g eo
grafico da figura 3.3, D = 1.
Logo a expressao 3.3 resume-se em:
—Mm g,
= "% 3.4
p 3 (3-4)

Como m e k nés conhecemos do aparelho, tem-se que o deslocamento z(t) indicado pelo
instrumento sera proporcional a amplitude da aceleracao da base sobre a qual o acelerometro
estd montado.

p X Lgq (3.5)

Logo, quando se estiver lendo qual a amplitude medida na escala do aparelho, estaremos
medindo a aceleracao da base.
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3.2.1 Caracteristicas Basicas de um Acelerador

- faixa de trabalho (freqiiéncia)

- amplitudes maximas (fragoes ou miltiplos de g, que é a aceleragao da gravidade)

Para 8 < 0,6 e analisando a equacao = g tem-se w grande. E como w? = %,
precisaremos ou de um £ grande ou de um m pequeno. E com estas caracteristicas consigo
fazer um aparelho pequeno.

Como conseqiiéncia do que foi visto, conclui-se que estes dispositivos deverao utilizar
molas de constante de rigidez extremamente elevadas, combinadas com massas pequenas.
Com isso, asseguram-se valores de freqiiéncia circular natural w elevados o que permite a
operacao do acelerometro com valores de S pequenos, mesmo quando o valor da freqiiéncia
circular @ do movimento aplicado seja grande.

Portanto, os acelerometros podem ser feitos muito pequenos, o que assegura que a sua
presenca tera pouca influéncia na modificagao do movimento da masssa que esta sendo por
ele monitorada e na qual ele é fixado. Em outras palavras, tudo se passa como se nao
houvesse modificacao de massa e, conseqiientemente, os resultados lidos com o aparelho
registrador estarao corretos, dispensando ajustes posteriores.

3.3 Medicao de Deslocamentos

Agora ao invés de aplicar uma aceleracao a base, aplicaremos um deslocamento x, conforme
mostra a figura 3.3.

x(t)

X, = xgn senmt

Figura 3.3: Modelo de um vibrometro ou deflectometro.
Tenho que:

Tg = Tg,W COS Wt (3.6)

iy = Tgw" sinwt (3.7)

Logo:
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P.je = mzy,w° sin Wt (3.8)

— —2
onde Py = mxg,w”.

Logo, a amplitude da resposta em regime para P = P, ¢é:

p = Bl0- 8+ (268)}

NI g, W

= ———D
P k
I
P = Exgo“‘)QD
p = xgoﬁQD

(3.9)

Figura 3.4:

Para 0,5 < £ < 0,7 e B > 1, e analisando o grafico da figura 3.4 tem-se que 52D = 1.
Logo:

P X Zg, (3.10)

Pode-se concluir entao que a leitura que fazemos no aparelho é o préprio deslocamento
aplicado a base.

Para se ter 8 > 1, analisando a equacao § = %, conclui-se que é necessario um w
pequeno. E para que isso aconteca, analisando a equacio w? = %, é preciso ou um k
pequeno ou um m grande. Para se ter um £ pequeno, é necessario uma mola molenga, e para
m grande, um aparelho muito grande. Portanto, os aparelhos que medem deslocamentos
utilizam molas macias e dimensoes grandes para assegurar uma freqiiéncia circular natural

w pequena.
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3.4 Exercicios

No mercado existem diversos tipos de acelerometros. Dentre suas caracteristicas fundamen-
tais tem-se: amplitude méaxima de aceleracao e faixa de frequiéncia de trabalho. Dentre os
acelerometros disponiveis aci, acy e acs, qual é o mais indicado para sensorear a estrutura

representada pelo modelo da figura 3.57

C
7 ]
_
m
k 0 a
Figura 3.5:
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Capitulo 4

Método das Diferencas Finitas

’le 7

Figura 4.1:

Considerem-se os vetores de deslocamento X'~¢ X* e X**! referentes, respectivamente,
aos tempos t;_1,t; e t;11 separados entre si por um intervalo de tempo At. Para o tempo
intermediario entre ¢;_1 e t; uma avaliacao linear da velocidade pode ser estabelecida por :

1 Xt — Xl

Xr=" 4.1
Az (4.1)

enquanto que para o tempo intermedidrio entre ¢; e ¢;,; , a avaliagao linear velocidade
sera dada por:
. Xz'-l—l _ Xi
Xite =2 — 2 4.2
At (42)

Os vetores velocidade obtidos pelas expressoes 4.1 e 4.2 permitem que se obtenha uma
avaliacdo linear do vetor aceleracao X* que serd dada por:

B Xits — Xi~3
N At

Substituindo a 4.1 e a 4.2 na 4.3, obtém-se uma aproximacao do valor da acelera¢ao no
tempo %;:

X! (4.3)

32



1
A2

Fazendo-se a média da 4.1 e 4.2, obtém-se uma avaliacao da velocidade no tempo %;:

X (X - 2x' 4+ X (4.4)

Xi—3 4+ Xits Xl _ xi-l

X 4.5
2 YAN (45)
Tem-se que:

MX'+CX'+ KX'=F" (4.6)

na qual se pode substituir Xie Xte pelas suas expressoes 4.4 e a 4.5, obtendo-se:

1 ] ) ) Xi—|—1 _ Xzfl ) )

M|-— X" -2X"+ X" Y| +C|———— |+ KU = F" 4.7
lAﬁ( * )] - ont )T (4.7)

Isolando-se, na expressao 4.7, os termos em X!, obtém-se:
] ) M)

1 1 i+l _ i 2 i 1 1 i—1
lAtQM + ZAtC] X" =F lK AtQM] X lAtQM ZAtC] X (4.8)

que, resolvida com o auxilio de um processo de solucao de sistemas de equagoes algébricas
lineares, permite obter o vetor de deslocamentos X! as expressoes 4.4 e 4.5 podem ser
utilizadas para obter os valores do vetor de velocidades Xie aceleracoes Xi respectivamente.

Note-se que para o primeiro passo, caso em que ¢ = 0, deve-se obter o vetor de deslo-
camentos X*~! para que seja possivel aplicar a equacdo 4.8 com o objetivo de calcular X!.
Para tal, utiliza-se a equacdo 4.4 com i = 0 e pondo-se em evidéncia X ! resulta:

X 1=A2X0+2Xx° — X! (4.9)
Fazendo 7 == 0 na equacao 4.5, pode-se isolar X!, obtendo:
X' =2AtX + X! (4.10)

que, utilizada na equacao 4.9, fornece:

X' = APX0+2X0 —2AtX0 — X! (4.11)
donde obtém-se finalmente:
A2 . .
X 1= TtXO — AtX? + X° (4.12)

Na expressao acima o vetor X° pode ser calculado como:

X' =MYF° - X" - KX©) (4.13)

Este método apresenta vantagens computacionais significativas quando se trabalha com
matrizes de massa diagonais. Neste caso, é imediata a obtencao da matriz M~!, utilizada
na expressao 4.13. Por outro lado, caso a matriz de amortecimento C possa ser considerada
nula, a expressao 4.8 permite escrever:

) ) 2 ) 1 :
+1 2 -1 7 7 1—1
X = A’M lF — <K— —At2M> X' — —tQMX (4.14)
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e, se a matriz de massa M for diagonal M', pode ser facilmente obtida pela inversio
algébrica dos termos da diagonal de M. Neste caso, nao ha necessidade de ser empregado
um processo qualquer de solucdo de sistemas de equacgoes algébricas para obter X**!. Esta
é a grande vantagem do método de diferencas centrais, e de todos os métodos explicitos,
em relacao aos implicitos.

4.1 Exercicio

Fazer no Matlab um programa que faca a integracao numérica da equagao a seguir e com-
parar com o resultado tedrico.

mz + cx + kx = pg sin wi
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Capitulo 5

Introducao ao Método da
Superposicao Modal

5.1 Introducao : Sistema com 2 graus de Liberdade

Consideremos o sistema massa-mola com 2 graus de liberdade mostrado na figura abaixo:
Vejamos como ficam os diagramas de corpo livre das massas m; e my.
Equacoes de Equilibrio Dinamico:

migy + a1y + kizy — ko(zg — 1) — c2(z2 — 1) =0 (5.1)

mng + 02(./1/:2 — .Il) + k'g(iEQ — 111'1) = F(t) (52)

Podemos reescrever as equacoes acima na forma matricial, da seguinte maneira:
AR L R
0 mo T9 —C9 Cy i)
n kl1+k2 —k2 | J oz | _ ) 0
—k2 k2 zo [ | F

M-X+C-X+K-X=F

onde:
M = Matriz de Massa;

—=x —= %
g o [N
. 7
| |

m, m —=f
N N |

k, T k, OO

S S S S
Figura 5.1:
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kl.x1 k2 .(2 -x1)

cl.x1 2. (12 -x1)

ml

mi. X1

Figura 5.2:

12 (%2 - x1)
€2 . (%2 -x1) F(t)

m2.xX2

Figura 5.3:

X = Vetor de Aceleracio;

C = Matriz de Amortecimento;
X = Vetor de Velocidades;

K = Matriz de Rigidez;

X = Vetor de Deslocamento;
F' = Vetor de forcas.

Resolvendo o Sistema por Diferencas Finitas:

. 1 . . .
iﬁ.lz = A—tQ(l'lH—l — 2$1l + $1Z_1)
N
T T oA
Tt = L(@Hl — 225" + 25"
At?
s P
T T oA
teremos:
1 ' _ _ O S N o . _ .
my [@(xlﬂ'l — 22" + xlz_l)] +C4 ( : SA7 : +kizy" — ko(xs' — 21")—

2y — i1 gy — g1
_ Y 5.3
G K 2At ) ( 2At 0 (5.3)

1 i1 ; i1 :| $2i+1 _ in—l x1i+1 _ .’Eli_l
Mo [A—tQ@z 2z + 20" )| + Cy SAL 9AL +

+l€2.’1§'2i — $1i) = Fz (54)
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Utilizando as seguintes condicdes iniciais:
a7t =0
7} =0;
zyt = 0;

Para ¢ = 0, podemos reescrever as equagoes 5.3 e 5.4 da seguinte forma:

1 1 £E11 .’1321 — .Tll _
m [ g + ¢ (m) —C [Tm =0 (5:5)
1 .’13'21 - iL'll
Mo [A—ﬂ(ml)] + Oy (72At ) =F° (5-6)

Resolvendo o sistema acima (Maple):

1
l 1 ] = X'.pli=1,

1
Ty

A-X=F
* Observagoes:
01) Para cada grau de liberdade (gl), tem-se que resolver um sistema. Por exemplo: 2 gl =

sistema 2x2.

02) Para cada passo temporal caimos num sistema.

5.2 Variacoes Livres Nao Amortecidas

Nesta situacao a solucao ¢é do tipo:

pcos(wt + 0) (5.7)

com 6 =0
x1 = ¢11 cos(wit) + P12 cos(wat)

To = g1 cos(w1t) + Pag cOS(woat)

Podemos reescrever o sistema acima da seguinte maneira:
| _ | du ¢2 | ) cos(wit)
T2 P21 P22 cos(wat)

X = ¢ - cos(w;t)

ou,
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Derivando duas vezes:

X = —w;%¢ - cos(wjt)

(5.8)

Para Variagos Livres Nao Amortecidas a equagao diferencial é da seguinte forma:

M- X+K-X=0

onde: C = 0.
Substituindo 5.8 na equagao acima, teremos:

—Muw;*¢ cos(w;t) + K¢ cos(w;t) = 0

(K — Mw;®)¢; =0

Que, para solugoes diferentes da trivial:
det(K — Mw;®) =0
Chegamos em um Problema de Autovalor:

|Kij — Mijwi®| =0

fazendo ki = ko =k , m; = my = m e w;? = \; , expandindo a equagdo 5.11:

2k — w;’m —k
—k k —w’m

Resolvendo o determinante :
(2k — w*m) - (k — wi®m) — k* = 0
Chegamos em uma equagao do segundo grau, cujas solugoes para ¢ = 1 sao:

wi’ = £-2,618
m

| k
W121,62 —
m

k
wy? = — - 0,382
m

| k
w21':0,62 E

Voltando na equacao 5.11, teremos:

2k — k-2,618 —k ) o1 | _
—k k— 2,618k o1 |
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Colocando k£ em evidéncia:

L[ 2618 —1 Jeul_Jfo0
1  —1,618 b1 [~ 10

Onde, podemos notar que a primeira matriz corresponde a duas equacgoes linearmente
independentes. Dividindo ambos os membros da equacgao por k:

2,618 —1 o | _ )0
-1 -1,618 ¢ [ ] O
Nesta etapa, arbitramos valores para ¢;; ou ¢,;, como por exemplo: ¢;; = 1, donde
teremos:

¢21 = —0,618
Dizemos entao, que |@11| = 1 e finalmente normalizando: ¢1; = 0, 8506 e ¢o; = —0, 5257.

Analogamente, para ¢ = 2: ¢15 = 0,5257 e 9 = 0, 8506.
Consequentemente a matriz ¢ sra:

¢_l 0, 8586 0,5257]

—0,5257 0, 8506

10
o =1y ]

Ou seja, ¢~ 1 = ¢T, e dizemos que ¢ é Ortogonal.

Como a matriz ¢ possui colunas com médulo unitario, é anti-simérica e ortogonal, di-
zemos qu a mesma ¢ uma Matriz de Rotagao.

Retornando ao problema inicial, queremos o sistema somente para matrizes diagonais,
para isso fazemos: C=a-M + (- K.

M-X+C-X+K-X=F

onde:
M=¢" Mo
X =¢"X
k=¢"ko
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X =¢"X
F=9¢'F

X=¢"X (5.13)

Multiplicando ambos os termos da equacao 5.13 por ¢, teremos:
X=X¢

Onde, finalmente teremos varias equacoes desacopladas.
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Capitulo 6

Sistemas Continuos

Considere o seguinte sistema representado na figura 6.1:

/r\ v(x,f)

Pl 1)

EI(x);m(x)

Figura 6.1:

Analisando o equilibrio dinamico de for¢as em elemento dz, de acordo com a figura 6.2,

tem-se:

Vi(x.p

M(x,5)

/F P(x,f)-dx

l/ﬂ(x,t)-dx

Figura 6.2:

Mx, 1) +dM(x,1)

Vix,0)+dV(x,6)

SV =0

V(z,t) + p(x, t)de — [V (z,t) + dV (x,t)] — fI(z,t)de =0
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onde:

0Py(x,t
FI(z,t)de = m(x)% (6.2)
Substituindo a equacao 6.2 na 6.1 tem-se:
0y(x,t
dV(z,t) = p(z,t)dx — m(x)%dm (6.3)
Dividindo ambos os membros por dz tem-se:
Vv (, 1) 0%y(z, t)
e p(z,t) — m(x)T (6.4)

Fazendo o somatdério de momentos em relagao a um ponto A no centro da figura 6.2
tem-se:

> My=0
M(z,t) + V(x,t)d; + V(x,t)dg + dV(:r,t)dg — M(z,t) —dM(z,t) =0
(6.5)

Simplificando a equagdo e desprezando o infinitésimo de segunda ordem dV (z,t)dz/2,
tem-se:

V(z,t)de —dM(z,t) =0
dM (z,t)

il S S/ t
d./I/' V(‘/I"i )
(6.6)
Derivando ambos os membros da equacao:
d>M(z,t)  dV(xz,t)
= 6.7
dzx? dx (6.7)
Substituindo a equacao 6.4 em 6.7, tem-se:
d>M (z,t) 0%y(x,t)
a2 = p(z,t) - m(@w
O*y(z,t)  O0*M(z,t)
() L)+ 2 — e,
(6.8)
Da Resistencia I tem-se:
d>y M
Logo:
0%y(z, t)
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Para EI e m constantes e p(z,t) =0

Substituindo a equacao 6.10 na 6.8, tem-se:
y(w,t) | Py(z,1)
EI : m = 11
L T (6.11)
Dividindo por EI tem-se:
My(x,t)  m Py(x,t)
— 4 T = 6.12
ox* EI 0t? (6.12)
Se EE é constante, a solucao pode ser obtida por separacao de variaveis.
(6.13)

~

y(z,1) = ¢(z)y(?)
Como o primeiro termo ¢é fungao de (x) e o segundo é funcdo de (t) a equagao s6 pode

ser satisfeita se ambos os termos forem constantes.

Substituindo a equacao 6.13 na 6.12 tem-se:
v m .
¢"(2)y(t) + 7it)o(z) =0 (6.14)
Dividindo ambos os membros da equagao 6.14 por y(t)¢(z), teremos:
v mii(t
¢(z)  Ely(t)
A equacao 6.15 s é verdadeira se as funcoes em x e em t forem constantes. Isto é:
iU mii(t
¢(z) ETy(t)
Teremos portanto duas equagoes:
¢"(z) — a*¢(x) =0 (6.17)
§i(t) + wy(t) =0 (6.18)
onde:
EI mw?
2 _ a4 4 _
wh=at— =a ol
A solucgao recai na resposta para 1 GL. A solucao da equacao 6.18 é:
y(t) = Acoswt + Bsinwt (6.19)
Para a solugdo da equacgdo 6.17, primeiramente calcula-se ¢™(z):
¢(z) = Ge™
¢'(x) = Gse*™*
QS“(.’E) — GSQGSiE
¢m(m) — G83€sw
¢w(x) — GS4651
(6.20)
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Logo:

Gs*e®® — a*Ge®* =0

s — gt =
Esta admite 4 raizes:
S12 = +a
534 = +az

Logo:

B(z) = G1" + Ge % + G3e"® + Gye ™™

Apoés expansao trigonométrica, tem-se:

¢(z) = A cosax + Agsinax + Aj cosh ax + Ay sinh ax

Portanto a solugao final é o somatdrio das equagoes 6.25 e 6.19.

Para uma viga Bi-apoiada:

Condicoes Iniciais:

MO)=0= EI¢ (0)=0= ¢ (0)=0

M(L)=0=EI$p (L)=0=¢ (L) =0
Substituindo nas solucoes tem-se:

"

Logo:

Com as outras condigoes, tem-se:
#(L) = Agsinal + Agsinhal =0
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"

¢ (L) = —AysinaL + Aysinhal =0
Fazendo o somatério das duas tem-se:
2A4sinhal =0= A4, =0
Logo:
o(z) = Aysinax (6.26)
Tem-se que:
¢(L) =0

¢(L) = Agsinal =0
Como solugdes tem-se:
Ay =0
Mas sendo trivial nao nos intressa. E tem-se também:

sinalL=0=aL=0=a,L=nn

Logo:
nmw
n= 6.27
an="" (6:27)
Lembrando que :
EI
w=a’ pu—
m
n’n? |EI
Wn = p—
L?> V\m
2 |EI
L m

Sendo w,, a freqiiéncia temporal.
Tem-se, portanto, as freqiiéncias dos modos proprios de vibracao:

_w® |EI
T\ m
_ 47?2 |EI
=T\ W
972 [EI
Wy = ——=1/ —
T2\ m

Finalmente:

y(z,t) = y(t)o(x)
onde:

o(z) = Aysinax
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Figura 6.3: Modos préprios de vibracao.

46



Capitulo 7

Identificacao Modal no Dominio do
Tempo

As medidas dinamicas obtidas de ensaios estruturais sdo, de uma maneira geral, tomadas
em funcao do tempo: aceleracoes, deslocamentos, deformacoes, etc. Este fato motiva o
desenvolvimento de técnicas de identificacado modal que trabalham diretamente com es-
tas medidas, eliminando assim erros numéricos que possam ser introduzidos no problema
quando se passa do dominio do tempo para outros dominios de analise.

Muitos destes algoritmos de identificagdo no dominio do tempo tém como dificuldade a
necessidade de uma resposta em vibragoes livres da estrutura, como é o caso do método de
Ibrahim. Na pratica esta necessidade inviabilizaria analises envolvendo estruturas nas quais,
por um motivo qualquer, estas respostas nao podem ser diretamente medidas. Mas, com
o surgimento de técnicas que, partindo da resposta da estrutura excitada aleatoriamente,
conseguem aproximar a resposta em vibragoes livres de uma forma computacionalmente
eficiente e com uma boa precisao, os métodos temporais ganham uma maior potencialidade.
Dentre estas técnicas podemos destacar o Decremento Aleatorio.

A técnica do Decremento Aleatodrio foi desenvolvida por Cole nos anos 60 como uma
alternativa ao algoritmo da FF'T na andlise de respostas dinamicas. Esta técnica é bas-
tante atrativa pois a sua implementacdo computacional é simples e seu tempo de proces-
samento é relativamente baixo. O principio da técnica é estimar as chamadas funcoes de
decremento aleatério tomando-se uma média de segmentos das medidas dinamicas segundo
certos critérios. Partindo-se das funcoes de decremento aleatorio é possivel extrair os para-
metros modais utilizando-se métodos desenvolvidos para determinacao destes parametros
partindo-se de uma resposta em vibracoes livres.

7.1 A Técnica do Decremento Aleatodrio

Partindo-se de dois processos (medic¢oes dindmicas) estocdsticos, estacionérios e de média
zero X (t) e Y (t), as fungoes de decremento aleatério Dx x, Dy x, Dyy e Dxy sao definidas
como:

Dxx(7) = E[X(t + 7)|Tx(1)] (7.1)
Dyx (1) = E[Y(t +7)|Tx)] (7.2)
Dyy(r) = E[Y (t + 7)|Tv ] (7.3)
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Dxy (1) = BEIX(t +7)|Tx )] (7.4)

O primeiro indice se refere ao processo onde a média é calculada e o segundo ao pro-
cesso onde a condigao é satisfeita. As condigoes Tx(;) e Ty(;) sao denominadas condigoes
de desencadeamento (“triggering conditions ”) e os tempos t onde as condigoes de de-
sencadeamento sao satisfeitas sao denominados pontos de desencadeamento. Para o caso
apresentado, onde sdao disponiveis duas medicoes, pode-se definir dois conjuntos de funcgoes
de decremento aleatério na forma:

Conjunto 1 Conjunto 2
Dxx (1) Dxy(7) (7.5)
DYX (7’) Dyy (T)

Caso houvesse n medigoes, seria possivel determinar n diferentes conjuntos de n fungoes
de decremento aleatério.
10
01

Assumindo-se os processos como ergddicos as fungoes de decremento aleatério podem
ser estimadas como: (Processo Ergédico: Muitos processos apresentam a propriedade de
que o histérico do processo independe das condicoes iniciais. Tal propriedade determina
que o processo ¢é ergddico.)

1 N

Dxx(r) = N ZX(ti +7)[Tx 1) (7.6)
i=1
1 N

Dyx(7) = N DY (ti+7) | Txr) (7.7)
i=1
1 N

Dxy (1) = N > X(ti+ 1) Ty (7.8)
i=1
1 N

onde N é o niimero de pontos de desencadeamento.

A estimativa das funcoes de decremento aleatdrio é bastante simples. Ela envolve a
deteccao de pontos de desencadeamento e o cdlculo da média de segmentos das medidas.
Um critério para determinacao dos pontos de desencadeamento é:

Ty = X(1) =7 (7.10)

Ty =Y () =7 (7.11)

sendo T e iy numeros reais positivos. Asmussen propoe outros critérios para determinagao
dos pontos de desencadeamento além do acima citado. O numero total de pontos de de-
sencadeamento controla a precisao das estimativas das funcoes de decremento aleatério.

Tradicionalmente as funcoes de decremento aleatério de um conjunto de respostas
dinamicas de uma estrutura sao interpretadas como sua reposta em vibracoes livres.
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A resposta dinamica do tempo £y ao tempo ¢y + ¢ de uma estrutura sujeita a um car-
regamento estocdstico, estaciondrio e de média zero consiste em trés partes: 1) A parcela
da resposta devida ao deslocamento inicial no tempo t; 2) A parcela da resposta devida a
velocidade inicial no tempo tg; 3) A resposta devida & excitagao durante o intervalo entre
to e to + t.

A parcela da resposta devido ao carregamento é também estaciondaria e de média zero,
fazendo com que a mesma se anule & medida que se aumenta o nimero de pontos de
desencadeamento.

A curva que descreve a resposta dinamica estrutural alterna ascendentes (velocidades
positivas) e descentes (velocidades negativas) nos pontos X (t) =T e Y (t) = y fazendo com
que a parcela da resposta devido a velocidade inicial no tempo t; também se anule com o
aumento do nimero de pontos de desencadeamento.

Finalmente, pode-se dizer entao que as funcoes de decremento aleatério, com o aumento
do nimero de pontos de desencadeamento, tendem a se aproximar das respostas em vi-
bragoes livres de uma estrutura para um deslocamento inicial X (to) = T (Conjunto 1 - ver
equagoes 7.5) e Y (ty) =7 (Conjunto 2 - ver equagdes 7.5).

Uma vez obtido um conjunto de n respostas dentre as n? fungdes D;; (= 1.. nimero
de sinais analisados - n e j = 1.. niimero de sinais analisados - n) é possivel a aplicagdo do
método de Ibrahim para determinacao das freqiiéncias, modos e amortecimentos proprios
da estrutura analisada.

7.2 O Método de Ibrahim

A resposta em vibragoes livres x de uma estrutura medida na posigao ¢ e no tempo ¢; pode
ser escrita como o somatoério de m modos de vibragao:

Di[t(5)] = milt(j)] = mi; = Zso et (7.12)

onde o indice ¢ indica o conjunto de funcoes de decremento aleatorio escolhido, A
representa a k-ésima freqiiéncia natural complexa de vibracao e ¢;; a amplitude do k-ésimo
modo de vibracao complexo na posicao i. Substituindo a equacao 7.12 e suas derivadas
na equacao diferencial de equilibrio dinamico para um sistema em vibragoes livres com um
grau de liberdade resulta:

mA +cA+k=0 (7.13)
onde m, ¢ e k sao, respectivamente, a massa, amortecimento e rigidez do sistema.
Dividindo a equacgao 7.13 por m, tem-se:

k
/\2+%)\+R:)\2+2§w/\+w2:0 (7.14)

sendo ¢ = 2éwm e w? = % Os valores de A que satisfazem a equacao 7.14 sao:

A= _2§wiv4§w2 W vt lwfi— e (= =) (7.15)

Num problema com varios graus de liberdade e com m modos de vibracao, a equagao
7.15 fica:

k = —fkwk + Iwk\/l — f,%, ]f =1.2m (716)
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A freqiiéncia circular natural de vibracao w; e o amortecimento modal &, do k-ésimo
modo podem ser calculados entdao usando:

(7.17)

Re(/\k)
Wi

§k = — (7.18)
onde Re(\;) denota a parte real de Ay e Im(\x) denota a parte imaginaria de \.
Supondo que se deseja calcular m caracteristicas modais e se disponha de n pontos de

medicoes em s intervalos de tempo. Sendo n = 2m e partindo-se da equacao 7.12, pode-se

escrever uma matriz de respostas X na forma:

X = UA (7.19)
ou
UTIX =A (7.20)
sendo:
T1,1 x1,2 T1,s
T2,1 T2,2 T2,s
X =
L T2m,1 T2m,2 - T2ms |
d)l,l ¢1,2 ¢1,2m
¢2,1 ¢2,2 ¢2,2m
U — . . . .
L ¢2m,1 ¢2m,2 - ¢2m,2m |
r 6)\1t1 e}\ltz 6)\1ts T
6)\2t1 e}\ztz 6)\2ts
A=
i ex\zmtl e)\zmtz . ex\zmts |

De maneira similar, pode-se escrever a matriz X correspondente ao mesmo conjunto de
medidas defasados de At com relacao aquelas da equacao 7.20 como:

X =0A (7.21)

ou

U~IX = A (7.22)



sendo:

2m

Tij = Pipel (7.23)
k=1

Gik = Pine (7.24)

A substitui¢ao da matriz A da equagao 7.22 na equagao 7.20 produz:

X =07'X = X = AX (7.25)

sendo:

A=yt (7.26)

A matriz A é denominada matriz de estado do sistema pois quando a operamos sobre o
vetor X no instante ¢, o sistema é levado ao estz}do t+ At.

Se substituirmos os valores dos vetores X e X das equacoes 7.20 e 7.22 na equagao 7.25
tem-ge:

A(TA) = (TA) (7.27)

e considerando as equagao 7.23 e 7.24 chega-se a:

A(UA) = (TeMAN) = AT = TeMd = (A4 — o, )T = 0 (7.28)

sendo oy, = et e I a matriz identidade. A equacdo 7.28 é um problema cldssico de

auto-valor. Uma vez determinado os autovalores e auto-vetores da matriz A, é possivel se
determinar as freqéncias e amortecimentos modais. Para o) = eM2t = B, + I, (I éa
unidade imagindria) e Ay = ax + by , pode-se chegar as relagdes entre os coeficientes ay,
b, Br € v da forma:

Tem-se que:
B LU N
sabe-se que:
™! = cos(wt) + 4 sin(wt)
ou,

™! = cos(a) + isin(a)

onde, o = wt. Da trigonometria figura 7.1:

Br + ik = |B” + | cos <%>isin <E>
B Br

ou,

B+ ive = 8" + i’ le”

- 4/
onde, f = arctan (ﬂ:)
Logo,

o1



Im

Fapb— — = — s

Fir) Re

elartibp) At \/m ez arctan (%f)

Aplicando In em ambos os membros da equacao acima, tem-se:

(ay, + iby) At = In(Bi? + %2)% + i arctan (%)
k

Entao: .
G,kAt = ln(ﬁkQ + ’)/k2)§

b, At = arctan
* <5k>

Resultando em:

1
ay = Q—Atln(ﬁk2 + %) (7.29)
e’
by = — arct (7.30)
k= Ry Arctan 5k .

Uma vez determinados os valores de A\, = ay + by , através das equagoes 7.17 e 7.18,
pode-se chegar as fregéncias naturais e amortecimentos modais da estrutura. Conclui-se
também que os auto-vetores ¥ sao os modos complexos de vibracao da estrutura.

Virias aproximacoes usando método dos minimos quadrados e decomposi¢oes em valores
singulares podem ser usadas na determinacao da matriz A. Utilizando uma solucao por
minimos quadrados, Ibrahim determina a matriz A como sendo:

A= (XXT)(xxT? (7.31)
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Capitulo 8

Anexo

8.1 Capitulo 2 - Conceitos de nimeros complexos

z(t) = Ge® (8.1)

Onde G é uma constante complexa arbitraria denotada pela funcao exponencial.

Considerando que G pode ser representado graficamente por um vetor em um plano
complexo como mostrado na figura 8.1, notamos que o vetor pode se expresso em compo-
nentes cartesianas real e imaginaria.

G = Gg +iG; (82)

Outra alternativa é que pode ser expresso em coordenadas polares usando o valor ab-
soluto de G' (comprimento do vetor) e o angulo €, no sentido anti-horario a partir do eixo
real:

z(t) = Ge' (8.3)

Ainda podemos usar as relagoes trigonométricas para mostrar o esbogo, e fica claro que
a Eq.8.2 pode ser escrita como:

e? = cosf+isinf
e ® = cosfh—isinh 8.5
L e —if
cosf = 5[6 +e ] (8.6)
sinf = ;[eio —e (8.7)
G = Gr +1G;
ou
G = Ge"

Alunos:

Nestor Oscar Guevara Junior
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]

iy =i send

\</

iGp =G cosd

Figura 8.1: Constante complexa representada num plano complexo

Janaina Villela
Neydson

Carlos

Helena Costa Ribeiro
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