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Estimacao por intervalo

» Ate agora vimos estimadores pontuais, que fornecem um
unico valor numeérico para o parametro de interesse;

» Como os estimadores sao variaveis aleatorias, pode-se
apresentar uma estimativa mais informativa para o
parametro de interesse, uma que inclua uma medida de
precisao do valor obtido;

» Esse méetodo € denominado intervalo de confianca, e
incorpora, a estimativa pontual do parametro,
informacoes a respeito de sua variabilidade.
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Intervalos de Confianca

» Pode-se utilizar o conhecimento da distribuicao da media
amostral para construir um intervalo de confianga para a
meédia u de uma populagao;

» Dada uma variavel aleatoria X com meédia u e variancia

o2 conhecida, tem-se que

possui distribuicao normal padrao.

» Dado que X siga uma distribui¢ao normal ou que n seja
suficientemente grande (Teorema Central do Limite).

Departamento de Estatistica ‘ﬁ f
UNiVERSIDADE FEDERAL DE Juiz DE FORA J




Intervalos de Confianca

» Seja za;, o valor que limita uma area de %/, na

extremidade superior da distribuicao normal padrao, e
—Zay, o valor que limita uma area de “/;, na extremidade

inferior da distribuicao normal padrao;

» Entao a forma geral para um intervalo de confianca de
100(1 — a)% para u é dada por:

>()?—Za/ T , X + Zay . \7_)
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Intervalos de Confianca

> Se, por exemplo, tomarmos a = 0,05, teriamos —za, =
_ZO,05/2= _Z0,025= _1,96 (S ZO,OS/2 — Z0,025 — 1,96

) ()?— 1,96 %, X + 1,96%)

» O intervalo de 95% de confianga para a media y;

» Se forem retiradas 100 amostras independentes e
construidos 100 intervalos de confianga, espera-se que, em
meédia, 95 desses intervalos contenham o valor de e 5
deles nao.
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Exemplo 1

Intervalos de 95% de confianca para a meédia

100
I

Intervalos de 95% de
confianga para a média
de peso obtidos para

3 |00 amostras aleatorias

80
|

g simples de tamanho 30
- I retiradas da populagao
de 898 alunos da UFJF

= (u = 63,42 kg).

| | | |
25 60 65 70

Pesos (kg)
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Intervalos de Confianca

/4

» E importante ressaltar que apesar de procurarmos tirar
conclusoes sobre a media populacional y, essa media e
um valor fixo, embora desconhecido, e nao uma variavel
aleatoria;

» O intervalo de confianga mais comum €& o que considera
um nivel de confianga de 95%, porém esse nao € o unico,
pode-se montar intervalos de confianga de qualquer
tamanho, dependendo do interesse do pesquisador; no
entanto, intervalos de menos de 90% de confianca sao de
pouca utilidade.
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Exemplo 2

» Um provedor de acesso a internet esta monitorando a
duracao do tempo das conexoes de seus clientes,com o
objetivo de dimensionar seus equipamentos. Sao
desconhecidas a media e a distribuicao de probabilidade desse
tempo, mas o desvio padrao, por analogia a outros servigos, &

considerado igual a V50 minutos.

» Uma amostra de 500 conexoes resultou num valor medio
observado de 25 minutos.

» O que dizer da verdadeira media, com confianga 92%!?
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Exemplo 2

. Segunda decimal de z,

» Valores Importantes: PlZ=2) 000 o001 002 003 004 [OO5] 006
00 05000 04960 04920 04880 0,4840) 04801 | 04761
= 0,1 04602 04562 04522 04483 04443 04404 | 04364
} x — 2 5 02 04207 04168 04129 04090 04052) 04013 | 03974
03 03321 03783 03745 03707 0,3669) 0.3632 | 0,3594
2 - 5 04 03446 03409 0,3372 03336 03300 03264 | 03228
} O- — O 05 03085 03050 03015 02981 0,2946) 0,2912 | 02877
06 02743 02709 02676 02643 0,2611) 0,2578 | 0,2546
} n —_ 500 0,7 02420 02389 0,2358 0,2327 0,2296) 02266 | 0,2236
I 08 02119 0209 02061 02033 02005 0,1977 | 0,1949
05 01841 0,1814 01788 01762 0,1736| 0,1711| 0,1685
} a —_— 8()/ 1,0 01587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492| 0,1469 | 0,1446
I 0 1,1 01357 0,335 0,1314 0,1292 01271 01251 | 0,1230
1,2 021151 01131 01112 0.1093 01075 01056 | 0,1038
} Z — 1 75 . 1,3 00968 00951 00934 00918 0,0901| 0,0885 | 0,0869
O ) O 4 ) :’ 1,4 00808 00793 00778 00764 00749| 00735 | 0,0721
= 1,5 00668 00655 00843 00630 0,0618| 00606 | 0,0594
E 1,6 00548 00537 00526 00516 00505| 0,0495 | 00,0485
E | 1,7 00446 00436 00427 00418 0,0409| 0,0401 | 0,0392

B

1,8 00359 00351 00344 0033 00329 00322 00314

25—-1,75 50'25+175 -0
' 500° ' 500

(24,45; 25,55)



Intervalos de Confianca

» O tamanho de um intervalo de confianca varia de acordo
com o nivel de confianca do mesmo ou de acordo com o
tamanho da amostra:

» Para uma amostra de tamanho n fixo:

a Zay, Limites de confianga de 100(1 — a)% para u ATnPtI:rli/i(Ieodo
_ g _ o o
0,1 1,645 (X - 1,645, 7= K+ 1,645.\/—5) 3297
_ g _ o
0,05 1,96 (X — 1,96.\/—H , X + 1,96.\/—5)
_ g _ o
0,01 2,576 (X — 2,576.\/—ﬁ , X + 2,576.\/—5)
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Intervalos de Confianca

» O tamanho de um intervalo de confianca varia de acordo
com o nivel de confianca do mesmo ou de acordo com o
tamanho da amostra:

» Para a = 0,05:

a n Limites de confianga de 100%(1 — ) para u ATnPtitrlid;odO
_ g _ o
0,05 10 (X — 1,96.m , X + 1,96.m) 1,2390
_ o _ o
0,05 100 (X — 1'96'\/ﬁ , X + 1,96.\/ﬁ) 0,3920
_ o _ o
0,05 1000 (X — 1,96.m , X + 1,96.m> 0,1240
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Exemplo 3

» A vida média de baterias automotivas de uma certa marca
esta sendo estudada. Baseado em estudos similares, com
outras marcas, € possivel admitir que a vida dessas
baterias segue a distribuicao normal com desvio padrao
de 4,5 meses.

» De qual tamanho devera ser a amostra, para que a
amplitude do intervalo de 90% de confianga para a vida
media seja de 3 meses!
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Exemplo 3

. Segunda decimal de

» Valores importantes: PZz2)=a 000 oo 002 003 | 004 005
00 05000 0490 04920 048380 | 04840 04801
} 0'2 — 4,52 01 04602 0452 04522 0,4483 | 04443 0,4404
0,2 04207 04168 04129 04090 | 04052 0,4013
—9 03 03821 03783 03745 03707 | 03669 00,3632
} n =: 04 03446 03409 0,3372 0,3336 | 03300 00,3264
0,5 030385 03050 023015 0,2981 | 0,2946 0,2912
» a = 109% 0,6 02743 02709 02676 0,2643 | 0,2611 0,2578
0,7 02420 0,2389 02358 0,2327 | 0,2296 00,2266
} 7 _ 1 6 4 5 08 02119 0,2090 02061 0,2033 | 0,2005 0,1977
0,05 — L 0,9 0,1841 0,1814 01788 10,1762 | 0,1736 0,1711
1,0 01587 0152 0,1539 0,1515 | 0,1492 00,1469
I - 1,1 0,357 0,335 0,1314 0,1292 )] 01271 0,1251
g AmPIItUde 3 meses 1,2 0,151 0,1131 0,1112 0,1093 | 0,075 0,1056
45 4 i 1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 | 00001 0,0885
X — 1,645 ;; x + 1,645 s : 14 00808 00793 00778 00764 | 00749 0,0735
\/ﬁ \/ﬁ ® 15 00668 00655 00643 00630 ]| 00618 0.0606
E 1,6 00548 0,0537 00526 00516 | 0,0505 0,0495

4,5 4,5
T+1,645—=—(%—1,645— =3

vn vn

4,5
2 X 1,645F= 3 = 3yn = 14,805 = /n = 4,935 = n = 24,35 = n = 25
n



Intervalos de Confianca

» O Teorema Central do Limite tambéem no diz que a
distribuicao de probabilidade do estimador da proporcao de
determinada caracteristica, quando n € grande o suficiente se
aproxima de uma distribuicao normal:

T—mT n-oowo
>N (0,1)
Jﬂ(l — )
n

» Logo, analogamente ao que foi feito para a media, pode-se
construir um intervalo de confianga para a proporgao em uma
populagao com base na proporg¢ao amostral:

n(l—m) _ (1l —m)
T + Za/z.

ﬁ'—Za .
/2 n
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Intervalos de Confianca

» Nao e possivel utilizar o intervalo de confianga encontrado, ja
que nao conhecemos o valor de 1. Sendo assim, sao propostas

as solucoes abaixo:

» Substituir T por 7 (intervalo otimista)

ﬁ' — Za/z.

\

(1 —-1m)

n

T+ Za/z.

\

(1 —-1m)

n

» Substituir T(1 — ) por 1/,, valor maximo que (1 — )
pode alcangar (intervalo conservador)

ﬁ'—Za/.

1
2
\1471

T[-I-Zcx/
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Exemplo 4

4

Pretende-se estimar a propor¢ao 7 de cura, atraves do uso
de um certo medicamento em doentes contaminados com
cercaria, que € uma das formas do verme da
esquistossomose. Um experimento consistiu em aplicar o
medicamento em 200 pacientes, escolhidos ao acaso, e
observar que |60 deles foram curados.

O que podemos dizer da propor¢ao 1 na populagao em
geral,a um nivel de 99% de confianga (utilize ambos os
intervalos: otimista e conservador)?

Como os dois intervalos calculados se comparam!?
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E 25 00062 00060 00059 0,0057 0,0055 00054 0,0052 |0,0051 a,ﬂmgl
2,6 00047 0,0045 00048 0,0043 0,0041 0,000 0,0039 |0,0038 0,0037
2,7 00035 00034 00033 00032 00031 00030 00029 |0,0028 0,0027
2,8 00026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 |0,0021 0,0020
EXCmplO 4 29 00019 00018 00018 00017 00016 00016 0,0015 |0,0015 0,0014
30 00013 00013 00013 00012 00012 00011 0,0011 |0,0011 0,0010
31 0,010 00009 00009 00009 00008 O0,0008 00008 |0,0008 0,0007
3 Valores |mPo rtantes: 32 10,0007 00007 00006 O0,0006 00006 O0,0006 0,0006 |0,0005 0,0005
3,3 0,0005 0,0005 00005 O0,0004 00004 0,0004 0,0004 |0,0004 0,0004
~ 160 34 00003 00003 00003 00003 00003 00003 0,0003 |0,0003 0,0003
y T = — = 0,8 3,5 0,0002 00002 00002 00002 00002 0,0002 00002 |0,0002 0,0002
200 36 00002 00002 00001 00001 00001 00001 00001 |0,0001 0,0001
37 00001 00001 00001 00001 00001 00001 0,0001 |0,0001 0,0001
) N = 2 OO 3,8 00001 00001 00001 00001 0,0001 00001 00,0001 |0,0001 0,0001
39 0,0000 0,0000 00000 00000 0,0000 0,0000 0,0000 |0,0000 0,0000
000 001 002 0,03 0,04 0,05 0,06 007 0,08
b a4 = 1% PZzz)=a Segunda decimal de z,
» Z 0,005 2 ) 5 7 5
a(1-7) 0,8(1-0,8) ..
) [——— = = 0,028 (otimista)
n 200
A (1 —7) _ (1 — 7)
n—Zay, " T+ Zay " = (0,8 — 2,575 % 0,028;0,8 + 2,575 x 0,028)

(0,8 — 0,0721;0,8 + 0,0721) = (0,7279;0,8721)



4

E 25 00062 00060 00059 0,0057 0,0055 00054 0,0052 |0,0051 a,magl
2,6 00047 0,0045 00048 0,0043 0,0041 0,000 0,0039 |0,0038 0,0037
2,7 00035 00034 00033 00032 00031 00030 00029 |0,0028 0,0027
2,8 00026 00025 00024 00023 00023 00022 00021 |0,0021 0,0020
EXCmplO 4‘ 29 00019 00018 0,0018 00017 00016 00016 00015 |[0,0015 0,0014
30 00013 00013 00013 00012 00012 00011 0,0011 |0,0011 0,0010
31 0,010 00009 00009 00009 00008 O0,0008 00008 |0,0008 0,0007
\/a| ores im Po rtantes: 32 10,0007 00007 00006 O0,0006 00006 O0,0006 0,0006 |0,0005 0,0005
3,3 0,0005 0,0005 00005 O0,0004 00004 0,0004 0,0004 |0,0004 0,0004
~ 160 34 00003 00003 00003 00003 00003 00003 0,0003 |0,0003 0,0003
T =— = 0, 8 3,5 0,0002 00002 00002 00002 00002 0,0002 00002 |0,0002 0,0002
200 36 00002 00002 00001 00001 00001 00001 00001 |0,0001 0,0001
37 00001 00001 00001 00001 00001 00001 0,0001 |0,0001 0,0001
n = 2 O O 3,8 00001 00001 00001 00001 0,0001 00001 00,0001 |0,0001 0,0001
39 0,0000 0,0000 00000 00000 0,0000 0,0000 0,0000 |0,0000 0,0000
000 001 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
a=1 % PZzz)=a Segunda decimal de z,

v

1

= |—— = 0,035 (conservador)

1
4n 4%x200

’ 1 / 1
n—Zay,. %,n + Zay,. an | = (0,8 — 2,575 x%x0,035;0,8+ 2,575 x 0,035)

(0,8 — 0,09 ;0,8 + 0,09) = (0,71 ; 0,89)



Intervalo de Confianca (o0 desconhecido)

» Suponha que uma amostra aleatoria X;, X, ..., X, obtida
de uma populagao com distribuicao normal com media e

variancia desconhecidas, temos:
X—U

S/\/ﬁ

T segue uma distribuicao t de Student com n — 1 graus de liberdade,

T =

~t(n—1)

X representa a média amostral
U € a média que se deseja conhecer,
S € o desvio padrao amostral;

n e o tamanho amostral.
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Intervalo de Confianca (o0 desconhecido)

» Fixando o coeficiente de confianca ¢ (0 < a < 1) e utilizando
a tabela da distribuigao t de student com (n — 1) graus de
liberdade, podemos obter o valor by, tal que:

X—p
Pl—te, <7< ta =1]1—-a«a
/2 S/ /2
Vn
» Logo, o intervalo de (1 — )% confianga para y, com variancia

desconhecida, sera dado por:
S S

(X — ta/Z\/_ﬁ;X + ta/z ﬁ)
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Tabela t de Student

PlE= i, )=

Probabilidades da cauda direita (o)

g R

Probabilidades da couda dirsita

04 03 2 01 oos o004 003 0035 00X o001 0005

1 03245 07265 13764 30777 63138 79158 10579 12,706 15885 31871 63657

F 02B8F 06172 10607 18866 252 33198 I EOR4 43007 48487 69646 99248

i 02767 05844 05785 16377 23534 26054 20606 3 iE24 34818 45407 58404

i 0,207 05686 0541 1533F 21318 333M 2 A00E 2,776l 29985 3 7460 4 6041

- G2672 05554 0915 14759 2045 2101 24216 15706 20565 33649 403K

] 2648 05534 05057 14398 19432 721043 33133 4469 26123 3 1437 37074

7 25632 05451 0896 14149 18046 2046 22400 33646 25168 2958 34995

8 02613 05459 0OESES 1 3968 18545 20042 11802 2306 2440 2 HG65 3 3554

L] 0,261 05435 0.B234 1383 1 833F 197F iS04 3 063F 23084 2 M4 32498

10 02602 05415 OETS1 1.3722 18125 19481 2i12p2 2 2FR1 23593 21763 31693

11 0,2596 05399 0B7S5 13634 17558 10384 0061 X304 32,3383 2 7i81 3 1058

iz 0,259 05386 0OE7TIG 1356 17823 191F L0764 2 i7EE 238027 2681 30545

i3 2586 05375 OATOZ 1350 1 7M0G 18583 206 I 1G604 22816 26503 30133

14 02582 05366 OB6E1 1345 176131 1887 0467 2 I448 2 2638 36345 2 9768

Y, L 02573 05357 OESGE 13406 17531 18FTF 10343 23314 3 2485 2 A0S 2 9467
L 16 02576 0,535 DBEG4T 13368 17450 18693 2024 21190 22354 25835 29208
_'.E 17 2573 05344 0ORB633 13334 173896 18A19 X015 D i0688 22738 315650 2 =982
..! 18 02571 05338 Q0OB862 13304 17341 18553 0071 21009 22137 325524 2 E7B4
a 19 02565 0 05333 OBG6E 13277 173191 18495 z X0a3 232047 15395 28608
3 Fuil 02567 05329 OB 1,3¥3 17347 18443 15937 FO08A6 21967 2538 2 8453
2 £l 02566 05325 0OES91 1.3X3F 197207 18397 1988 207096 21894 25176 28314
IE X 02564 05321 068583 13XF 17171 18354 19829 20739 21879 3 5083 2 E1ER
£3 2563 05317 DBSTS 1.3195 1.713% 18316 19782 X (06RT 2,177 24000 28073

24 02562 05314 OBSES 1317 17100 1EIE1 1,974 20639 21715 24503 2 7464

25 02561 05312 08563 13163 1 MBI 18348 19701 20605 21666 24851 2 TR

Fa 1 0,356 05309 08557 1315 17066 1819 15665 20655 2163 24TE6G 2 TIET

k| 02559 05306 08551 13137 1W0E3 18191 19632 20618 21578 2477 2009

Fo. 2558 05304 0OE546 31,3125 17011 18166 15601 204B4 21539 24671 2, 7633

i) 0,2557 05302 D0E542 1.3114 16591 18142 19573 2045F 21503 2462 2 7564

30 0, 2556 0,53 DESI8 13104 16873 1,812 15546 20433 2347 24571 275

35 02553 05292 QO8R2 13062 16896 1,803 15438 20300 22,1332 24377 2,723

iy i, 255 05286 O0.AS07 13031 1 6R3% 17663 169357 20011 21328 343391 2 45

i 02547 05278 08485 12987 1 67Y5% 1,7E? 19244 206 21087 240331 2 G677A

il 2545 05272 DB4TT 12958 16706 17BOR 1917 O3 20994 23501 26603

130 01,2538 05258 08446 12886 16577 17656 1.B9RT 19709 20063 2 3ASTR 26174

ur 02534 05246 O0BE42 12824 16464 1755 1EHI9 1633 20564 23301 25808

0.4 o3 0.2 01 oos o4 003 0025 002 o001 0005




Exemplo 5

» Admitindo que a pressao sanguinea arterial em homens
siga uma distribuicao normal, 7 pacientes foram sorteados
e tiveram sua pressao medida com os seguintes
resultados:

» 84,81,77,85,69,80,79

» Determine um intervalo de 98% de confianca para pu.
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Exemplo 5 x T -0 G-

84 79,29 4,71 22,22
8l 79,29 1,71 2,94
t(gl=6i %/,=0,01) — 3,1427 77 79,29 -2,29 5,22
' 31 85 79,29 571 32,65
(79,29 — 3,1427 ;79,29 + 3,1427 ) 69 79,29  -10,29 105,80
V7 V7 80 79,29 0,71 0,51
(79,29 — 6,31; 79,29 + 6,31) 77 7329 029 008
555 Total Total 169,43
(72,98 ; 85,60) 7929 i s? 28,24
s 53l

Probabilidades da cauda direita ()

0,4 0,3 0,2 01 005 004 003 0025 002 | 0,01
1 0,3249 0, 7265 1,3764 30777 6,3138 79158 10,579 12,706 15,895 |31,821
2 0,2887 0,6172 1,0607 18856 2,92 3,3198 3 8964 4,3027 4,8487|6,9646
3 0,2767 0,5844 0,9785 1,6377 2,3534 26054 29505 3,1824 3,4819|4,5407
a 0,2707 05686 0,941 1,5332 2,1318 2,3329 2,6008 2,7764 2,9985 | 3,7469
5
6
7

0,2672 05594 0,9195 14759 2,015 2,191 24216 25706 2,7565|3,3649
0,2648 0,5534 09057 1,4398 1,9432 2,1043 23133 24469 2,6122|3,1427
0,2632 05491 0,89 1,4149 18946 2,046 2,2409 23646 25168 2998




Exercicio 1

» Um levantamento do USA Today/CNN Gallup com 369
pais que trabalham revelou que 200 deles disseram passar
muito pouco tempo com os filhos por causa dos
compromissos de trabalho.

Qual a estimativa pontual da proporgao da populagao de pais

que trabalham que sentem que passam muito pouco tempo
com os filhos por causa dos compromissos de trabalho!?

Qual a estimativa por intervalo de confianca de 95% da
proporc¢ao da populacao de pais que trabalham que sentem
que passam muito pouco tempo com os filhos por causa dos
compromissos de trabalho



Exercicio 2

» Solicitou-se ao pessoal de vendas de uma grande
distribuidora que apresentem relatorios semanais listando
os contatos com clientes feitos durante a semana. Uma
amostra de 61 relatorios mostrou uma media semanal de
22,4 contatos com clientes para o pessoal de vendas. O
desvio padrao amostral foi de 5 contatos.

Qual o intervalo de confianga de 95% para o numero medio de

contatos semanais com clientes para a populagao do pessoal
de vendas?

O que aconteceria com o intervalo calculado se tivesse sido
considerada uma confianca de 99%!?



Exercicio 3

» Em um esforgo para estimar a quantia media gasta por
cliente para jantar em um grande restaurante, foram
coletados os dados de uma amostra aleatoria de 49
clientes em um periodo de tres semanas. Considere um
desvio padrao populacional de $2,50.

Qual seria a amplitude de um intervalo com nivel de confianca
de 95% para a media populacional?

Se a media amostral € $22,60, qual o intervalo de confianga de
99% para a media da populagao!?



