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Recapitulação

� Já vimos que existem dois tipos de Variáveis Aleatórias:
� Discretas e

� Contínuas.

� Sabemos como trabalhar com variáveis aleatórias 
Discretas;

� Iremos ver nesse slide como lidar com variáveis aleatórias 
Contínuas;

� Para tal, iniciaremos com um exemplo:



Exemplo – V. A. Contínua

� Estudos anteriores revelam a existência de um grande 
lençol freático no subsolo de uma região. No entanto, sua 
profundidade ainda não foi determinada, sabendo-se 
apenas que o lençol pode estar situado em qualquer 
ponto entre 20 e 100 metros.

� Vamos supor que escolhemos, ao acaso, um ponto nessa 
região e dispomos de uma sonda que, ao fazer a 
perfuração, detecta a profundidade do reservatório de 
água. 

� Denotamos por � a variável aleatória representando a 
profundidade.



Exemplo – V. A. Contínua

� É razoável assumirmos que a sonda pode parar em 
qualquer ponto entre 20 e 100 metros, sem que 
tenhamos motivos para privilegiar essa ou aquela 
profundidade, ou seja, consideramos todos os pontos 
como equiprováveis.

� Ao pensar em atribuir uma probabilidade para cada 
ponto, chegamos a uma dificuldade, como temos infinitos 
pontos e todos são equiprováveis, teríamos infinitas 
probabilidades o que causaria uma probabilidade total de 
valor infinito, e não 1 como deve ser.



Exemplo – V. A. Contínua

� A solução é não considerar valores únicos no cálculo da 
probabilidade, e sim intervalos de valores.

� Nesse caso o espaço amostral corresponde ao intervalo �20,100� e as profundidades são igualmente prováveis.

� Suponha que dividimos o espaço amostral em 8 
intervalos de comprimento 10. É razoável atribuir aos 
intervalos a probabilidade 1/8, correspondendo à relação 
entre o comprimento de cada um deles e o comprimento 
do espaço amostral.



Exemplo – V. A. Contínua

20 30 40 50 60 70 80 90 100

1/80

1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

�

Densidade



Exemplo – V. A. Contínua

� E se dividíssemos o espaço amostral em 16 intervalos?
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Exemplo – V. A. Contínua

� O histograma mostra que, apesar de termos intervalos diferentes, a 
densidade permanece a mesma.

� Podemos continuar esse procedimento, aumentando cada vez mais 
o número de faixas, diminuindo suas amplitudes, até, obtermos 
(teoricamente) infinitos intervalos e o seguinte histograma:
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Exemplo – V. A. Contínua

� Sendo assim, a probabilidade de uma variável aleatória 
contínua é definida pela área abaixo de uma função positiva, 
denominada densidade de probabilidade.

� A densidade em si, não é uma probabilidade, mas uma função 
matemática que auxilia na atribuição de probabilidades.

� Para a variável aleatória contínua � representando a 
profundidade do lençol freático, a função densidade 	 é dada 
por:

� 	 � 
 � �

� ,         20 � � � 100
0,  � � 20 ou � � 100



Definição

� Diz-se que � é uma variável aleatória contínua, se 
existir uma função 	, denominada função densidade de 
probabilidade 	�� de � que satisfaça às seguintes 
condições:
� 	 � � 0 para todo �;

� A área definida por 	 � é igual a 1;

� Para quaisquer �, �, com �∞ � � � � � �∞, teremos � � � � � � 
 � 	 �� ��.



Observações

� � ! � � � � representa a área sob a curva no gráfico 
abaixo:

� � � 
 �� 
 0;

� � ! � � � � 
 � ! � � � � 
 � ! � � � � 
� ! � � � � .

� 	 � não representa a probabilidade de coisa alguma!

� Somente quando a função for integrada entre dois limites, 
ela produzirá uma probabilidade.

�� 
 ! � 
 �

	 �



Exercício 1

� Voltando ao caso do lençol freático cuja variável aleatória � representando sua profundidade possui a seguinte 
função densidade:

� 	 � 
 "1 80;                20 � � � 80⁄0;             � � 20 &' � � 80
� Qual a probabilidade de a profundidade estar entre 30 e

50 metros? E abaixo de 50 metros?



O Valor Esperado de uma Variável Aleatória 

Contínua

� Seja � uma variável aleatória contínua com f.d.p. 	. O 
valor esperado de � é definido como

( � 
 ) �	 � ��*+
,+ ,

� se, e somente se, 

) � 	 � ��*+
,+

� for finita.



A Variância de uma Variável Aleatória 

� Seja � uma variável aleatória. Definimos a variância de �, denotada por -.�/ ou 012, da seguinte maneira:

- � 
 ( � � ( � 2 
 ( �2 � (.�/ 2
� A raiz quadrada positiva de -.�/ é denominada o 

desvio-padrão de �, e é denotado por 01.



Exercício 2

� Existe uma variável aleatória � com ( � 
 3 e ( �2 
8?



Distribuição Normal

� Uma das distribuições contínua mais utilizadas é a
distribuição normal ou Gaussiana;

� A distribuição normal pode ser entendida como uma
aproximação da distribuição binomial com probabilidade
de sucesso constante e tamanho da amostra tendendo ao
infinito;

� Podendo, no entanto, representar qualquer intervalo
pertencente ao conjunto dos números reais,
diferentemente da Binomial.



Distribuição Normal

� Uma variável aleatória � tem distribuição normal com parâmetros 4 e 02
�~6.4, 02/ se sua densidade de probabilidade é dada por:

	 � 
 1
270 8 , 9,: ;

2<;

� Em que �∞ � � � ∞;�∞ � 4 � ∞ e 02 � 0.

� Observações:

� 7 representa uma constante, aproximadamente 3,1415;

� 8 representa uma outra constante, aproximadamente 2,7182;

� 4 representa a média da distribuição;

� 02 representa a variância da distribuição;

� Juntos, os parâmetros 4 e 02 definem uma função densidade de
probabilidade normal.



Propriedades da Distribuição Normal

� A distribuição normal é unimodal e simétrica em torno 
de sua média 4;
� � � � 4 
 �.� � 4/;

� O desvio padrão 0 é uma medida da dispersão dos dados 
ao redor da média 4:
� � 4 � 0 � � � 4 � 0 
 0,6826;
� � 4 � 20 � � � 4 � 20 
 0,9546;
� � 4 � 30 � � � 4 � 30 
 0,9974.



Exemplo

� Suponha que o comprimento de recém-nascidos do sexo feminino não 
portadores de anomalias congênitas seja uma variável aleatória com 
distribuição aproximadamente normal de média 48,54cm e desvio-padrão 
2,5cm.

Intervalo de 2cm

Intervalo de 1cm Intervalo de 0,5cm



Exemplo

1,04



Como Calcular a Probabilidade de �
Pertencer a Determinado Intervalo

� Basta calcular a área sob a curva normal relativa a f.d.p. da 
variável aleatória �;

� Para calcular a área sob um gráfico, é necessário resolver 
uma integral, nem sempre trivial;

� Como fugir do cálculo de uma integral cada vez que 
quiser calcular uma probabilidade?

� Como a construção de tabelas para todas as possíveis 
variáveis aleatórias pertencentes a uma distribuição 
normal é impossível (existem infinitas combinações de 
médias e desvios padrão), utiliza-se a tabela da 
distribuição normal padrão.



Distribuição Normal Padrão



Distribuição Normal Padrão



Como usar a tabela?

� � C � 2,65 
 0,0040;

� � C � 0,5 
 1 � � C � 0,5 
 1 � 0,3085 
 0,6915;

� � C � �1,85 
 � C � 1,85 
 0,0322;

� � C � �2,46 
 1 � � C � �2,46 
 1 � � � � 2,46 
0,9931;

� � 0,71 � C � 1,93 
 1 � � C � 1,93 � � C � 0,71 
1 � � C � 1,93 � 1 � � C � 0,71 
 � C � 0,71 �� C � 1,93 
 0,2389 � 0,0268 
 0,2121;



Exemplo

� Voltemos para o exemplo dado, em que se pretende 
estudar o comprimento de recém nascidos (4 
48,54cm e 0 
 2,5cm).



Exemplo

� Se subtrairmos 48,54cm de todas as observações teremos uma
distribuição normal com média 0cm e desvio padrão 2,5cm.

� Se, após subtrairmos 48,54cm, dividirmos todas as observações por
2,5cm teremos uma distribuição normal com média 0cm e desvio
padrão 1cm.



Distribuição Normal Padronizada

� Uma variável aleatória � que siga um distribuição normal
com média 4 D 0 ou desvio padrão 0 D 1 pode ser
padronizada pela seguinte expressão:

� C 
 1,:
<

� Conhecendo a relação entre uma variável aleatória �
seguindo uma distribuição normal diferente da padrão e a
variável aleatória C que segue uma distribuição normal
padrão, é possível calcular as probabilidades relativas à
variável � utilizando a tabela de probabilidades de C.



Exemplo

� Tomando � a variável aleatória relativa ao comprimento de recém nascidos (4 
48,54cm e 0 
 2,5cm).

� P � � 48,54 
?
� Primeiro Passo: Relacionar � com C

� Para � 
 48,54 ⇒ C 
 1,:
< 
 S
,TS,S
,TS

2,T 
 0
� P � � 48,54 
 P C � 0 
 0,5

� P � � 44,79 
?
� Para � 
 44,79 ⇒ C 
 1,:

< 
 SS,UV,S
,TS
2,T 
 ,W,UT

2,T 
 �1,5
� P � � 44,79 
 P C � �1,5 
 P C � 1,5 
 0,0668

� P 45,965 � � � 50,465 
?
� Para � 
 45,965 ⇒ C 
 ST,VXT,S
,TS

2,T 
 ,2,TUT
2,T 
 �1,03

� Para � 
 50,465 ⟹ C 
 T�,SXT,S
,TS
2,T 
 �,V2T

2,T 
 0,77
� P 45,965 � � � 50,465 
 P �1,03 � C � 0,77 
 1 � P C � �1,03 � P.C �0,77/ 
 1 � 0,1515 � 0,2206 
 0,6279



Exercício 3

� Doentes, sofrendo de certa moléstia, são submetidos a um 
tratamento intensivo cujo tempo de cura foi modelado por uma 
densidade Normal, de média 15 e desvio padrão 2 (em dias).

� Seja � o tempo de cura, calcule:

� Que proporção desses pacientes demora mais de 17 dias para 
se recuperar?

� Qual o tempo máximo necessário para a recuperação de 25% 
dos pacientes?

� Considere que 100 pacientes são escolhidos ao acaso, qual 
seria o número esperado de doentes curados em menos de 11 
dias?



Propriedade da Distribuição Normal

� Tem-se que qualquer combinação linear de variáveis 
Normais independentes, também terá uma distribuição 
Normal;

� Ou seja, se ��, �2, … , �[ formam uma sequência de 
variáveis aleatórias 6 4\; 0\2 independentes e ��, �2, … , �[, são constantes quaisquer, então:] 
 ∑ �\�\[\_�

� terá distribuição normal com parâmetros:
� 4` 
 ∑ �\4\[\_� ;

� 0a2 
 ∑ �\20\2[\_� .



Exercício 4

� Uma corretora negocia títulos na Bolsa de Valores e utiliza um modelo 
probabilístico para avaliar seus lucros. Suas aplicações financeiras de 
compra e venda atingem três áreas: agricultura, indústria e comércio. 

� Admita que o seguinte modelo representa o comportamento do lucro 
diário da corretora (em milhares de reais):

� b 
 2bc � 5bd � 3be
� Com bc, bd e be representando, respectivamente, os lucros diários nos 

setores de agricultura, indústria e comércio.

� As distribuições de probabilidade dessas variáveis aleatórias são: bc~6.3,4/, bd~6.6,9/ e be~6.4,16/.

� Supondo independência entre os três setores, qual será a probabilidade 
de um lucro diário acima de 50 mil?


