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Rua José Lourenço Kelmer, s/n - Campus Universitário - 36036-900 - Juiz de Fora - MG, Brazil

Abstract. A modelagem computacional da atividade elétrica do coração é um tópico de grande
interesse médico e cientı́fico, uma vez que esta ferramenta fornece uma forma de melhor enten-
der os complexos fenômenos biofı́sicos envolvidos, e ainda, pode ser usada para desenvolver
novas técnicas e terapias e pode servir como uma plataforma para o teste de novas drogas. A
eletrofisiologia cardı́aca pode ser descrita por equações diferenciais parciais (EDPs) do tipo
reação-difusão, onde o termo de reação é dado por um conjunto de equações diferenciais or-
dinárias (EDOs). A solução numérica desses modelos é extremamente custosa devido à alta
resolução espacial e temporal exigida. Em geral, os métodos numéricos mais utilizados para a
solução deste problema são o método dos elementos finitos e método dos volumes finitos, jun-
tamente com métodos iterativos e precondicionadores eficientes para a solução dos sistemas
lineares resultantes da discretização. Uma alternativa ainda pouco adotada nesse contexto é
o uso do método de Lattice Boltzmann (MLB), o qual tem sido cada vez mais utilizado para
simulação de problemas complexos como o escoamento de fluı́dos incompressı́veis, escoamen-
tos em meios porosos e diversos outros problemas. Além da sua simplicidade de implementação,
devido à sua natureza local, o método é altamente paralelizável e portanto passı́vel de se obter
implementações de alto desempenho, que são extremamente atrativas do ponto de vista clı́nico,
tendo em vista a possibilidade de se realizar simulações eletrofisiológicas próximas do tempo
real. O objetivo desse trabalho é apresentar a aplicação do método de Lattice Boltzmann às
equações de reação-difusão que descrevem a atividade elétrica do coração através do estudo
de um caso de simulação de arritmia cardı́aca, assim como avaliar o seu desempenho em am-
bientes de computação paralela recentes.
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1 INTRODUÇÃO
Recentes avanços nos campos da biologia computacional e de imagens médicas possibi-

litaram o desenvolvimento de modelos computacionais multiescala personalizados para dados
obtidos de pacientes, através dos quais importantes contribuições na compreensão de diversos
fenômenos complexos da atividade elétrica cardı́aca, como por exemplo a formação de ondas
de reentrada associadas com a desordem do ritmo cardı́aco, foram obtidas recentemente (Beau-
mont et al., 1998; Nash & Panfilov, 2004).

Em geral esses fenômenos são altamente complexos e possuem uma natureza multiescala,
já que a escala temporal abrange fenômenos que variam desde o microsegundo ao minuto, en-
quanto a escala espacial varia desde o nı́vel celular (micrometro) ao nı́vel do órgão (centı́metro).
Dentro desse contexto, os modelos computacionais (Plonsey, 1988) se tornaram ferramentas ex-
tremamente valiosas para o estudo desses fenômenos, pois são capazes de agregar informações
de experimentos em diferentes escalas para se obter um melhor entendimento global da ativi-
dade elétrica cardı́aca.

Naturalmente a complexidade dos processos biofı́sicos se traduz em modelos matemáticos
e computacionais complexos, os quais são descritos por sistemas de equações diferenciais par-
ciais (EDPs) acoplados a sistemas de equações diferenciais ordinárias (EDOs), resultando em
problemas com milhões de variáveis e muitos parâmetros. O modelo mais utilizado para des-
crever a atividade elétrica do tecido cardı́aco é o modelo do bidomı́nio (Plonsey, 1988). Muitas
vezes, um modelo mais simples cuja solução numérica é menos custosa, denominado modelo
do monodomı́nio (Sundnes, 2006), é utilizado para realizar as simulações. Entretanto em muitas
situações é preciso escolher entre o nı́vel de detalhes usados nos modelos e os recursos com-
putacionais disponı́veis, para que as simulações sejam tratáveis e executadas em um tempo
razoável. Por exemplo, muitas vezes a simulação computacional de geometrias complexas
como a dos ventrı́culos esquerdo e direito, representam um grande desafio computacional, e
nesse caso pode ser preciso escolher simplificar o nı́vel de detalhes presentes na discretização
da geometria ou até mesmo na precisão da solução numérica obtida.

Em geral a solução numérica das equações diferenciais parciais que descrevem a eletrofi-
siologia cardı́aca é feita através de métodos que partem da discretização da equação diferencial
para se obter uma solução numérica aproximada. Diversos trabalhos reportam o uso do método
dos elementos finitos, volumes finitos e diferenças finitas para a solução das equações diferen-
ciais (Harrild & Henriquez, 1997; Vigmond et al., 2002).

Diversos avanços foram obtidos no sentido de tornar a simulação computacional da ativi-
dade elétrica cardı́aca mais precisa e eficiente, através do uso de diferentes métodos numéricos
para a solução dos sistemas de equações lineares resultantes da discretização das EDPs (We-
ber dos Santos et al., 2004; Vigmond et al., 2008), métodos eficientes e robustos para solução
das EDOs que representam grande parte do tempo de simulação (Maclachlan et al., 2007; Plank
et al., 2008), assim como o uso de métodos adaptativos no tempo e espaço (Cherry et al., 2003;
Oliveira et al., 2012). Diferentes trabalhos que apresentam implementações em paralelo ou o
uso de diferentes recursos computacionais como o uso das unidades de processamento gráfico
(GPUs) também foram propostos (Rocha et al., 2010; Niederer et al., 2011).

Nos últimos anos o método de lattice Boltzmann (MLB) se desenvolveu como um método
poderoso e atrativo para a simulação de uma grande classe de equações diferenciais parciais.
Em particular, o MLB tem sido muito aplicado para a simulação de fluidos através das equações
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de Navier-Stokes (He & Luo, 1997; Golbert et al., 2012). Entretanto o método também tem sido
utilizado para simular problemas de reação-difusão que envolvem a formação de padrões com-
plexos (Dawnson et al., 1992; Blaak & Sloot, 2000) assim como para o presente problema da
eletrofisiologia cardı́aca (Rapaka et al., 2012). Além de ser aplicável a uma grande variedade
de problemas, o MLB ainda é atrativo do ponto de vista computacional devido à natureza local
do seu algoritmo que possibilita uma alta escalabilidade em arquiteturas paralelas como o pro-
cessamento em GPUs através da arquitetura NVidia CUDA (NVIDIA, 2013) e ainda devido à
sua simplicidade de implementação em um grid uniforme.

O objetivo do presente trabalho é apresentar a aplicação do método de lattice Boltzmann
para simular o modelo do monodomı́nio que descreve a propagação da onda elétrica no tecido
cardı́aco. Tal modelo consiste de uma equação diferencial de reação-difusão, onde o termo de
reação descreve a dinâmica da célula cardı́aca que será representado nesse trabalho por dois
diferentes modelos. O trabalho apresenta a simulação de uma situação de arritmia cardı́aca em
um tecido bidimensional utilizando uma implementação do MLB sequencial e ainda apresenta
uma implementação paralela que faz uso da computação em GPU através da arquitetura CUDA.
Os resultados sugerem que a implementação do método de lattice Boltzmann para o modelo
monodomı́nio em paralelo é rápida, eficiente e precisa, sendo portanto uma boa alternativa para
simulações da eletrofisiologia cardı́aca com tempo de execução próximo ao tempo real.

2 MODELAGEM DA ELETROFISIOLOGIA CARDÍACA

2.1 Modelo do monodomı́nio
No tecido cardı́aco, a onda de excitação se espalha através do mesmo pois as células

cardı́acas são eletricamente acopladas através de proteı́nas especiais chamadas junções gap.
Este fenômeno pode ser descrito matematicamente por uma equação de reação-difusão deno-
minada modelo monodomı́nio, a qual é dada por:

βCm
∂v

∂t
= ∇ · (σ∇v)− βIion(v,η), (1)

onde v é a variável de interesse e representa o potencial transmembrânico, β é a razão superfı́cie-
volume das células cardı́acas, Cm é a capacitância da membrana, Iion é a densidade total da
corrente iônica que é função de v e de um vetor de variáveis de estado η e σ é o tensor de
condutividade. Por simplicidade, no presente trabalho, iremos considerar que σ = σI, isto é, o
tensor de condutividade é isotrópico.

Para completar o modelo descrito pela Eq. (1), precisamos ainda especificar condições
iniciais e condições de contorno apropriadas. As condições iniciais para v = v(x, t) e η =
η(x, t) são dadas por:

v(x, 0) = v0(x) (2)
η(x, 0) = η0(x). (3)

Nesse trabalho, assumimos que o tecido é isolado em suas fronteiras, isto é, condições de con-
torno de fluxo nulo são impostas sobre v ao longo de todas as superfı́cies do miocárdio:

n · σ∇v = 0, (4)

onde n é um vetor unitário normal à superfı́cie do tecido.
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2.2 Modelos celulares

Para completar a descrição da Eq. (1) é preciso ainda especificar o termo de reação Iion(v,η),
o qual descreve a corrente iônica total por unidade de área da membrana celular, isto é, a soma de
diversas correntes através de diferentes canais iônicos, como por exemplo, o canal de potássio
(K+), de sódio (Na+), e de cálcio (Ca2+).

Existem diversos modelos celulares (ou modelos iônicos) disponı́veis na literatura que des-
crevem o comportamento de células cardı́acas do átrio, ventrı́culo, fibras de Purkinje, etc, em
diferentes espécies. Nesse contexto, o modelo mais conhecido é o de Hodgkin-Huxley, que des-
creve o potencial de ação em células do axônio de lula, onde apenas três correntes iônicas são
consideradas: a corrente de sódio, de potássio e uma terceira corrente de fuga. Mais detalhes
podem ser encontrados em Hodgkin & Huxley (1952).

Nesse trabalho iremos apresentar simulações da atividade elétrica cardı́aca utilizando dois
modelos celulares diferentes. O primeiro modelo, de Mitchell-Schaeffer (MS), é um mo-
delo simplificado, que através de apenas duas variáveis busca reproduzir o comportamento das
células cardı́acas de forma qualitativa (Mitchell & Schaeffer, 2003). Por outro lado, o modelo
de Luo-Rudy (LR) trata-se de um modelo mais detalhado que representa de forma quantitativa,
incluindo a atividade de diferentes correntes iônicas, a geração do potencial de ação de células
ventriculares do preá-da-ı́ndia (Luo, C. & Rudy, Y., 1991).

2.3 Modelo de Mitchell-Schaeffer

O modelo de Mitchell-Schaeffer é dado pelo seguinte conjunto de EDOs:

dv

dt
= Iin(v, h) + Iout(v) + Istim(t), (5)

dh

dt
=

{
1−h
τopen

se v < vgate
−h
τclose

se v > vgate
(6)

onde τin, τout, τopen, τclose e vgate são constantes, e as correntes Iin e Iout são dadas por

Iin(v, h) =
hC(v)

τin
(7)

Iout(v) = − v

τout
(8)

onde C(v) é uma função cúbica dada por C(v) = v2(1− v) e Istim é uma corrente de estı́mulo
aplicada. A Figura 1 apresenta o gráfico das variáveis v e h ao longo do tempo. Veja mais
detalhes sobre o modelo em Mitchell & Schaeffer (2003).

2.4 Modelo de Luo-Rudy

Além do modelo de Mitchell-Schaeffer de duas variáveis, que descreve o comportamento
da dinâmica da membrana de células cardı́acas de forma qualitativa, usamos também o modelo
Luo-Rudy, o qual descreve a atividade elétrica em células ventriculares.

No modelo LR-I, o termo Iion é definido como:

Iion(v,η) = INa + Isi + IK + IK1 + IKp + Ib, (9)
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Figura 1: Exemplo de simulação do modelo de Mitchell-Schaeffer usando o método de Euler explı́cito du-
rante 500 ms, inicializado com um estı́mulo inicial aplicado de Istim = 0.1. (a) Potencial transmembrânico
(variável v) e (b) variável h.

onde INa é a corrente rápida de sódio, Isi é a corrente lenta de entrada, IK é a corrente de
potássio dependente do tempo, IK1 é a corrente de potássio independente do tempo, IKp é a
corrente de potássio plateau e Ib é uma corrente de fundo independente do tempo.

Quatro das seis correntes na Eq. (9) são controladas por variáveis descritas por EDOs que
são da forma:

dn

dt
=
n∞ − n
τn

(10)

onde os termos n∞ e τn são definidos como

n∞ =
α

α + β
, τn =

1

α + β
, (11)

sendo que α e β são funções de v. A Figura 2(a) apresenta o potencial de ação, enquanto
a Figura 2(b) apresenta algumas das correntes iônicas descritas na Eq. (9) do modelo LR.
A descrição completa do sistema de EDOs, suas variáveis e parâmetros pode ser encontrada
em Luo, C. & Rudy, Y. (1991).

3 MÉTODO DE LATTICE BOLTZMANN

Para simular a dinâmica do modelo de reação-difusão descrito pela Eq. (1), iremos utilizar
o método de lattice Boltzmann. A função de distribuição da espécie v no tempo t, posição x
com velocidade ei é denotada por fi(x, t). A equação de lattice Boltzmann para fi(x, t) pode
ser escrita como:

fi(x + ei, t+ ∆t)− fi(x, t) = Ω(x, t), (12)

onde Ω(x, t) é o operador de colisão para v, o qual depende das funções de distribuição fi(x, t).
Como descrito em (Dawnson et al., 1992), para problemas de reação-difusão, este termo pode
ser escrito como a soma de um termo reativo ΩR e de um termo não-reativo denotado por ΩNR.
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Figura 2: Exemplo de simulação do modelo de Luo-Rudy usando o método de Euler explı́cito durante 500
ms, inicializado com um estı́mulo inicial aplicado em t = 5 ms. (a) Potencial transmembrânico v e (b)
algumas correntes iônicas (IK , Isi e IKp) do modelo de Luo-Rudy.

A parte não-reativa da colisão é descrita usando a tradicional aproximação BGK (Bhatnagar-
Gross-Krook) (Bhatnagar et al., 1954), a qual é dada por:

ΩNR(x, t) = −1

τ
(fi(x, t)− f eqi (x, t)), (13)

onde τ é o parâmetro de relaxação e f eqi a função de distribuição de equilı́brio, a qual depende
da variável v e da velocidade u. Em geral, quando o método de lattice Boltzmann é aplicado
para a simulação de fluidos através da equação de Navier-Stokes, a função de distribuição de
equilı́brio f eqi é dada por:

f eqi (x, t) = wi v

(
1 +

(ei · u)

c2s
+

(ei · u)2

2c4s
− u

2c2s

)
, (14)

onde cs é a velocidade do som e wi são coeficientes que dependem do tipo de lattice utilizado.
Entretanto, como estamos interessados em modelar um problema de reação-difusão pura, vamos
considerar que temos velocidade nula, isto é, u = 0. Nesse caso, a distribuição de equilı́brio se
reduz à seguinte equação:

f eqi (x, t) = wi v. (15)

Para a parte reativa do operador de colisão, seguindo (Dawnson et al., 1992) vamos assumir que
R representa a mudança na densidade da espécie v devido à reação, então a parte reativa será
distribuı́da entre as diferentes direções de forma proporcional aos pesos wi, isto é:

ΩR(x, t) = wiR. (16)

A forma exata do termo R precisa ser especificada, e como veremos, para o problema da
propagação elétrica no tecido cardı́aco, R irá depender do modelo celular utilizado, sendo que
nesse trabalho usaremos o modelo de Mitchell-Schaeffer e o modelo de Luo-Rudy.
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3.1 Condições de contorno

Para impor as condições de contorno do tipo fluxo nulo (condição de contorno do tipo
Neumann), como descrito na Eq. (4), vamos usar a mesma abordagem adotada em (Mohamad,
2011), onde a condição de fluxo nulo é imposta através de uma aproximação por diferenças
finitas. Sem perda de generalidade, vamos assumir que n = (−1, 0), e nesse caso a condição
de contorno é dada por:

∂v

∂x
= 0, (17)

vamos considerar ainda que a parte do domı́nio onde queremos impor fluxo nulo esteja situada
em x = (x0, y0) e que, para x > x0 o valor de v seja conhecido. Aproximando ∂v

∂x
por diferenças

finitas, é possı́vel mostrar que as seguintes equações:

fi(x0, y0) = fi(x0 + ∆x, y0), para i = 1, . . . , 8, (18)

aproximam a condição de contorno de fluxo nulo com precisão de primeira ordem (Mohamad,
2011). O mesmo desenvolvimento pode ser feito para prescrever a condição de fluxo nulo em
outras partes do contorno. No presente trabalho, aplicamos esse tipo de condição de contorno
em todos os nós que pertencem à borda do domı́nio.

3.2 Método de lattice Boltzmann para o modelo Monodomı́nio

Para relacionar os resultados obtidos resolvendo a Eq. (12) com a solução da Eq. (1), usa-
mos os momentos das funções de distribuição fi. O momento de ordem zero relaciona as
funções de distribuição fi’s com o potencial transmembrânico v, através da seguinte relação:

v(x, t) =
∑
i

fi(x, t). (19)

O termo de reação R que aparece no operador de colisão da parte reativa ΩR é determinado
pelo modelo celular utilizado para descrever a dinâmica da célula. De forma geral os modelos
celulares podem ser descritos como um sistema não-linear de EDOs:

Cm
dv

dt
= −Iion(v,η) + Istim (20)

dη

dt
= g(v,η) (21)

onde g(v,η) depende de v e de um vetor de variáveis de estado η que são descritas por EDOs.
Um exemplo completo é dado pelas Eqs. (5) e (6) do modelo MS.

Sendo assim, como a Eq. (12) do método de lattice Boltzmann governa a dinâmica do
potencial transmembrânico v, temos que o termo reativo R, acoplado a esta equação, é dado
pelo termo Iion do modelo celular utilizado. Em particular, para o modelo MS o termo reativo
R, será denotado por RMS , o qual é dado por:

RMS = Iion = Iin + Iout + Istim, (22)
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Figura 3: Modelo de lattice D2Q9 e seus coeficientes em cada direção.

enquanto que para o modelo de Luo-Rudy, tendo em vista a Eq. (9), o termo reativo, denotado
por RLR é dado por:

RLR = Iion = INa + Isi + IK + IK1 + IKp + Ib. (23)

Nesse trabalho, utilizamos o método de lattice Boltzmann para resolver a equação do mo-
nodomı́nio em problemas bidimensionais (2D). Sendo assim, utilizamos um grid cartesiano com
um lattice do tipo D2Q9, o qual possui 8 direções de movimento mais a possibilidade de manter
a distribuição de partı́culas parada. Para este caso, pode-se mostrar (Mohamad, 2011; Golbert,
2009) que os coeficientes (pesos)wi, i = 0, . . . , 8 associados às funções de distribuição em cada
direção ei (veja Figura 3) são dados por

w0 =
4

9
, w1−4 =

1

9
, w5−8 =

1

36
, (24)

e ainda, utilizando uma expansão multiescala de Chapman-Enskog, é possı́vel mostrar a se-
guinte relação entre o coeficiente de difusão (condutividade) e o parâmetro de relaxação:

σ =
∆x2

3∆t

(
1

τ
− 1

2

)
. (25)

Através da expansão multiescala de Chapman-Enskog, é possı́vel mostrar que o método de lat-
tice Boltzmann recupera as equações macroscópicas de reação-difusão. Entretanto, essa etapa
não será apresentada nesse trabalho, e pode ser verificada em outros trabalhos (Dawnson et al.,
1992; Blaak & Sloot, 2000).

3.3 Implementação computacional

Para realizar a solução numérica da Eq. (1) através do método de lattice Boltzmann, as-
sociamos a cada nó do grid um modelo celular que descreve a dinâmica da célula cardı́aca.
Por exemplo, para uma simulação usando o modelo MS, cada nó, além da variável v que é a
variável de interesse cuja evolução é descrita pelo MLB, temos também a variável de estado h
do modelo celular MS.

A solução numérica do MLB aplicado ao problema de reação-difusão da eletrofisiologia
cardı́aca é apresentada no Algoritmo 1. Inicialmente, os parâmetros do método e do modelo são
iniciados, em seguida os vetores do MLB e das EDOs são alocados e iniciados com seus valores
iniciais, isto é, todos os nós do grid são iniciados com os valores da condição inicial do modelo
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celular adotado. O próximo passo é o loop no tempo, onde a cada passo as etapas de colisão,
propagação e condição de contorno do MLB são aplicadas. Além disso, após a atualização da
variável v na etapa da colisão, as variáveis de estado η são atualizadas utilizando o método de
Euler explı́cito.

Algoritmo 1: Algoritmo do MLB aplicado ao problema do monodomı́nio
1 Configuração dos parâmetros do modelo
2 Inicialização do MLB
3 Inicialização das EDOs
4 para i← 1 até numIteracoes faça
5 t← t+ ∆t
6 para cada nó x faça
7 Colisão: f ∗i (x, t) = fi(x, t) + Ω(x, t)
8 Atualiza variáveis de estado η(x, t) usando Euler explı́cito

9 para cada nó x faça
10 Propagação: fi(x + ei, t+ ∆t) = f ∗i (x, t)

11 para cada nó do contorno faça
12 Condição de contorno usando Eq. (18)

13 Grava dados em arquivo

4 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS
Para demonstrar a aplicação do método de lattice Boltzmann para a solução numérica do

modelo do monodomı́nio, dois cenários diferentes foram escolhidos para simulação computaci-
onal, um utilizando o modelo celular de Mitchell-Schaeffer e outro o modelo de Luo-Rudy. Para
ambos os casos apresentamos também resultados numéricos obtidos em uma implementação
computacional paralela explorando o poder computacional das modernas placas gráficas através
da arquitetura NVIDIA CUDA.

A Figura 4 mostra um experimento realizado com o modelo do monodomı́nio acoplado ao
modelo Mitchell-Schaeffer e representa uma situação com uma onda de reentrada, em geral,
associada a arritmias cardı́acas. Para iniciar essa simulação, inicialmente um primeiro estı́mulo
é aplicado em uma parte do tecido gerando a propagação de uma onda plana, como mostra a
Fig. 4(a). Depois de alguns instantes, um segundo estı́mulo é aplicado em outra parte do tecido
(Fig. 4(b)), o que inicia a formação de uma onda espiral, a qual é auto-sustentável e se mantém
durante toda a simulação, indicando uma situação de comportamento arrı́tmico do coração. Para
o modelo celular de Luo-Rudy as simulações consistiram apenas na simulação da propagação
de uma onda plana, como a da Figura 4(a).

Os experimentos computacionais consistiram na simulação de uma parte do tecido cardı́aco
com 4 cm de largura e 4 cm de comprimento. Para a discretização temporal foi utilizado um
passo de tempo de ∆t = 0.1 ms para o modelo MS e de ∆t = 0.01 ms para o modelo LR, en-
quanto que para a discretização espacial um espaçamento de ∆x = 0.02 cm foi utilizado. Para
representar a condutividade isotrópica, o seguinte valor σ = 0.0003 cm2/ms, foi adotado (Ra-
paka et al., 2012). A atividade elétrica do coração foi simulada por um segundo e foram reali-
zadas tanto com uma versão sequencial do programa quanto com uma implementação paralela
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do problema utilizando CUDA. É importante ressaltar aqui, que existem diversas possibilidades
para se otimizar o código do MLB tanto na CPU quanto para a sua execução na GPU usando
CUDA (Myre et al., 2011; Bernaschi et al., 2010). Entretanto, as implementações apresentadas
nesse trabalho são simples e não foram otimizadas, com o intuito de se obter o melhor desem-
penho possı́vel. O objetivo aqui é demonstrar a aplicação do método e assim as possibilidades
de se obter bons resultados em termos de tempo de execução para simulação da eletrofisiologia
cardı́aca mesmo com uma implementação paralela simples. Os resultados apresentados foram

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4: Exemplo de simulação do modelo Monodomı́nio com Modelo celular Mitchell-Schaeffer usando
o método de Lattice Boltzmann e Euler explı́cito durante 1 s (a) Primeiro estı́mulo aplicado (b) Segundo
estı́mulo aplicado (c) Formação de uma espiral (d) Espiral que mostra comportamento arrı́tmico do coração.

obtidos utilizando uma máquina com 12 GB de memória RAM e um processador Intel Xeon
E5620 de 2.40GHz com 4 cores e 12MB de memória cache. Além disso a máquina possui
uma unidade de processamento gráfico GPU NVIDIA Tesla M2050 com 14 multiprocessado-
res, totalizando 448 cores de 1.15GHz e 3GB de memória. O código foi compilado utilizando
a versão 4.2 da arquitetura NVIDIA CUDA e a versão 4.1.2 do compilador GCC com o uso da
flag de otimização -O3. Usando este ambiente as simulações foram realizadas em um Linux
2.6.18 x86-64 usando C++ com um core comparado com as simulações executadas na GPU.

A Tabela 1 apresenta o tempo de execução da versão serial da implementação numérica,
utilizando o modelo celular de Mitchell-Schaeffer, assim como o tempo de execução da versão
paralela, além da aceleração obtida com a implementação paralela. O programa foi executado
para diferentes tamanhos de malha. Na versão paralela o tempo de simulação com a malha de
200 × 200 foi muito próximo ao tempo real. Já com uma malha mais refinada foi alcançada
uma aceleração maior.
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Na Tabela 2 é apresentado o tempo de execução das implementações numéricas serial e pa-
ralela para o modelo celular de Luo-Rudy, assim como a aceleração alcançada com o algoritmo
paralelo. Com este segundo modelo celular foi alcançado uma aceleração bem maior para os
mesmos tamanho de malha, apesar do maior tempo de execução. Este maior tempo gasto para
encontrar a solução é devido ao maior grau de complexidade do modelo e consequentemente
um maior número de operações realizadas.

Tamanho da malha Tempo Sequencial Tempo Paralelo Aceleração

200× 200 98.89 5.37 18.42

400× 400 407.47 9.66 42.17

800× 800 2022.29 27.02 74.84

Tabela 1: Tempo de execução em segundos e aceleração obtida para o modelo Mitchell-Schaeffer

Tamanho da malha Tempo Sequencial Tempo Paralelo Aceleração

200× 200 6947.02 47.69 145.67

400× 400 28039.02 171.79 163.22

800× 800 87049.09 455.22 191.22

Tabela 2: Tempo de execução em segundos e aceleração obtida para o modelo Luo-Rudy

Outro experimento realizado foi a comparação entre a precisão da solução encontrada com
o algoritmo sequencial e sua versão paralela. Foi observado o potencial elétrico de uma célula
do tecido durante uma simulação de 500 ms tanto na implementação sequencial quanto na
versão paralela. A comparação gráfica entre as duas soluções para um nó no meio do tecido ao
longo do tempo, para os dois modelos celulares apresentados, pode ser vista na Figura 5.
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Figura 5: Comparação gráfica entre o potencial de ação da solução do modelo do monodomı́nio em um
ponto da malha da implementação serial e paralela na GPU, (a) para o modelo celular Mitchell-Schaeffer e
(b) para o modelo celular Luo-Rudy.
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O erro entre as duas soluções foi calculado utilizando a seguinte equação:

erro =

√√√√ nt∑
i=1

nv∑
j=1

(V (i, j)− Vref (i, j))2

√√√√ nt∑
i=1

nv∑
j=1

Vref (i, j)
2

, (26)

e foi observado que para o modelo MS o erro foi de 5.07× 10−7 e para o modelo LR o erro foi
de 1.06 × 10−4. Os valores obtidos para o erro indicam que a implementação paralela é viável
considerando que o tempo gasto na solução é muito menor e que ainda assim possuem uma boa
precisão numérica em comparação com a implementação sequencial (CPU).

5 CONCLUSÃO

Neste trabalho, desenvolvemos e implementamos o método de lattice Boltzmann para a
solução numérica de modelos matemáticos que descrevem o comportamento da eletrofisiologia
cardı́aca utilizando o poder computacional das placas de processamento gráfico modernas.

A implementação do método obteve resultados promissores, mostrando a capacidade do
método de resolver problemas de reação-difusão como o presente problema da eletrofisiologia
cardı́aca. O método oferece facilidade para implementações paralelas, que diminui muito o
tempo de execução da simulação, ficando próximo ao tempo real em algumas situações. Dois
diferentes modelos celulares foram utilizados para a resolução do modelo monodomı́nio. O
modelo mais simples, quando executado em paralelo fica mais próximo ao tempo real do pro-
blema. Já o modelo mais complexo possui um tempo de execução maior, mas o ganho com a
implementação paralela é bem maior, onde é possı́vel observar uma redução de mais de 190
vezes no tempo de simulação. Além disso, a precisão numérica foi mantida com a versão pa-
ralela, o que mostra o grande poder computacional paralelo das unidades de processamento
gráfico (GPUs).

Apesar do ganho computacional, a implementação paralela utilizando GPUs foi simples.
Outras estratégias e otimizações (Myre et al., 2011; Bernaschi et al., 2010) ainda podem ser
feitas com o intuito de diminuir ainda mais o tempo de simulação. Uma otimização seria a
utilização da memória de textura da GPU, onde o acesso é mais rápido quando comparado
com o acesso à memória principal da GPU. Outra memória que poderia ser usada é a memória
compartilhada, que possui uma latência menor do que a memória global. Neste tipo de memória
os dados são alocados para cada bloco de threads e estes são compartilhados por todas as threads
do mesmo bloco. Além disso, as etapas de colisão e propagação foram implementadas em
kernels diferentes, uma alternativa seria implementar essas duas etapas em um mesmo kernel,
diminuindo o número de acesso à memória principal, por questões de localidade. Outra forma
de melhorar o desempenho seria a utilização de várias GPUs, assim cada GPU calcularia uma
parte do lattice e a comunicação entre as GPUs poderia ser feita através do padrão MPI, Message
Passing Interface.
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Estas otimizações serão objeto de análise para trabalhos futuros, assim como a implementação
do MLB para simulações computacionais 3D envolvendo geometrias complexas como a do
ventrı́culo esquerdo.
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