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Prefacio

A énfase dessas notas estd na representacao concreta de tensores, em contraste a abordagem usual dos
fisicos através de componentes, a qual estd bem apresentada em [12, 13]. Também achei importante
separar a parte algébrica, tratando de tensores sobre algum espaco vetorial (qualquer), da andlise
tensorial, tratando de campos tensoriais no espago fisico.

1 Algebra Linear.

Definigao 1 Seja V' um conjunto (“os vetores”) com uma operagao + : V x V — V (a “adicdo de
vetores”) e - : R x V — V (“multiplicagao de vetores por escalares”). V é chamado de espago vetorial
(ou espago linear) se para todos u,v,w € V e s,t € R vale:

ut+v=v+u
ut+(v+w)=(ut+v)+w

(comutatividade);
(
(s+t) - u=s-u+t-u (d1str1but1v1dade)
(—
(

associatividade);

t-(u+v)=t-u+t-v —);
s-(t-u)=(st)-u associatividade);
1-u=mu.

Ademais, existe um vetor distinguido, 0 (“o vetor nulo”), t.q. w+0 = u para todos u € V, bem como
para cada v um vetor —v, tal que v + (—v) = 0. O

E costume deprezar o “-” e escrever tu em vez de t - u. Os nlimeros reais, neste contexto, sao frequen-

temente chamados de “escalares”. Os elementos de um espago vetorial sao chamados de “vetores”.
Uma soma de vetores da forma

n
Ztiui =tiur+-+thu,

é chamado combinacdo linear dos vetores w1, ...,u,. O conjunto de todas combinagoes lineares dos
vetores uq, ..., u, é chamado o gerador (ou a varredura linear) deles, denotado por
n
span{ui, ..., u,} = {Zt’ u;, t; € R} . (7)
i=1
Definicao 2 i) Um conjunto {u1,...,u,} é chamado de linearmente independente se Y i t;u; =0
implica t; = --- = t,, = 0. No outro caso, ele é chamado de linearmente dependente.
i1) Um conjunto {ai,...,a,} de vetores é uma base de V' se ele é linearmente independente e a
sua varredura coincide com V. O

Teorema e Definigao 1.1 Cada espaco vetorial possui uma base. Todas bases de um dado espaco
vetorial V' tém a mesma cardinalidade. Esta cardinalidade € chamada a dimensao de V.

Dada uma base {ai,...,a,}, cada vetor v em V possui uma tnica decomposigao

n

vV = Z’Ui a;. (8)

=1
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Os coeficientes v* sdo chamados as componentes (contravariantes) do vetor v com respeito a base

{ai,...,an}. E importante observar que eles dependem da base, veja Eq. (85) embaixo.
Uma aplicacao ¢ : V — W entre dois espagos vetoriais V, W é chamada linear se ela satisfaz

d(su + tv) = sp(u) + tp(v). 9)
Se ela é bijetor, ela é chamada de isomorfismo linear. Se existe tal aplicacao, os espacos V e W sao
chamados de isomdrficos. Observe que, dada uma base {ai,...,a,} de V, a aplicacao

v (vh o), (10)

onde v™ s@o as componentes de v com respeito a base {ai,...,ay}, é um isomorfismo linear entre V'
e R™.

Produto Escalar.

Definigcao 3 Uma aplicacao - : V x V — R é chamada de produto escalar se ela é

simétrica: U-v=v-u (11)
bilinear: (su+tv) w=s(u-w)+t(v- w), (12)

positiva definida: u-u >0, (13)
u - u = 0 se e somente se u = 0. (14)

(Por causa da simetria (11), a linearidade (12) também vale no segundo argumento.)
Um espaco vetorial com produto escalar é chamado de espago euclideano. Ele possui uma norma,
definida por

|lul :=vu-u>0, (15)

satisfazendo |[tu| = [¢|||u||. O tnico vetor com norma zero é o vetor 0. Verifique-se que para dois
vetores u e v ortogonais, ie. u - v = 0, vale o “Teorema de Pitagoras”:

[+ 01 = [Jul® + o] (16)
Se u - v = 0, nés chamamos os vetores u e v de ortogonais, em simbolos
u 1l v.

Para um subconjunto U C V, o conjunto de vetores que sao ortogonais a todos vetores em U é um
subespaco linear, chamado do complemento ortogonal a U, em sfmbolos U-:

Ut ={veV:v - u=0YucU}.

Um conjunto de vetores {uy,...,u,} é chamado de sistema ortogonal se eles sao mutualmente orto-
gonais, i.e. u; - uj = 0 se i # j. E simples verificar que um sistema ortogonal sempre é linearmente
independente. O conjunto é chamado de sistema ortonormal (ou SON) se em adicao todos u; sao
normalizados, i.e. tém norma 1. Isto pode ser caraterizado em simbolos por

u; Uj = (51']',
onde d;; ¢ o chamado simbolo de Kronecker:

1, set=yj,

0ij = {0, se i # j. (7
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Um conjunto de vetores {ey,...,e,} é chamado de uma base ortonormal (ou BON) se ele é uma base
e também um sistema ortonormal. Em outras palavras, se ele é um SON é o gerador dele coincide
com o espaco inteiro, V. Lembramos que as componentes v* de um vetor v € V com respetio a base

sao definidos pela decomposicao
n

v = Zviei. (18)

i=1

Lema 1.2 As componentes v* de um vetor v com respeito a uma base eq,...,e, ortogonal sdo dadas
por
. e, v
vt = 5 (19)
el

Se a base for uma BON, entao claramente v* = ¢; - v.

Demonstrag¢do. Supomos que os vetores ey, ..., e, sio um sistema ortogonal, i.e., e, - €; = ||ex||*dx;.
Multiplicando os dois lados da eq. (18) por ey da

n . n .
e, v = ZU’ e, e = sz lleil|? ori = v*||ex]|?.
i=1 i=1

0

O exemplo principal de um espaco euclideano é o R", cujos elementos denotamos por m-uplas

ordenadas, e.g. € = (z',...,2"). O produto escalar é dado por

n
(b, .2 - (Y.t = Z:L‘Zg/
i=1
A chamada BON candnica do R™ séo os vetores (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1). Qualquer
espago vetorial euclideano V' de dimensao n é isomérfico ao R™ (i.e., pode ser identificado com o R™).

A saber, o isomorfismo linear definido na eq. (10) preserve o produto escalar se a base (qual referem
as componentes) for uma BON:

n
u-v :Zuivi = (ula--'vun)‘(vlv"'ﬂvn)’
=1

onde u' e v* sdo as componentes de u e v com respeito a BON.

Lema 1.3 (Projecao) Seja U C V um subespago linear. Entao, cada v € V tem uma inica decom-
POSICa0
vV =111+ vy com wv1 €U evy e U™ . (20)

O vetor vy € determinado pela sequinte formula. Seja {ei,...,e,} uma BON deV t.q. ey,...,e, € U,
fornecendo uma BON de U. Entao,

r

v = Z(ei ‘v)e;. (21)

i=1

O vetor v1 é chamado de proje¢io de v sobre U, em simbolos v; =: Pyv. Como (U+)t = U, a
decomposicio (20) pode ser encarada como v = vy + vo com vo € UL e vy € (UL)*, entdo vy 6 a
projecdo de v sobre Ut: vy = Py1v. Isto implica que

PU =+ PUJ_ =1 (22)
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Demonstragao. Existéncia da decomposicao (20): Define v; como na eq. (21), e v := v — v1. Com
isto, a eq. (20) ¢ satisfeita e v é claramente em U. Falta s6 mostrar que vy estd em U L. Para estes
fins, calcule para e;, 1 <i <,

s 7

ei-'vgzei-{v—Z(ej-v)ej}:ei-v—Z(ej-v)ei-ej:ei-v—e,--v:O,
j=1 j=1

pois e; - ej = ;5. Isto mostra que vo € Ut.
Unicidade da decomposi¢ao (20): Supomos que existem outros vetores v} € U e v, € U - tal que
v = v} +vh. Entdo (v —v])+(v2—v5) = 0e 0= [|[(v1 —v)) + (v2 —v3)|? = [Jv1 — 0[] + [lva — w5 %,

onde temos usado o Pitdgoras (16). Isto implica v1 = v} e vy = V). O

A aplicacao Py : v — Pyv é uma aplicacado linear, a chamada projecdo ortogonal sobre U. No
caso U é unidimensional, gerado por um vetor u, escrevemos P, em vez de Py. Neste caso, o vetor
normalizado u/||u|| constitui uma BON de U, e entao a eq. (21) implica que a projecao P, é dado por

u-v

P,v=—u. (23)
T u?
O Lema tem uma consequéncia importante, a chamada desigualdade de Cauchy e Schwarz:
Lema 1.4 (Cauchy-Schwarz) Para todos vetores u,v vale
w - o < ull ||v]|. (24)

A igualdade “=" vale se e somente se u e v sdo co-lineares.

Demonstragao. Dado u,v € V, decompomos v como
v = Pyv + v,

onde vy | P,v conforme o Lema 1.3. Pelo Pitdgoras (16), |[v|? ¢ a soma da norma quadrada
de P,v mais a norma quadrada de ve. Como esta norma é positiva, vale |v|| > ||Pyv|. Mas

Pl = |u - v|/||lu|| pela eq. (23). Isto mostra eq. (24). A igualdade “=" vale obviamente se e
| pela eq q g

somente se vo = 0, 0 seja, se u e v sao co-lineares. ]
Como

I+ vl = [lul® + [lv]* + 2w - v < [Ju]* + [Jv]* + 2w - v|
2
< Jlul® + vl + 2lulllv] = (el + [lvll)7,

nos temos a desigualdade triangular:

lu+ o] < ull +[lv]]. (25)
Orientacao de BONSs. Supomos que nos temos duas BONs {ey,...,e,} e {€],...,e,}. Fazendo a
decomposigao dos e; com respeito & base {e},..., e} }, temos
n
e = Z ei R, (26)
i=1

(compare com Eq. (84)). O fato que as duas bases sdo ortonormais implica que

bij=¢€j-e; =Y RiR\ey-e,=>» RIRf=(R"R), (27)
k,l k
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onde nos consideramos R;? como coeficientes de uma matriz R como na Eq. (30), e RT denota a matriz transposta.

A Eq. (27) significa que RT R é a matriz-unidade,’ e consequentemente a determinante de R” R ¢ um. Por outro
lado, det(RTR) = det(RT) det(R) = det(R)?, entdo a matriz R que relaciona as duas bases segundo Eq. (26)

deve ter determinate +1 ou —1. Ademais, composicao de mudancas de base corresponde ao produto de matrices,
a saber: Vamos por enquanto denotar a matriz R na eq. (26) de R}Zi:ﬂ Se consideramos uma terceira BON
{ef,...,el'}, entdo vale

plelneny _ pletel} | plen..el)

{e1,..,en} {e],....e,} f{e1,nen}
Isto implica (exercicio!) que a relagao
{61""76”}'\’{617""6;} e detR{el’“.’e"}—_’_l

{e1,...,en}

é uma relagao de equivaléncia, e que existem duas classes respectivos de BONs, onde cada par de BONs dentro
de uma classe é relacionado por uma matriz R com determinante +1. Por convencao, chamamos uma daquelas
classes as BONs com orientag¢do positiva (ou BONs orientadas), e a outra classe as BONs com orientagao
negativa.

Determinante. Recordamos que a determinante de uma matriz A;; é dada por

det(A) = Z 81‘1...1'” A17i1 cee An,inu
ilv---ain

onde os indices ¢, correm entre 1 e n, e €;,...;, sao os chamados simbolos de Levi-Civita:

0, se {i1,...,in} #{1,...,n},

Eiyin =4 1,  se(1,...,n)— (i1,...,1,) é uma permutacao par, (28)
-1, se(l,...,n)+ (i1,...,i,) é uma permutagao impar.
Aqui, queremos definir a determinate de n vetores. Seja {ey, ..., e,} uma BON com orientagao positiva
de V, e sejam u1,...,u, n vetores in V com decomposicoes
n
u; =Y Ale, j=1,...,n. (29)
i=1

Seja A a matriz com coeficientes A;, ie.,

AL AL
A |4 A (30)

Ay - AR

Entao definimos a determinante dos vetores ui, ..., u, por
det(uq,...,u,) = det(A). (31)

Observe que isto define uma aplicacao n-linear e totalmente anti-simétrica,
det(vl7... ,'Ui’.../vj7... 7fvn) — _det(fvl7... ,'Uj,""UZ‘,"' 7Un)-

A anti-simetria implica que a determinante é zero se os argumentos sao linearmente dependentes.

1Ta_l matriz R é chamada de ortogonal, R € O(n). A aplicagao linear correspondente a ela via Rv = RY, vie; =
>, V' R} e; preserve todas distancias (e angulos), entdo é uma rotagdo.
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O moddulo da determinante pode ser calculado, independentemente da BON, usando a matriz G
associada aos vetores uq, ..., u, como seguinte:

ul . ul PR ul . un
G :: u2 . ul ... u2 . un (32)
un . ul DR un . un
Lema 1.5 Vale
det(G) = (det(uy, ... 7un))z. (33)
Demonstragao.
k l k gl k gk TN\i Ak
2 / k.l k 2
= (ATA).
Isto implica que det(G) = det(AT A) = (det A)? = det(uy, ..., u,)?, e mostra Eq. (33). O
O Lema implica que det(uy, . . ., u,) independe da BON modulo um sinal. A independencia da BON (orientadal)
pode ser mostrada também como seguinte. Seja {&;,i = 1,...,n} uma outra BON orientada. Entao ela
é relacionada com {ej,...,e,} via Eq. (26), onde R é uma matriz com determinate 1. Pela Eq. (85), as

componentes A; e A} do vetor u; com respeito & BON {e;} e {&;}, respectivamente, sdo relacionadas por
Al =Y, Rj, A;?. Isto implica (exercicio!) que a matriz A com coeficientes flé e a matriz A da Eq. (30) sao
relacionadas por A = AR, que por sua vez implica que det(A) = det(R) det(A). Mas det(R) = 1, entdo

det(A) = det(A), mostrando que a defini¢ao (31) é independente da BON orientada.

Observagoes sobre a determinante: A determinante é uma aplicacdo n-linear e totalmente anti-simétrica
(i.e., trocar dois argumentos resulta num fator —1). Este fato, e a “normalizagdo” det(ey,...,e,) = 1 para uma
BON orientada, fixa a aplicagao completamente. Em geral, temos:

Lema 1.6 Seja D : V™ — R uma aplicagdo n-linear, totalmente anti-simétrica (aqui, n € a dimensao de V).
Entao existe uma constante ¢ € R tal que para todos v, ..., v, vale

D(vq,...,v,) = c det(vy,...,v,).

(Esse fator ¢ € o valor de D numa BON com orientag¢do positiva.)

Demonstragao. Seja {ey,...,e,} uma BON com orientagdo positiva, e sejam Ag definidos pela Eq. (29). Pela
linearidade e anti-simétria da aplicagao D temos

D(uy,...,u,) = Z Alf Al D(ey,,....e;,) = ( Z Azf e Aln Eil...in) D(ey,...,e,)
i1yeerin i1yeerin

onde &;,..;, s@o os simbolos de Levi-Civita (28). Mas a soma em parénteses é justamente a determinate
det(uq,...,uy,), concluindo a demonstracao. O

Produto Vetorial.

O produto vetorial, valente somente em trés dimensoes, pode ser definido de maneira livre de compo-
nentes. Essa definicao é baseada no Lemma de Riesz:

Lema 1.7 (Riesz.) Seja V um espago euclideano, e ) : V — R uma aplicagao linear. Entdo existe
um tnico vetor v, em V t.q.
nu)=v,-u YueV. (34)
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Demonstragao. Seja {ei,...,e,} uma base ortonormal em V. Define
n
vy = Zn(ei) e;. (35)
i=1

E f4cil ver que vale eq. (34). Para comprovar a unicidade, seja v um outro vetor que satisfaz eq. (34).
Entao v, - u = v -u (= n(u)) para todos u € V. Isto implica que v,, — v é ortogonal a todos vetores
em V, inclusive a si mesmo: (v, —v)- (v, —v) = 0. Conforme a defini¢do de um produto escalar, ver
eq. (14), isso implica v, — v = 0, ou seja, v, = v. O

Dado dois vetores u,v € V, a aplicacdo w + det(u,v,w) claramente é linear. Entao o Lema 1.7
implica que existe um vetor x tal que det(u,v,w) coincede com x - w. Esse vetor  é chamado de
produto vetorial de w e v, em simbolos u x v:

Definicao 4 O produto vetorial u x v de dois vetores u,v € V é o unico vetor t.q. para qualquer
w €V vale
(u X v) - w = det(u, v, w). (36)

Em termos de uma BON {ej, ez, e3} em V, u x v é dado, pela Eq. (35), por

3
uUXvV= Zdet(u,v, e;)e;. (37)
i=1

Proposicao 1.8 O produto vetorial satisfaz

Anti-simetria: UXvV=—vXu; (38)
Bilinearidade: (su+tv) x w=s(u x w) + t(v X w); (39)
Se {ey1,ea,e3} é€ BON orientada : e| X e3 = e3,e9 X €3 = €1,e3 X e] = €3] (40)
Identidade de Grassmann: uxX (vxw)=(u - wv-—(u v)w. (41)

Ademais, vale
(uxv) (wxz)=(u w)(v-x)— (u- x)(v- w). (42)

As equacoes (38) até (40) fixam o produto vetorial. Alternativamente, o vetor u x v é caracterizado
por: 1. Norma: Ela satisfaz, como consequéncia da Eq. (42),

l > 0 = [lul®[|v]* — (u - v)* = (||ul[|v]| senv)?, (43)

onde vy é o angulo entre u e v.2 2. Direcio: u x v é ortogonal a u e v, com sentido t.q. {u,v,u x v}
tem orientacao positiva.

Demonstragao. Eq.s (38), (39) e (40) sao verificadas direitamente a partir da definigdo. A identidade de
Grassmann (41) verifique-se num primeiro passo para uma BON. Para mostrar a eq. (42), consideramos

(ux ) (wxx)=det(u,v,w x &) = det(v,w x z,u) = (v x (W x x)) - u.

Aplicando a identidade de Grassmann no ultimo termo dé a Eq. (42). O

Na introdugao do rotacional a la geometria diferencial vamos usar o seguinte fato.

2Vamos ver depois (ver Eq. (47)) que a norma de u x v, dada pela Eq. (43), coincide com a drea do paralelogramo
gerado por u e v.
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Lema 1.9 Seja V um espaco euclideano de dimensao trés, emn : V x V. — R uma aplicacdo bilinear e anti-
simétrica. Entdo existe um unico vetor w em V t.q.

n(u,v) =w- (u x v) =det(w,u,v) Yu,vel. (44)

Demonstragao. Seja {eq, ea,e3} uma BON orientada em V. Define
w :=1n(ez, e3) e +n(es, er)es +nler,es)es. (45)

Este vetor satisfaz Eq. (44), como se calcula direitamente. Para comprovar a unicidade, seja w’ um outro vetor
que satisfaz Eq. (44). Entao w” := w — w’ deve satisfazer w” - (u X v) = 0 para todos u, v € V. Mas cada
vetor em V é da forma u X v para wu,v apropriadas, entao w’ é ortogonal a todos vetores em V', inclusive sim
mesmo. Isso implica w” = 0, ou seja, w = w’. O

Volume de Paralelepipedos. Dado vetores uq,...,u, € V, o conjunto
T
M(u, . oup) = { > tiug, ti € [0,1]} (46)
i=1

¢é chamado o paralelepipedo gerado pelos vetores uy, ..., u,. O volume pode ser definido iterativamente
como seguinte. Para iniciar, o volume do paralelepipedo gerado por um tinico vetor é a norma dele. O
volume do paralelepipedo gerado por wq,...,u,+1 € o volume do paralelepipedo gerado por uq, ..., u,
(a “base”) vezes a norma da proje¢ao de u,41 ao complemento ortogonal dos vetores uq,...,u, (a
“altura”), conforme Lema 1.3. (Observe que nos casos r = 1 e 2, o “paralelepipedo” tambem é
chamado segmento de reta ou paralelogramo, respectivamente, e o seu “volume” é o comprimento ou
drea, respectivamente.)

Vamos primeiro calcular a drea de um paralelogramo II(u, v) gerado pelos vetores w,v: A “base”
é a norma de u, e a “altura” e a norma do vetor vy 1 u na decomposi¢ao v = P,v + vo. Entao

Vol II(u, v) = base x altura = ||ul|||vz]| .

Pela Eq. (43), isto é a norma o vetor u X v, que por sua vez coincide com u X v. Entao a édrea do
paralelogramo é dada por
Vol II(u,v) = [|Ju X v||. (47)

Vamos agora calcular o volume de um paralelpipedo tri-dimensional II(u, v, w) gerado pelos vetores
u,v, w: A “base” é a drea do paralelogramo II(u,v), ||u x v||. A “altura” é a norma da projegao de
w sobre o complemento ortogonal de u, v. O ltimo é unidimensional, gerado por u x v. Entao, a
altura é || Pyxv w||, € o volume é

Vol II(u, v, w) = base x altura = ||u X v|| || Pyxo» w||-

Mas os vetores u X v € Py« w sao colineares, entao o produto das normas ¢ justamente o médulo do
produto escalar:

llu X V|| [|Puxo w|| = [(u X ) - Pyuxow| = (u xv) - w = |det(u, v, w)]|.

(Na segunda equagao, temos usado o fato que & - P,w = « - w.) Resumindo a discussao, o volume do
paralelpipedo gerado por u, v, w é

Vol II(u, v, w) = | det(u, v, w)|. (48)

Em geral, vale o seguinte (Bibliografia: [2]).
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Teorema 1.10 O wolume do paralelepipedo gerado por r vetores uy, ..., u,, r < dim(V), é dado por
Vol (uy, ..., u,) = det(G)?. (49)
Aqut, G € a matriz com compomentes Gij = u; - u;.
Recordando que no caso r = n = dim V, vale det(G) = det(uy,...,u,)?, temos
Vol Il(uq, ..., upn) = | det(uy, ..., uy)l. (50)
Demonstra¢do. Vamos mostrar a Eq. (49) via indugao através r. Para r = 1, claramente det(G) = ||u;]|?> =Vol

II(u1)?. Supomos agora que a afirmacdo vale para um certo r > 1, e mostramos que isto implica que ela
vale para r + 1. Sejam G e G as matrizes para r e r + 1 vetores, respetivamente. O vetor w,y; possui uma
Unica decomposi¢ao u,4+1 = v + a, onde v é na varredura dos vetores uq,...,u, e a é ortogonal a estes vetores,
conforme Lema 1.3. (Entdo a é a projegao de u,-11 ao complemento ortogonal dos vetores u1, ..., u,.) Agora um
pequeno caleulo mostra que det(G) = det(G) [|al|?. Mas wy, ..., u, é a base e ||a|| é a altura do paralelepipedo.
Por hipétese da inducio, det(G)'/? é o volume da base. Entdo det(é)l/ 2 ¢ igual ao volume da base vezes
altura, ou seja, ao volume do paralelepipedo. Isto mostra a Eq. (49). Para mostrar Eq. (50), verificamos por
um pequeno calculo que a matriz G coincide com A” A, onde A é a matriz da Eq. (30). No caso r = n, isto
implica que det(G) = det(AT A) = (det A)? = det(uy, ..., u,)?, e mostra Eq. (50).

Demonstragao alternativa da eq. (50): O volume é invariante sob cisalhamento,

Vol I(uq, ..., u; +tuj, ..., u,) = Vol II(u1,...,u,),
e ele é homogéneo em todos argumentos,

Vol Il(uy,...,tu;,...,u,) =t Vol Il(uq,...,u,), t>0.

Isto implica que a aplicagdo D(uq,...,u,) := £Vol II(uq,...,u,), onde o sinal corresponde & orientagdo do
argmento, é n-linear e totalmente anti-simétrica. Como o volume de um paralelepipedo gerado por uma BON
é 1, isto implica eq. (50) pelo Lema 1.6. O

No caso r = 2, onde (w1, uz) é um paralelogramo, a determinante de G ¢é dada por |Ju1||?||uz|? — (u2-uz2)?.
Mas pela Eq. (43), isto é a norma quadrada do vetor u; X us. Entao pela Eq. (49) nos recuperamos a Eq. (47).

O Espacgo Dual.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita, sobre o corpo K = R ou C. O espaco dual de V', em
simbolos V*, é o espago das aplicagoes lineares de V em K,

V¥ :i={n:V =K, linear}. (51)

Tais aplicagoes lineares sao frequentemente chamados de formas (lineares) de grau 1, ou covetores.
Este espaco é um espago vetorial por sua vez (como cada espago de fungoes), a saber pelas definigoes

(m +m2)(v) := m(v) +ma(v), (s1)(v) = sn(v). (52)

O zero é a aplicagao 0(v) := 0 para todos v € V.

Existe um certo isomorfismo entre V' e V* que, porem, nao é canénico pois depende de uma escolha
de base em V: Seja no seguinte {a1, ..., a,} uma base em V (nao necessariamente ortonormal). Como
sabemos, cada vetor v € V' possui uma tinica decomposi¢ao

v = Zn:vi a;, (53)
i=1

30bserva que isto implica de novo que |det(ws, ..., u,)| é independente da BON.
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definindo suas componentes (“contravariantes”) v’. Para i € {1,...,n}, definimos uma forma (um
covetor) a* € V* por A ‘

a'(v) =", (54)
onde v é a componente de v com respeito & base {ai,...,a,} como na eq. (53). Equivalentemente,
a' é caracterizado por

, , 1, sei=yj,
a'(a;) =0t = =) (55)
0, sei=#j.

Proposicao 1.11 Os n covetores a',...,a" sio uma base do espaco dual V*, a chamada base dual.

Em mais detalhes, cada n € V* € da forma
n .
n=>_ma’, onden; =n(a). (56)
i=1

Os coeficientes 7; sdo chamados as componentes (covariantes) do covetor n com respeito a base
{ala s 7an}'

Demonstragdo. (Independéncia linear dos a’: exercicio.) Para mostrar que eles geram V*, sejan € V*
um covetor. Pela linearidade, temos para qualquer v € V' com decomposigao como na eq. (53):

n n n n
n(v) = n( Z v a;) = Z v'n(a;) = Z n(a;)a*(v) = (Z n(a;) a’) (v), (57)
i=1 i=1 i=1 i=1
entao 7 realmente é uma combinagao linear como afirmado na eq. (56). O

Esta proposi¢ao mostra que V' e V* sado isomorficos (porem nado numa maneira candnica). Agora
vamos conhecer um isomorfismo canénico (indenpendente de base) entre V e (V*)*. Dado v € V e
n € V*, o nimero n(v) (“n aplicado em v”) pode ser também encarado como “v aplicado em 1”. Em
outras palavras, um vetor v € V pode ser identificado com uma forma linear em V* pela definicao

v(n) :=n(v). (58)

Por outro lado, para cada ¢ € (V*)* existe um vetor v € V tal que para todas n € V* vale ¢(n) = n(v),
a saber v := Y, ¢(a')a;. Desta maneira podemos identificar V com (V*)*:

V = (V*)* = {aplicagdes V* — K, lineares}. (59)

2 Algebra Linear de Tensores.

Nossa abordagem encontra-se na literatura por exemplo em [6, Cap. 5.6], [8] e [15].

2.1 Produto Tensorial.

Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre K de dimensao finita. W é chamado de um produto tensorial
de U e V, em simbolos
W=U®RYV,

se vale o seguinte:

i) Para todo u € U e v € V existe um vetor u ® v € W tal que valem as seguintes relagoes:

(cu) @v =c(u®v) u® (cv) =c(u®wv), cek, (60)
(U1 +u2) @V =u1 @V +us@v u® (v +v) =uv+uRv. (61)
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i1) Se {a; |i € I} é uma base em U e {b; | j € J} é uma base em V, entao
{ai®bj|i€l,jEJ}
¢ uma base em W.

Essa definicao carateriza o produto tensorial apenas moédulo isomorfismo. Nos vamos trabalhar com
uma representacao concreta do produto tensorial.

Também vamos considerar um espago vetorial V' fixo sobre K = R de dimensao finita, n. (Mais para
frente, o espaco V serd o espago de vetores deslocamento associado com o espago fisico). Chamamos
os vetores v € V de vetores contravariantes, e as formas lineares (ou covetores) n € V* de vetores
covariantes.

Recordamos que os elementos de V* sao aplicagoes lineares V' — R. O produto tensorial V* @ V*
pode ser identificado com o espaco de aplicacoes bilineares de V x V — R:

V*eV*={V xV =R, bilinear }.

(Isto é um espago vetorial numa maneira analoga com eq. (52).) Para ver isso, definimos paran, u € V*
o produto 1 ® . como seguinte:

(n @ p)(u,v) = n(u) p(v). (62)

Isso define uma aplicagao bilinear, e as relagoes (60) e (61) sao facilmente verificadas. Para verificar
a propriedade i) sobre a base, consideramos uma aplicacao bilinear qualquer w : V' x V' — R. Sejam
u,v € V. Conforme Eq.s (53), eles sdo da forma u =), u'a; e v = Zj v’ a;. Pela bilinearidade,

wlu,v) =3 wlanauiv’ LY w(a;, ap)al(u) al(v) LS wla, ap) (@l @ af)(u, v).

i,j 4,j ,J

(Na eq. (a) usamos (54), e na eq. (b) escrevemos a‘(u)a’(v) = (a' ® a’)(u,v), veja Eq. (62).) Entao,
w tem a forma w = Z” wij @' ® al, com w;; = w(a;,a;), mostrando que os a’ ® a’ geram o espago
das aplicagoes bilineares de V' x V em R. (Independéncia linear: Exercicio!)

Esta construgéo funciona para qualquer espaco de aplicagbes ou fungoes.* Recordando que o
préprio espago vetorial V' pode ser encarado como espacgo de aplicagoes lineares V* — R pela de-
finigao (58), essa construcao leva & identifigao

4

VeV ={V"xV*—=R, bilinear}. (63)

Mais geralmente, o produto tensorial de varias copias de V' e varias copias de V* pode ser identificado
com o espago de aplicagoes mulilineares V* x -+ - X V* XV x --- x V = R:

Definigao 5 Para r,s € Ny, r + s # 0, definimos o espago de tensores do tipo (r,s) sobre V, em
simbolos T (V'), por

Ty(V) =V - VeV'®---V* (64)
T vezes s vezes
={V*x - xV*xV x---xV =R, multilinear }. (65)
Para r = 0 = s definimos 7§ (V) := R. O

“Por exemplo, L?*(M) ® L*(N) = L*(M x N), com f ® g definido por (f ® g)(z,y) := f(x)g(y). Detalhes em [10, p.
52]
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Obs.: Sempre usamos a identificagdo (59). Por exemplo, o elemento u ® p € V @ V* é definido como
a aplicacao linear de V* x V — R dada por

(u ® p)(n,v) = u(n) pv) = n(u) p(v). (66)

Os elementos em TSO(V) (ou seja, as aplicagoes s-lineares de V** — R) que séo totalmente anti-lineares
sdo chamadas de s-formas.

Proposicao 2.1 Seja {ai,...,a,} uma base em V. Uma base em T7 (V') é dada por
{ail®---®air®aﬁ®---®aj5, il,...,ir,jl,...,jse{l,...,n}}. (67)

Em mais detalhes, cada T € Ty (V) é da forma

n

T = E lelmj: a;, ®---®a;, a’' R---®a’*, onde (68)
7;17"'7i7"7j17"'js:1
i1l i1 -y .
le_..j:—T(a A ag, . ag). (69)
Estes nimeros sio as chamadas componentes do tensor com respeito a base {ai,...,a,}. Dois ten-

sores sao iguais se, e somente se, as suas componentes com respeito a uma dada base coincidem (se,
e somente se, as suas componentes com respeito a qualquer outra base coincidem).

Demonstracdo. Fazemos a demonstracio s6 no caso T4 (V) = V@ V*. Seja T € V ®@ V*, quer dizer,
T é uma aplicacao bilinear de V* x V' — R. Sejam n € V*,v € V. Conforme Eq.s (53), (54) e (56),

eles sao da forma n =), n(a;)a’ e v = > a’(v) a;. Consequentemente,

T(n,v) =) n(a;)a’ (v)T(a',a;) =) T(a' a;)(a; ® a’)(1,v).
i, 1]
(Aqui, escrevemos 1(a;)a’ (v) = (a;®a’)(n,v), veja Eq. (66).) Entao, T tem a forma T' = D T; a;®
a’, com T]Z =T(a’, a;), mostrando que os a;®a’ geram VRV*. Agora seja cé- uma colecao de niimeros

tal que Z” cé» a; ® a’ = 0. Agindo com os dois lados desta equacdo no par (a”,a;), mostra que os

coeficientes cf sdo todos nulos. Entdo, os a; ® @’ sdo linearmente independentes. O

Em particular, um tensor é zero se, e somente se, todas suas componentes com respeito a uma base
(arbitaria) sao zero. Como consequéncia da Proposi¢ao, um tensor 7' € T, (V') age em n1,...,n, € V*
e vy,...vs € V como

n

T, sy 1, - 05) = > T ()i -+ ()i (01)70 -+ (w) 72, (70)

11505 =1

2.2 Exemplos: Tensor Kronecker, Tensor métrico, n-Forma de Volume.

Tensor Kronecker. A aplicacao

5:V*xV =R,  §nv):=n) (71)
é bilinear e por isso um tensor do tipo (1,1), o chamado tensor Kronecker. Suas componentes com
respeito a qualquer base {ai,...,a,} sao dadas por 0y = i(a’,a;) = a'(a;) = ¢;. Entao, suas
componentes (com respeito a qualquer base) sdo exatamente os simbolos de Kronecker:
25 j 1, se | = j,
0 =9 = 7 (72)
0, sei#j.

(Observe que isso implica 5= Yai®al)
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Tensor Métrico. Lembramos que nosso V' é um espago euclideano, com um produto escalar VxV —
R, (u,v) — wu - v. Esta aplicacdo é um tensor do tipo (0, 2):

Definicao 6 O tensor métrico g € TY(V') é o tensor

g(u,v) :=u-wv. (73)
]
Pela Prop. 2.1, temos g(u,v) = >, ; giju'v?, onde g;; = g(a;,a;) = a; - a;. A base {ai,...,a,} é

ortonormal (uma BON) se, e somente se, g;; = &;;. (Neste caso, u-v =Y, u'v".)

Determinante como tensor: A n-forma de volume. Como a determinante é uma aplicagao
n-linear de V' x --- x V para os nimeros reais’, ela é um tensor do tipo (0,7), que nés vamos denotar
por Q € T2(V) (o “elemento de volume”, ou a “n-forma de volume”):

Q(Ula"' ,’Un) = det('Ul,"' 7Un)' (74)

Para determinar as componentes deste tensor precisaremos a determinante |g| da matriz g com com-
ponentes g;; = a; - a;,

|g| := det(gi;) = det(a; - ay). (75)
(Ezercicio: Mostre que esta determinante é positiva.) Pelo Teorema 1.10, |g|'/? é o volume do para-
lelepipedo gerado por ay,...,a,. Temos o
Lema 2.2 As componentes de 2 com respeito a uma base {ai,...,a,} com orientagcdo positiva sao
dadas por
iy = 191" €y (76)
Aqui, €;,...;, sao os simbolos de Levi-Civita (28).

Aviso! A determinante |g| ndo é um escalar (ela depende da base), e os simbolos de Levi-Civita
ndo sao as componentes de um tensor! S6 o produto define um tensor, Q.

Demonstragao. Sabemos pela eq. (69) que €;,..;, = det(a;,,...,a;, ). Se alguns indices coincidem,
ou seja se o conjunto {i1,...,i,} # {1,...,n}, a determinante se anula pela antissimetria. Se todos
indices s@o diferentes, ou seja se {i1,...,in} = {1,...,n}, entdo o médulo |det(a;,,...,a;,)| coincide
com |g|"/? pelo Lema 1.5. O sinal afirmado segue da antissimetria da determinante. n

Em trés dimensées, o produto vetorial de dois vetores uw,v € V é relacionado com a forma €2, a
saber, suas componentes covariantes (ver embaixo) sao dados por

(uwxwv), =) Qjrul o~ (77)
4.k

Isso segue de

(u x 'v)l.wi = (uxv) - w=det(u,v, w) = QpudvP w'.

®Recordamos que n é a dimensdo do espago V.
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2.3 A identificagao V = V* via produto escalar.

Recordamos que todo vetor v € V define uma forma 7, € V* a saber n,(u) = v - u. Ela tem
componentes
(56

()i :) mw(ai) =v-a;= Zvjaj c A = Zngji- (78)

J J

E costume identificar o vetor v e o covetor correspondente, 17, e escrever

vi = ()i = Y vgji, (79)
j

considerando v; e v* como componentes contra- ou covariantes, respectivamente, de um sé objeto.
(Ver “Mudanca do tipo” embaixo.) Vale observar que agora podemos escrever o produto escalar como

gu,v) =3, u' gijv7 = 3. ulv;, ou seja:
u-v:Zuivi:Zuivi. (80)
i i

Reciprocamente, o Lema de Riesz 1.7 afirma que para toda forma n € V* existe um vetor v, tal
que vale a relacao (34), n(u) = v, - u para todo u. Vamos calcular os componentes desse vetor v,,.
Pelo mesmo raciocino que levou a Eq. (78), temos

m=Y_(vy)gj. (81)

J

Pelo Lema 1.5, a determinante da matriz g;; é nao-nula, entao a matriz é invertivel. Vamos denotar
os elementos da matriz inversa por g*:

n
(g”’) = (gij)_l, ou seja, Zf]ij gjk = 8. (82)
j=1

Com isso, podemos resolver a Eq. (81) para (vn)j : Multiplicando os dois lados dessa equacao com §**
e somando sobre i resulta em

]

~ik j ~ik k
E mg = E v’ E 959" = (vy)".
j i
E costume identificar um covetor n € V* com o vetor v,, correspondente, e considerar

0= (o) =) ;" (83)
j

como componentes contravariantes de 17.7

5Tsso também segue do fato que o produto escalar é nao-degenerado, g(u,v) = 0 para todos v € V implica u = 0.
"Observe que temos
~ik _ ~ik
vy, =Y mitar=> nla)j" a,

e que isso coincede com a Eq. (35) no caso de uma BON.
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2.4 Mudancga de Base.

Obviamente, as componentes dos tensores dependem da base. Vamos ver agora como eles se transfor-
mam sob uma mudanga da base {a;, i = 1,...,n} para uma nova base {a;, i = 1,...,n}. Cada a; é
uma certa combingao linear dos a;,

di:ZajAji, (84)
7j=1

e a matriz A7; charateriza a mudanga de base {a;} — {a@;}. (@; pode ser encarado como a imagem
de a; sob uma aplicacao linear A definida pela propria equacao acima: a; = Aa; := Z?Zl a; AJ;, ver
Eq. (102) embaixo.)

Como primeiro passo, vamos determinar o comportamento da base dual sob esta mudanca. Temos

(5; = di(dj) = ELZ(Z ag Akj) = Zdi(ak) Akj.
k=1 k=1

Multiplicando os dois lados com (A~!)7; e somando sobre j d4 a’(a;) = > 5]‘1(A*1)jl = (A%, Subs-
tituindo isto na expansao (56) do covetor @’ com respeito a base dual {a’}, a saber @’ = > a'(aj)a’,

da

n
a'=>y (A7), dl.
j=1
Recordamos (eq. (54)) que as componentes v’ de um vetor v = Y, v’a; com respeito & base {a;}

sdo dadas por v' = a’(v). Pela equacdo encima, suas componentes o’ com respeito & nova base {a;}
sao dadas por v = @'(v) = Y, (A7) kak(v) = 3 (A7)

vt =) (AT b (85)

Observe que as componentes v’ de um vetor transformam sob a matriz (A71)!, chamada de “contra-
variante” de A. Dai provem o nome “componentes contravariantes”.®

Da mesma maneira, para um covetor 7 vale, pela eq. (56), ; = n(a;) = >_; An(a) = >, Al
m=y Al (86)
l

Mais geralmente, a Prop. 2.1 sobre as componentes de tensores implica, com o mesmo raciocinio:

Proposicao 2.3 Seja T' um tensor in T, (V) com componentes Tﬁ]’:
{a;} e {a;}, respetivamente (conforme eq.s (68), (69)). Entao vale

e T} %" com respeito d base

ity —1vi1 . A=1Nir Aly . pls pkike
Thogr= > (AT (AT AR AR T (87)

k17"-7k7“

l17-~'yls
Na fisica, é costume pegar esse comportamento como definicdo de tensores: “Um tensor do tipo
(r,s) é um aparelho que associa com uma base em V uma familia de nidmeros Tﬁ;:, chamados
de componentes do tensor com respeito a base, tal que os componentes com respeito a duas bases

diferentes sao relacionados como em (87).”

8A Eq. (85) pode ser mostrado diretamente como segue:

n n n n n
v = E ’EJ (_Ij = E 17] E Alj a; = g ( E Aljz’ﬂ)ai.
j=1 j=1 i=1 j

i=1 i=1

Isso implica v* = > e A%;%7 | equivalente com (85).
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2.5 Operacgoes com Tensores.

Vamos finalmente introduzir alguns operagoes com tensores.

Produto tensorial ou “externo”. A definigao do espago 77 (V') implica que este espago pode ser
identificado com

T,(V) =T (V)T (V), ser=ri+ry s=s1+s2,
a saber com a seguinte identificacao: Para Ty € T; (V) e Ty € T;2(V), definimos Ty ® T3 € Tretre(y)

S1+582
por

(Tl ® TQ) (7717 <o Tlrp+res V1, - - 7'051—1—52) =
T1(7717 <oy, U1y e e 7v81) TQ(nm-‘rla <o ri4ray Usi4+1s - - 7”$1+52)' (88)
Em componentes:

(Ty @ Ty) i = (1) 2 (To)f

Contragdo. A contragio (dos primeiros indices) é a aplicacao linear T7 (V) — T/~ (V) definida por

Cl:iv® ®U,@MK @10 = N(v1) V2R QU RN @ ns. (89)

Ela joga um tensor T' € T7 (V') com componentes T;;;; para o tensor 7' € T"~} (V') com componentes
12 iy kig-- iy
( J2 Js Z Tka Js

Exemplo: C} 5 =n.
O mesmo pode ser feito com qualquer outro par de indices.

Mudangca do tipo. A aplicagao V =T} (V) — TP(V) = V*, v = 15, induz uma aplicagao T7 (V) —
T;ll(V), a saber
VIO QUMD Q1 >V Q- QU1 @7, QTN D -~ D 7.

Ela joga um tensor T € T7 (V') com componentes Tﬁ;: para o tensor T € T Hl(V) cujas componentes
sao

zl 1 By 1/

kh Js Z TJl Js (90)

O mesmo pode ser feito com qualquer outro par de indices. Esta operacao chama-se abaizar um index.
A aplicacao inversa V* — V', n — v,, induz a aplicacao inversa T3 (V) — T;fll(V) (chamado de elevar
um index):

vl@“‘@”r@ﬁl@"'@”sHvl@"'@”r@”m ®n2®®ns

FEm componentes, isso resultando na férmula
31 zr ~kl 7,1 Uy
sz Js Z l]z Js (91)

(Como no caso V = V*, é costume identificar os tensores 7', T' e T', e omitir os simbolos ~ ou ™ nos
lados esquerdos das equagoes encima.)
Por exemplo, abaixando todos indices de um tensor to tipo (0, s) um depois do outro, resulta em

Thke Ty g g,
J1se-sJs

Vamos considerar algumas aplicagoes:



18 Andlise Tensorial, 27/01,/2026

Lema 2.4 i) A mudanga de tipo do tensor métrico, g € TY(V) para § € T}H(V) resulta no tensor
Kronecker, e a mudanca para TO2(V) resulta no tensor cujos componentes coincidem com a matriz

inversa (§¥) = (gij)1:

ii) A n-forma do volume, Q, satisfaz:
Qzlzn = |g|_1/2 €1 ins (93)
Em & dimensdes: Z Qiijklm = (5f 6" — o (55», (94)
> Q% 1 = it Gjm — Gim it (95)
k
ZQiij’”m = —201 . (96)
k,j

A partir daqui, vamos frequentemente escrever ¢¥/ := §¥ e gj = 5}
Demonstragao. Eq. (92) segue da relacao (82). Para mostrar (93), calculamos
> Qi g g =g > iy g g = (g,

pois a soma Y &;,..;, g1 -+ g™ é nada mais do que a determinante da matriz (¢*/), ou seja, |g| 7.
Junto com a anti-simetria de Q"™ isto implica a eq. (93). A eq. (94) vamos mostrar numa base
ortonormal. (Como os dois lados s@o componentes de tensores, isto ¢ suficiente pela Prop. 2.1.) Neste
caso, |g| =1 e nés temos que mostrar

§ €ijkEkim = 0i1 Ojm — Oim 01
%

Isso é mostrado por exemplo em [3, p. 683]. Baixando os indices [ e m na eq. (94) resulta na eq. (95).

O

Produto escalar ou “interno”. Com a identificacao de V' e V* na Secgao 2.3, o produto escalar
pode ser transferido para o espaco dual V*, a saber pela definigao

nep= vy v, = n(vy) = p(vy) (97)
para 7, u € V*. Expandindo v, como na Eq. (83), temos

RIS ng p(ay) Zg i 1k,

onde §** é a matriz inversa de g;.
Agora o produto escalar pode ser transferido para todos espagos tensoriais 77 (V') pela seguinte
definigao. Para v1 ®@ - @u, @M@ - @ns e V] @ - @v, @ ®---@n, em T¢(V), definimos

/

(V1@ VRN @) (VI ® RV, @ @ @) =
(vi-vy) - (vr v ) (i) - (s - 7).
Esta definicao extende por bilinearidade para o espaco T (V') inteiro. Em componentes, temos para
T,5 €T (V):
N ~ sls akiky
T . S = Z j_;’ll ;s gllkl e girkr gjlll o ] S 11 lg (98)

CTUVO A OO Y TR JO PR

= E : . gkikegiegs
= Thy.kr grjs S ' g
k1,...kr,J1,.--Js
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Exemplos: Vamos determinar as “normas” T -1 para o tensor de Kronecker §, a forma do volume
), e o préprio tensor métrico g:

b-0=2 Gound" of =) i =) 0 =n (99)
J

ijkl Kl
g-g=n (100)
Q-Q=n (101)

Endomorfismos. Denotamos por End(V) o espago dos endomorfismos lineares de V. Dado uma
base {ai,...,a,} de V, um endomorfismo A € End(V) corresponde a uma matriz A7;, definida por

A(ll' =: Z Aji a;, (102)
J

ou, equivalentemente, (Av) = > j AJ;vt. Essa correspondéncia entre endomorfismos e matrizes pre-
serve o produto (ezerciciol):
(AoBY;=> Al BF; (103)
k

Verifique-se facilmente (ezercicio!) que os elementos de matriz sao dadas por
Ay = a’(Aay). (104)

O espago dos endomorfismos End(V) pode ser identificado com o espago de tensores 711 (V) como
seguinte. Dado A € End(V'), define um tensor 7' € T}{(V') por

T(n,v) = n(Av) (105)

para n € V* v € V. Inversamente: Dado T € T (V), define Av := o tnico (ezercicio!) vetor tal que
a equacdo acima vale para todos 7 € V*. Isto define uma aplicacdo linear A €End(V).? E facil ver
que essa relagdo (105) estabelece um isomorfismo 77 (V) = End(V). Os componentes do tensor 7" em
(105) com respeito a base {a;} coincidem com os elementos da matriz A, pois

77 D 70, a7) "L o (Aa;) "2 A7,

)

Como sempre, é costume identificar 7' e A relacionados por (105).

Exemplo: O endomorfismo que corresponde ao tensor Kronecker 5, ver eq. (72), é a identidade I
em V, pois §(n,v) = n(v) = n(Iv). Os seus componentes & coincidem com a matriz correspondente
a I (para qualquer base).

Definigao 7 Seja A um endomorfismo num espago V' com produto escalar.
i) O adjunto de A, em simbolos A*, é o endomorfismo unicamente caracterizado pelo fato que para
todos u,v € V vale
u- Av = (A%u) - v. (106)

9Em particular, o endomorfismo A correspondente ao tensor u ® pu € T (V) é
Av = p(v)u.

Na notagao de Dirac: w = |u) (vetor = "ket”), u = (u| (covetor = “bra”), e o endomorfismo A correspondente a u & p
pode ser escrito A = |u)(u| : |v) — |u)(u|v) (“bracket”).
O adjunto do endomorfismo correspondente a u ® p é v, ® nu. Na notacdo de Dirac: (|u)(u|)" = |u)(u| .
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O endomorfismo é chamado de simétrico (ou auto-adjunto) se A = A*, ou seja, se para todos u,v € V
vale u - Av = (Au) - v.

O endomorfismo é chamado de antissimétrico se A = —A*, ou seja, se para todos uw,v € V vale
u-Av = —(Au) - v.

ii) O transposto de A, em simbolos AT, é o endomorfismo de V* unicamente caracterizado pelo
fato que para todos n € V* e v € V vale

n(Av) = (A7) (v). (107)
ii1) O tra¢o de um endomorfismo A, em simbolos Tr A, é definido por
TrA:=) a'(da;) =) A% (108)
i=1 i=1
onde {ay,...,a,} é uma base e {a;} a base dual. O

Obviamente, o trago de A coincide com o escalar que surge do tensor A € T} (V) pela contragio de
indices, Tr A= C{A =", AL

Exercicio 2.5 1. Verifique diretamente que a defini¢do (108) independe da base! 2. Mostre que os
componentes do endomorfismo adjunto A* sdo relacionados com aqueles do A por

(A7) =3 Abyglig,
k,l

(o que poderia ser denotado por Akigkj = gjkAki =: A;"). O
Consideramos o endomorfismo A como tensor em T (V) e abaixamos o index superior, resultando em
A € TY(V) com componentes (veja (90))

Akj = Ai]‘ Jki- (109)

Sem componentes, esse tensor A é relacionado com o endomorfismo A como

Alu,v) =u- Av. (110)
(Demonstragao: ay - Aa; =, Aljag-a; =, Ajgr; = Akj = A(ay, a;).)

Lema 2.6 i) Um endomorfismo A é auto-adjunto se, e somente se, o tensor A € T}(V) correspon-
dente € simétrico, A(u,v) = A(v,u), equivalentemente: Se a matriz de seus componentes covariantes
(109) € simétrica:'°

Aij = Ajl

i1) Seja V' um espaco euclideano tridimensional. Um endomorfismo A é antissimétrico se, e
somente se, existe um vetor w € V tal que para todos uw € V wale

Au=w x u.

Y7sto é equivalente com A7; = A, s6 se a base for ortonormal!
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2.5.1 Exemplo: Tensor de inércica.

Consideramos um corpo rigido girando. Escolhemos um ponto o no referencial do corpo como origem
e especificamos os pontos p no corpo pelos vetores posigao r = r(p) = op. E possivel mostrar que para
todo tempo t existe um vetor velocidade angular w(t) = w(t) n(t), tal que para todo vetor posi¢ao
r(t) a velocidade instantanea é dada por!!

r=wXr. (111)

Consequentemente, o momento angular total L do corpo com respeito a origem o é dado por

L- /G o(p) () X #(p) AV (p) = /G o(p) ™ X (w x )V,

onde p é a densidade do corpo e G é a regiao ocupada pelo corpo. Este vetor depende linearmente do
vetor w, ou seja: L = I,w, onde I, é o endomorfismo!?

T = /Gg(p) rx (uxr)dV = /Gg(p) (r?u — (r - u)r) dV. (113)

Os elementos da matriz correspondente (ou seja, os componentes do tensor I, € T (V) correspondente)
sao dados por

I'; = a'(laj) = /Gg(p) (8% r(p)* — 7' (p)ri(p)) AV (p),

onde 7 e rj sdo as componentes contra- respetivamente covariantes do vetor posigao r(p), e 7‘(;0)2 =
|r(p)||2. E facil verificar que o endomorfismo I é auto-adjunto (exercicio!) e daf possui uma BON
de auto-vetores. As retas passando por o com essas diregoes sao chamadas de eixos principais de
inércia.'3

A energia cinética (se o centro de massa estd em repouso) é dada por

1

K= [ o)l rm)l avp).

Como [[w x 7||? = w - (r x (w x 7)), isso é justamente w - Ipw. Usando o tensor Iy do tipo (0,2)
correspondente a I depois de baixar um index, isso é:

1
K = §Io(n, n)w?.
(Aqui, escrevemos w = wn e usamos a bilinearideade de I,.) Esse tensor I, € T9(V) é chamado de

tensor de inércia, em detalhes:

I (u, v) = / o(p) (w % 7(p)) - (v % 7(p)) AV (p). (114)

2

(uw-v)r“—(r-u)(r-v)

1 Como o corpo é rigido, a evolucdo temporal r(t) = R(t)r preserve todos produtos escalares r - r':

d

0= 2 (R(t)r - R@)r') = R(tyr - R + R(t)r - Ro)r',

onde escrevemos - R(t) = R(t). Dai, o endomorfismo R(t) é anti-simetrico, e pelo Lema 2.6 pode ser escrito como
Rr=wxr.

120 endomorfismo I pode também ser descrito como seguinte: O vetor 7 x (w X 1) = r?w — (r - w)r é justamente 72
vezes a projecio de w no complemento ortogonal de r, em simbolos 72 Pi-w. Dai, podemos escrever

i, = / o(p) r(p)? Py dV . (112)
G

13 Apenas se 0o = centro de massa?
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(A segunda linha segue da Eq. (42).) Os componentes sao
Ty = [ o0)(0y(0) 1) = o)) aV o).

Ele é simétrico, I;; = I;;, e deve ser assim pelo Lema 2.6, pois o endomorfismo I, é auto-adjunto. O
numero I,(n,n) é chamado de momento de inercia com respeito ao eixo o + Rn.
Em coordenadas cilindricas adaptadas ao eixo, 2 := n (veja Sec. 3.2.2 e 3.4.3), temos

L(n,n) = (I).. = /

o(p) (r(p)? — 2(p)?) AV (p) = / 0(p)s(p)? dsdpdz,
G

G
onde denotamos a distancia entre um ponto p e o eixo o+ Rn por s(p) (em vez de ¢ como antes, pois
esse ja denota a densidade no contexto presente.)

3 Sistemas de Coordenadas no Espaco Fisico.

3.1 O Espaco Fisico.

Denotamos o espaco fisico por E, e pontos em F por o,p,q,.... Dado dois pontos o e p em E, conside-
ramos o segmento de reta orientado entre o e p (comecando em o e com ponta em p). Aquela “flecha”
chamamos o vetor deslocamento entre o e p, notado por op. Na geometria elementar aprendemos que
as seguintes construgoes sao possiveis com régua e compasso.

(1) Translagao paralela. Uma flecha op comegando em o pode ser transportada de o para qualquer
outro ponto o1 por translacdo paralela. A ponta desta flecha marca um certo ponto p1, entao a flecha
transladada é da forma o1p1. (Figura!) Nos identificamos a flecha op e a flecha transladada op. A
classe de todas flechas que provém de op por translagao paralela serd entao considerada wum wvector
deslocamento. Vetores deslocamento notamos generalmente por u,v,w,..., e o conjunto de todos
vetores deslocamento denotamos por V. Com isso, um ponto p € E e um vetor deslocamento v € V
determinam um unico ponto ¢ t.q. pg = v (A saber, ¢ é marcado pela ponta da flecha v, transladada
tal que ela comega em p). Nesta situagao, escrevemos ¢ = p + v. Experimentalmente, verifique-se que
esse “deslocamento” é comutativo:®

(o+u)+v=(0o+v)+u. (115)

(2) Medir a distancia entre quaisquer dois pontos p,q, notado por dist(p,q). Com isso, também
podemos medir o angulo Z(u,v) entre dois vetores u e v.
(3) Construir a projecao ortogonal de um vetor v sobre um outro vetor u, notado por P,v. (Figural)
Estes fatos implicam que o conjunto V' de vetores deslocamento é um espaco vetorial, com norma
e produto escalar. A adicao de vetores é definida como seguinte: u + v é definido como a tnica seta
t.q. o+ (u+v) = (0+u)+v. (A Eq. (115) implica a comutatividade u +v = v + u.) O elemento
neutral 0 é o vetor deslocamento “com comprimento 0”, caraterizado pelo fato que vale p 4+ 0 = p
para todos p € E. —u é o tnico vetor tal que —u +u = 0. Para ¢t > 0, tu é o vetor u, esticado pelo
fator t. Isto, junto com a definicao do inverso —wu, fixa operacionalmente a multiplicacao de vetores
por escalares. (FEzercicio: Verificar que V realmente é um espaco vetorial com estas definigaoes.) A
norma de vetores é dada por

1pgl := dist(p, q). (116)

4 Alternativamente, podemos discriminar um ponto o € E (a origem) e definir V' como o conjunto de todos vetores
deslocamento que comegam em o.

15Realmente, isso vale s6 se o campo gravitacional e a aceleracio do laboratério sio despreziveis. Em geral, o espaco
(~tempo) é curvo. Neste caso, para cada ponto p ainda pode ser definido o conjunto de “vetores” comegando em
p (o chamado espago tangente em p), mas a translacdo paralela depende do caminho, entdo os vetores tangenciais
comecando em p e aqueles comegando num outro ponto ndo podem ser naturalmente identificados. Consequentemente,
a comutatividade (115) vale s6 aproximadamente.
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Esta norma satisfaz a identidade do paralelograma, |u + v||* + ||u — v||? = 2(||u||* + ||[v]|?). Este fato
permite a definigdo de um produto escalar satisfazendo a relacao (15), a saber:

1
u-vi= Z(||u+v||2— ||u—'vH2) (117)
=+ ull [ Puv]| = [lu] |v]| cosy. (118)

A segunda linha é uma relagao mais pragmatica que pressupoe a construcao da projecao Pyv. L&, v
¢é o angulo entre u e v; e o sinal na primeira equagao é positivo se u e P,v tém o mesmo sentido, e
negativo no outro caso.

Na linguagem dos matematicos, tudo isso implica que o espago fisico E (se gravitagao e acelera¢ao
sdo despreziveis) tem a estrutura de um espaco afim euclideano (da dimensdo trés).'® Observamos
finalmente que E pode ser identificado com V', depois de escolher um ponto o € E (a origem ou
referencial). A saber, dado o cada ponto p € E tem o seu vetor posi¢do

r(p) :=op €V. (119)

Como a correspondéncia p <> r(p) é univoca, E pode ser identificado com V' dessa maneira. Observe
que o vetor deslocamento entre p e ¢ é dado por pg = r(q) — r(p), entdo temos

dist(p, q) = [|r(q) — r(»)|-

3.2 Sistemas de Coordenadas.

Coordenadas servem para especificar pontos no espago num dado referencial de uma maneira quan-
titativa: Depois de especificar um sistema de coordenadas, todo ponto no espaco tridimensional é
unicamente especificado por trés niimeros. A escolha de um sistema de Coordenadas depende da
geometria e simetria da situacdo. Por exemplo, as coordenadas Cartesianas sao uteis em situagoes
homogéneas (com simetria translacional em todas diregdes). Em situagdes com simetria rotacional
em torno de um eixo, ou em torno de um ponto discriminado, as coordenadas cilindricas ou esféricas,
respectivamente, sao mais uteis. Em outras situacoes as vezes outras coordenadas sao mais uteis,
adaptadas & geometria da situacao (coordenadas elipticas, hiperbdlicas, ...).

Vamos recapitular primeiro as coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, e depois discutir
sistemas de coordenadas (curvilineas) em geral.

No seguinte, E e V denotam o espago fisico e o espaco de vetores deslocamento, respetivamente.
Nos deixamos a dimensao, n, aberta (na pratica, claramente n = 2 ou 3).

3.2.1 Coordenadas Cartesianas e Lineares.

Depois de escolher uma origem o € E e uma base {a1,...,a,} em V, para cada p € E o vetor-posi¢ao
r(p) = op possui uma tnica decomposi¢ao

r(p) =) «'(p)ai (120)

i=1

18Um conjunto E é um espaco afim se existe um espaco vetorial V e uma aplicacio E x V — E, (p,v) > p+v, t.q.
vale:
1) Para cada p,q € F existe um v € V t.q. ¢ = p + v. (Notagdo: v =: pg.)
1) Parap € E, u,v € Vvalep+ (u+v) = (p+u) +v.
1i1) Para p € E, a equagao p + v = p vale se e somente se v = 0.
Um espago afim E é chamado de espago afim euclideano se V' possui um produto escalar. A dimensdo de E é definido
pela dimensao de V.

Observe que o vetor v = pg do item ) é Unico pelo item 7i7).



24 Andlise Tensorial, 27/01,/2026

Os n nimeros z°(p) definidos de tal maneira sdo chamados de coordenadas lineares do ponto p com
respeito a base {a;}. (Em outras palavras, aqueles coordenadas sao os componentes do vetor-posi¢ao
com respeito & esta base.) No caso quando a base é ortonormal (ou seja, uma BON), os z(p) sdo
chamados de coordenadas Cartesianas.!™ Neste caso, é costume escrever {aj,as, a3} =: {e;, ey, e}

ou {x,y, 2} ou {%,3,12:}, e {z!, 2% 23} = {z,y, 2}.

3.2.2 Coordenadas Cilindricas.

Em situagoes com simetria rotacional em torno de uma reta R (o eixo), e translacional na dire¢ao do
mesmo eixo, usamos coordenadas cilindricas: (u!,u? u®) = (g, ¢, 2) € (0,00) x [0,27] x R. Elas sdo
definidas (operacionalmente) em E\ R como segue. Escolhemos eixos x,y e z tal que R coincide com o
eixo-z. Seja P, ,r(p) a projecao do vetor 7(p) ao plano z-y conforme Lema 1.3. Entdo parap € E\ R

definimos
o(p) := distancia entre p e R (121)
¢(p) := angulo de P, ,7r(p) com o eixo dos = positivos (122)
z(p) == e.-r(p), (123)

onde e, é o vetor unitdrio na direcao dos z positivos. A relagdo com as coordenadas Cartesianas é a
seguinte. Se o ponto p tem coordenadas Cartesianas x,y, z, entao

olp) = Va® +y?,  ¢(p) =arctan(y/z), =z(p) ==z (124)

Inversamente, se p tem coordenadas cilindricas g, ¢, z, entao
z(p) = ocosp, y(p) =osenyp, z(p) == (125)

3.2.3 Coordenadas Esféricas.

Em situagoes com simetria rotacional SO(3) em torno de um ponto discriminado o, usamos coordena-
das esféricas: (ul,u?,u3) = (r,0,¢) € (0,00) x (0,7) x [0,27]. Elas sdo definidas (operacionalmente)
como segue. Escolhemos eixos x,y e z tal que o coincide com a origem. Entao para p em E menos o

eixo-z definimos

r(p) := dist(o,p) = [lr(p)l, (126)
O(p) := angulo de r(p) com o eixo dos z positivos, (127)
¢(p) := éangulo de P, ,r(p) com o eixo dos x positivos, (128)

onde P, ,r(p) é a projecdo do vetor r(p) ao plano z-y conforme Lema 1.3. A relagdo com as coorde-
nadas Cartesianas é a seguinte. Se o ponto p tem coordenadas Cartesianas x,y, z, entao

r(p) = Va2 +y? + 22, (129)

0(p) = arccos ;, (130)
/ 12 _|_y2 + 22
¢(p) = arctan(y/z). (131)
Inversamente, se p tem as coordenadas esféricas r, 9, ¢, entao
x(p) =rsenf cosp, y(p)=rsend seny, z(p)=rcosé. (132)

'"Neste caso, elas podem ser calculadas pela férmula (19): z‘(p) = a; - 7(p).
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3.2.4 Coordenadas Curvilineas em Geral.

Consideremos o exemplo de coordenadas cilindricas. A coordenada g pode ser encarada como uma
aplicacdo p — p(p) de E (ou um subconjunto de FE) nos ndmeros reais. Em outras palavras, a
coordenada ¢ é uma funcdo, e o mesmo vale para as outras coordenadas ¢, z. Ademais, dado um
ponto p, os trés nimeros o(p), ¢(p), z(p) unicamente especificam p (i.e., ndo existe outro ponto com
as mesmas 3 valores de coordenadas).

Mais geralmente, um sistema de coordenadas é uma n-ésima de funcoes

Wi E—>R, i=1,...,n

t.q. a aplicacgdo E — R", p — (u'(p),...,u"(p)) ¢é localmente invertivel e diferencidvel (mais pre-
cisamente, aquela aplicacao deve ser um difeomorfismo entre um certo dominio D C F e sua ima-
gem em R™). Dessa maneira, o ponto p pode ser identificado com a m-upla de suas coordenadas
(u'(p),...,u(p)). Por outro lado, depois de escolher uma origem o, um ponto p em E pode ser
identificado com seu vetor-posigao r(p) = op € V. Por isso, o vetor-posi¢ao r(p) de um ponto p pode
ser identificado com o n-ésimo das coordenadas do ponto, e nés podemos (e vamos) escrever

r(ut,...,u") = r(p) (133)
se p tem as coordenadas u ™. Muito tuteis e importantes sao as derivadas parciais dessa aplicagao
887; (p) = il_r)r(l) é{r(ul, oot e, ut) —r(ut . ,u”)} (134)

= %T(UI’ Jul 4 e, ,u")}szo
onde u!,...u" sdo as coordenadas do ponto p.!® (Observe que isso é um vetor em V, e a definicdo nio
depende da origem o € E.) O vetor g& (p) tem a direcio de u’ crescente (com as outras coordenadas

fixas), e a sua norma é a taxa de crescimento métrico naquela direcao, ver Fig. 1. Este vetor pode ser

r(ut,u? +¢)

r(ut +¢e,u?)

r(ut, u?)
e or or
Oul
. _ or o
Figura 1: Os vetores da base 577, 575
caracterizado pelo seguinte fato: O vetor deslocamento entre o ponto p com coordenadas u', ..., u" e
o ponto com coordenadas u',...,u’ +¢,...,u" coincide com e g;i (p) médulo termos da ordem!¥ £2:
1 i ny _ 1 n or 2
r(u,...,u' +¢e,...u")=ru,...,u )+€6ui(p)+0(€ ) (135)
8Esse vetor é denotado por &; na Eq. (2.114) em [1].
Y¥Digamos que duas funcgoes f(z) e g(x) coincidem médulo termos da ordem z™ para pequenos z, em simbolos
f@)=g(z) +0("), -0,
se a fungao (f(z) — g(x))/x™ é limitada em uma vizinhanga da origem. Por exemplo, se f é duas vezes derivdvel, entao

vale f(z) = f(0) + zf'(0) + O(z?). Isto implica eq. (135).
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E importante observar que gq; (p) realmente depende do ponto p! A tnica excegao sao coordenadas

lineares:

Exemplo 3.1 Se x!,... 2" sdo coordenadas lineares, correspondente a uma base {a1, ..., a,}, entao
o vetor-posicdo de um ponto p com coordenadas (z!,...,2") € R™ é dado, conforme equ.s (120) e
(133), por r(zt,...,2") = 3" | 2'a,;. Consequentemente,

or _d i n

o7 (p) = e {zla) + - (2" +e)ai+---2"an}|__, = ai, (136)
ou seja, o vetor g;i (p) é simplesmente a; — em particular, constante! O
O fato que a aplicacdo p — (u!,...,u") é invertivel implica que, para cada p fixo, o conjunto dos n
vetores 5 P

T r

¢é linearmente independente, entao uma base do espaco vetorial V. Vamos chamar ela de base de
vetores correspondente ao sistema de coordenadas {u',...,u"}.

3.2.5 Mudanca de Coordenadas.

Muitas vezes é 1til saber como os vetores de base 0;7 e as componentes de vetores transformam sob
uma mudanca de coordenadas. Sejam entdo {u',...,u"} e {u',..., "} duas sistemas de coordenadas.
Pela regra de cadeia, as respectivas bases em V sdo relacionadas como seguinte:

or “ouw . or
o5 P) = 2 o () 55P). (138)

(Isso coincede com a Eq. (84), com A7; = g;f; (p).) Em particular em coordenadas Cartesianas, u/ = 27

€ %(p) = e; pela eq. (136), vale

or " 9xd
j=1

Exemplo 3.2 Calculamos a matriz gf;i para o caso quando {x,y,x} sao coordenadas Cartesianas

e {@'} sdo coordenadas lineares, cilindricas ou esféricas, respectivamente, que se referem & mesma
origem o.

(a) Sejam Z' coordenadas lineares com respeito a uma outra base a; = > 10y Al ver Eq. (84).
Pela Eq. (85), as coordenadas sao linearmente relacionadas:

n

i i =g o' i
m:ZAja:], = 85;3.:14]».
j=1
(b) Para coordenadas cilindricas {o, ¢, z} vale
oz _ cos L sen 0z _ 0
do v do esely oz
0 0 0
9z _ 9z _ 9z _
0o dyp 0z
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Uma particularidade 1til desse sistema de coordenadas é que o vetor posicao pode ser expandido, em
contraste ao aviso (149) embaixo, como

r(p) = o(p) 9,7 (p) + 2(p)0.7(p). (141)

(c) Para coordenadas esféricas {r, 0, ¢} vale

a—m—se 0 cos a—x— cos  cos @——se 0 se

o = n ® 89—7‘ % agp_ T sen ny

gi = senf sen p gg =rcosf sen gz =rsenf cosy (142)
Zi:cose gZ:—rseHG 350:0

Uma particularidade 1til desse sistema de coordenadas é que o vetor posi¢ao pode ser expandido, em
contraste ao aviso (149) embaixo, como

r(p) = r(p) Orr(p) . (143)

g

Componentes de Vetores. Como os g" (p) sd@o uma base, cada vetor em V pode ser decomposto

conforme

v="> v(p) 8’; (p). (144)
ou

Os nimeros v'(p) sdo chamados as componentes (contravariantes) de v com respeito & base
{2 Hor(P)s -y aaT"n(p)}, ou com respeito as coordenadas {u!, u"}.2% Vamos estudar a transformagao
de componentes sob uma mudanca de coordenadas. Tal mudanga implica uma mudanca da base cor-
respondente conforme eq. (138). Aplicando agora a Eq. (85) (com Eq. (84) substituida por (138)),
temos o seguinte

Lema 3.3 (Transformacao das Componentes) Seja v € V e sejam v' e 0 as componentes de v

com respeito as coordenadas {u', ..., u™} e {u',...,u"}, respetivamente. Entdo vale
no
. out .
K = - I (p). 145
P =2 5,0 P (145)
J=1
3.3 Curvas.

Uma curva parametrizada é uma aplicacdo de um intervalo [a,b] C R para E, t — 7(t). O vetor
tangente, em simbolos 7(t), no ponto r(t) da curva é definido por

. d
7(t) = pris r(t) = ;1_1(}1(1) 6 {rit+e)—r()}. (146)
(Observe que isso é um vetor em V', e a definicdo nao depende da origem o € E.) Se o pardmetro

t tem o significado do tempo, o vetor tangente 7(t) tem a interpretacao da velocidade instantanea,

290bs.: 1. Mesmo o vetor v sendo conbtante (ndo dependente do ponto D), as suas componentes v(p) dependem do
ponto p, j *(p) do
vetor v e as coordenadas uz(p) do ponto p' Apenas para coordenadas lineares, as componentes do vetor posigao 7(p)
coincedem com as coordenadas z‘(p) do ponto p.
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frequentemente denotado por v(t). Neste caso, a segunda derivada 5—;7“(15) = G7(t) = o) éa
aceleracao, denotado por a(t).
Na prética, uma curva r(t) é dada pelas coordenadas u’(t) := u'(r(t)). Aplicando a regra de cadeia

em %r(ul (t),...), vimos que seu vetor tangente tem a decomposicao

1) =3 i) (), (147

i=1
entdo os componentes contravariantes (definidas pela Eq. (144)) de 7(t) sdao dados por u'(t).2! Se a
curva é dada em termos de coordenadas Cartesianas (z(t),y(t), 2(t)), temos pela eq. (136)

T(t) = &(t) e, + y(t) ey + 2(t) e.
Exemplo 3.4 A curva reta passando pelo ponto p no tempo t = 0 com velocidade v é dada por
r(t) =p+tv, e consequentenmente 7(t) = wv.

Escrevendo v = >, v*(¢)9;7(t) e comparando com eq. (147), vimos que neste caso as componentes de
7(t) sdo dadas por

wt(t) = vi(p + tw). (148)
0
Aviso: Em constraste a eq. (147), vale
b~ . Or
r(p) # D u'(p) 5 (p), (149)
i=1

em geral! (Unica excec¢ao: Coordenadas lineares, como por exemplo Cartesianas.)
Para derivadas de curvas num espago vetorial (como por exemplo a aceleragao) vale a regra do
produto nas seguintes formas.

Lema 3.5 Sejam u(t) e v(t) curvas no espago vetorial V, e f(t) uma fungao. Entdo vale

S (P v() = F1) o) + 70 5(1), (150)
D (ule) - o(0)) = at) - w() + ult) - 5(0), (151)
%(u(t) < (1)) = a(t) x v(t) + ult) x (). (152)

3.4 Integrais.
3.4.1 Integrais de Curva.

Definicao 8 Seja C' uma curva com parametrizagao t — r(t), t € [a,b].
i) O cumprimento da curva, [(C'), é definido por

b
I(C) = / I#(6) | dt. (153)
i1) Dado um campo vetorial A, o integral de A sobre a curva C, em simbolos fc A - dr, é definido por

b
/A.dr ::/ A(r(t)) - #(1) dt. (154)
C a
O

Estes defini¢oes sao independentes da parametrizacao.

2INés escrevemos %(t) em vez de %('r(t)).
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3.4.2 Integrais de Superficie.

Definigao 9 i) Uma superficie parametrizada é uma aplicacéo suave de um certo subconjunto fechado
K C R? para E, (s,t) — r(s,t) € E, t.q. os vetores g’;(s t) e at (s, t) sao linearmente independentes.
A imagem S desta aplicagao,

S:={pe€E|3(s,t):p=r(st)}, (155)

é chamada uma superficie. Para p = r(s,t) € S, escrevemos g’s" (p) e %7; (p) em vez de ‘97“ “(s,t)e (s t).
Mais, o vetor unitario

0 0

35 (p) ¥ a’{ (p)

or
15 @) < G )
é chamado do vetor normal a superficie. Ele é perpendicular (...) a superficie (dessa maneira discri-
minando um dos dois lados da superficie). Uma superficie junto com um campo vetorial normal (ou

com um dos lados discriminados) chama-se superficie orientada.
i) A drea da superficie S, em simbolos A(S), é definido por

// H (s,t Hdsdt (157)

ii1) Seja A um campo vetorial. O fluzo de A atravez da superficie S, em simbolos |, g A-do, ¢é definido

por
8 or
/A dor = // Alr(s,0) - (52 (s,1) x 9 (s,1)) d. (158)
O

n(p) := (156)

3.4.3 Integrais de Volume.

2 43} um sistema de coordenadas numa regido G C E e valores num dominio Gy C R3. (Le.,

Seja {ul,u

p € G implica (u'(p),u?(p),u3(p)) € Go. Alternativamente, a aplicacdo (ul,u?,u3) — r(ul,u? u3)
conforme equ. (133) pode ser encarada como uma parametrizacao da regiao G, em analogia com
parametrizagoes de curvas e superficies.) O integral de volume de uma fungao f sobre G é definido

por

/de ;:// Fr(ub, u?,u®)) | det 9y, Ogr, 057) | dul dudu® . (159)
G Go
dV (ut, u? u®) (160)

Recordamos que a determinante det (817', Oor, 831") é o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores
O1r, 021,037 (dado que eles sao orientados), e coincede com o raiz |g| da determinante da matriz g;;.
Por exemplo, em termos de coordenadas esféricas, temos

dV (1,0, ) = r% sen @ dr df dep. (161)

4 Analise Tensorial.

4.1 Campos Escalares, Vetoriais e Tensoriais.
Ja sabemos que as componentes de um vetor deslocamento v dependem do sistema de coordenadas,
e sob uma mudanca de coordenadas {u!,...,u"} — {a',..., 4"} se transformam como

n

) = 3 o) Do), (162)

=1
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Um aspecto importante é o seguinte: O vetor deslocamento v é um objeto que obviamente nao
depende do sistema de coordenadas, mas as componentes dependem sim. Cada componente entao é
uma grandeza que depende do sistema de coordenadas.

Em contraste, uma grandeza fisica unidimensional®? é chamada de escalar se ela ndo depende
da escolha de um sistema de coordenadas no espago E. (Como acabamos de entender, um exemplo
de uma grandeza unidimensional que ndo é um escalar seria a componente-i, v*(p), de um vetor
deslocamento v com respeito a um sistema de coordenandas. Pois com respeito a um outro sistema de
coordenadas, a componente-i tem um outro valor #*(p).) Depois da escolha de uma unidade, os valores
de uma grandeza escalar podem ser naturalmente identificados com os numeros reais R. Exemplos
para escalares sao: intervalo de tempo (na fisica nao-relativistica); massa; densidade; temperatura;
queda de potencial eléctrico numa pilha.

Uma grandeza fisica é chamada de um vetor, se ela pode ser naturalmente identificada com um ve-
tor deslocamento v € V'; mais precisamente: Se ela resulta da multiplicacao de um vetor deslocamento
por um escalar. Depois da escolha de uma unidade, uma grandeza vetorial pode ser identificado com
os vetores deslocamento, V. Uma definicao equivalente, que frequentemente é usada na literatura, é a
seguinte. “Vetores sao grandezas fisicas tri-dimensionais, cujas trés componentes se transformam sob
uma mudanca de coordenadas como os componentes contravariantes de um vetor deslocamento”, ver
Eq. (162). Exemplos para vetores sdo: velocidade ou aceleragao instantanea de um corpo puntiforme
num dado instante de tempo; forca exercida a um corpo por uma mola; campo eléctrico num conden-
sador de placas planas. As mesmas consideracoes valem para covetores e, mais geralmente, tensores.
Exemplo para covetores: O vetor de onda k de uma onda plana, ver [9, p. 55].

Tendo esclarecido as nogoes de escalar, vetor e tensor: O que sdo campos escalares, vetoriais e
tensoriais? Em geral, um campo é uma grandeza que depende da posicao no espago. Mais precisamente:
Um campo escalar é uma fungdo f que vive no espaco F e tem como valores uma grandeza escalar.
Entao, depois da escolha de uma unidade do escalar respetivo, um campo escalar pode ser identificado
com uma fungao f : E — R. Exemplos: Densidade de um fliido; distribuicdo da temperatura na
sala; potencial eléctrico. Um campo vetorial é uma aplicacao que vive em FE e tem como valores uma
grandeza vetorial. Depois da escolha de uma unidade o campo vetorial pode ser identificado com uma
aplicacdo A : E — V.23 Exemplos: Campo de velocidades instantaneas dos constituentes moleculares
de um fliido em movimento; campo eléctrico. Em particular, o campo elétrico gerado por uma carga
() puntiforme no ponto o e dado por

kQ

B kQ _kQ or
lop|®

P o)

p+— E(p) op =
(Na segunda equagcao temos identificado o com a origem, e na terceira equagao temos usado coordena-
das esféricas adaptadas.) Consequentemente, as componentes (esféricas) do campo E sio E" = kQ/r?,
Ef=0e E¥=0.

Mais geralmente, um campo tensorial do tipo (r, s) é (depois da escolha de unidades) uma aplicacao
E — TI (V). O espago de tais campos é denotado por 7 (F). Entao T € 7] (E) aplica um ponto p
para um elemento 7}, € Ty (V'), que por sua vez é uma aplicacdo de V* x --- x V — R. E costume
escrever o argumento p como index, para deixar espaco para os argumentos em V* x .-+ x V:

Tp:(m,...,v) = Ty(n,...,v) €R.

Em particular, 760(E) sao 0s campos escalares, e 761 (E) sdo os campos vetoriais. Os elementos de
TL(E), ou seja as aplicagdes E — V*, sdo chamados de formas (diferenciais) de grau 1.

Exemplos fisicos: O vetor de onda k deve ser mais naturalmente considerado uma forma diferencial,
ver [9, p. 55]. Os Tensores de deformacao, de tensdo, e de Maxwell sao tensores do tipo (1,1).

22Unidimensional significa que um nimero (real) é suficiente para especificar o valor da grandeza.
23Em geral, os campos f e A precisam ser definidos somente num certo dominio D C E.
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Matematicamente, um exemplo basico de uma forma é o diferencial de uma funcao, construido
como seguinte. Seja f : D — R uma fungao com derivadas parciais continuas. A derivada direcional
de f em p na diregdo v € V, em simbolos (DU f) (p), é definida por

d
(Dof)(p) = = fp +tv)],_q- (163)
(Significado fisico: Taxa de variacao de f na diregao v; por unidade de comprimento se v é unitario.)

Proposicao 4.1 i) A derivada direcional (D, f)(p) € linear em v.
it) Em termos de coordenadas, vale
(Duf)(p) =D _ v'(p) i P) (164)

i=1

iit) Se r(t) € qualquer curva com r(0) = p e 7(0) = v, entdao podemos substituir p + tv por r(t) na
definigcdo (163), i.e.

d
(Dof)(B) = 5 Fr(1)] (165)
Aqui, v’ sdo as componentes (covariantes) de v € V com respeito a um sistema de coordenadas
{ul,.. . u"}, ie. v =" vi(p) g& (p). A proposicao afirma em particular que vale
of
D o = —"(p). 166
( %f)(p) 5 ) (166)

Demonstragdo. Aplicando a regra de cadéia d4

&I, =Y #0) T (r(0)).

i=1

O lado direito obviamente depende da curva r(t) s6 atravez r(0) e #(0), entdo % f(r(t)) ‘t;O =4 f(p+
tv)‘t:o se a curva r(t) satisfaz a hipdtese de 7i7). Isto mostra ¢ii). Substituindo agora %'(0) por v*(p)
conforme eq. (148) mostra Eq. (164). Aquela prépria equagao mostra a linearidade afirmada em 7).

Isto conclui a demonstragao. O

Devido & linearidade em v, a aplicacio v — (D, f)(p) pode ser considerada um covetor em T (V).

Definigao 10 Seja f : E — R uma funcao diferencidavel. O diferencial de f, em simbolos df, é a
forma, diferencial de grau 1 definido por?*

df € TV(E),  (df)p(v) := (Do f)(p)-

O
Verifique-se facilmente que vale a regra de produto
d(fg) = (df) g + f(dg).
Os diferenciais du’ das coordenadas u’(p) sdo de interesse particular:
24Observe que na literatura fisica, é comum caraterizar um campo de forcas conservativo pela relacio F - dr = —dU,
onde U é a energia potencial. Agora sabemos que o significado dessa relagao é
dr(s) d
F . -2
(r(s)) - L = L ur(s))

para qualquer curva s — r(s).
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Lema 4.2 Seja {u!, 831; (p),i=1,...,n} a base de V corres-
pondente. Entao o conjunto dos covetores {(dui)p,z’ =1,...,n} € a base dual, i.e.
i i . or i
(du')p(v) =v'(p), ou seja, (du )p (8u3( )) = 0;. (167)

Demonstragdo. Pela definigao:

(@ )y(w) = (Do) (p) = S+ 10)]_

Isso coincede com v'(p), veja Eq. (148), como foi afirmado. O

Consequentemente, cada forma diferencial de grau 1 é da forma

Ay = Ai(p) (du')y,  com Ai(p) = A,(0m(p),

ver eq. (56) da Proposicao 1.11. Os coeficientes A;(p) s@o chamadas de componentes (covariantes) de

A com respeito ao sistema de coordenadas {u!,...,u"}. Em particular, temos pela eq. (166):
of :
W)y =3 22 () (). (169
i

Pela Prop. 2.1, temos:
Corolario 4.3 Cada T € T](E) € da forma

n

T,= >, TLrponrp) @ ©0,r(p) @ (du),® - ® (du’), (169)

J1Js
il?"'7iT7j17"'j5:1

onde

T (p) = Ty ((du™ )y, - - (du™ ), 3,7 (p), - -, 8,7(p)). (170)

Esses nimeros (na verdade, fungdes) sao chamados os componentes do campo tensorial T' com respeito
ao sistema de coordenadas {u'}.

Proposigao 4.4 SejaT € T (E) um campo tensorial, sejam {u', ... u"} e{u',... ,u"} dois sistemas
de coordenadas, e sejam T;ll J“( ) e T;ll ;’"( ) 0s componentes correspondentes de T. Entao vale
- ouh ou'r Quh ouls
Ry - - k kT
Tiw= ) TET®) om0 o (05 (p) o (D). (171)
ki,ookely,.ls

, 8 L=3 A; 681;, com A; = %(p). Lembrando que a matriz inversa é

dada por (A_l)é = %(p), a afirmacao segue agora da Prop. 2.3.
(Mais direitamente: Usar a mencionada eq. (138) e o fato que vale

Demonstragao. Pela eq. (138)

ou’
& (duk)p

NE

(dﬂi)p = w

b
Il
—

pela regra de cadéia, e imitar a prova da Prop. 2.3.)
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4.2 Exemplos.

Tensor Métrico. O tensor métrico g € T3 (V) define um campo tensorial g € 75’(E) (nos usamos o
mesmo simbolo):

gp(u,v) = g(u,v) =u-v.
Observe que este tensor ¢ constante no sentido que em cada ponto p € E o valor g, € V) é a
mesma aplicagdo V x V' — R (ver também Eq. (179) embaixo). Em contraste, as suas componentes
com respeito a um sistema de coordenadas nao sao constantes em geral:

9ii(p) = %(p) : %(p),
qual expressao independe de p para todos indices i,j somente se o sistema de coordenadas ¢é linear
(e.g., Cartesiano). Se o sistema de coordenadas é ortogonal, temos g;;(p) = gii(p) 0i;-

Exemplo 4.5 Os sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas sdo ortogonais. As unicas compo-
nentes g;; nao-nulas sao

Goo =1, Gpp=10° gw=1 (172)

no caso de coordenadas cilindricas, e
gr =1, ggo=r2, Jpp = r? sen 20 (173)
no caso de coordenadas esféricas. O

Demonstragdo. Em coordenadas Cartesianas, gi; = eg - €, = d;. Num outro sistema de coordenadas
{u'}, temos pela regra de transformagao de tensores (171)

~ oxk o1 oxF Ox*
gij = ;gklaﬂi ou = k ot oul (174)

ok

5o das tabelas (140) e (142) respectivamente, leva ao resultado afirmado. [

Substituindo os valores

A n-Forma de Volume. A determinante define um campo tensorial constante € T9(E):
Qp(v1,...,vy) ==det(vi,...,v,). (175)
(Usamos o mesmo simbolo como na eq. (74).) O Lema 2.2 implica:

Lema 4.6 As componentes de €1, com respeito a um sistema de coordenadas {ul, ... u"} com ori-
entacdo positiva sdo dadas por

i (p) = 191" (D) €01 (176)
Aqui, |g|(p) é a determinante da matriz g;;(p) = 9;r(p) - 9j7(p).

Tensor de Maxwell. Dado o campo eletrostdtico E, definimos
) 1 . - 1 -
Ty = eo(B:E; — §E2gij), T) =eo(E'E; — 5E?(s;.). (177)
(na segunda expessao temos elevantado um index). O endomorfismo de V' correspondente é
. 1
T(u) =eo((E-u)E — §E2u).
Interpretacao: Seja S uma superficie com vetor normal n e elemento de superficie da = nda:

/S’f’dai/sf(n)da

é igual (—1)x o momento transportado pelo campo E atraves S por unidade de tempo.
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4.3 Operadores Diferenciais.
4.3.1 A Derivada Covariante.

A derivada de campos escalares definido em eq. (163) pode ser generalizada para campos tensoriais
de qualquer tipo: Para T' € T (F) e v € V, definimos a derivada direcional (o covariante) de 7" como
o tensor D, T € 7] (E) dado por

d
(DvT)p = an—i—tvh:O- (178)
Essa equacao quer dizer: Para ny,...,n, € V* e vq,...vs € V (constantes) definimos
d
(D,,T)p(m,...,vs) = dt( Tptto(m, - ..,vs))‘tzo.
Isso é justamente a derivada direcional da funcao p — Tp,(n1,...,v s).2% Consequentemente, a derivada
covariante também é linear em v, g; (p)
0 d

onde u!, ..., u" sdo as coordenadas do ponto p.
Exemplo 4.7 A derivada covariante do tensor métrico é zero,

(Dog)(10.0) = - gy (1) 10 = 2 g, 0) 1 = 0. (179)

P dt™? N

O mesmo vale para a n-forma de volume (). O

No caso geral, consideramos primeiro os vetores 9;7(p). Como eles nao sdo constantes, as derivadas

deles nao se anulam. A expansao de 0;0;r em termos da base {0y} define os simbolos de Christoffel
k.

I/t

(200 ) = S Tl 2 ), (150)
k=1

Aplicagao: Aceleragao. Sejat— r(t) uma curva parametrizada com coordenadas u’(t) =
A velocidade instantanea é 7(t) = >, u'(t) 9;r(t), veja Eq. (147). A aceleragao Wr( ) =:7(t
por

u'(r(t)).
) é dada
i = {ii’ + @, ) Oir. (181)

Consideramos agora os covetores du‘(p).

Lema 4.8 As derivadas das formas diferenciais bdsicas du’ sdos dadas por

0 .
J — _ J k
(auz du?) = Z I, (p) (du )p. (182)
k
P Aviso:  Se (M1)p, ...,As(p) sdo campos, ou seja, dependem de p, a derivada direcional da funcdo p >

Tp((m)p, ..., As(p)) é dada por

D, (Tp((nl)pv SRR As(p))) = (DuT),,((m)m o As(p)) + Tp((Dvnl)pv SRR As(p)) +... 4+ Tp((nl)p, RER) (DvAS)(p))~
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Demonstragdo. Como du’ (Oyr) = 67}, = cte., temos pela regra de produto

0 = 8;(du (8r)) = (Dsdu?) (O + dud (8;0r) = (Bidu? ) (B + Z T, du? (9;r)
=1
= (Oydu? ) (Bpr) +T7,..

Entdo, d;du! = 3", (9;du?)(9gr) duf = -3, ng duF, como afirmado. O
Com as equagaoes (180) e (182) podemos calcular a derivada covariante de qualquer tensor. Aviso:
Observe que (%T); sao as componentes da dervidada covariante 3 T do tensor, enquanto que
auk TZ = % (TJZ) sao as derivadas parciais das componentes.

Lema 4.9 Sejam A € THE), A € TXE) e T € T7(E) campos tensoriais. As componentes das
derivadas covariantes respectivas sao dadas por

l
0 0A;
(WA)] = Tu’z - ZAZ@)Fgcj (184)
l
0 i1 iy z i g-eip R
(WT)jll...js = uk ]11 “Js + Z {F lel2 Js +- Fk]lTlle gs } (185)

Para calcular os simbolos de Christoffel num sistema arbitrario de coordenadas usaremos a chamada
formula de Koszul:

Lema 4.10 (Férmula de Koszul.) Para qualquer sistema de coordenadas u', ..., u" vale:

or 0*r o ,0r Or o0 ,0r Or o ,0r Or

E e wial vl G v il wd R wi € wilewd Rl wed b wile )

(186)
para i,j,k € {i,...,n}.

Demonstragdo. Aplicando a regra de produto

o ,0r Or d%r or or o%r

@(@ ' 8uk’) T Ouioul  Ouk +@ duiouk

aos trés termos ao lado direito da eq. (186), todos termos se cancelam menos os termos do lado
esquerdo. O

Vamos calcular os simbolos de Christoffel para um sistema arbitrario de coordenadas:

Proposicao 4.11 Sejam g;; as componentes do tensor métrico g com respeito a um sistema de coor-

denadas {u',... ,u™} (ndo necessariamente ortogonal), e 0; = %. Vale

1
rh = 530" {09+ 0 9 — 0193 }. (187)
l

Demonstragao. Pela formula de Koszul (186) temos

eréj 9kl = 0; gjk + 05 it — Ok gij-
]
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Multiplicando com ¢*", somando sobre k, e substituindo & + 1 e 7 — k, d4 eq. (187). ]

Vamos calcular os simbolos de Christoffel para coordenadas cilindricas, esféricas e polares: As tinicas
simbolos Ffj nao-nulas sao

o= 7, o =Tl =, (155)
I, = —7rsen 29, re, =TIy, = %, (189)
F&p = —sen @ cosb, Fie = Ff@ = cot 6 (190)
para coordenadas esféricas, e
re, = o re, -z, -1, (191
0

para coordenadas cilindricas ou polares.

4.3.2 O Gradiente.

O gradiente de uma fungao f é o campo vetorial (em 7 (E)) que corresponde ao diferencial df € T°(E)
pela identificagao de vetores e covetores atravez da métrica, veja Lemma 1.7, Eq. (34):

Defini¢ao 11 O gradiente de uma fungao f no ponto p, em simbolos (grad f)(p), é o tnico vetor t.q.
para todos v € V vale

v - (grad f)(p) = (df)p(v) = (Dof)(p)- (192)
g

Interpretacao do gradiente:

Lema 4.12 O gradiente da funcao [ € perpendicular em toda hiper-superficie de nivel, S. := {p €
E| f(p) = ¢}, e mostra na dire¢io de maior crescimento de f.

Demonstragao. Seja y(t) uma curva na hiper-superficie S, com v(0) = p e 4(0) = v. Temos

v (g8 £)(p) = Dof(p) = 2 F7(H)le=0 = 0,

onde a dltima equacdo vale por que f ¢é constante ao longo de ~y(t). Isso mostra que o gradiente de f
¢é perpendicular em todos vetores tangenciais a superficie S., como afirmado.

Consideramos agora um vetor . unitario qualquer. Esse vetor mostra na direcao de maior cresci-
mento de f no ponto p se a funcao de n dada por

lim (f(p+ tn) — f(p))/t

t—0

assume o maior valor. Mas essa fungao é justamente D, f(p) = n-(grad f)(p), e assume o maior valor

justamente se n é um multiplo positivo de grad f. O
As componentes do gradiente com respeito a um sistema de coordenadas {u!, ..., u"} sdo fixadas pela
Eq. (83):26

(grad f) Z 970, f. (193)

26N&o0 escrevemos explicitamente a dependéncia do ponto p.
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Explicitamente, temos em coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente:

grad f = (0. f) ez + (Oyf) ey + (0-f) e, coord. Cartesianas
1
= (0, f) Opr + ?(8@]") Opr + (0:f) 0.7, coord. cilindricas
1 1 ‘o
= (0. f)Orr + ﬁ(agf) Opr + m(awf) Oy, coord. esféricas.

Definigao 12 Um campo vetorial A chama-se conservativo se a integral de linha de A sobre uma curva depende
somente dos pontos iniciais e finais da curva. O

E facil mostrar que um campo vetorial é conservativo se e sé se a integral de linha sobre qualquer curva fechada
é nula.

Proposigao 4.13 Um campo vetorial A é conservativo se e sé se ele possui um potencial, i.e. existe um campo

escalar ¢ t.q. A = grad ¢.

Demonstrag¢iao. Se A = grad ¢, entdo a integral de A ao longo de uma curva parametrizada C : ¢t — r(t),
t € [a,b] é dada por

b ) b d
[ eraao-ar= [ gado-iwin= [ Sow®)ar = ore) - or(w).

independente da curva. (Na segunda equacdo usamos a definigao (192) do gradiente e a Eq. (165).) Inversamente,
se a integral de curva de A é independente da curva, escolhemos um ponto fixo rg e definimos

o= [ A-a

ao longo de qualquer curva de 7y até r. Para uma curva parametrizada C : ¢t — 7(t), t € [a,b], com 7(a) = 7¢
temos entao

o(r(t)) = / A(r(t)) - #(t') d,

que implica A(r(t)) - #(t) = Lé(r(t)) = grad¢ - 7(t). Como isto vale para todas curvas e consequentemente

para todos 7(t), isto implica grad ¢ = A. O

4.3.3 A Divergéncia.
A divergéncia div A de um campo vetorial A em coordenadas Cartesianas é conhecida como

ox®  oa
Ox oy

divA = (194)

Para poder calcular a divergéncia em outras coordenadas, eventualmente curvilineas, procuramos uma
defini¢ao independente de coordenadas. Esta defini¢ao é a seguinte. Consideramos o tensor

DA €T (E), (DA)y(n,v):=n((DvA))),
e definimos a divergéncia de A pela contracao dele,
(div A)(p) = C}(DA),. (195)

Alternativamente, para p € F fixo, (DA), pode ser identificado com um endomorfismo de V' segundo
Eq. (105), levando a
(DA)p(v) := (DyA)(p), (196)
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e a divergéncia é o trago desse endomorfismo, veja Lema 2.6.

Com respeito a um sistema de coordenadas {u',...,u"}, o tensor DA tem componentes (DA);- =

(%)i, entao a definicao (195) implica a seguinte expressao em coordenadas:

—~ DA\
divA = - ). 197
v ; (auz) ( )
Em coordenadas Cartesianas vale (9,A)" = 0,A" etc., entdo (197) coincide com (194), ou seja,

Eq. (195) realmente é a defini¢ao da divergéncia independente de coordenadas.

Em coordenadas nao-lineares, (%)i #* %(Ai) pois os dois diferem pelo termo com os simbolos
de Christoffel, ver Eq. (183):

divA = (§;A)" = §;A' + AITL. (198)
Uma férmula mais 1itil é a seguinte:

Lema 4.14 A divergéncia de um campo vetorial A é dada por

div A4 = g/ 3 0,(4llg]"2), (199
i
onde |g| € a determinante da matriz g;j.

Demonstragdo. Primeiramente usamos a Eq. (176) para calcular 9;|g|'/?:

8ilg|V/? = 0;Q1.n = 0;Q(O17, . .., Br) = QOO T, ..., OpT) + -+ QOIT, . .., D;0,7)
2 QLT ..., 0r) + o+ QAT .. T2 8r) = S TL QO ..., 0r)

= ZF% |9|1/2-
i

Na eq. (a) usamos o fato que o tensor 2 e constante no sentido 0;€2, = 0. Na eq. (b) temos expandido,
no primeiro termo, o vetor d;01r como . I‘?l(‘)kr, e observado o fato que naquela soma apenas o
termo com k =1, F}lalr, sobrevive devido a anti-simetria de §2; e analogamente com os outros termos.
Assim, temos mostrado a relagao

> T =lgl7 2 olgl". (200)

Com isso, temos 9;(A[g|'/?) = (9; A1+, Ajffj)\g\l/Q, ou seja, |g|*/? vezes o lado direito da Eq. (198),
terminado a demonstracao. O

Explicitamente, temos em coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente:

divA = 0, A" + 0,AY + 0. A%, coord. Cartesianas

1
= EaQ(QAQ )+ 0,A% + 0, A%, coord. cilindricas

= %8T(r2AT) + ! dp(sen (0)A%) + 0,A%, coord. esféricas.
r S

en
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Interpretacao geométrica da divergéncia. Primeiro, algumas defini¢oes e consideracoes gerais.
A curva integral de um campo A através um ponto p, em simbolos t — 1;(p), é a curva caracterizada
pela seguinte EDO e condicao inicial:

S(0) = AP, o(p) =p. (201)

A familia de transformacoes p — 1(p) de E definida dessa maneira é chamada o fluzo gerado pelo
campo A (inglés: flow of A, a distinguir do fluxo atravéz uma superficie!). Para ¢t — 0 vale

bi(p) = p+tA(p) + O(t?). (202)
Dado um sistema de coordenadas com orientacao positiva, denotamos como sempre o vetor posicao de
um ponto p com coordenadas (ul,...,u") por r(u',... ,u™). Também denotamos o vetor posiciao

do ponto :(p) por ri(ul,...,u"). Conforme eq. (202), temos 7¢(u',...,u") = r(u',...,u") +
tA(ul, ... u") + O(t?), entdo

ore(ut,. .. u") = Or(ul,. .., u") + td A(r(ul, ... u™)) + O(t?). (203)

Consideramos agora o paralelepipedo gerado por 0174, ..., 0,7, com vértice em 1¢(p). O volume
(orientado) deste paralelepipedo é Q(017¢,...,0,7:). Pela Eq. (203), a taxa da variac@o desse volume
¢é dada por

d

prlGILII Onre)|,_y = Z Qorr,...,0;A, ..., 0.r). (204)

No lado direito expandimos 9; A = >, (9;A)*0xr e observamos que devido & anti-simetria de Q
sovbrevive apenas o termo com k = i, (0; A)'0;r (sem somatério). Com isso temos

d = :
praliGILTIN Ont)|,g =D OA Q7 ..., Opr) (205)
i=1
= (divA) Q3. = (div A) [g|'/2. (206)
Em outras palavras, temos 27
d
div A(p) - Q(Oir,...,0,r) = pn Qorre, ..., anrt)’tzo. (208)
Recordamos que Q(0174,...,0,7) é o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores 9;r;. Mas este
paralelepipedo é uma versao versao linearizada da imagem do paralelepipedo gerado pelos vetores 0;r
sob o fluxo 9;. Mais precisamente, consideramos o pequeno “cubo” G. com vértice r(ul,... u") e
lado €, ver Fig. 2: '
Ge:={r(u' +s',...,u" +5")| s €[0,¢]}.
Como r(ul,...,u’ + ¢,...,u") = »(u',...,u") + e0;r + O(e?), o paralelepipedo gerado por
eor,...,e0,r é uma versao linearizada de G., e o volume dele coincide com o volume de G, médulo
termos da ordem "', Similarmente, o paralelepipedo gerado por 917y, ... ,£0,r; é uma versio line-

arizada da imagem, ¢4(G.). A Eq. (208) entao afirma que div A(p) € a taza de variag¢ao relativa do
volume da imagem de um pequeno cubo G. sob o fluxo gerado por A, no limite ¢ — 0.

2"Isso nos leva a uma demonstracéo alternativa da férmula (199) para a divergéncia em coordenadas: O somatério no
lado direito da Eq. (204) pode ser escrito como

(204) =0 Q(A, 821”‘,837", .. ) + O Q(alr A 831" ) —+ ...
=01 QA'Ovr, Bor, D37, .. .) + Oz QO17, A%Bor, a7, ...) + .
=01 (A" Qa3..) + 02(A%Qa3..) + O3(A%Q1a3... Za (A'lg |1/2 (207)

A igualdade (206) = (207) implica a formula (199).
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r(ut,u? +¢)

wt(Gs)
682 +
eoir:
re(ul + €, u?)
re(ul, u?)
Figura 2: Interpretacao da divergéncia.
4.3.4 Operador de Laplace.
O Laplace de uma funcao f, Af, é definido por
Af := div grad f. (209)
Explicitamente, com respeito a coordenadas {u',...,u"} vale pelo Lema 4.14:
Af =gl " 0:(19" 9" 0; ). (210)
2%
Em coordenadas Cartesianas, cilindricas, e esféricas, respectivamente:
Af =0%f + 8Zf + 9%, coord. Cartesianas
1 1
= —0,(00,f) + —2(93, f+o2f, coord. cilindricas
0 0
1 1 L
= T—26T(7“28,,f) + m@g( sen 00y f) + W@Z , coord. esféricas.

4.3.5 O Rotacional.

O rotacional de um campo vetorial A em trés dimensoes em coordenadas Cartesianas é conhecida
como (rot A)¥ = £9%9;A;. Queremos calcurar o rotacional em outras coordenadas, eventualmente
curvilineas. Para este fins, re-ecrevemos esta formula em termos de componentes de um tensor:

(rot A)F .= Q7% (9, A);. (211)

Recordamos que as componentes covariantes vg de um vetor v sao dadas por vy, = v-9gr, ver Eq. (79),
e que
(0iA)j — (0:A); = 0 Aj — i A,

pois os termos A - 9;0;7 se cancelam. Usando a anti-simetria do tensor {2, podemos escrever entao

(rot A)F =" Q%9 A;. (212)
.3
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Para interpretar geometricamente o tal definido rotacional, consideramos
rot A - (9ir x 0;1) = Q(rot A, 0;r, 0;r)
= Q0 (0, A)0kr, 0ir, 0;7)

r,s

- Z(a,,AS)Q”’“QW

7,8

= 81-14]- — ain = (&A)J — (8ZA)]
(Na quarta equacdo usamos a Eq. (94).) Por linearidade, isto implica que para todos u,v € V vale®
(rot A)(p) - (u x v) = Dy A(p) - v — Dy A(p) - u. (213)

Vamos interpretar esta formula, ver Fig. 3. Dado um vetor unitdrio n (nao colinear com A(p)),
consideramos o plano n'’ e a projecdo do campo A neste plano, A’(q) := P,,1 (A(q)) para ¢ numa
vizinhanca de p no plano p 4+ n'. Seja u o (tinico) vetor unitério no plano n* ortogonal a A’(p) tal
que u, A'(p), n sdo positivamente orientados. Nesta situacao a Eq.213 implica?’

rot A(p) - m = D | A'(p)] (214)

ou seja: A componente de rot A(p) na diregao m é a taxa de variagao da norma de A’(p) em diregao
u ortogonal a A’(p), ver Fig. 3.

Y% 3 u
A’ !

-

Figura 3: Interpretacdo de rot A -n. A figura mostra o plano n' e a projecio A’ do campo A a este

plano. rot A -mn é a taxa de variacdo da norma de A’ em direcdo u L. A’, neste exemplo positivo.

Resumo: O rotacional e a divergéncia de um campo vetorial A e o gradiente e o Laplace de uma
funcao f sao dados, em componentes, por

rot A =Y QU5(9;4;)0r (215)
1,7,k
= (g7 " eijn(0iA;) 0k, (216)
0,5,k
div A =g|72) " 0;(1g)"/2 A7), (217)
grad f = Z(Ojf)gji&r, (218)
i
Af =197 0i(lg]'*(0;)9""). (219)
i.j

28Observe que o lado direito da eq. (213) é bilinear e anti-simétrico em u e v, entdo linear em u x v. O Lema 1.9
entdo afirma a existéncia e unicidade de um vetor (rot A)(p) satisfazendo a eq. (213).

Definindo v := A’(p)/||A’(p)||, temos n = u x v e A(p)-v = A'(p)-v = ||A'(p)||, pois A = A’ + cn. Usando
Dy A(p) - u = Dy(A(p) - u) = 0, a definigdo (213) implica Eq. (214).



42 Andlise Tensorial, 27/01,/2026

5 Aplicacao: Tensores de Deformacao e Tensao, Lei de Hooke.

Tensor de Deformagao. Imaginamos um corpo sélido que sofre uma deformacao continua. Antes
da deformacao ele ocupa uma certa regiao, G, no espago, e depois uma regiao G’. A deformagao pode
ser matematicamente descrita por uma aplicagao bijetiva continua, ¢, de G sobre G'. A aplicagao ¢
consiste de uma parte que descreve um movimento isométrico (translagdo + rotagdo) e uma parte que
descreve a propria deformacao. A descricao somente da ultima parte, para pequenos deformacoes, é
efetuada pelo tensor de deformacao.

Consideramos dois pontos vizinhos p e ¢ em G (antes da deformacao), e as imagens deles em G’ sob
a deformagao, p' := ¢(p) e ¢ := ¢(q). Sejam v := pg e V' := p'q’ os vetores relativos (deslocamento)
entre os vizinhos antes e depois da deformacao, respectivamente. O que nds interessa é a mudanca do
vetor relativo

d:=v —wv.

(Este vetor descreve a mudanga da posi¢ao do ponto g relativo a seu vizinho p sob a deformacao, e ja
¢é independente de qualquer parte translatéria contido em ¢. Vamos ver logo como livrarmos da parte
rotacional também.) Dado p, este vetor depende obviamente s6 de v, e é zero se v = 0. Entao deve
existir uma aplicagao linear L, : V' — V tal que vale

d = L,v+O(||lv]?). (220)

Vamos determinar esta aplicagdo Ly, chamada de “tensor deslocamento” em [3]. Para estes fins, cha-
mamos o vetor deslocamento entre um ponto p e sua imagem ¢(p) de p(p). (Para a nossa linearizagao
estes vetores nem precisam ser pequenos.) Isto define um campo vetorial p:

p+p(p) = é(p).

(Notagao: Em [3, p. 685 fI], v, p e d sdo denotados por dr, p e dp, respectivamente.) Claramente

p p(p) p

Figura 4: Deformacao.

temos (ver Figura 4) v/ — v = p(p + v) — p(p), entdo temos
d = p(p+v) = p(p) = (Dup)(p) + O(|v]|).
Como a derivada covariante é linear em v, isso mostra que a Eq. (220) realmente vale, com
Lpv = (Dyp)(p)-

Vamos agora identificar a parte rotacional e a parte que descreve a propria deformacgao em L,. Para
esses fins, precisamos supor que a deformagao p(p) seja pequena. Como qualquer aplicagio linear, L,
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possui uma tnica decomposigao L, = S, + R, numa parte simétrica (ver Definicao 7), S, = (S,)*, e
uma parte anti-simétrica, R, = —(R,)*: A saber,

e R, := % (Lp — (Lp)*). A parte anti-simétrica R, descreve a rotacio de L%’ e a parte simétrica S,
descreve a propria deformacao. Por isso, a parte simétrica S, é chamada de tensor de deformacao.

Para entender essa interpretagao, recordamos que .S, possui, como aplicacao linear simétrica,
uma BON de auto-vetores {ey,...,e3}: Spe; = \je;. Entao S, descreve uma expansao (A; > 0)
ou compressao (A; < 0) nas diregoes correspondentes, e por conseguinte nao exhibe rotacao. Para
interpretar melhor o tensor Sp, observamos que para pequenas deformagoes espera-se ||d| < |[v]], o
que implica v - v & ||v'|| ||v||. Usando isto, temos

v-Spv v Ly v-d _ v- (v —v) ~ |v']] — |lv|
1 S | N ]| S (| [v]l

, (221)

ou seja, v - Spv ||v]| 72 descreve a deformagdo relativa na diregio v.

Obviamente, o tensor S corresponde a uma dilata¢cdo homogénea se ele é um multiplo da unidade,
Sp = ¢(p) I. Pouco menos 6bvio é que ele corresponde a um cisalhamento puro se ele tem traco zero,
Tr S, = 0 (ver Definigao 7). Mostraremos agora que o traco do tensor de deformagao S, (coincede com
a divergéncia de p e) descreve a variagao relativa (infinitesimal) de volume feita pela deformacao, veja
Eq. (222) embaixo. Para ver isto, consideramos um paralelepipedo, gerado por 3 vetores vi, v, v3
com vértice em p. A imagem sob a deformacao ¢ é aproximadamente®' o paralelepipedo gerado por
v}, vh e v com vértice em p’ (com a mesma notacao p’, v, = (I+ Ly)v; como antes). Seja Ve V' o
volume do paralelepipedo antes e depois da deformacao, respectivamente. Temos

V' =det((I+ Lp)v1, I+ Lp)va, (I+ Ly)vs) = det(I + L) det(vy, va,v3) = det(IL+ L) V.
Usando o fato que para pequenas deformacoes vale
det(I+Ly) =~ 1+TrL,=1+4+1TrS,,

temos entao
V-V
%4
onde a aproximagao é bom para pequenos lados ||v;|| do paralelepipedo e para pequenos auto-valores
de Sp.32 Em particular, Tr S, = 0 significa que a deformacao S, deixa invariante o volume (proximo
de p), entdo é um cisalhamento puro.

~Tr S, (222)

30A matriz dos componentes de R, com respeito a uma BON apropriada {e1,...,e3} tem a forma
0 X O
-A 0 0
0 0 O

Mas isto é o gerador infinitesimal de uma rotagao em torno do eixo es, entdo R, descreve uma rotagdo infinitesimal. Um
outro ponto de vista chega & mesma conclusdo: A saber, para u,v € V vale

1 1 1
we Ryo = 3 (u Ly — Lyw-v) = L (w- Dup(p) — Dup(p) -v) = 5 10t plp) - (0 x ).
Entdo, u - Rpv é proporcional 4 componente do rotacional do campo p na diregdo v X u.

31Realmente, os vertices da imagem sdo sim os pontos p’ 4+ v;, mas o paralelepipedo é deformado.

32Note que Tr S, = Tr L, é justamente a divergéncia de p, veja a observagio depois Eq. (196). Daf, a Eq. (222) oferece
a mesma interpretagio da divergéncia do que a Eq. (208), veja p. 38.
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Em geral, S, possui (como qualquer aplicac@o linear) uma tinica decomposicao S, = D, + C), onde
D,, ¢ um multiplo da unidade e C), tem traco zero. A saber,

1 1
S, = =(TrS)I + S,—=(TrS,)I
p 3( p) p 3( p) (223)

- D, + C,.

Isto significa que cada deformagao infinitesimal pode ser decomposto (inicamente) em uma dilatacao
homogénea (D,) e um cisalhamento puro (Cp).

Tensor de Tensao. Sobre um corpo sélido agem dois tipos de forgas: i) Forgas volumétricas,
provocadas pela gravitacio ou campos elétricomagnéticos externos, que siao de longo alcance.®3 i)
Forgas de contato, provocadas por interagoes intermoleculares. Como elas sdo de curto alcance, as
forgas de contato exercidas sobre uma porgao do corpo pelas porgoes adjacentes podem atuar apenas
atravez da superficie de separacdo (Principio de Euler-Cauchy, Euler 1752). Dali, elas sdo também
chamadas de forgas superficiais.

Consideramos um corpo sélido em equilibrio sobre a agao de forgas de contato atuando na sua
superficie e forcas volumétricas. Como podemos descrever as forgas internas de contato no interior
desse corpo, uma vez que num dado elemento de volume a resultante de todas forgas se anula?
Imaginamos uma superficie S orientada por um campo vetorial normal n, que corta o corpo em
duas partes. Seguindo o principio de Euler-Cauchy, as forcas que uma parte exerce sobre a outra
parte agem atravez da superficie S. Consideramos um elemento de superficie Ag C S e perguntamos:
Qual é a forca AF exercida pela porcao do corpo em contato com Ao no lado de n sobre a porcgao
em contato com Ac no lado oposto a n? Ela depende certamente da drea |Ac|, mas também da
orientacao n do elemento da superficie. No limite de pequenas areas, espera-se que a dependéncia da
area |Ac| ¢é linear (homogénea). Mais precisamente: Para uma familia de superficies Ao que contém
o ponto p e tem o mesmo vetor normal n(p) = n em p, espera-se que o limite

AF dF

lim —— = — 224

A0 [Ao] o () (224)

existe e depende apenas do vetor normal n(p). Esse limite é a densidade superficial de forga, no
sentido que vale

dF

AF=| =
Ao do

(p)do . (225)

O vetor %(p) é chamado de tensao relacionada & superficie S no ponto p. Mostramos logo que ela

depende linearmente do vetor orientacao n, ou seja: Existe uma aplicagao linear 7, : V. — V tal que
%(p) = 1p,n . Escrevendo ndo(p) =: do(p), é costume escrever essa relagdo como
dF (p) = mpdo(p). (226)

Essa aplicagao linear 7, : V' — V, ou o tensor em 7T: (V) equivalente, é chamado de tensor de tensdo.
Com respeito a uma BON {e;}, (7p)}; é a componente-i da tensao atuando numa superficie com vetor
normal na direcao e;.

Demonstragdo da linearidade: Num primeiro momento, a aplicacao 7,(n) := %(p) ¢ definida apenas

para vetores unitdrios. Extendemos ela por homogeinidade, 7,(cn) = c71y(n), ¢ > 0, para todos
vetores em V. Vetores podem ser identificados com superficies orientadas como seguinte. Um elemento

33Por exemplo, a forca gravitacional atuando sobre um pequeno volume dV é pgdV , onde § é a aceleracio da gravidade.
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(finito) de superficie plana com drea Ao e vetor normal (constante) n serd denotado por Ao = Ao n,
e identificado com um vetor em V, com norma Ao e direcdo n.3* Com isso, temos

dF

Tp(Ao) = Ao - 1p(n), onde 7p(n) = E(p).

Interpretacao: Pela eq. (225), 7,(Aco) é a forca que seria exercida sobre a superficie Ao se a tensao
seria constantemente igual & tensao no ponto p.

Pela terceira lei de Newton, a forca exercida pela porc¢ao do corpo em contato com Ao no lado de
n sobre a porcao no lado oposto a n é o vetor inverso a forca exercida pela porcao no lado oposto a
n sobre sobre a por¢ao no lado de n. Em simbolos: 7,(—Ao) = —7,(Ao).

Resta mostrar que a aplicacao 7, ¢ additiva. Isso segue no principio de dois fatos: Por um lado, a
soma, vetorial de todos elementos de superficie de um poliedro é nula, e por outro lado a resultante de
todas forcas atuando sobre o poliedro é nula no equilibrio. Em detalhes: Para visualizar a soma vetorial
de elementos de superficie, Ao + Aoo, vale recordar que o teorema de Gauss, aplicado a um campo
vetorial constante, implica que a integral faa do atravez uma superficie fechada é nula. Consideramos

Figura 5: A soma vetorial Aoy ny + Acgane é a superficie achurada, com orientacao n.

Ao e Aos que sao retangulos com uma aresta em comum (lado a na Figura 5). Denotamos por
Aoy = Ao ng o retangulo entre as arestas de Aoy e Aoy opostas ao lado a (lados by e by na Figura 5),
orientado para fora desse prisma. Os elementos de superficie dos dois triangulos que faltam para
fechar o prisma se anulam, pois tem a mesma area mas orientagao oposta. Por isso, a lei de Gauss
implica Ao + Ao + Aoz = 0, ou seja: A soma Aoy + Aos é o retangulo Ao = —Ac’ = Aon com
orientacao n = —ng, para dentro do prisma.

Por outro lado, pela primeira lei de Newton, a soma das forcas superficias atuando nas 5 faces
do prisma, mais as forcas volumétricas, também deve ser nula. Vamos escolher um ponto p no
prisma, e sejam as arestas do prisma da ordem e. A forga atuando sobre o retangulo Ao, é dada
por AF; = 7,(Ac;) + O(g3), onde 7,(Ac;) é da ordem 2. As forgas atuando nos dois tridngulos
se anulam moédulo termos da ordem &3, pela terceira lei de Newton. As forcas volumétricas sio da
ordem 3. Isso implica que 7,(Ac1) + 7,(Aoz) + 7p(Ac3) = 0. Ademais, 7,(Aos) = —7,(Ac) como
mostrado encima (terceira lei de Newton). Com isso temos mostrado

(Ao + Aog) = 7(Ao) + 1 (Aoa)

concluindo a demonstracao. ]

Proposicao 5.1 Consideramos o tensor de tensao de wm corpo em equilibrio, eventualmente na
presénca de forcas volumétricas.

34Num primeiro momento, um elemento de superficie plana orientada define um covetor em V*, jogando um vetor u
para o volume orientado do prisma gerado pelo elemento de superficie e u. Esse volume orientado é justamente u- Ao, ou
seja, Ao é o vetor metricamente equivalente ao covetor descrito. Se a superficie for um paralelepipedo, gerado por dois
vetores v1 e v2 e com orientacdo na dire¢do de v1 X v1, o volume seria det(v1,v2,u), e 0 vetor metricamente equivalente
seria Ao := v1 X V3.
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i) O tensor de tensao € simétrico, T, = (7p)*.
ii) A divergéncia do tensor de tensdo no equilibrio, na presénca de for¢as volumétricas com den-
sidade volumétrica f, sastisfaz
divr, + f(p) =0.

(Na auséncia de for¢as volumétricas, a divergéncia € zero.)

Demonstragdo. Ad i). Consideramos um pequeno cubo com lado ¢, escolhemos o centro como origem
o e as 3 direcoes independentes das arestas como BON ey, es, es em V. A face do cubo com e; como
vetor normal é representada por Ao; = 2e;, e o lado oposto por —e?e;. O torque com respeito &
origem o exercido pela forga superficial aplicada no lado +Ae; serda denotado por Nii. Como a forga
superficial aplicada na face Ao; é 827'(0+%61)€1, e a forca aplicada na face oposta é —827'(07381)61,

temos

(3
+ _ 2
Nl - (761) X & T(o-i—%el)ela

2
_ 9
Nl = (_581) X (_527-(0—%(31)81)
_ 1 1
]\71+ + N, = 55361 X (7_(0+%e1)el + T(O_%el)el) = 58361 X Toe1 + 0(54).

Similarmente para os outros torques ]\72jE e N?;JE. No equilibrio, a soma de todos torques NZ-jE deve ser
zero, dai:
el X Toe| + ey X 1,69 +e3 x1,e3=0.

Fazendo o produto escalar dessa equacao com e; e recordando e - (e; X T,€;) = T,€; - (€1 X €;) =
To€; - Z]‘ €14j€;, concluimos que 7,€2- €3 = T,e3-€e3. Da mesma maneira concluimos 7,e1-e2 = T,e3- €1
e T,e3-e] = Tye1 - es. Isso implica que 7, é auto-adjunto. A presénca de forcas volumétricas nao altera
esse resultado, pois o torque exercido por elas é da ordem O(g?).

Ad ii). No cubo considerado encima, a soma de todas forgas também deve ser zero no equilibrio.
A resultante das forcas superficiais é

3 3
d :
D (Torse) ~ Tlo-gen)ei =" Y _(F5o)ei + O(e!) = £ divry + O(e").
i=1 i=1
Forgas volumétricas sdo da forma F = 2 f(0) + O(e*). Isso implica a afirmagao. O

Mais para frente vamos referir & decomposicao, analoga com (223),
7 = P(P)L+ 7p, (227)

onde 7, tem trago zero, a saber: p(p) = %Tr Tp , € Tp = 7p — p(p)I. Fisicamente, —p(p) é a pressdo no
ponto p, e 7, descreve uma tensao de cisalhamento.

Lei de Hooke generalizada. Num corpo sélido eléstico, a relagdo entre tensao e deformacao pode
ser aproximada, para pequenas deformacoes, por uma relacao linear. Por isso, existe para cada ponto
p no corpo uma aplicagao linear A, : T} (V) — T} (V) tal que vale

7 =A,S,. (228)

A aplicagao inversa A, I descreve a deformacio do corpo provocada por uma dada tensao. A, depende
somente do material do corpo.

Em analogia com o isomorfismo End(V) = T} (V), tal aplicagao A, pode ser identificada com um
tensor em T2(V): o chamdo tensor de elasticidade. Tal tensor em 3 dimensdes tem, em geral, 3* = 81
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componentes. O fato que 7, e S, sao simétricos, e o produto escalar também ¢é, implicam as simetrias
dos componentes covariantes deste tensor

Apij = Nijr = Njir = Nijiw,

que reduzem o numero de componentes independentes a 21. 3 graus de liberdade podem ser fixos
pela escolha de um sistema de coordenadas. Os outros 18 ntmeros correspondem a 18 constantes
do material. No caso de um sdlido policristalino ou isotrépico, o niimero se reduz a 2, os chamados
modulos de compressao e de rigidez.

Vamos discutir em mais detalhe este caso de um sdlido isotrdpico, i.e., que nao possui nenhuma
diregao discriminada (em constraste a um cristal). Neste caso, se nds submetemos todos instrumentos
em nosso laboratério a uma rotagao R (deixando o sélido fixo), as propriedades do sélido, e entéo o
tensor de elasticidade, nao mudam. Matematicamente, isto significa que A, commuta com a repre-
sentacdo T + Tx do grupo das rotagdes em T} (V) dada por (v®@n)g := Rv® (R~1)Tn, onde RT ¢ a
aplicagdo “transposta”, definida por (R n)(v) := n(Rv). Em coordenadas:

(Tr)! = RF (R™Y)] T}.

O espago Tll(V) contem 3 subespagos invariantes sob esta representacdo, a saber os escalares (os
multiplos da unidade), os tensores anti-simétricos e os tensores simétricos com trago zero, correspon-
dente as representagoes irredutiveis do grupo de rotagoes com spin 0,1 e 2, respectivamente. (No
caso presente, tratamos s com tensores simétricos, entao o subespago dos tensores anti-simétricos é
ausente. )

Como o nosso tensor de elasticidade A, comuta com a representacao, o Lema de Schur implica
que ele age em cada uma destes dois subespacos (escalares e tensores simétricas com trago zero) como
um certo miltiplo da unidade. Por isso, existem duas constantes, K e p, tal que A,(S,) = 3K S, se
Sp = cl, e Ay(Sp) =21 Sy se S tem traco zero. Usando a decomposigao (223), a Eq. 7, = A, S, entao
se reduz a equacao

Tp = 3K D, + 2uCy

= K(TrSp)I + 2u(S,—3(TrSp)I). (229)

Isto é o Lei de Hooke generalizado, e as constantes K e p sao chamadas de mddulo de compressdao e
de rigidez, respectivamente. Comparando com a eq. (227), o primeiro termo é o negativo da pressao.
Esta equagao pode facilmente ser invertida, S, = A, 1 Tp, & saber

1 1 1
Sp 9K (Trmp) I+ E(Tp - g(Tr ™)1). (230)

Isto dé a deformacao causada por uma tensao.

Exemplo: Torcao de um Bastao. Um bastdo (cilindro do raio R e comprimento [ > R) é torto
por um angulo a como na Figura 6. O homeomorfismo ¢ correspondente é dado (em coordenadas
cilindricas r, ¢, z) por

¢ : T(Tv ®, Z) = ’I"(T, ®+ kZZ, Z)‘
(Aqui, k = a/R, ver Figura 6.) O campo de deslocamento p é dado por

p(r,p,2) = kz dyr + O((k2)?),
entao

Orp(r, ,2) = wrx
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\/
- 2R -

Figura 6: Ap ~ al/R = kl.

A Exercicios.

Ex. 1. (Espago Vetorial.) Seja C([0,1]) o conjunto de funcoes continuas definidas no intervalo
[0, 1], com valores reais.

(a) Dado f,g € C(]0,1]) e s € R, define uma fungao f + g e uma fungao s - f.
(b) Mostre que, com sua definigdo da soma e da multiplica¢ao por os escalares, o conjunto C([0, 1])
constitui um espago vetorial.

Ex. 2. (Espago vetorial.) Lembra que o seguinte dxiomo foi parte da nossa definigdo de um espago
vetorial V:

“Para cada vetor u € V existe um vetor —u tal que u + (—u) = 0.”

Usando os outros dxiomos, mostre que este vetor é dado por —u = (—1) - u.

Ex. 3. (Dependéncia linear.) Mostre que, no R?, os dois vetores {(1,0),(1,1)} sdo linearmente
independentes, mas os trés vetores {(1,0), (1,1), (1,2)} s@o linearmente dependentes.

Ex. 4. (Projecao ortogonal.) Seja V um espaco euclideano de dimensao n, e ey,...,e, (onde
r < n) um sistema ortonormal. Seja U a varredura deles (as combinacoes lineares), e seja Py o
projetor sobre U. Entao, para qualquer dado v € V', Pyv é o vetor definido por

r

Pyv = Z(ei V) €.

=1

Mostre que o vetor v — Pyv é ortogonal ao subespaco U.
(Dica: Mostre primeiro que este vetor é ortogonal a ey, ..., e;,.)

Ex. 5. (Produto vetorial no R3.) Seja ® = (71,22,73) e ¥y = (y1,¥2,y3) em R3. Mostre que o
produto vetorial * x y é dado por

x Xy = (r2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1).

Ex. 6. (Coordenadas polares no plano.) Supomos que no plano temos discriminado uma origem
o e uma BON de vetores deslocamento {e,, e,}. Recordamos que as coordenadas z,y de um ponto p
sao definidas por

r(p) =re; +yey, (231)
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onde r(p) é o vetor-posi¢ao do ponto p. Definimos agora coordenadas polares (r, ) implicitamente
pelas equagoes

T =Trcosyp, Y=Trseny, (232)
com as restricoes 7 > 0 e 0 < p < 2.
(a) Escreve os vetores g—’; e g—; (derivadas parciais) como combinacao linear dos vetores {e;, ey}, e

determine a norma deles.
(b) Mostre que, para qualquer dado (r, ), os vetores % e g—; sdo uma base de R2.

Ex. 7. (Area e volume.)

(a) Os vértices de um triangulo plano tém coordenadas Cartesianas (2,1,5), (5,2,8) e (4,8,2).
Calcular a area do tridngulo, usando o produto vetorial. (Dica: Esta drea é a metade da area
do paralelogramo gerado por dois vetores convenientes.)

(b) Um paralelepipedo no plano tem vertices com coordenadas Cartesianas (0,0, 0), (3,0,0), (0,0, 2)
e (0,3,1). (Os 3 outros vértices sao fixados pela definicdo de um paralepipedo.) Calcular o
volume, usando a determinante de trés vetores comvenientes.

Ex. 8. (Coordenadas polares no plano.) Determinar as componentes Cartesianas, bem como a

norma, dos vetores
_or _Or 10r

v:—%(p) e w:= E(p)—*f(p)

o or
r Op

para os seguinte pontos (especificadas pelas coordenadas em coordenadas Cartesianas (x,y)):

(a) (z,y)=(1,0),
(b) (z,y) =(0,1),
() (z,y)=(1,2).

Ex. 9. (Transformacgao de coordenadas no plano.) Seja A um campo no plano dado (em

coordenadas polares) por

1 or
A(ﬂ 80) = ) %(T, 90)-

Determine as componentes A% (z,y) e AY(z,y) de A(p) com respeito as coordenadas Cartesianas,
usando a formula de transformacgao de componentes de vetores no Lema 3.3.

Ex. 10. (Coordenadas esféricas.)

(a) Para um ponto p arbitririo, calcule o vetor %(p) X g—;(p). Para este fim, use a BON

{er(p),e9(p), e (p)}. (Le., faz a decomposi¢ao dos vetores g—g(p), g—;’(p) com respeito a esta

base, e calcule o vetor %(p) X g—;(p) em termos da mesma base.) Calcule também a norma deste
vetor.
(b) Dito com o vetor g—:(p) X g—;(p). Considera em particular os pontos p com 6(p) = 5 (i.e., pontos

no equador).

Ex. 11. (Coordenadas cilindricas.) O movimento de um elétron num campo magnético seja a
superposicao de um movimento retilineo uniforme na direcao z com velocidade v,, e um movimento
circular uniforme no plano z-y com velocidade angular w e raio R.

(a) Achar a parametrizacao o(t), ¢(t), z(t) da curva em coordenadas cilindricas.

(b) Determinar a Velocida(%e 7(t) em termos da base g—z, g—;, %.

(c) Determinar a norma ||7(¢)|| da velocidade.
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Ex. 12. (Comprimento de curvas.) O movimento de um elétron num campo magnético uniforme
é composto por um movimento uniforme linear na direcao do campo com velocidade constante vg, e
um movimento uniforme circular no plano perpendicular a vy, com frequéncia angular w e raio R.

(a) Qual é o sistema de coordenadas melhor adaptado ao problema?

(b) Calcule o comprimento da curva percorrida pelo elétron depois uma periode T (“periode” refere
ao movimento uniforme circular no plano).

Ex. 13. (Integral de curva no plano.) Seja A o campo vetorial no plano dado por

1 or

A == —

(re) =733 -
(em coordenadas polares), e v : t — 7(t) uma curva fechada que faz uma volta em torno da origem

(um lago). Calcular a integral de A sobre a curva 4! Commente sobre o resultado. (Obs.: Primeiro
tem que achar uma parametrizagao de tal curva. Qual sistema de coordenadas?)

Ex. 14. (Area da hemisfera.) Calcular a afea da hemisfera com raio R, escolhendo uma parame-
trizacao e usando a formula da aula para areas.

1

Ex. 15. (Derivada direcional.)  Calcular (va) (p), onde f,v e as coordenadas (u',u?, u?) de p

sao dados por

(@) flz,y,2) =222 4+3y° +2, v=e,—2e,, (z,y,2) = (3,1,4);
(b) f(r,0,¢p) = sen () r—2, v = 5mO,r + 2097 — Opr, (1,0,¢) = (Im,m/2,7/4);
() f(z,y) =exp(z)cos(y), v=ey, (z,y) = (0,0).

Ex. 16. (Integral de volume.) Seja G a regiao dos pontos com coordenada-z entre 0 e 1, G =
R2 x R? x [0,1], e seja f : G — R a funcdo dado por

fl@,y,2) ==z exp(~a? — ).

Calcular a integral de f sobre GG, usando a formula da aula. Como primeiro passo, escolha coordenadas
bem-adaptadas!

Ex. 17. (Integral de volume.) Um corpo tem a forma de um paralelepipedo com vertices (x,y, z) =
(1,1,1), (3,1,1), (1,4,2) e (1,1, 2) (os outros 3 vertices sao fixados pela definigao de um paralepipedo).
Ele tem a densidade o(x,y, z) = z + 2y + z. Calcular a massa do corpo. — Dica: Um possivel jeito é
o seguinte: Escolhendo um vértice pg do paralelepipedo como origem, os trés lados incidentes em pg
definem uma base {a1,as, a3} do R3. Isto d4 coordenadas u’ no paralelepipedo pela definicio

(Quais valores tém estes coordenadas para pontos no interior do paralelepipedo — ou seja, com a
notacdo da aula: qual é o dominio Gy das coordenadas u’?) Escreva as coordenadas Cartesianas
(x,v, z) usadas inicialmente, bem como a densidade p, em termos das novas coordenadas (u', u?,u?).
(Cuidado! O origem escolhido inicialmente # pg!) Determine 2% (p) e use a formula da aula sobre

Ou?
integrais de volume. Nicht eindeutig!!
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Ex. 18. (Fluxo do campo elétrico.)

(a) Seja S a esféra do raio R, com orientagao tal que o vetor normal aponta para fora, e seja

kq
E(p) := i
V= fopp

o campo elétrico no ponto p gerado por uma carga puntiforme na origem o. Calcular o fluxo de
FE sobre a superficie S. Comente sobre o resultado!

(b)* Seja agora S uma deformagao continua da esféra, mais precisamente: uma superficie fechada
que contem a origem o, e que tem a propriedade que cada raio comecando em o passa por S
exatamente uma vez. Determine uma parametrizacao para S, e calcule o fluxo de E sobre S.
Comente!

Dica: Escolha a parametrizacao analogamente com a esféra em termos de coordenadas esféricas,
mas sem fixar r(s,t) = R!

Ex. 19. (Campos conservativos no plano.) No plano, seja C uma curva fechada que segue
somente as linhas de r e de ¢, e ndo contem o origem no interior. Entao, ela consiste de 4 segmentos, a
saber entre 4 pontos com coordenades respectivas (71, p1), (r2, 1), (r2,v2) € (ri,¢2), onde 0 < 11 < ro
eO§g01<g02<27r.

(a) Achar uma parametrizacao da curva C.

(b) Seja A um campo vetorial da forma A(r) = f(r) g—; (em coordenadas polares). Calcule a
integral de A sobre a curva C do item (a). Mostre: Os integrais sobre todas curvas fechadas da
mesma forma3® como C' sdo zero se e somente se f(r) = cr~2 para uma constante c.

(c)* Seja E um campo vetorial da forma E(r) = f(r) %. Mostre: Os integrais de E sobre todas

curvas fechadas da mesma forma como C' sdo zero se e somente se f é da forma f(r) = f(r).

Ex. 20. (Campo conservativo e gradiente no R?.)

(a) Seja A o campo vetorial dado (em coordenadas polares) por A(r,p) = %2 g—;. No dominio

D :=R?\ {(z,0),z <0} o campo A é conservativo [isso segue do exercicio 5.1.(b)]. Entdo deve
existir uma funcao ¢ t.q.

A=grad¢ em D. (233)

Calcule este “potencial” ¢, e faz o check que realmente vale eq. (233), usando a formula explicita
do gradiente em coordenadas polares.

(b) Fazer o mesmo com o campo E(r) = f(r) %, que também é conservativo.

(c) Visualizar os campos A e E dos items (a) e (b), respectivamente, e as “superficies” (neste caso
bidimensional, as linhas) de nivel dos potenciais ¢ correspondentes. Faz 2 commentérios sobre
a direcao dos gradentes em relacao a estes linhas de nivel.

Ex. 21. (Gradientes.) Calcule os gradientes das seguintes fungoes, em termos de coordenadas
indicadas®® em parenteses:

(a) f(z,y,2) =222+ 3y> + 2 (Coordenadas Cartesianans),

(b) f(r,0,¢) = sen (§)r2 (Coordenadas esféricas),

(c) f(o,¢,2) =exp(—ko)sen ()22 (Coordenadas cilindricas).

35mais precisamente, com winding number 0

36Te., em termos da base {g;} se as coordenadas {u'} foram indicadas.
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Ex. 22. (Superficie de nivel.) Seja f(o,¢,2) := 0° — z (em coordenadas cilindricas), e seja S a
superficie de nivel f = 0 desta funcao, i.e. o paraboléido

S:={p: f(p)=0}.

(a) Calcule o gradiente de f, em termos de coordenadas cilindricas?.

(b) Achar uma parametrizacao de S, e calcule o vetor normal (unitério) n(p), p € S.

(c) Para qual lado (fora ou dentro) do paraboléide S aponta m(p)? Achar outra parametrizagao
com a orientacao inversa (i.e., com m apontando para o outro lado)!

(d) Qual relagao temos entre os vetores n(p) e (grad f ) (p), para p € S? Por que isto deve ser assim?

Ex. 23. (Corpo rigido em rotacgao.) O campo de velocidade de um corpo rigido em rotagao em
torno de um eixo fixo n, com velocidade angular w, é dado por v(r) =w x r, onde w :=wmn, er éo
vetor posicao com respeito a um origem no eixo.

(a) Calcule v e rot v em coordenadas cilindricas. Dica: Usar o fato que as coordenadas cilindricas

satisfazem

0z
(b) Integrar fc v - dr ao longo de um circulo C' no plano ortogonal a n que faz uma volta em torno
do eixo n no sentido contra-horéario. Verifique que

§0v~dr

area

r(p) = o(p) ng) 202 ). (234)

= rotv-e,.

Ex. 24. (Rotacional.) Calcile o rotagional dos seguintes campos.

(a) Ao, p,z2) = f (o) a—; (em coordenadas cilindricas).
(b) A(Q ,2) =02 g” (em coordenadas cilindricas).
(c) E(r0, go) f ) (em coordenadas esféricas).
(d) E(r,0,0)=1° a—’" (em coordenadas esféricas).

Ex. 25. (Divergéncia.) Calcular a divergéncia do campo elétrostatico E gerado por uma esféra
uniformemente carregada, com carga total () e raio R.

(a) No interior (r < R), onde E é dado por

Q
E = r
(r) dmeg R3 re
(b) No exterior (r > R), onde E é dado por
Q
E(r)=—% e,
(r) 4meg r? €

(c)* Pelos resultados dos itens anteriores: div E é proporcional a qual grandeza fisica?

Ex. 26. (Aceleracao em coordenadas cilindricas sem simbolos de Christoffel.) Sejat — r(t)
a curva de uma particula. Achar as componentes da velocidade v := 7 e da aceleragdo a = ¥ em
coordenadas cilindricas. (Ou com respeito a base {9,r, 0,1, 0.7}, i.e., as componentes v definido por
v =Y 0" 9;r; ou com respeito & base {e,, €y, €}, i.e., as componentes v definido por v = 3" v e;.)
Tome em consideracao que e, (p) e eQP (p) (em contraste a e,) dependem do ponto p (e por conseguinte,
de t)! — Dica: Use a eq. (234), e dt( -ej) =0 (Por que?) para determinar esta dependencia de t.
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Ex. 27. (Potencial-vetor do fio reto infinito.) O campo magnético de um fio condutor infi-
nitamente extendido no eixo-z e com corrente I na direcao das z positivas é dado, em coordenadas

cilindricas, por
_ pol

B(r) = oo

e, (235)
Mostre que um potencial-vetor do campo magnético é dado por

A(r) = oLy L

27 Q)ez'

Ex. 28. (Grad e rot do vetor posicao.)

(a) Calcule divr. Use o resultado para calcular

y{ T - do,
oG

onde a superficie OG é o contorno de uma regiao G.
(b) Calcule rotr. Use o resultado para calcular

}1{ r-dr,
oS

onde a curva 95 é o contorno de uma superficie S.
(c) Mostre que grad (1/r) = (=1/7?)e,.
(d) Use a equagao do item anterior para mostrar A% = 0 se r # 0, enquanto

/ N T— (236)
G T

para qualquer regiao G que contém a origem. (Em outras palavras, A% é —4m vezes a distri-
buigao-delta.) Dica: Mostre eq. (236) primeiro para uma bola do raio R centrada na origem, e
depois para regioes arbitrarias.

Ex. 29. (Potencial-vetor do solenéide.) O campo magnético de um solendide do raio R, infini-
tamente extendido na direcao e, é dado por

(237)

B(r) ponl e mno interior, e
)=
0 no exterior do solendide,

onde I é a corrente e n é o nimero de espiras por metro. Calcular o potencial-vetor A do campo
magnético (satisfazendo B = rot A), usando nossa formula geral

1
A(r) = /0 sB(sr) x rds : (238)

(a) No interior do solendide. (A eq. (238) depende, via r(p) = op, da escolha da origem o. Onde
voce esolha 0?) Escreva o resultado em termos de B e 7, sem usar coordenadas.
(b) No interior do solendide, usando coordenadas cilindricas. (Escolha o eixo-z apropriadamente!)
Dica: Use a formula
r(0,,2) = pe, + ze,. (239)
(c) No exterior do solendide, usando coordenadas cilindricas. Dica: Mostre primeiro que a coorde-
nada o satisfaz

o(sr) = so(r). (240)
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Ex. 30. (Regras para Nabla.) Mostre: Para uma superficie S com contorno 95 e funcoes f,g
vale

% (feradg) - dr = / (gradf X gradg) -do.
oS S
Solucoes.
Ex. 6.
oy = (2® + y»)"Y?(ze, + ye,), norma =1, O,r = —ye, + re,, norma =r.

Ex. 8. Temos (com r = (22 + y2)1/?):

1 1 1
u = ;(:L’Gx +yey), v= ;(—yex +zey), w= ;((m —y)ey + (x + y)ey).

Dai, os componentes u(p), v*(p) e w'(p) para p com coordenadas (1,0), (0,1) e (1,2) respectivamente
sao

(1,00 =1,  «Y(1,0) =0; v*(1,0) =0,  vY(1,0) = 1; *(1,0) =1, wY(1,0) = 1;
u*(0,1) =0, u?(0,1) = 1; v*(0,1) = -1, v¥(0,1) =0; w®(0,1) = —1;  wY(0, 1;
w(1,2) = \}5 W(1,2) = 55; vo(1,2) = \_/g W(1,2) = \}5; w(1,2) = \_/% wh(1,2) = 55

As normas sdo |lu|| =1 = ||v| e ||w|| = v/2 independente do ponto p.
Ex. 15. (a) =6, (b) —10m~2, (c) 1.
Ex. 20.

(a) dze, + 9y2ey +e,, (b _2:§n98ﬂ' + C(;Zeﬁm“,

(c) — ke " sen (¢)220,r + ep’;/) cos() 220, + 2¢ " sen (p) 20, 7.
Ex. 25. ;

divE(r) = T%&(rQET) = {éjrefRS = : i 2
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