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1 Produto tensorial, multi-particulas

1.1 Produto tensorial

Definicao 1 Sejam H1, Ho e H espagos de Hilbert. O espaco H é o produto tensorial dos
espacos Hi e Ho, em simbolos
H=H1 ® Ha,

sse vale o seguinte.

i) Para todo ¢ € Hj e x € Ho existe um vetor ¢ ® x € H tal que valem as seguintes
relagoes:

(cp) @ x =c(9p® x) ¢ @ (cx) =c(p®x)
(P1+ )X =1 DX+ 2@ X PR (x1+Xx2) =@ X1+ 0D X2

i7) O produto escalar para vetores da forma ¢ ® y é dado por
(p@x. ¢ @x')=(6,¢")(x,x)
i1i) Se {¢, |v € I} é uma BON em H;y e {x, | x € J} é uma BON em Hj, entao

{QDV(X)X#‘I/GI,MGJ}
¢ uma BON em H.

Observacgoes.

(a) Essa definigao carateriza o produto tensorial apenas médulo equivaléncia unitéria.

(b) Um produto tensorial para quaisquer dois espagos de Hilbert é construido no Ap-
pendice B, mostrando a existéncia de tal produto.

(c) Os vetores em H geralmente nao sao da forma ¢ ® x, mas todo vetor ¢ € H é uma
combinacao linear de tais vetores, a saber

wzzcuuﬂpu@)@u onde CV;L:(SOV(X)X,ww)-
v,p

Exemplo 1 Dado M C R* e V' um espaco vetorial, o espaco L>(M;V) é o espaco de
funcoes f : M — V com || f||> = [, [ f(2)|}d*z < co. O produto escalar em L*(M;V) e
dado por

(f.g)= /M<f<w>,g<x> )y dha. (1)



MQII, 15/08/2025 3

Afirmamos que esse espaco é o produto tensorial de L?(M) e V:
L*(M;V)=L*(M)®V .
Dado f € L?(M) e v € V, definimos um elemento f ® v € L*(M; V) por
(f@v)(r) = f(r)v. (2)
Exercicio 1 Mostre que as propriedades i) e ii) da definicao sdo satisfeitas.

Para verificar iii), seja {x,} uma BON em L?(M) e {e;} uma BON em V, e seja f €
L2(M;V). O vetor f(r) € V pode ser expandido como f(r) = 3, f*(r)er. Agora a
fungdio f* : v+ f¥(r) por sua vez possui a expansio f¥ = > c* x,, entdo

Fr) =Y cxu(rer = c(x, ®ex)(r).
kv

kv

Isso mostra que realmente vale f =", c* x, ® ey, como exigido pelo item iii). O

Exemplo 2 Dado M; C R* e M, C R!, afirmamos que o produto tensorial de L?(M;) e
L?(My) é simplesmente L?(M; x My):

L*(M, x My) = L*(M,) ® L*(M>).
Dado f € L?(M;) e g € L?(Ms), define uma funcd f ® g em L?(M; x Ms) por
(f®@g)(ri,m2) = f(r1) g(ra). (3)

A demonstragao que as propriedades i) até iii) da Defini¢ao 1 sao satisfeitas progride como
no Exemplo 1.

Um caso particular é o L2(R3): Escrevendo R3\ {0} = R* x S? e d®r = r2drdS2, onde
dQ) = senfdfdy é a medida na esfera unitaria, temos

L*(R3, d®r) = L*(RY,r2dr) @ L*(S?,d) .

Operadores em H1 ® Ho

(A® B)(11 @ o) = Ay @ Bio.

Exemplo 3 O operador Laplace, A, em L?(R?) = L?(R*)® L%(S?) pode ser escrito como

10 4,0 1 1 0 0 1 0?
==—1r"—1 +=58A de Age=—— 00—+ —5—
2ar or @l iz ®8s, onde 527 sen6 90 " 90 * (senf)? Op?

e r¥2 6 operador multiplicco. O
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Verifique-se facilmente que os operadores A®1 e 1 ® B comutam, entao podem ser diag-
onalizados simultaneamente. De fato: Se {¢,;} é uma BON de auto-vetores do operador
Aem Hi e {xu;} é uma BON de auto-vetores do operador B em Ha,

ASOV?"; =ay - ()OV,’I;) BX)“’?] = b/"/ ’ X:“’?] ? (4)

entdo {¢,; ® X} ¢ uma BON de auto-vetores simultdneos dos operadores A®1 e 1 ® B
em Hi ® Ha:

(A®1 )(301/,1' Y X,u,j) = Ay Pui O Xp,j
(l ® B)(Spu,i & X,u,j) = b,u CPui @ Xp,j

Usando o calculo funcional, achamos f(A®1) = f(A)®1.
Supomos ¥ € H1 ® Ha é normalizado. Entao, pela Eq. (82) em [8], a probablididade
conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

PyAcInBed)= > > (00 ®xus¥)*. (5)

v,piay€l,by€J i,

Estados nao-correlatos. Consideramos dois sistemas, descritos pelos espacos de
Hilbert Hq e Ho. Consideramos um observivel A referente ao sistema 1 e um observavel
B referente ao sistema 2, e supomos que os estados dos sistemas 1 e 2 sejam descritos
pelos vetores 11 e 19, respetivamente.

A Eq. (5) implica que no estado 9 = 1)1 ® 19, a probablididade conjunta de encontrar
um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

P¢1®¢2(A€I/\B€J):P¢1(A€I)-P¢2(B€J). (6)

Isso implica que os observédveis A (referente apenas ao sistema 1) e B (referente apenas
ao sistema 2), em estados da forma 1); ® 12, s@o estocdsticamente independentes, ver
Eq. (A.7), e dai nao-correlatos. Isso ndo vale para estados gerais, que sdo da forma
> i @ xi! Veja [4, Dipp]. (Estes estados gerais mostram correlagoes do tipo Einstein-
Podolski-Rosen.)

Resumindo: O estado 1 ® 19 representa a simples justaposi¢ao dos sistemas 1 e 2; o
sistema 1 sendo no estado 1 e o sistema 2 no estado .

Dinamica. Consideramos dois sistemas com respetivos espacos de estados Hi, Ho e
Hamiltoneanos Hp, Hs. O sistema composto pelos dois (sub-)sistemas é descrito pelo
espaco Hi1®Ho. Se nao tem intera¢do entre eles, a dindmica é descrita pelo Hamiltoneano
Hi ®1 +1 ® Hy. Neste caso, se o estado inicial é da forma 1 = 11 ® 19, a evolucio
temporal serd ¢y = 11+ @ 12;. (Em particular, o estado permanece nao-correlato.)

Exercicio 2 Mostre que ¢y = 114 ® 2.

Se os subsistemas interagem entre se, o Hamiltoneano do sistema composto tem um
termo a mais, tipicamente da forma V(X ® 1,1 ® X), onde V(x1,x2) é o potencial
descrevendo a interacao. Neste caso, mesmo se o estado inicial é nao-correlato, i.e. da
forma 1 = 1)1 ® 19, 0 estado 1y serd correlato (para quase todos tempos).

Resumindo: Dois sistemas sem interagao entre eles (ou seja, ndo acoplados) sao repre-
sentados por H1®Hs, com Hamiltoniano H1®1 +1 ® He. Um estado 11 ®1 nao-correlato
inicialmente permanece nao-correlato.
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1.2 Sistemas de n particulas; particulas idénticas

Consideramos duas particulas, preparadas independentemente de tal maneira que a
particula 1 se encontra no estado ¢ e a particula 2 no estado 1. O sistema composto é
descrito pelo estado 11 ® 2. Na representagao de Schrodinger, o operador f(X) ® g(X)
age como

(f(X)@g(X)) (b1 ®@v2)) (. y) = (f(X) 1 @g( X)) (2, y) = f(x)g(y) - (1 @12)(, y).

Por linearidade, isso implica que em qualquer estado ¢ € L?(R3) ® L?(R3) = L?(R3 x R3)
no dominio de f(X) ® g(X) este operador age como

(f(X) @ g(X))0)) (2, y) = f(x)g(y) - ¥(z,y). (7)

Pela Eq. (82) das notas sobre MQI [8] concluimos: Num estado normalizado 1 € L?(R? x
R3), a probabilidade conjunta de encontrar a particula 1 na regidio G e a particula 2 na
regiao Gy é dada por

Py(X(1) € G1AX ) € Ga) = (9, c0,(X) @cqy (X)) = /Yﬂ(w,y)CGl (z)c, (Y)v(z, y) d*ed®y
=/ W (x,y)|? dPed’y .
G1><G2
‘2

Em outras palavras, |[¢(x,y)|* é a densidade de probabilidade conjunta de encontrar a
particula 1 em x e a particula 2 em y.!

Particulas idénticas.

2 Momento angular; Spin

2.1 Particulas com spin %

Da experiéncia de Stern-Gelach (veja MQI) sabemos que na descri¢gao de um dtomo de
prata (e também de um elétron) existe um observével “Spin” S, que comuta com os
3 componentes X1, Xo, X3 do operador multiplicagdo e os 3 componentes P;, P», P3 do
momento. Os tinicos operadores com essas propriedades sao os miltiplos da unidade. Mas
também sabemos que S, tem dois auto-valores :l:% — enquanto que a unidade tem espectro
{1}. Isso implica que o espaco de estados do eléctron é maior que L?(R?), a saber, da
forma

H=L*R)®V =L*R>V), (8)

Tsso também segue da Eq. (5), veja discussdo depois Eq. (13): Considerando que o conjunto {6z ®
Sy, T,y € R?} é uma BON continua de autovetores (generalizadas) simultdneas do operadores X ® 1 e
1 ® X, a probabilidade de encontrar a particula 1 na regido G e a particula 2 na regidao G2 é dada por

/ Fady (e ® by, )|? = / i, ) dPxd’y
G1xGo G1xXG2

pois (0 @ 0y, ¥) = P(x,y).
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onde V é um espaco linear da dimensao d > 2. Vamos escolher a descricao sem de-
generescéncia, com d = 2. Em V| pegamos uma BON {x., x_} de auto-vetores de S,:

h
Saxe = £5 X (9)
Os elementos do espago L?(IR?; V) sdao da forma?
'(E = Z e @ Xe com Y € L2(R3) . (10)
ee{t}

Pelo Cap. 1.1, a norma do vetor (10) é
1912 = 3 el =3 [ deletaP. (1)
ec{t} e /R
Temos
- eh
((Xk ®1 )J)(iﬁ) = Z xkd’a(w) * Xes (1 & Sz)¢ = Z ? Ve @ Xe - (12)
ce{+} ee{+}

Os 4 operadores {X,Y,Z,S.} fornecem um CCOC em H, com uma BON continua de
autovetores (generalizadas) simultdneas dada por {6, ® -, ® € R3, ¢ € {+}}.

Interpretagao. Pela Eq. (80) em [8], a probabilidade de encontrar o elétron na regiao
G ¢ dada por

PJ(XEG):/Gd?’:B 3 1(6e® xes b))

ee{+}
Usando a expansao (10) de ¥, temos
(0z ® Xe, 1/7) = Z((sm ® Xe, Yer @ Xer ) = Z( O, Ver ) (Xes Xer ) = V() (13)
e’ e’

pois (0g, e ) = Yer(x) € (Xe, Xer ) = 0cer. Concluimos que a probabilidade de encontrar o
elétron na regiao G é dada por

PiXeq)= [ dz Y @) (14)
v L ee{+}

Similarmente, pela Eq; (5), a probabilidade de encontrar o elétron na regiao G e também
com um valor de :t% da componente-3 do spin e dada por

PyX €GAS. = iﬁ) = / Bz e (z)]?.
2 G

Exercicio 3 Exercise 1 em [4, Bix, p. 990]. Observe a notagao de [4]:

P, £) :=0p @ X1, (r,x[) =0i(r).
2Isso pela seguinte razio. Como J(m) é um vetor em V', ele pode ser expandido em termos da BON
{x+sx=1}

F@) =Y (@) x.

Como (pela Eq. (2)) () xe = (¥ @ xe)(), isso mostra a Eq. (10).
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2.2 Revisao: Momento angular

Uma tripla de operadores J = (J;, Jy, J,) é chamda de operador de momento angular se
para todo k,l € {z,y, 2z} vale a relacdo de comutacao

e )= Y ihegmdm, (15)

me{z,y,z}

onde €4, é 0 simbolo de Levi-Civit4.? Exemplos sdo o momento angular orbital L agindo
em L?(R3) e o spin S agindo em C?. Se existe um tal operador de momento angular,
pode-se construir uma BON

{lk,j,m), ke K,jel me{-j,....,j}} (16)

de autovetores simultaneos de J* =3, J2 e J,:
J2 |k, j.om) = 3(j + DA |k, j,m), .|k, j,m) = mh|k,j,m). (17)
Em (16), K C R e I sao conjuntos de indices, sendo que I C %Ng =0, %, 1, % ...}. Quais

valores de j aparecem, depende do sistema. A BON (16) é chamada de “BON padrao”.
A construcao dessa BON usa os operadores de escada J+ = J, +iJ,. Vale

Jilk,jym) = ¢, |k, j,m £ 1), i =V +1) —mmE1)h.  (18)
Observamos ainda o seguinte

Lemma 2 Sejam ¢ L ¢ vetores perpendiculares em E;,. Entao para todo n, os vetores
JEp e JEg' também sdo perpendiculares.

Comprovante. Simples. O

2.3 Adicao de momentos angulares

Consideramos 2 espagos de Hilbert H;, Hs, cada um com um operador de momento angular
J,, v = 1,2, e uma BON padrao {|k,j,m),, k € K,,j € I,,—j < m < j}. O sistema
composto é descrito pelo espaco Hi ® Ho. Definimos

J(l)iJ1®1, J(2)®1 ® J9

e o momento angular total
J=Juy+J)-

3Identificando os indices {z,y, 2} com {1,2,3} (e.g. €xy> = €123), a definigio é

07 se {k7l7m} # {1’273}7
Ekim =1 1, se (1,2,3) — (k,l,m) é uma permutagao par,

-1, se(1,2,3) — (k,1,m) é uma permutagao impar.
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Verifique-se diretamente que isso é um operador de momento angular no sentido das
relages (15). Ademais, para todo k € {z,y, 2} e v € {1,2} vale

[T, I = 0= [Tz, Jw)s) - (19)
Por conseguinte temos dois conjuntos de operadores comutantes em H; ® H;:
(A4) {T Thays )z J2:} (20)
(B) (T3, Iy, 2, T2} - (21)
Os vetores
k1, j1,m1)1 ® |ka, ja, ma)2 (22)

fornecem uma BON de auto-vetores simultaneos para o conjunto (A), com respetivos auto-
valores h2j1(j1+ 1), A%ja(j2 + 1), my e hms. Nosso objetivo é a construciao de uma BON
de autovetores simultaneos
k1, k2, g1, J2s ks J,m)
para o conjunto (B), com respetivos auto-valores h%ji(ji + 1), A%ja(j2 + 1), h%5(j + 1)
e hm. (O indice k rotula as possiveis degenerescéncias do autovalor j. Depois vamos
ver que os j nao sao degenerados, ou seja, o indice k assume apenas um valor e pode ser
desconsiderado.) Denotamos por &,.;, ; 0 span em H,, dos vetores {|k,j,m),, —j < m < j}
e
Ekikagige = Eikrgy © Exka g - (23)

Esse espaco ¢ invariante sob todos os operadores nos conjuntos (A) e (B). A nossa tarefa
se reduz a construgao de uma BON de autovetores de (B) em cada um desses espagos.

Vamos construir essa BON, com os indices k1, ko, J1, jo fixos. Para fixar ideias, supomos
que ji; > ja2. (No caso geral, precisamos sé substituir j; — ja por |j; — jo| no final.) No
seguinte, vamos suprimir a notacao desses indices: Escrevemos & = &y, 1, > ©

Ima)|ma) = [k1, j1,mi)1 @ [ka, jo,ma)e, |k, j,m) = |k1, ko, j1, jas k, 3, m) .
Denotamos por &; o auto-espaco de J 2 com autovalor h%j(j + 1):
& = span {[k,j,m), k € K,—j <m < j}

onde o conjunto de indices K ainda é desconhecido (vamos ver que é trivial).
Obviamente, o vetor |m;)|msg) é um autovetor de J, com autovalor i(m; +ms). Como
my, < j,, o auto-valor de J, mais alto em & é myax = j1 + j2. Isso também deve ser o
valor maximo de j em &:
jmax = jl + j2- (24)

Passo (0), j = Jmax: Definimos |1, jmax, jmax) = |j1)|j2). Aplicando o operador de

escada J_ = J1_ ®1 +1 ® Jo_ e normalizando, obtém-se o auto-vetor com o mesmo
J = Jmax € 0 m diminuido por 1, m = jpax — 1:
11, s dmax = 1) = (6 ) I imax Ginax) (25)
= (o) [J1-1) @ 112) + 32) © o |j2)]
= (c amaxjmax) ' [0 = Dli2) + ¢, 000 72 — 1)]
m (V71 151 = Do) + /2 lja)lg2 — 1)] (26)
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onde c¢;,, sao os coeficientes da Eq. (18). (Na formula explicita (26), us-
amos ¢;; = hv/2j7.)  Iterando essa operagdo 2jmax Vvezes, constroi-se os vetores
I1, Jmaxs Jmax)s - - - » |1y Jmaxs —Jmax). O Lemma 2, junto com o fato que |j1)|j2) é o tnico

vetor com m = j; + jo, implicam que o complemento ortogonal do span desses vetores
nao contém vetores com j = jmax, OU Seja, esse span coincede com &; Dai, podemos
suprimir o indice k = 1 e escrever |j,m) em vez de |1, j, m).

max *

Passo (1), j = jmax—1: Consideramos o complemento ortogonal de &; .. . Neste espaco,
o maior valor de m (e consequentemente de j) é jmax — 1. Definimos |jmax — 1, Jmax — 1)
como o unico (médulo fator) vetor no span dos vetores [ji)|j2 — 1) e |j1 — 1)|j2) contido
em 5]{;“, ou seja, que é ortogonal em |jmax, jmax — 1) (dado explicitamente em (26).)
Aplicando o operador de escada J_ 2(jmax — 1) vezes e normalizando cada vez, obtém-
se os auto-vetores |jmax — 1, Jmax — 1), - - -, [Jmax — 1, — (Jmax — 1)), gerando o espago &;

max_l'

Passo (2), Jj = jmax—2: Definimos |jmax — 2, jmax —2) como o tnico (médulo fator) vetor
no span dos vetores |j1)[j2 —2), |j1 — 1)|j2 — 1) e |j1 — 2)|j2) contido em Sj{-nax ﬂé’jlmx_l (ou

seja, perpendicular em |jmax, Jmax —2) € |Jmax — 1, Jmax — 2), compare rodapé 4). Aplicando
o operador de escada J_ e normalizando, gera-se espaco &;

max—2*

... E ai val até

Passo (272), j = Jmax — 2j2 = j1 — j2: Definimos |j; — jo2, j1 — j2) como o tnico (médulo

fator) vetor no span dos vetores |j1)| — j2), [71 —1)| —j2+ 1), ..., [j1 — 2j2)|j2) contido em
Ef;naxm‘ . .ﬂSle_h_H(ou seja, perpendicular nos vetores |jmax, j1—72), - - - » |71 —J2+1, j1—72),

compare rodapé 4). Aplicando o operador de escada J_ e normalizando, gera-se espago
Ejr—ja-

Aqui, o construcao termina, porque nao tem mais vetores no espaco. Em outras
palavras, temos

Ji+j2
E= @ &, edim&=2j+1.
J=lj1—jz|

(O limite inferior |j; — ja| esta correto para os dois casos j1 < ja e jo < ji.) Vamos
verificar as dimensoes: A dimensao de £ = & ® & € (251 + 1)(2j2 + 1). A dimensao do
lado direito da equagao encima é Z;;qufszl (27 + 1) que d4, depois um pequeno célculo, o
mesmo valor.

Os elementos da BON [j,m) = |j1,72;7,m) em & (recordamos que ji,j2 sao fixos!)
podem ser expandidos como

Gom)y =Y > (mumaljm) mims). (27)

mi=—ji1 ma=—j2

4Como | 7max, Jmax —1) é 0 Unico vetor em &; com M = jmax — 1, temos

span {[j1)]j2 — 1), [j1 = D)lj2)} N & = span {[j1)ljz — 1), 1 = 1)]j2)} N [mase, Jmax 1)

)

que é inidimensional. Dai, o vetor |jmax — 1, jmax — 1) realmente é tinico médulo fator.
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(Aqui, escrevemos |my, mo) em vez de |m1)|ma).) Os coeficientes (m1, mo|j, m) sdo chama-
dos de coeficientes de Clebsch-Gordon, e podem ser calculadas conforme a construcao
descrita encima. Essa construcao mostra que (mi,ms|j,m) é diferente de zero sé se
my+me =me|j1 —jo| <j <1+ j2.5 Os coeficientes podem ser escolhidos em R.
A inversao das Eq.s (27) d4

J1+7j2
|m17m2> = Z <jam’mlam2> |Ja m>7 mim1+m27 (28)
Jj=lj1—7j2|

com (j, m|my, mz) = (m1, ma|j, m).

2.4 Teorema de Wigner-Eckart

Seja J um operador de momento angular agindo no espago de Hilbert H.
Um operador A em H é chamado de operador escalar se ele comuta com todos os Jy.

Lemma 3 Para um operador escalar A vale
(K, ,m|Alk, j,m) = 6, jsOpmmr alk, k', j), (29)
onde a(k,k',j) € C independe de m.

Uma tripla de operadores V' = (V,,V,,V,) é chamado de operador vetor se para todo
k,l € {z,y, z} vale a relagdo de comutagao

e Vi= > ihepmVim. (30)

me{z,y,z}
Neste caso, define-se Vi =V, £iV),.

Teorema 4 (Wigner-Eckart — Caso particular)

(K',j',m'|Vi|k, j,m) =0 sem' Zm+1 (31)
<k,aj,7m/|vv2|kajam> =0 se m/?ém- (32)
Ademais,
(k, 3,/ |V|k, j,m) = a(k, j) (k, j, m/| T |k, j,m)  onde (33)
. (V- J)e
k,j) = -5 - 34
olk. ) 30+ 1)h? (34)

Aqui, ¢ € um vetor arbitrdrio em & ; = span {|k,j,m), —j < m < j}.

2.5 Elétron no campo magnético uniforme

[4, Vol. 1: Dyri]

"Equivalentemente, |j — j1| < jo < j+ 41 ou |j — ja| < j1 < j+ j2. Isso é a chamada “triangle selection
rule”.
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2.5.1 Generalidades

Classicamente, o Hamiltoneano de uma particula de massa m e carga ¢ nos campos E =
—-VV—-AeB=VxA¢é

o= % (p—qA())’ + qV(x). (35)

(Pois as equagoes de Hamilton sdo equivalentes com p = mv + ¢A mais a segunda Lei
de Newton com a forga de Lorentz, m& = q(E + & x B).) Na descricao quantica do
elétron, usaremos o mesmo Hamiltoneano, substituindo os observaveis pelos operadores
correspondentes na representagdo de Schrodinger: p — P = %V, e A(x) —» A(X),
V(x) — V(X), agindo como operadores de multiplicagao, por exemplo

(V(X)y) (=) = V(x) ().

No caso de (p—gA)?, tem o problema do ordenamento dos operadores Py, e Ay(X). Aqui,
adotamos a receita simétrica

(P-qAX))’ = P?+¢?A>—¢(P- A+ A -P). (36)

(Essa receita pode ser justificada s6 pelo sucesso.)

O spin do elétron também interage com o campo magnético, através do potencial
—p- B, onde p é o momento de dipolo magnético associado com o spin. Da experiéncia de
Stern-Gerlach sabemos que para spin 1/2, o momento de dipdlo magnético é p = %S , onde
S = (Sg, Sy, S) sdo os operadores do spin agindo em C2% Resumindo, o Hamiltoniano
descrevendo o elétron no campo elétromagnetico é

1 q
H=—(P—-qgA?+qV-+1S.-B 37
2m( qA)° +q - , (37)

entendendo A, V' e B como operadores de multiplicagao e entendendo a simetrizagao (36).
A equacgao de Schrodinger correspondente é a Fquagao de Pauli.

No seguinte, consideramos um campo magnético uniforme, B = Bn. O potencial
vetor pode ser escolhido como A = %B x X, pois

Vx%(Bxa:):%[(v-w)B—(B-V)cc]:%[3B—B]:B.

Com essa escolha, calcula-se

1 1 1

P-A=_ P (BxX)=_ B (XxP)=;B-L, (38)
1 1 1

A-P=_(BxX) P=_ (XxP) B=;BL, (39)

onde L = X x P é o momento angular orbital. (Observe que L comuta com B pois B é
constante.) Resumindo, temos

H=Hy+ Hi+ Hy+ Hy com (40)

Hy= — P24 qv =L a2 (41)
2m ’ 2m

H=--LB.L, H=-1B5. (42)
2m m

STomando em consideracdo..., vale u = g 558, com g = 2,00023... o fator giromagnético.
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O termo H; descreve o acoplamento de um dipolo magnético pu = 5L L associado com o
movimento orbital, com o campo magnético B. Como esse dipolo magnético é permanente,
Hy é chamado termo paramagnético.

Ja o termo Hy descreve o acoplado do campo B com um dipolo magnético uq ~ B
induzido pelo préprio campo, contribuindo o termo Hy = —py - B ~ B2%. Esse termo é
chamado termo diamagnético. (Detalhes em [4, Dyqy.1 b].)

Ordens de grandeza. Para comparar as ordens de grandeza dos termos, introduzimos
o magneton de Bohr up e a frequéncia de Larmor wy,

qh . |dlB _ |pB|B

= <0,
HB 2m WL 2m h

Observe que para o elétron, a carga g e consequentemente pp sao negativos. Os valores
aproximados sao

pp ~ —10"3 /T, wp R B 10'2Hz para B~ 10T.
S
Escolhendo o eixo-z na direcao do campo B, o termo paramagnético pode ser escrito como

Hy =wp L, e o valor esperado é na ordem

H L E
< h1> = th Z ~ ;—; ~107 % Hz <« TO a saber =77

O termo (Hy) estd na mesma ordem de grandeza.
Para discutir o termo Ho, observamos que A? = iBQHXLHQ, onde X | é a projecao
de X sobre o plano B*. Dai, o valor esperado de Hy é na ordem

q2 2 2 q2 2 2
() = ¢ —BH|X L[ ~ o~ B ag,

8m
onde temos substituido (|| X |||?) pelo raio de Bohr a3. Usando ainda Ey ~ 2#;2 ~ 3 5@2
0 0
e (Ha) ~ %, temos

(Hy)* o (Hy) (H))
4E, (Hy)  4Ey

(Hz) ~ (< 1).
Como o lado direito é < 1, temos (Ha) < (Hy).

Resumindo:
(H2) < (Hy) ~ (Hs) < (Hy) .

2.5.2 Efeito Zeeman ‘“normal”

Literatura: [4, Dyrr, p. 835]. Consideramos o dtomo de H no campo B homogéneo, des-
prezando o spin. O campo B deforma as frequéncias e as polarizagoes das linhas atémicas.
Para analisar a mudancga de frequéncias consideremos as auto-energias. Ja para analisar
as polarizagoes, vamos considerar o valor esperado do momento de dipolo,

D =X, (43)



MQII, 15/08/2025 13

numa superposicao dos dois estados que participam na linha atémica considerada. Esse
valor esperado oscila. Analisaremos a radiacido produzida por um dipolo classico oscilante
d(t) = (D), e supomos (como [4] faz) que ela tem a mesma carateristica como a luz
emitida espontaneamente na transicao entre os dois estados. Isso vale aproximadamente,
porém, vale enfatizar que a emissao espontanea é outra coisa e deve ser tratada pela EDQ),
enquanto que nosso modelo do elétron, fixado pelo Hamiltoneano (37), ndo prevé nenhuma
radiagao (ou outra perda de energia)!
Desprezando Hs e o spin, temos H = Hy + Hy. Na BON ¢y, = [nlm) temos

H0¢nlm = En ' d)nlm
Hl¢nlm = WLLZanlm = mhwry, - anlm
H¢nlm = (En + mth) : anlm

(Degenerescéncia removidal!) Consideramos em particular a transi¢ao (1s)— (2p), ou seja
$100 — ¢21m (a chamada linha de ressonancia).

Hp100 = E1 - d100, Ho1m = (B2 +mhwr)) - ¢2a1m - (44)
A diferénga de frequéncias é Av = Q + mwy, onde Q = (Ey — Ep)/h é a diferéncia de
frequéncias sem campo B. (Lembrando que E; = —E; = —13 eV, e Ey = %El, temos
Q=2E)

Para determinar as polarizacoes, consideramos o valor esperado do operador do mo-
mento de dip6lo (43) no estado inicialmente descrito por ¥ = c1¢100 + c221m- A solugao
da equagao de Schrodinger com essa condicao inicial é

Y = cre” ™00 4 coe T o1y, w1 = Ei /R, wo = /b, Wi = wy +mwr. (45)
Lemma 5 Vale

(100|D|100) = 0, (21m’| D|21m) = 0 (46)
(100| D, y|nl0) = 0, (n'I'm/|D;|nlm) =0, sem’ #m. (47)

Comprovante. Isso é parcialmente consequéncia do Teorema de Wigner-Eckart: A Eq. (47)
segue da Eq. (31) do Teorema e o fato que D,, D, sao combinacoes limeares de D, D_.
A equagao esquerda em (46) segue da Eq. (33) e do fato que (100/L|100) = 0. A equagao
direita em (46) pode ser mostrado usando a nogao de paridade. O operador paridade IT é
definido, na representacao de Schrodinger, por

(1) () = (—=).

Ele ¢ hermiteano e unitario, II"! = II = II*. Chamamos um vetor 1 de par/impar se
Yy = 44, e chamamos um operador A de par/impar se II"TAIl = +A. Os esféricos
harménicos Y, tem paridade 11V, = (—=1)! Y}, € 0 mesmo vale para os ¢pp,. Por outro
lado, os componentes do operador multiplicacdo X sdo impares, eg. [I7' ZII = —Z. Dali,

(¢nlm’7 qunlm ) = (_1)21( Hqsnlm’y ZH¢nlm ) = ((Z)nlm’v HilZH(anlm ) = _( (z)nlm’a Z¢nlm )7

dai ( @nim/s ZGnim ) = 0. Similar para os componentes X e Y. O
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Calcula-se também [4, p. 387]

(100 X|211) = —(100|X |21, —1) = —% (48)
(100]Y'|211) = (100|Y'|21, —1) = —i% (49)
(100|Z]210) = \% (50)
onde x = (Rio, rRa1) = [;° drr®Rio(r)Ra1(r). As Eq.s (46) — (50) implicam
(100|D|210) = q% 2 (51)
(100|D[211) = —ql6 (& + i9) (52)
(100|D|21, 1) = q% (& — if) (53)
A evolucao temporal do valor esparado é
(D)yp = 2Re[ce ™" =)(100|D|21m)] , ¢ = éica.
Supondo que c1,c2 € R, e escrevendo wy' — wy = 2 4+ mwy, com Q = wy — wy, temos
(D)o = 2qc% cos(Q) 2 (54)
(D)ys = —2qc% [cos (2 + wr)t)@ + sen ((2+wp)t)g] (55)
(D>w;1 = 2qc% [cos ((2—wr)t)& — sen ((Q — wp)t)g] (56)

A radiagao produzida por um dipolo cléssico oscilante d(t) = (D)ym tem as seguintes
propriedades: Para m = 0, a luz emitida é polarizada linearmente; a intensidade é maximal
nas diregoes perpendiculares a Z, e zero na direcao zZ. Para m = +1, a luz emitida é
polarizada elipticamente, em particular: A polarizacao é circular na direcdo Z e linear nas
direcoes perpendiculares a Z.

A linha de ressonancia do atomo de hidrogénio é mais complexa devido ao spin do
elétron e pésitron (estrutura fina e hiperfina), porém qualitativamente os resultados obti-
dos aqui coincidem com as obervacoes.

2.5.3 Fator de Landé e efeito Zeeman andémalo

Literatura: [4, Dx.3].

2.5.4 Acoplamento J-J

Literatura: [4, Fx]. Consideramos dois momentos angulares J, agindo nos espagos de
Hilbert respetivos H,, v = 1,2. Eles adicionam uma interagao da forma

M =adq)-J
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ao Hamiltoneano. (Aqui, Jy=J1®1 e =1 J1.) Classicamente, a evolugao
temporal desse acoplamento é dada por

d )

%J()—QJXJ(I) onde J = J )+ J (9, (57)
com [J (|, [ 2)|, J(1)-J (2) e J constantes. Isso é uma precessao do vetor J ;) em torno do
momento total J (que por sua vez é constante) e com velocidade angular a|J|.” Na MQ,
vampos supor que o Hamiltoneano total seja Hy + H1, onde Hy comuta com os momentos
angulares J,). Nesse caso, a evolugao temporal do valor esperado é dada por

d 1

%<J(1)>t = %QJ( s Hil)e =

7T day - Il

O componente-r do comutador calcula-se como

[Tz Ty - I @)] = [Te T2y + J:d@)=] = [Ty Jawl J@w + [Ta)e J)=] J@)-
= ih(Ja)=d 2y — Jawl2):) = (T @ x Jw)), = ih(J x J 1)),

e similar para os outros componentes y, z. Concluimos que a evolugao temporal na MQ é
dada pela EDO

d
£<J(1)>t = CL<J X J(1)>t . (58)
Similarmente, achamos para J () a EDO %(J@))t = —a(J x J(9))¢, que implica que o

valor esperado do momento angular total J é constante. Porém, em geral (J x J (1)> %+
(J) x (J(1)), e por isso a evolucdo temporal quantica (58) em geral nao é uma precessao
como no caso classico (57).

Queremos calcular a evolucao quantica explicitamente. Para determinar os auto—
vetores e —valores do operador Hi, observamos que

Ty Ty = 5 (7 =Ty = Jy) - (59)

1
2
Dali, os vetores { |k, j1, j2,J, m) } fornecem uma BON de auto-vetores:

o ah? , . . . o
Hy |k, j1, j2,j,m) = - (GG+1) =G +1) = jo(G2 + 1)) - |k, 1, 2, j,m) .

"Uma rotacdo em volta do eixo unitédrio n pelo angulo «, em simbolos Ry (a), age num vetor v como
1 1
Rn(a)v = v/l + cosav™ + senan x v,

onde vt := (nv)ne vl i= v—vt sdoos componentes de v perpendicular e paralelo com n respetivamente.
Verificamos que o vetor v, = Ry (wt)v satisfaz a EDO

4
dt

Ve =wWn X V.

O lado esquero é w( — sen (wt)v" + cos(wt)n x v*), e o lado direito é w(cos(wt)n x v + sen (wt)m x
(n x v")). Usando a identidade (de Grassmann) n x (n x v™) = —v", a EDO est4 verificada.
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Exemplo 4 Consideramos dois spins 1/2, i.e., J; = Jo = S no espago C? ® C2. Aqui,
j1 = jo = % sao fixos, e nos denotamos os vetores |j1, j2,j, m) simplesmente por |j, m).
Pela ultima equacao, temos

. ah?® , . 3. .
Hy [j,m) = =~ (J(J+1)*§) “|g,m).

Em particular,

3ah?
H10,0) = — ‘Z -10,0) (Singlet) (60)
ah? .
Hy |1am> = T ’ |1am> (Trlplet) (61)
Consideramos o estado inicial
1
o = —(10,0) + |1, 1)) .

V2

A evolucao temporal dele com Hamiltoniano Hy é dada por

1, . i .
Py = E(e ztwo‘070> +e ztw1|17 1>) , onde wy = —
Queremos calcular o valor esperado, em este estado, do operador S(;). Usando a expansao
dos vetores |7, m) em termos dos |e)|e’) do Cap. 2.3, temos [4, p. 1077]:

3ah . ah
, W1 = —/ .

4 4

h
S(l)z|17 1> = §|17 1> S(1)+|17 1> =0
h

L.

h
51):10,0) = 5[1,0) S(1)410,0) =

Com isso, calculamos os valores esperados

h h 40 )
(S)2)ue = 1 (=const.) (Sy+)we = W) e onde Q = w; — w, = ah.
Os valores esperados de S(1), e S(1), sao as partes reais e imaginarias, respetivamente, do
valor esperado de S(;);.. Dal,

h h
<S(1)x>¢t = _ﬁ COS(Qt) <S(1)y>111t = _ﬁ sen (Qt) .

Similarmente, para o vetor (S s)); calcula-se 0 mesmo componente-z, mas componentes x
e y opostos. Dali, o spin total S =5 () + S(y) tem valor esperado constante,

(S)y = gﬁ-
Reconhecemos que neste caso especial, o vetor (S(1)); faz uma precessdo em torno do eixo
fixo (S), com velocidade angular €2 — exatamente como a evolugao temporal cldssica (57).
Porém, para outros estados iniciais g, isso nao é o caso: A norma do vetor (S (1)>t em
geral nao é constante, e a ponta dele descreve uma elipse em vez de um circulo em torno
do eixo fixo (S) [4, p. 1081]. O
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3 Teoria de perturbacao independente de tempo

3.1 O método

Consideramos um Hamiltoniano da forma H = Hy+ W, Hy e W auto-adjuntos, onde nos
conhecemos a diagonalizacdo de Hy, mas nao de H. A tarefa é achar aproximadamente
os autovalores e autovetores de H por um algorismo iterativo.

O termo Hy sera chamado de “Hamiltoniano livre”, e o termo W de “perturbacao”.
Seja {pni| n € N,i=1,...,d,} uma BON de autovetores® do Hamiltoniano livre Hy

com auto-valores respectivos E7(LO):
Ho¢n,i = B pni. (62)
Para achar os auto-vetores e auto-valores do Hamiltoniano H = Hy + W, definimos
H(\) = Ho+ \W, A €[0,1], (63)
e tentamos resolver, para cada A € [0, 1], a equacao
HA)p(A) = EQA) ¢(A). (64)

A hypétese crucial é que E(X) e ¥(A) dependem analiticamente de A, permitindo as ex-
pansoes

EN)=EQ 4 xEMW £ X2E@ 4 ) =@ 4 xp® 4 X2 4 (65)
Substituindo na Eq. (64), os dois lados dessa equago viram

HA)$(\) = Hot® + M Hop™Y + W) - 4 N (Hop ™) + Wl =) .
EN) () = EOpO 1 \(EO@ypM 4 My 4o 4 A(EOp®) 4. EOy0)y 4.

Comparando termo a termo, resulta na sequéncia de equacoes

(Ho — E®)p® =0 (66)
(Ho = BO) ) = —(W — V) (67)
(Ho — E(O)) Pp@? = —(W — E(l)) M 4 E@ (0 (68)

e em v-esima ordem
(Hy — E(U)) 1/,('/) =—(W — E(l)) 1/,(1171) + E(2)w(”’2) 4.+ E(”)w(o). (69)

Eq. (66) quer dizer que ¥(® é um dos auto-vetores de Hy e E© ¢ a auto-energia cor-
respondente. Supomos que (©) seja normalizado, e que E©) § a n-esima auto-energia,
EO) = E,SO). Entdo ¢ deve ser contido no auto-espaco correspondente,

En={YeH]| HO¢:E,(LO)¢}ESpaH{<Pn,z‘\ i=1,...,d,}.

8Discutimos o caso discreto de autovetores (e nao vetores generalizados), ou seja, o caso de estados
ligados, veja a discussao depois do teorema espectral em [8, p. 22(7)].
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Denotamos por P, a projegao sobre esse espaco. Aplicando essa projecao nos dois lados
da Eq. (67) e observando que ele anula o lado esquerdo, resulta em

(P,WP, — EM) 4 =0, (70)

(Aqui também usamos que P19 = ¢(0)) Em outras paldvras, (%) ndo é apenas qualquer

auto-vetor de Hy em &,, mas também é um auto-vetor de P,W P, (a restricao de W no

subespaco &,), e E1) é o auto-valor correspondente. Obviamente, E(1) = () W (),
Para determinar 1), aplicamos a projecio sobre o complemento ortogonal de &,,

Pr=1 - P,
na Eq. (67). Isso resulta em
(Hy — EO) pLy() = —ply ()

(No lado esquerdo, usamos que Pnl comuta com Hj, e no lado direito usamos que P,f‘z/z(o) =
0.) No complemento ortogonal de &, o operador Hy — E©) ¢ invertivel; entdao temos

Pnidj(l) — —(HO _ E(O))—l P#Wqﬁ(o) (71)
d,y

=" Z Z(ES/)) - Eﬁzo))il(QOn’,iy W¢(O)) Ot i - (72)
n/#n 1=1

O componente de M) em &,, P,y fica indeterminado em geral (mas no caso nao-
degenerado pode ser fixada por convengoes, ver abaixo).

Para determinar E?), fazemos o produto escalar dos dois lados da Eq. (68) com w(o)
Observando que o lado esquerdo d& zero e que 1?0 é normalizado, isso resultando na
equacao

E®) = (v, (W — EW)p)
= (v, (W )in N+ (@O, (W — ED)Pp)
— (W%(WfE( NPLpMY @ (4O pLy), (73)

Na segunda equagdo inserimos P, + P;- = 1. O segundo termo na segunda linha se anula
por causa da Eq. (70),

WO, (W = EM) Py ®) = (Pu(W — EO)p®,4M) = 0

(observando que P, e W sao operadores auto-adjuntos). Na tltima equa(;éo (73) (a),
observamos que o termo com FE() nao contribui devido ao fato (1/1 PLw(l)) =
(P;-w(o), 1/)(1)) = 0. Substituindo as Egs. (71) e (72), respetivamente, obtemos

E®@ — _(W¢(0)7 (Hy — E(O))AP#WWO)) (74)
d,

=" Z Z(Er(z(/]) — B (w i W @) 2. (75)
n'#n i=1

(Isso é o valor esperado do operador —Pi-(Hy — E(©)~1PL no estado W (%))
Para determinar ¢(2), aplicamos PnL na equagao (68), dando

Py = —(Ho — EO) ' P (W — By, (76)

Porém, P#Wq/)(l) néo é determinado porque P,1(!) nio é. Para adiantar, consideramos



MQII, 15/08/2025 19

O caso nao-degenerado (d, =1). No caso nao-degenerado, os componentes dos pW)
em &,, P,y = (w(o),l/;(”)) () sdo fixadas pela convencao de normalizacao. Nos ado-
tamos a seguinte condicao de normalizagao

(¥(0),¥(N) =1 vA€[0,1]. (77)
(Pode ser satisfeita: Exercicio! Awviso: O Cohen-Tannoudji usa a condigao de normalizacao
que [|¢(A\)]] = 1!) Como se verifica facilmente, nossa condicao (77) é equivalente a

(B0, p1) =60, Vv €N, (78)

o que implica P,0®) = 0 ou seja, P,LLq/J(") =) parav >1 .
O vetor (M) é completamente determinado, a saber, dado pela Eq. (71). Com isso, o
lado esquerdo da Eq. (76) é determinado e coincide justamente com (?):

W = —(Ho = EQ) P (W = By, (79)
nalogamente, aplicando a projecao P;- em (69), obtem-se para v > 2
Analog plicando a projecio P, em (69), ob D
YW = (Hy — B — PF W — EM)yp=1) + E@ =2 4 BU-D M1 (80)

Para a energia na v-esima ordem (v > 2), fazemos o produto escalar dos dois lados da
Eq. (69) com ¥(?). Usando a condicio (78), obtemos

W) — (w(o)’ W¢(V—1)). (81)

Com isso, a Eq. (64) pode ser resolvida até qualquer ordem v, a saber, determinando
consecutivamente F(1), @b(l), E®) w(Q), etc., até W), w(”).

Exemplo 5 (Oscilador forgado) Recordamos que o oscilador harmoénico pode ser rep-
resentado por

1
Ho = ho(A™A+3)

onde A= /%57 X +i \/% é o operador “abaixamento”, com relagoes [A, A*] = 1. Vale

A*op =vVn+1ppi e Apn =vVne,_ 1.

A primeira equacdo vale para encontrar os auto-vetores de Hj a partir do estado funda-
mental g, a saber: ¢, = ﬁ (A*)"pg. O operador A*A =: N (“number operator”) age
como Ny, =n - ©,.

Consideramos uma perturbacao da forma

hw
W=—(A+ A",
V2
que é proporcional ao operador posicio X e dai descreve uma forca externa constante.”
Como E©) escolhemos a energia fundamental F(©) = E(()O) = % Como ela é nao-

degenerada, () = .

hw
E(l):(S007W800)25(9007(‘4—’_"4*)@0):0 pOiS A(’OOZO’
1

-1
W = —(Hy— EON P Wepg = —= N1 A+ A")pp = — ¢1 .
(0 (Ho ) 0 Vo NG ( )0 ﬂcm

9Em datlhes, \W = —fX, onde —f = M /7=
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Usamos que Hy — E©) = A*A = N, (A4 A%y = 1 e N"lp; = ¢.
huww hw
E(z) = (¢(O)aW¢(1) ) = _7 (9007 (A +A*>901) = _77

1 1
W@ = —(Hy = BEO) P wyl) = S NP A+ A%y =

2\/5902

(Usamos que PDJ-Agol = POJ‘(,O() = 0.) Ademais, E®) = 0, como pode ser facilmente
verificado. Resumindo:
hw

E(\) = Ey — A27 +0(\h (82)
2
BN = g0 — \%«m n ;ﬂ s + OO) (83)

Para comparar com a solucdo exata, precisamos ainda normalizar. Como |[()\)||? =
2 _ 2 _1 2
1+ 4+ 0, temos [¥(N)[| 71 = (1+ 2 +0(X%)) 2 =1-2 + 0(X%), e

) A A A2 A2
D) = ”ZEA;‘ = (po—Jsort 5z et ) (L= 4 )
<P1+)\*2(—1900+L<P2) + O(\%) (84)

:SOO—E 5\ 75 2

3.2 Meétodo variacional

Seja H o nosso Hamiltoneano. A aplicacao ¢ — (H), (valor esperado) é um funcional
nao-linear de H nos ndmeros reais.

Definigao 6 Seja F' uma aplicacao de H em C (um funcional), e ¢ € H.
i) A derivada de F em 1, em simbolos DF(1)), é a aplicagao (funcional) linear de H
em C, DF(¢) : x — (DF(v), x) definida por

(DF@W), ) = SF( + 5|0

i1) 1 é um ponto estaciondrio de F se a derivada de F' em v é nula, ou seja, se para todos
X € H vale LF(¢ + sx)|s=0 = 0.

Teorema 7 (Ritz) Seja H um operador auto-adjunto. O funcional ¢ — (H)y (definido
no dominio de H) é estaciondrio em 1) se e somente se 1 é um autovetor de H.

Comprovante. Usando a regra de quociente para derivada e o fato que H é auto—adjunto,
chegamos em

ds <H>¢+sx|s:0 = H7/)H4 .

Agora a direcdo “<” é obvia. Para mostrar “=", vamos supor que o valor esperado seja
estacionario em . Neste caso, a expressao encima é zero para todos x. Substituindo
X por iy, isso implica (H,x ) = (H)y (9, x ) para todos X, que por sua vez implica a
conclusao do teorema, com autovalor correspondente ' = (H ). g
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Principio Minimax. Vamos supor que o Hamiltoneano possui espectro puramente dis-
creto, ou seja, que existe uma BON de autovetores ¢, com Hep, = E, - ¢,. (Aqui
denotamos o autovalor com o mesmo indicie como o vetor: No caso de degenerescéncia
pode acontcer que F,, = E, para n # n’.) Vamos ordenar os auto-valores E,, tal que
Ey < Ey < Ey < .... Para um vetor ¢ no dominio D(H) do operador H, com expansao

=" Cnn, vale
(%HT/)) = ZEn|Cn|2 > EOZ |Cn|2 = EOHQMP
n n

Isso implica que a energia fundamental Ey é dada pelo minimo dos valores esperados,

Ey= inf (H)y,. 85
0= dnf (H), (35)

Se g é conhecido, o préximo autovalor Fy pode ser encontrado pelo mesmo método,
aplicado no complemento ortogonal de ¢g:

Ey = inf (H)y. 86
it () (56)

(Deixamos de anotar que ¢ também deve fiacr no dominio de H.) Mas até sem conhecer
o autovetor ¢y da para encontrar o autovalor E;: Parar todo ¢ € H vale (ezercicio!)

inf <H>w S inf <H>¢
YePy

PpeEPt
Conclue-se que
Ei =sup inf (H)y . (87)
pEH VEFT
Isso é o principio minimax. Similarmente, mostra-se para todo n:
E,= sup inf  (H)y, (88)

d)lrnd)ne/}'[ w€<¢17~~~7¢n>L

onde (¢1,...,dn)" é o complemento ortogonal do span dos vetores ¢, ..., ¢p.

3.3 Exemplos: Estrutura fina e hiperfina do atomo de hidrogéneo
4 Teoria de perturbacao dependente de tempo

Consideramos um Hamiltoneano dependente do tempo H(t), e procuramos a solugao da
equagao de Schrodinger

i, = H(D)y. (89)

Nesse caso, nao é suficiente achar os auto-valores e vetores de cada H(¢). Um método
perturbativo de achar solucoes aproximativas é a série de Dyson, veja Secao 4.1. Ela
funciona bem quando H(t) é da forma

H(t) = Hy + W (t), (90)

onde W (t) é uma familia de operadores auto-adjuntos, e a diagonalizagdo de Hy é con-
hecida. Nesse caso, a Série de Dyson sera aplicada no chamado cenario de interagao, veja
Secao 4.2.

No caso geral de um espectro continuo, pode nio existir um minimo, mas Ey ainda é o fnfimo.
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4.1 Série de Dyson

Literatura: Messiah, Vol. II, Cap. XVIII.
Pelo princii pio da superposicao, para todo t a aplicagdao g — v é linear. Ademais,
a norma de qualquer solugao da equacao de Schrodinger (89) é conservada, pois

m%wmwz(—H@W%%)+(%Jﬂﬂ%)=0

devido ao fato que H(t) é Hermiteano. Dai, esperamos que para todo t existe um operador
unitario U(¢,0) que aplica qq estado inicial 1)y para a solu¢do ¢, no tempo t. Realmente
vale [11]:

Proposicao 8 Seja H(t) uma familia de operadores auto-adjuntos satisfazendo certas
condig¢oes. Entao a solugdo ¢y da Equacao de Schréodinger (89), com 1y dado, é unica.
Ela € da forma ¢y = U(t,0)%o, onde U(t,s), s,t € R, é uma familia de operadores
unitdrios com as sequintes propriedades:'*

ih%U(t, §) = H(t) o U(t, s) (91)
Ultt) =1, (92)
U(t,r)oU(r,s) =U(t,s) (93)

para todo t,r,s € R.

Observe que essas relacoes implicam U(t,s)~! = U(s,t) e

ih%U(s,t} — _U(s. )0 H(1). (94)

A EDO (91) com condigao inicial (92) possui uma tnica solucao, e ela satisfaz a
relacdo (93). Reciprocamente, a relacao (93), sob a condi¢do apropriada de diferencia-
bilidade, implica na EDO (91). (Ezercicio: Como definir H(t)?)

Uma tal familia {U(t, s) }+ ser é chamada de familia de propagadores ou evolugao tem-
poral para a familia H (t).

Uma solucao formal da EDO (91) com condicao inicial (92) é dada pela série de
Dyson,?

oo 1 t t1 tn—1
Ult,s) =1 +> —— [ dty [ dta--- dtn H(t1) - H(tn)
S g [ [ [ it
:ﬂ+;“fm[w~[%ﬂwmwﬂm» (95)

Aqui, T7...] é o produto temporalmente ordenado,

TH(t)--- H(tn)] = H(txq)) - - H(tr () (96)

1Na verdade, a afirmacéo é um pouco mais forte: Existe uma tnica familia bi-parametrica de operadores
unitdrios U(t, s) que satisfaz as equagoes (91) e (92). A equ. (93) é uma consequéncia.
'?Uma notagéo informal e resumida para esta série é U(t,s) = T'exp (— 4 [* dt'H(t')/h).
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quando 7 ¢ uma permutagao tal que tr(1) > lr(2) - > tr(y). Obviamente, isso ¢ uma
funcdo totalmente simmétrica em t1,...,t,: T[H(t1) - H(tn)] = T[H(ty1)) - H(to(n))]
para qualquer permutacao o. Na Eq. (95) temos usado que para uma fungao f totalmente

simétrica vale
5 / v @S [ am-n | .
/tl,...,tne[st 72; tr(1) 2 Zlr(n) ( ) %;n 11> >t ( ) 1> >ty

(A equacao (a) vale por causa da simmetria.)
Se o Hamiltoniano independe do tempo, H(t) = H, a série de Dyson coincide com a

solucao que ja conhecemos:
U(t, 8) — efi(tfs)H/h 7

que na Mecanica Quantica I [8] temos denotado por U;_s.
Vale enfatizar que para grandes |t — s|, os primeiros termos da série de Dyson em geral
ndo sao uma boa aproximacao: Por exemplo, se H é constante, série comeca como

Ult,s) = e t=9H/h —q _ %(t— SYH +---

que é uma péssima aproximacao para (t — s)(H) > h. Isso melhora em situagoes quando
H(t) é da forma (90) e nos “subtraimos” a evolugao livre descrita por Hy:

4.2 Cenario de interacao

(Essa abordagem esta chamada em [4, Cap. XIII.B.1 b)] de “Change of functions”).
Consideramos uma familia H (t) da forma (90), H(t) = Ho+ W (t), onde W (t) contém
uma constante de acoplamento, W (t) = )\W(t). No principio, Hy pode também depender
do tempo. Denotamos por U (t, s) a evolu¢ao temporal para H(t), e denotamos por Upy(t, s)
a evolucad temporal para Hy. A evolucdo temporal no cendrio de interagao é definida por

UL(t,s) = Up(0,t) U(t,s) Uy(s,0). (97)

E simples verificar que e essa familia satisfaz as relacdes (92) e (93). Consequentemente,
ela deve ser a evolugao temporal para alguma familia de Hamiltonianas. Vamos calculd-las:
Usando as EDO’s (91) e (94) temos

z‘h%U[(t, s) = Uo(0,t)(— Ho + H(t))U(t,s)Up(s,0) (98)
=wl)Ul(t,s), onde (99)
W (t) = Uy(0,t)W (t) Uy(t,0). (100)

Concluimos que a familia U’ (¢, s) é a evolugao temporal para W (t), definido encima.
No seguinte vamos considerar um Hj independente de t. Neste caso, temos Uy(t,0) =
e Ho/h ¢ Uy(0,1) = eHo/h ¢ consequentemente

Wf(t) — eitHo/fL W(t) e—itHo/fL .

A série de Dyson para U’(t,0) até primeira ordem na constante de acoplamento é

.ot
Ul(t,0) =1 —% / dt' e o/l yy (1) e Ho/h L O(A2) (101)
0
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Probabilidades de transicao. Sejam ¢, os autovetores de Hy com respetivos auto-
valores E,, Hopn, = Enpy,. Queremos calcular a probabilidade P;_,, de transicao de um
estado inicial ¢; para um estado final ¢y sob a evolucao temporal completa descrita por
um Hamiltoneano da forma (90), H(t) = Ho+ W (t). Mais explicitamente, seja ¢; o estado
do sistema no tempo t, evoluindo conforme H (t). Consideramos que o sistema inicialmente
estd no estado ¢;, ¥y = p;. Temos entao

¢t = U(tu O)SDZ ;

onde U(t,s) é a evolugdo temporal para H(t). Queremos calcular a probabilidade de
transicao

Piss(t) = (g, ¥0)* = e, U, 0)00) P = [(Uo(t,0)* o5, U (£,0)¢0)[* (102)
Na tltima equacdo escremos U (t,0) = Uy(t,0)U’(t,0), e jogamos o primeiro fator ao outro
lado do produto escalar. Usando Uy(t,0)*p; = e“HO/hcpf = eitEf/hgoJc, chegamos em

Pisp(t) = (¢, UN(£,0)00) - (103)

Como U! é a evolucio temporal para W (t) = eHo/h 1y (t) e=#Ho/h 4 série de Dyson,
equ. (101), da

ULt 0)0 Z / 4t et ni (o W(E)p1) + O(A2) (104)
(n, UL (£,0)03) = 6pi — ;_L/ dt' e En=ED/h (o0 W () pi) + . .. (105)
0
Para n # ¢ concluimos
2
Pyt ﬁ/ﬁ”WMwﬁwwmn .. (106)

(mais termos da ordem W?), onde wy; = (Ef — E;)/h. Uma condigao necessdria para que

essa aproximacao seja boa é
i
2l W(E)e0) < 1

para todo t' € [0, ].
Consideramos os casos especiais de W constante (independente do tempo) e depois de
W (t) com dependéncia temporal harmonica.

W independe do tempo. Usando a férmula

b " tw/2
/O i’ et = e's Senw(/;/ ), (107)

a equ. (106) d4 até segunda ordem

Wil sen (twpi/2)?

PO = T a2y T

(108)

onde Wy = (of, Wy;) € wyi = (Ef — E;)/h. Como fungao de wy,;, essa probabilidade é
maximal se wy; = 0, ou seja, quando os estados inicial e final tem a mesma energia.
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W com dependéncia temporal harmoénica.

4.3 Absorcao e emissao induzida
4.4 Regra de ouro de Fermi

Literatura: [4, XIII.C.3]

Consideramos um Hamiltoneano Hy cuja decomposicao espectral possui uma parte
discreta H,(Hp) e uma parte absolutamente continua Hac(Hp). A parte discreta corre-
sponde aos estados ligados, e a parte Hac(Hy) corresponde aos estados de espalhamento,
veja Teorema 10 na pagina 29. Queremos discutir a situagdo quando um estado ligado
evolui com o tempo, por uma perturbacao W da dinamica, num estado de espalhamento.

Recordamos que o espaco de estados de espalhamento é gerado por uma BON continua
de autovetores impréprios [7,8] {xx;, k € Q CR",j=1,...,d(k)} do Hamiltoniano Hy,

n
/Qd"’fZ Xkg) (Xiejl = 1, Hoxr,j = E(k) - Xk.j -
j=1
Pegamos E(k) como uma das coordenadas em (2, fazemos transformagao de varidveis

(k,j) = (E,B) e escrevemos xy ; = |E, ). Com isso, temos

| aE [ a'semp)E a0 E =1 HolB.) = E-IE8).

onde o(E, ) é a determinante Jacobiana da transformagao, no contexto chamada de
densidade de estados.’® (Os varidveis B € € podem ser autovalores de observéveis que
completam {Hp} para um CCOC.)

Consideramos agora a adigdo de uma perturbacao W constante,

H=Hy+ W,

e consideramos um estado ¥ que inicialmente é um auto-estado de Hy, 19 = ¢; com
Hopi = E; - ¢;. Para I no espectro de Hy e J € ', seja pr j(t) a probabilidade de
encontrar, no tempo ¢, um valor da energia F € I e um valor de § € J. Temos

prs(t) = / dE /J 48 o(E. B)(E. Blin) (109)

13Por exemplo, para o Hamiltoneano livre, temos Q = R3, d(k) = 1 para todo k € R?, e uma BON
continua de autovetores é dada por xi(r) = (27r)_%e““‘r. Em particular, temos

g 3 f'LQkQ
;d klxe)(xel =1, Hxkr = E(k) - x& com E(k)=
]RZ

om

(A primeira equacio é o Teorema de Fourier.) Chamamos xx = |E,n) com E = E(k) e n = k/|k| € S>.
A transformacao de varidveis k — (E,n) resulta em

/OOO A [ | d9n) o(B) |2, n)(E,n] = 1,

com densidade de estados o(E) = ™Y3"E onde d)(n) = senfdfdy é a medida na esfera.
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onde ¢y = U(t,0)p;. Usando a férmula (108) para a probabilidade de transigao
|(E, B|1¢)|?, temos em segunda ordem em W:

o) 5 [ 4 [ 5085 0D i sy (10

onde w = (E— E;)/h. Para grandes ¢, usamos a relagao w — 27td(w) = 2wtho(E —

E;), e concluimos
2m
prat) =65 [ aBu(B A BAW R seBieT (111)

epry(t) =0se E; & 1. Isso é a regra de ouro de Fermi.

5 Teoria de espalhamento

5.1 Secao de choque

Discutimos o espalhamento elastico de duas particulas com massas m, e meo, interagindo
por um potencial da forma V(71 — 7r2). Num primeiro momento, a discussao sera cldssica.
O processo considerado corresponde, no referencial de centro de massa, ao espalhamento
de uma particula com massa m = mimse/(my + mgo) pelo potencial V(r) (o “alvo”).
Supondo que o potencial V seja de curto alvance e concentrado perto da origem, para
tempos muito antes e muito depois do choque, o movimento da particula pode ser suposto
como retilinear (“assintotas entrando e saindo”).

Comecamos com a descrigao classica da experiéncia de collisao. O estado incedente
(t - —o00) é caraterizado pelo momento p e o pardametro de impacto: Isso é o ponto onde
a assintota entrando perfura um plano S perpendicular a p (antes do alvo). O estado final
(t — 00) é caraterizado pelo angulo sélido da assintota saindo com a assintota entrando, o
qual pode ser identificado com um vetor normalizado n € S2. (A norma |p| do momento
deve ser inalterada pela conservagao da energia.) No principio queremos saber, para cada

Figure 1: Visualizagao de o(AQ)

n € S?, onde a particula deve atravessar o plano S para que ela tenha a direcdo assintética
n depois do espalhamento. Na prética, em vez de uma direcao fixa n consideramos um
elemento de angulo sélido AQ C S? e perguntamos qual elemento de superficie contida no
plano S a particula deve atravessar para que ela seja espalhada para dentro de AQ C S2.
A 4rea dessa superficie é a chamada se¢do de choque, em simbolos o(AS), ver figura 1.
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(A aplicacao AQ — o(AQ) é a maior informagao sobre o potencial V' que pode ser obtido
por esse tipo de experiéncia.)

Para determinar a secao de choque, a experiéncia é repitida um grande ntimero N de
vezes, com frequéncia constante e com o pardmetro de impacto variando aleatoriamente,
de tal maneira que o fluxo incidente Fj, é homogéneo. Isso é o nimero de particulas que
atravessam S por unidade de area e de tempo: Para uma pequena superficie AS C S
e um intervalo de tempo At, seja Ni,(AS, At) o nimero de particulas que atravessam a
superficie AS em At, e
Nin(AS, At)

At

a taxa com qual as particulas atravessam AS. (Suposto independente de ¢.) O fluxo é
definido por

nin(AS) = (112)

. nin(AS) Nin(AS, At)
= T|AS] IAS|A?

onde |AS] é a drea de AS. (Ele é suposto a ser homogéneo, ou seja, independente de AS.)

Similarmente, seja Nout(rAS, At) o nimero de particulas que sdo detectadas em At
pelo detetor localizado no angulo sélido A€}, numa grande distancia r da origem — ou
seja, detectadas na superficie rAS) contida na esfera concentrada na origem com raio r.
Definimos a taxa

F

: (113)

T Nout (TAQ, At)
nout(AQ) = Tli)Iglo T

Esperamos que para todo elemento de angulo sélido AQ C S? existe um elemento de
superficie S(AQ) C S tal que toda particula que estd espalhada para dentro de AQ deve
ter atravessado a superficie S(AQ). (A drea de S(AQ) é a secao de choque o(Af2).) Dai,
vale

Nout (AQ) = 11 (S(AQ)) & R, 0(AQ) .
Em (a), usamos a definigdo (113) do fluxo incedente Fi, e a mencionada defini¢d da segéo
de choque, o(AQ) = |S(AQ)| = drea de S(AQ). Concluimos que'*
ou AQ)
r(AQ) = Meu(AY) (114)

m

Pela aditiviadade, deve existir uma medida g—g, a chamada secao de choque diferencial,
tal que para todo AQ C S? vale

o(AQ) = . % do

A secao de choque da esfera inteira é chamada de se¢do de choque total:

do
KN 2\ _
Utot—U(S)—/SQdeU.

MBemerkung: D.i. also

nimero de particulas que sdo espalhadas para dentro de A2 por unidade tempo

o(AQ) =

numero de particulas incedentes por unidade de area e tempo
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Essa definicdo operacional da secdo de choque faz sentido na mecancia quantica
também, e nossa tarefa é agora calcula-la na mecanica quantica para um dado poten-
cial. Na mecéncia quantica, recordamos a férmula da densidade de corrente de um estado

¥,

i) = St (G (),

e a sua interpretagao: | gJ - da ¢ a probabilidade que a particula atravessa a superficie S
no sentido da sua orientacio no intervalo At, dividido por At (no limite At — 0).1

Para o estado incidente, a integral f g Jin*da coincide com Jin|S|. Por outro lado, a prob-
abilidade que a particula atravessa a superficie S no intervalo At é dado por %Nm(S, At).
Concluimos que ji,|S| = % nin(S), ou seja,

nin(S)

N jin =
Jin = 3]

Fy . (115)

Similarmente, sob a hipdtese que j, () tem a direcdo radial # para grandes r, vale

Nouwt (AQ) = N lim Jout - da = N lim Jout(T)r2dQY.
r—00 rAQ r—00 AQ

Usando Eq. (115), concluimos que

o(aq) = "B _ [ Jouelr) e
Fy =0 JAQ Jin
ou seja,
do T 2jout(rn)
() = Jim 2 do (116)

5.2 Teoria de espalhamento independente de tempo

Na mecanica quantica, na abordagem independente do tempo, consideramos como estado
incidente uma onda plana com momento p = hk. Desprezaremos o spin; entdao o espaco
de estados é H = L*(R3).

Definicao 9 Um estado de uma particula é chamado de

e estado ligado sse para todo € > 0 existe uma regiao G limitada tal que para todo ¢
a probabilidade de encontrar a particula em G é maior o igual a 1 — ¢;

e estado de espalhamento sse para toda regido limitada GG, a probabilidade de encontrar
a particula em G cai para zero para t — +o0.

150u seja, fs J.-da é a derivada com respeito a € da probabilidade que a particula atravessa a superficie
S no intervalo de tempo [¢,t + ¢]. Essa interpretagao segue da relacdo de continuidade,
. d
j,rda=—-—P(X €q),
oG dt

pois o lado direito é 4+ a derivada da probabilidade que a particula atravessa a superficie de dentro para
fora.
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Teorema 10 Um estado € ligado se, e somente se, ele estd no subespaco Hy(H) gerado
pelos auto-vetores (prdoprios) do Hamiltoniano H.

Um estado é um estado de espalhamento se, e somente se, ele estd no subespaco Hq.(H)
associado com o espectro absolutamente continuo.

Hac(H) é aquele subespago que possui uma BON continua de auto-vetores improprios do
Hamiltoniano H, (veja [7, Tma. 21]). Para os Hamiltonianos “nao-patolégicas” o chamado
espectro singular-continuo é vazio, e nesse caso H = Hy(H) & Hac(H).

Seja agora o Hamiltoniano da forma Hy + V, onde Hp é o Hamiltoniano livre em
L?(R?). Para uma grande classe de potenciais de curto alcance vale o seguinte:

Teorema 11 Seja V € LY(R?) tal que'®

|z —yll

Entdo existe uma BON continua {xx, k € R3} de autovetores generalizados de Hy + V

com autovalor (generalizado) E(k) = h;—,’ff, tal que para grandes r vale

ezkr

k(1) p 5o €T + (k) 7) +0(r %), P =r/r. (117)

r

Esse fato é implicito no Thm. XI.41 em [12]. O primeiro termo descreve uma onda plana
incidente, e o segundo termo descreve uma onda esférica saindo. A fung¢o f é chamada de
amplitude de espalhamento. Se o potencial for radial (ou seja, invariante sob rotagoes), ela
é da forma

f(k,7) = f(k,0), Ek=|kK|, 0=Z2Lkmr). (118)

Vamos supor que o nosso Hamiltoneano seja da forma anunciada no Teorema 11. A
evolugao temporal de um estado inicialmente descrito por ¢y = [ d*kA(k) xx é dada,
para grandes r, por

wt(r) _ /dSkA(k) Xk('r) e—itw(k) rjoo /d3kz4(k) ei(k'r—tw(k))_i_/ dgkA(k) f(k;, T) ei(kr—tw(k))’

onde w(k) = hk?/2m. O primeiro termo é um pacote de onda livre, e o segundo termo
descreve para grandes t o estado saindo espalhado pelo alvo V' (e vai para 0 se t — —o0).
A densidade de corrente correspondente a g,

.. ho o
j=—Im(XxVxz),
m

é da forma

hk . . Bk [f(R, 7))

j = jin + jout + jinterf7 onde jin = Ea Jout(r) m 7,2 T+ O(T_3)7 (119)

enquanto que Jine¢ na0 contribui para a segao de choque o(AQ) dado que k/k ¢ AQ.
(Demonstragao na aula.) Com isso, pela Eq. (116) temos

49 ) = tim 1222 g )2, (120)

m r—00 ]in

%Tss0 carateriza a classe de Rollnick. Veja [14] para outras condigdes suficientes.
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Teorema 6ptico.
4
oot (k) = - Imf(k,0 =0).
Vamos agora construir os auto-vetores (generalizados) yg do Teorema 11 para um
dado potencial, verificar que eles se comportam como (117) para grandes 7, e calcular a
amplitude de espalhamento f. Para esses fins, usaremos dois métodos: A série de Born e

as ondas parciais.
5.2.1 Série de Born.
A equacao de Schrédinger independente de tempo e com auto-energia E = h%k? /2m, pode

ser escrita como
2m

(A + B)xk(r) = 25 Vr)(r) (121)
Recordamos que a fungao
-1 eikr
G(r) = P (122)

é uma funcéo de Green para o operador A+k2, i.e., (A+k?)G = 6®): AEDP (A+k*)u=h
possui a solucdo particular u = G % h [6, Prop. 1.7]. Isso implica que toda solugao da
EDP (121) é da forma

. 2m
Xk = X%+ Ixk, onde IxzﬁG*(V-X) (123)
e X% é uma solucio da equacio correspondente homogénea, (A+k?) X% = (0. Para descrever
situacoes de espalhamento, pegamos a onda plana,

() = e

Formalmente, a solu¢ao da equagao (123) é

(o]
Xk = Xi+ > I"X3, (124)

n=1

onde I™ =T o---0ol. Isso é a série de Born. Para potenciais centrais, d4 para mostrar

que essa série converge 8617
00

2
2 dre Vi) < 1. (125)

K2
Se esse numero é < 1, os primeiros termos sao uma boda aproximagao. (Referéncia?) A
aproximagao com 1 = 1,
0 0
Xk =~ Xg + IXk s (126)

é chamada de aproximac¢dao de Born. Vamos calcula-la.

OiS estabelece uma norma para como operaaor em Co com a norma || - ||oo- € essa norma

"Pois (125) estabel para, I perad Co(R? S

oo n
I

el pelo argumento padrao da analise.

for menor que 1, o operador 1 — I possui o inverso 1 + >
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Para uma fungao qualquer y, temos

m €ik|7'77"|
I — _ d3 / / /
(D)) = =505 [ &' V)
m eikr

12

_ 3. —ikn-r’ / / -2
577 /dre V(r)x(r)+0(r ™)

onde m = r/r. (Usamos a expansio |r — /| =r —n -7 + O(r~!) para r/r’ — co.) Para
uma onda plana, y = X% = ¢*" a integral é justamente a transformada de Fourier do
potencial no ponto k — kn (a transferéncia de momento),

V(k—kn) = / AP et F=Fm) Ty (gl

Resumindo, achamos uma solucio xx da Equacdo de Schrédinger com energia h?k?/2m
que se comporta como (117), onde a amplitude de espalhamento é dada, em primeira
ordem, por

Ble,n)=——"_V(k—kn). (127)

5.2.2 Meétodo de ondas parciais.

Consideramos um potential central, V"= V(r). Neste caso, as auto-fungoées do Hamiltoni-
ano e a amplitude de espalhamento sao da forma

Xk(T) = X&(r, 0), f(k,n) = f(k,0),

onde @ é o angulo entre k e r = rn. Expandindo as auto-fungoes em harmonicos esféricos,
onde s6 aparecem os Yjy por causa da independéncia do angulo ¢,

o0
E V(1) Yi0(0

=0
a equagao de Schrodinger (121) vira
1 d? I(l+1) 2m
( dr 2 r+ k'2 - ( 7”2 ) - ﬁV(T’)) Vgl = 0. (128)

(As funcoes vy ® Y é chamadas de ondas parciais.)

a) O caso V = 0: Expansao da onda plana em harménicos esféricos. As ondas
planas satisfazem a equacao de Schrodinger livre, i.e. com V = 0. Neste caso, denotamos

©) .,

as solugoes por x,~ e v, ;, respetivamente. As solugoes da EDO

1 d? 9 U(1+41) (0)
<7‘d7’2r+k_ r2 >v =0

o ) < . (. ),
que nao sao singulares na origem sao as fungoes esféricas de Bessel, v (r) = gi(kr).
Concluimos:
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Lemma 12 Toda solu¢cdo da EDP de Helmholtz, (A—l—k:Z)X;cO) = 0, que € reqular na origem
e € invariante sob rotagées em torno do eizo %, é da forma'®

oo
0) = cji(kr) Yio(6).
1=0
Isso vale em particular parar a onda plana: Existe uma sequéncia a; tal que

= arji(kr) Yio(0) -

=0

Para achar os a;, fazemos o produto escalar em L?(S?) dos dois lados dessa equacdo: O
fato que os Yy sao ortogonais implica

- T
ay ji(kr) = /52 Yio(0)er <0 a0 = 271'/ Yio(w)e* ™ du.
—1

Depois de integrar em partes, e usando a identidade Yjo(f = 0) = 4/ ZH = (—1)!Yjy(n),

chegamos em

L/Am (2] + 1) T 1
T sen(k’r—l§) + O((kr)Q)'

aj ]l(kr) r—00

Por outro lado, as j; se comportam como

1

AET) 2 (kr)?

sen (kr — lg) + O( ) (129)

r—o0 ki
Por comparacao, concluimos que a; = i'y/47(21 4 1). Resumindo:
Lemma 13 A onda plana possui a expansdo

ezk~r

I
NE

A (21 + 1) ji(kr) Yio(6) (130)

N
I
o

it (21 + 1) 5;(kr) Py(cos ), (131)

o

I\
o

onde 6 € o angulo entre k e r.1

Do mesmo jeito mostra-se que toda solucdo da EDP de Helmholtz é da forma

oo l
r 0 QS z Z Alm ]l kT‘ +blmnl(k7")) Sflm(‘gad))v

onde n; sdo as fungoes esféricas de Neumann (singulares na origem).
YA equ. (131) segue da relagdo Yio(0) = 1/ 2L Pi(cos6).
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b) O caso V #0. Escrevendo vy ;(r) = u’”( ) a EDO (128) vira

dr? 72

(d2 2o D h2 Ry )) ups = 0. (132)

Supomos que temos uma solucao u; que é regular em r = 0. Como o potencial é de curto

alcance, ela deve satisfazer (% + k:2) ug(r) = 0 para grandes r. Isso implica que existem
dois parametros ¢; e d; tal que

ukJ( )r—>oocl sen (k"l“—l* —l—(51) (133)

(O pardmetro §; é chamado de “phase shift”.) Substituindo isso na expansao xx =

3 Lk l( )Ylg, concluimos que a solucao xx se comporta para grandes r como

9=y

n (kr — l— + ;) Yio(f) parar — oco. (134)

ﬁ\l—t

(%)
Queremos mostrar que isso é o mesmo comportamento da funcao

ezkr

e+ f(k,0)

para uma bem-definida amplitude f(k, ). Para esse fim, expandimos a fun¢ao f como

Zfz ) Yio(6

e usamos a expansao (130) da onda plana e o comportamento (129) dos j;. Isso da

ihor etkr s sen (kr —17) etkr
4 2l 1) —=~ k Yio(0 1
: T D (VAR M T e (59

()

parar — oo. Um célculosinho mostra que (*) da equ. (134) coincide com (**) da equ. (135)
para todos r se, e somente se,

4m(21 4 1)

. 4rw(20+1)
fi(k) = — esend, e ¢ =il M P

k

Resumo: Para potenciais centrais V(r) de curto alcance existe para todo k uma auto-

funcao x (k) do Hamiltoniano Hy+V com auto—energla que se comporta para grandes
r como anunciado no Teorema 11,

Xk (r) 5o €7 4 f(k,6) — +0(?),
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a saber: A amplitude de espalhamento f é dada por

f(k,0) = VAm (20 4 1) e sen 6 Yip(6) (136)

| =
M8

N
Il
=)

(21 4+ 1) € sen §; Py(cos ). (137)

Il
| =
(]2

N
Il
=)

Para encontrar os pardametros (“phase shifts”) d;, solve-se a EDO (132) e faz-se a ex-
pansao (133) da solucao ug;.
Se o alcance do potencial for ry, as ondas parciais com

\/ l(l + 1) > kry

podem ser desprezadas.

5.3 Teoria de espalhamento dependente de tempo

(Equacao de Lippmann-Schwinger...)

Consideramos um Hamiltoniano da forma H = Hy + V e recordamos que o espago de
estados de espalhamento coincide com aquele subespacgo que possui uma BON continua de
auto-vetores improprios do Hamiltoniano H, Ha.(H) (veja Tma. 10). Se o potencial V' (r) é
de curto alcance, esperamos que um estado de espalhamento localizado longe do alvo para
t — —oo serd localizado longe do alvo para t — oo também, e que para grandes tempos
|t| — oo, sua dinamica serd aproximadamente livre. Formalmente, para todo v € Hac
esperamos que existem dois “pacotes de onda” livre @oyi/in € Hac tal que a “condigao
assintética” seja satisfeita:

IU(,0)¢ = Uo(t,0)doutjinll = 0 para ¢ — +oo. (138)

A norma pode ser escrita [|U(t,0)1) — ¢out/inll, onde UL(,0) = Up(t,0)1U(t,0) ¢ a
evolucao temporal no cenério de interacao, e a condicao assintética vira

¢out/in = t—lgimoo Ul(t70)1/} : (139)

Os operadores Wy /in = limg 100 U I(t,0) realmente existem sob certas condigdes sobre
V' como operadores isométricos de H,. — H, e sao chamados de operadores de Mgller. O
operador
S = WouWst = lim Ul(t,s) (140)
t—o0

S§—>—00

é a chamada matriz-S.
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A Nocoes basicas da MQ

A.1 Variaveis estocasticas.

No dominio quantico, o valor de um dado observavel, se o sistema for preparado num
dado estado, é necessariamente uma varidvel estochéstica: ela nao possui um valor, mas
sé uma distribuicao de probabilidades para os possiveis valores. O conjunto de possiveis
valores de uma varidvel estocéstica pode ser discreto (“varidvel estocdstica discreta”) ou
continuo (“varidvel estocéstica continua”). Vamos primeiro considerar o caso de uma
variavel estocdstica discreta X, que possui um conjunto de possiveis valores {A1, Ag, ...}
com probabilidades respectivas p;, i.e., a probabilidade de encontrar o calor \; é p;. Op-
eracionalmente, essas probabilidades sao as frequéncias relativas dos valores, encontradas
num ensemble de sistemas identicamente preparadas: Denotando por N a cardinalidade
do ensemble (nimero de experiéncias) e por N; o nimero de vezes da ocorréncia do re-
sultado A\; nas N experiéncias, as frequéncias relativas N;/N se aproximam, num certo
sentido?’, ao valor de p;: p; ~ N;/N.

Para um intervalo I C R, a probabilidade de encontrar um valor de X em I é dada
por

PXel)= ) p. (A1)
BN ET

(Somatério sobre todos i com A; € I.) O walor esperado (ou valor médio) de X, denotado
por (X), é dado por

(X) = Z Ai Di- (A.2)

i=1,2,...
Exemplo 6 Seja X := ntumero de pontos encontrados apés jogar um dado. Entao o
conjunto de possiveis valores é {1,...,6}, e todos valores tém a mesma probabilidade
pi = 1/6. O valor esperado é 20 i-1/6 = 3,5. O

Dado uma fungao f na reta real, podemos definir uma nova varidvel estocdastica, f(X),
com a seguinte interpretagcao operacional: Para cada membro do ensemble, pegue o valor
encontrado de X e aplique f. Esta varidvel estocédstica f(X) possui possiveis valores
f(A1), f(A\2),. .., com probabilidades respectivas p1,p,.... Em outras paldvras,

P(f(X)=f(M) =P(X =X).

O valor esperado de f(X) é consequentemente dado por
(F(X)) = F) pi-

Vale mencionar que a probabilidade de encontrar um valor num intervalo I é igual ao valor
esperado da func¢do ¢;(X), onde ¢; é a funcdo caracteristica?’ do intervalo I:
P(X €)= (c1(X)). (A.3)

20Para N — oo, o nimero N;/N ndo converge para p; no sentido da andlise, mas apenas “em probabili-
dade” (lei dos grandes nimeros).
21

er(z) 1 sexel,
)=
! 0 sexgl.
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Exercicio 4 Faca a demonstragao da Eq. (A.3).

Observa-se que, dado a varidvel X, a aplicacdo f — (f(X)) é linear:??

(f+9)(X)) = Z () +9(Ni) pi = (F(X)) + {9(X)), (A.4)
((e- (X)) = Zc‘f(&)pi = c(f(X)). (A.5)

Consideramos em particular a fungao f(X) = (X — (X))2. O valor esperado desta fungao
¢ uma medida para o desvio do valor esperado, a chamada variacio (AX)?%:

(AX)? = (X = (X))?) = (X?) — (X)*. (A.6)

(Aqui, temos usado a linearidade (A.4), (A.5), e lembrado que (X) é um nimero.) O raiz
desse nimero, AX, é o desvio padrdo.
Consideramos agora duas varidveis estochasticas X,Y (em R). Elas sao chamadas de
independentes se
PXelINnYeJ)=P(Xel)-PYelJ). (A.7)
Neste caso, verifique-se facilmente
(XY) = (X) (V). (A.8)

Vale a pena mencionar que (no caso A(X), A(Y) # 0) o niimero

(X = (XN = () _ (XY) — (X)(Y)

A(X)A(Y) = TAX)A®Y) (A-9)

é chamado de coeficiente de correlagao de X, Y, e tem valores entre —1 e 1. Ele é uma
medida para a correlagao linear: Se ele é igual +1, X e Y sao perfeitamente linearmente
correlatas.?? Se ele é zero, X e Y sdo chamadas de ndo-correlatas. (Entdo, a Eq. (A.8)
afirma que “independentes” implica “nao-correlatas”.)

No caso de uma varidvel estocdstica continua, as probabilidades sao caraterizadas por
uma densidade de probabilidade, o. Isto quer dizer, a probabilidade de encontrar um valor
de X num intervalo I C R é dada por

P(Xel)= /Ig(x)dw. (A.10)

Claro que g deve ser positivo, o(z) > 0, e normalizado, [, o(x)dx = 1. O valor esperado é
dado por

(X) :/Rxg(x)dx. (A.11)

Fungoes de X sdo definidas como antes: P(f(X) C f(I)) = P(X C I). Para o valor
esperado de f(X) nos obtemos

(F(X)) = / F(z) olx)dz.

#2Recordamos que as fungdes formam um espaco vetorial com adicao dada por (f +g)(z) := f(z) 4+ g(z)
e multiplicagao com escalares ¢ € C dada por (c- f)(z) :=c- f(x).
23] e., existem ntmeros a e b tal que a dispersdo de X — a — bY é nula.
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Vale a linearidade (A.4), (A.5) (exercicio!). A variagdo é definida como antes, primeira
equagao em (A.6), e pela linearidade também satisfaz a segunda equacao em (A.6).

Vale mencionar que variaveis discretas podem ser encaradas como um caso especial de
varidaveis “continuas” se nos admitimos distribuicoes como densidades de probabilidade:
Seja X uma varidvel discreta com possiveis valores { A1, Ag, ...} com probabilidades respec-
tivas p;. Isto corresponde a uma variavel “continua” X. com densidade de probabilidade
dada por

o(x) == Zpi Sz —N).

Exercicio 5 Mostrar que o valor esperado, a variagao e a probabilidade de encontrar um
valor num dado intervalo I coincedem para X e X..

A.2 Espacos de Hilbert

Definicao 14 Seja H um espago linear. Um produto escalar em H é uma aplicagao
HXxH—C, 1,0~ (1,¢) antilinear e linear no primeiro e segundo argumento, respeti-
vamente, que satisfaz

(¢.¢) =(¥,0) Vo, eH.

e que ¢é positivo definido no sentido que

(¥,9) >0 VpeH (A.12)

e a igualdade “=” vale somente se ¢ = 0.
Exemplo 7 i) H = C": Denotamos os elementos por ¢ = (ci1,...,¢,) etc. Produto
escalar:

n

(e.d)=> ad.

i=1

ii) # = I*: Os elementos sdo sequéncias infinitas ¢ = (c1,co,...) tal que |[c||? =

320, Jeil?* < oo. Produto escalar:
i=1

iii) # = L?(R): Os elementos sdo funcdes ¢ quadraticamente integraveis, |o|? =
Jg dz|@(2)|* < co. Produto escalar:

(¢,¢)i/R@D(x)¢(x) de.

Dado um produto escalar, a norma de um vetor 1 é definida por?*

191 =V (¥, 9). (A.14)

#*Em geral, uma norma num espago vetorial # é uma aplicacdo n : H — Ry satisfazendo n(¢) = 0 <
1 =0, n(cy) = |c|n(¢) e a desigualdade do tridngulo,

n(Y + @) < n(y) +n(e). (A.13)

Veremos embaixo que || - || satisfaz esta desigualdade.
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Observa que a norma de uma soma de vetores satisfaz

11 + al® = 9al® + [lw2l® + 2Re( 1, ¥2).

Se 11 e 19 sao ortogonais segue o Teorema de Pitagoras

1 + 2] = [[oal* + [l2ll* se (v1,42) =0. (A.15)

Para um subespaco linear D C H definimos o complemento ortogonal D+ por
Dt={peH: (¢,p)=0VYp e D}
Similarmente, o complemento ortogonal de um tinico vetor ¢ denotamos por ¢,

¢ = (Co)™.

Decomposicao ortogonal. Seja ¢ € H nao-nulo. Entao qualquer v» € H possui uma
Unica decomposicao

¢ =1po+¢1, onde ¢ €Coh e ¢y € ¢ (A.16)
A saber,
_(¢,9)
Yo = gz @

e 11 := 1 — g. (Verifique que eles satisfazem (A.16) e que a decomposicao é tnical) A
aplicacao linear v +— 19 é chamada a projecao sobre ¢, em simbolos Py:

(6,9)
P = .
oY= ¢

Exercicio 6 Mostre que este operador é uma projecao no sentido que Py o Py = P.

A decomposicao ortogonal implica que para qualquer v, ¢ in H vale a desigualdade de

Cauchy e Schwarz:%

(o, 0)| < 1]l [[¥1l. (A.17)

Comprovante. Se ¢ = 0, a desigualdade é trivial. Entao, seja ¢ # 0. Neste caso, um dado
1 possui a decomposigao (A.16), ¥ = 1y + 11 com 1y L 11, entdo pelo Pitdgoras

111% = eboll® + llnll* > llwoll® = 6172 (¢, )1,

que da (A.17). O

25 Agora podemos mostrar que || - || satisfaz a desigualdade do trifigulo (A.13):

1o +61% = I11* + 1611* + 2Re( v, &) < 81" + 1611” +21(w, ¢)I < [I1* +lIgl1* + 2l 18l = (1l + 1)
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Nogoes topolégicas. Uma sequéncia 1), converge para v sse ||¢, — || — 0 se n — oo.
K C H é um subespago fechado sse ¢, € K, ¢, — 1 implica ¢ € K.
Seja D C ‘H um subconjunto de H. O fecho de D, em simbolos D, é o menor conjunto
fechado em H que contém D, i.e.,

D ={peHH | I, eD:9, = 1}.

Um subconjunto D C ‘H é chamado de denso em H, se o fecho dele coincede com H.
Uma sequéncia ¢, em H é chamada de sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 existe
um nimero N tal que para todos n,m > N vale ||[¢, — ¥n|| < . Se toda sequéncia de
Cauchy converge em H, o espacgo é chamado de completo, ou espaco de Hilbert. Exemplos:
Todo espaco vetorial de dimensdo finita é completo; L?(R) e [? também sdo completos.

Bases ortonormais (BON’s). Um sistema ortogonal (SOG) é uma familia {y;,i € I}
de vetores ;, onde i percorre algum conjunto de indices (finito ou enumeravel) I, que sao
mutuamente ortogonais:

0, i£]

Se além disso os vetores ¢; sao normalizadas, (¢;, ;) = 0;;, a familia é chamada um
sistema ortonormal (SON).

Se ) = Y"1 | ¢ip; 6 uma combinagao linear de um SOG {¢;, i € I}, entdo os coeficientes
¢; naquela expansao sao dados por

2 . .
Qpi 9 =7
(oir) = lall?5y = {” | (A.18)

(i, ¥)
ci =", (A.19)
il
Uma base ortonormal (BON) é um SON {¢;,,i € I} tal que todo vetor 1) € H possui uma
expansao’
U= (%0 0)pi- (A.20)
el

Todo espago de Hilbert possui uma BON [9], e todas BON’s de um dado espago H possuem
a mesma cardinalidade, a chamada dimensao do espago. Ela pode ser finita, contavel, ou
nao-contavel. Nos vamos considerar somente o caso de dimensao contavel (inclusive finita).
(Neste caso, o espago de Hilbert é chamado de separdvel.) Vale mencionar (comprovante
em [7]):

Teorema 15 Seja {p;,i € I} um SON. Essa familia de vetores é uma BON se, e somente
se, para todos ¢, 1 € H vale a identidade de Parseval generalizada:®"

(6,0) = (d,01) (0i, ). (A.21)

icl

260 conjunto I de indices pode ser ndo-contével, mas (;, %) # 0 apenas para um ntimero contivel de
i’s [9]. Vamos identificé-los com N. A Eq. (A.20) agora significa que a sequéncia >~ | ¢;p; converge para
Y se N — 0o, em detalhes:

N
ngr;oH;cwﬁwH =0.

2T0u “relacio de Parseval” [5].
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Em particular, vale

Il9)|* = Z leif*,  onde ¢; = (i, ). (A.22)

BON'’s continuas em L%*(R”) [4, Cap. I1.A.3]. Consideramos a familia de funcdes
(ondas planas) eg, k € RP, definidas por

er(x) = (2m) " P/2 gtk (A.23)

Elas nio sdo em L?(RP), mas mesmo assim existe o “produto escalar” com certas outras
funcdes: Se ¢ € D = L2(RP) N LY (RP), entad existe para todo k o “produto escalar”?®

(ek, V) := /ek(:c)w(az)dDzL' = (27T)7D/2 /ei’“c w(w)dD:n = @;(k), (A.24)

ou seja, o valor da transformada Fourier da funcao ¥ em k. Consequentemente definimos
também

(,ex) = (ex, ¥) = (k). (A.25)

Com essas definigoes, a identidade de Parseval
[ i@ = [ dPkdw)ie)
pode ser escrita como
(60:) = [ Pk (0,0) (en. ). (A.26)

Essa equacio é completamente andloga & Equ. (A.21). Por isso a familia {eg, k € RP} é
chamada de uma BON continua em L?(RP). Em analogia com o caso discreto, escrevemos
informalmente

¢=/de(6k,1/1)€k- (A.27)

Como outro exemplo, consideramos a familia de distribui¢oes-delta dq(x) := d(x — a).
Eles também nao sdo em L?*(RP ), mas mesmo assim o “produto escalar” com fungoes
continuas existe: Para 1 € D = C(RP) N L?(RP) escrevemos

(60t /5 z=y(@) e (¥.00) = (0a ) = (@),

A identidade
(6:0) = [ dPa @) i@

pode ser agora lida como a relacdo de Parseval generalizada (A.21):
(6:0) = [ Pa(6,54) (5. (A.28)
Entad a familia {04, @ € R”} também é uma BON continua em L2(RP). Escrevemos

também
= / P (6a,1) 0

2®Mais rigorosamente falando, ey é uma aplicacio linear (um “funcional”) de D em C. O valor de e
aplicado em ¢ € D designamos, em abuso de notagao, por (ek, ).
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BON’s continuas em H arbitrario [4, Cap. II. C. 2].  No exemplo de ondas planas,
as funcgoes eg, podem ser encaradas como aplicacoes lineares de um certo subespaco denso
para os numeros complexos, ou seja, funcionais.

Em geral, escolha-se um sub-espaco denso D C H e considera-se as aplicagoes lineares
de D em C (continuas numa certa topologia). O conjunto de tais funcionais é também
um espaco linear, chamado o dual de D, em simbolos D’. O espaco de Hilbert H pode ser
considerado como subespaco de D', identificando 1) € H com a aplicacio®”

D> ¢ (¢,9) €C.

Entao temos as inclusoes

DCHCD

(“Tripla de Gelfand” ou “rigged Hilbert space” [3]). Abusando a notagdo, vamos denotar
uma aplicagao x € D’ por

x:D—C,
o= (x,9),

como se tratasse de um produto escalar. Consequentemente definimos para ¢ € D,y € D’
eceC:

(o:x)=(x;0),  (ex, @) =c(x,9)

Os elementos de D’ sao chamados de vetores generalizados ou também de bra’s.
Uma BON continua sobre D C ‘H é uma familia de vetores generalizados { xr €Dk e
Q}, onde 2 é um subconjunto de R™ para algum n, tal que para todo ¥ € D vale

<¢,w>:[2d"k<¢,Xk><xk,w>. (A.29)

Escrevemos como antes informalmente

= /Q &k (X ) (A.30)

Notagao de Dirac [4, Cap. II. B]. (Veja também [1, Cap. 3] no caso da dimensao
finita.) Dado um subespaco D com dual D', é costume chamar os vetores em D de ket’s,
e os vetores generalizados em D’ de bra’s.3? Na notacdo de Dirac, os kets sdo denotados
por |¢p) € D, e os bra’s de (x| € D'. A imagem de |¢) € D sob (x| € D' (a qual nds
temos denotado por (x,¢)) é denotado por (x|¢) — um bra-cket. Como acima, os vetores
1 € H sao considerados casos especiais de vetores generalizados, e consequentemente, o
produto escalar e escrito como (|¢), sendo interpretado como a imagem de |¢) sob o bra
(Y| eHCD.

29A topologia em D deve ser tal que esta aplicacdo seja continua.

39Notacdo de [4]: D = £, D' = £*. Vale mencionar que, em contraste ao que esta sendo sugerido
na literatura [4, Cap. I.B.2], ndo existe “um subespago discriminado”, D, de estados. Dependendo do
problema, escolhe-se um subespaco adequado, por exemplo para empregar o teorema espectral de um dado
observavel, ver abaixo.
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Com esta notagdo, a projecao Py = H¢H72(¢>w)¢ pode ser escrito como P, =
||l =2|9) (9] ou, se ¢ é normalizado:

Py = |6)(¢l, se [[of] =1. (A.31)

Com isso, as relagoes de completeza (A.20) e (A.30) escrevem-se

Z lpi)(pil =1,

el
/ d"k |xx) (el =1,
Q

para uma BON ou BON continua, respetivamente.

O operador adjunto. Seja A um operador num espago de Hilbert H. Se A é continuo,
o dominio coincede (sem perder generalidade) com o espaco H inteiro. Neste caso, o
operador adjunto A* é definido por: A*y é o tnico vetor tal que para todo ¢ € H vale

(A%, ¢) = (¢, Ag). (A.32)

A maioria de operadores que correspondem a observaveis na MQ sdo nao-continuos. Um
operador nao-continuo A geralmente nao pode ser definido em todos vetores, mas apenas
no chamado dominio, D(A). Neste caso, definimos primeiro o dominio de A* por

D(A*) :={¢Y eH| ¢+ (¥,Ap) é continuo para ¢ € D(A)}.

Se 1) estd em esse espago, o Lema de Riesz [7, Lema 8] afirma que existe um tnico vetor
X € H tal que vale (x,¢) = (¥, Ap) para todo ¢ € D(A). Como x depende obviamente
linearmente de v, podemos escrever xy =: A*1. Isto defino o operador adjunto A* de A.

O operador A é chamado de hermiteano se D(A) C D(A*) e A*|pa)y = A. Equivalen-
temente, A é hermiteano se para todo ¢,1 € D(A) vale

(¥, Ad) = (A, ). (A.33)

Um operador A é chamado de auto-adjunto sse
D(A*)=D(A) e A=A

Obviamente, A hermiteano implica A auto-adjunto, mas a inversao vale somente para oper-
adores continuos. Os operadores que correspondem a observaveis na Mechanica Quantica
devem ser auto-adjuntos, por que eles sempre possuem uma BON de auto-vetores (gener-
alizados), ver abaixo, propriedade indispensavel para a interpretacao do formalismo.

Exemplo para um operador auto-adjunto: O operador de multiplicagdo (correspon-
dente ao observavel posiciao) X, definido por (X Qp) (x) = zv¢(z) no dominio

D(X) :={¢ € L*(R) : /x2|¢(x)\2da: < 00}
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Teorema espectral. Recordamos que um vetor ¢ # 0 é chamado de autovetor de um
operador A, com auto-valor A € C, se Ap = A- p. Num espaco de Hilbert de dimensao
finita todo operador hermiteano possui uma BON de auto-vetores. A afirmacao andloga,
o teorema espectral, vale no caso de dimensao infinita para operadores auto-adjuntos.
Existem varios enunciados equivalentes desse teorema. Os matematicos preferem a forma
usando a “medida com valores projecoes” [5,10]. Nds vamos usar este teorema numa
forma mais util para a mecanica quantica, a qual se encontra em [3] e [2]. Essa forma usa
a nog¢ao de auto-vetores generalizados.

Observe que a equagao carateristica para um auto-vetor, Ap = \- ¢, é equivalente com

(¢, (A" =A1)y) =0

para todos ¥ no dominio do adjunto A*. Isso motiva a definicdo de um auto-vetor gener-
alizado: Supomos que nos temos discriminado um subespaco denso D C H.

Defini¢ao 16 Um vetor generalizado y € D’ é chamado de um auto-vetor generalizado
de A com auto-valor generalizado \ se para todo ¢ € DN D(A*) com Ay € D vale

(x, (A* = X1)) = 0. (A.34)

(Lembra que agora ( x,-) nao é necessarimente o produto escalar, mas sim a agao linear
X : D — C.) As vezes escrevemos simbolicamente

(A=X1)x=0 (A.35)
em vez de (A.34).

Exemplo 8 i) A familia de ondas planas {eg, k € R”}, ver Eq. (A.23), é uma BON
continua em L?(RP) de auto-vetores generalizados do operador correspondente ao mo-
mento, P := %V, sobre D := C§°(RP),3! pois para todo ¢ € D e k € RP vale ]3]-*@1) = Pjgb
e

. B ~
(e, Pp) = 7 (Vo) (k) = hk ¢(k) = hk (eg, @ ).
(Esta sequéncia de equagoes na verdade sao trés sequéncias: Uma para cada componente
do operador-momento.) Entdo, ex é um auto-vetor generalizado da componente-j do
momento, P;, com auto-valor generalizado hk;.

1) A mesma familia de ondas planas é uma BON continua de auto-vetores generalizados

do Hamiltoniano livre Hy := g—ffA, pois
. B2 2| k|2
Hyp) = — (A = :
(eh T100) = 5 (AG)(k) = " (en,0)

i4i) Consideramos o operador multiplicagdo X: A familia {d,, a € R} é uma BON continua
em L?(R) de auto-vetores generalizados de X sobre D := Cy(R),3? pois para todo ¢ € D
ea€Rvale X*¢p=X¢e

(5aaX¢) :a¢(a) :a(6a7¢)‘

31Denotamos por C§° (RD) as fungdes suaves (infinitamente derivdveis) com supporte finito.
32Denotamos por Cy(R) as fungdes continuas com supporte limitado.
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O teorema espectral afirma que essa situagao prevalece para todo operador auto-adjunto.

Teorema 17 (Teorema espectral nuclear) Seja A um operador auto-adjunto no
espaco de Hilbert H. Entdo vale:
O espaco H decompoe em trés partes>

H= pr(A) @ /Hac(A) @ HSC(A)a (A'36)

invariantes sob A, com as sequintes propriedades.

Hpp(A) possui uma BON de auto-vetores de A;

Hac(A) possui uma BON continua de auto-vetores generalizados de A; mais pre-
cisamente: Existe uma familia de vetores generalizados sobre algum subespago denso
D C Hac(A)

{xk; €D, keQ,j=1,...,d(k)}

onde Q € um subconjunto de R™ para algum n, tal que para todo v € D vale

(k)
= ; d"k A.
0 /sz;(ka?/)) Xk,j (A.37)

no sentido da Eq. (A.30), e tal que vale Axy ; = A(k) - xr,; no sentido da Eq. (A.35).

Finalmente, em Hs.(A) existe uma BON “generalizada” de auto-vetores generaliza-
dos, onde a medida d"k em (A.37) € substituida por uma medida du(k) que € singular
continua [10].

Os indices (pp, ac, sc) se referem & medida espectral do operador A [10]: pp = “pure
point”, ac = “absolutamente continuo”, sc = “singular continuo”.

O ntdmero d(k) é a multiplicidade do auto-valor generalizado A(k). O conjunto dos
auto-valores de Alz,, ¢ o chamado espectro discreto de A (!!), e o conjunto dos niimeros
Ak), k € Q, é o chamado espectro continuo.

Vale mencionar que no caso do Hamiltoniano H, o espaco Hp,(H) coincide com os
estados ligados e Hae(H) com os estados de espalhamento, veja Teorema 10 na pagina 29.

Os operadores de nosso interesse na M(Q nao possuem espectro “singular continuo”,
ou seja, o subespago Hgs.(A) é ausente. Neste caso, 1 e A1) podem ser escritos como

d(k)

1/122(9%1?)% + /QZ (Xt V) Xk,j d"k (A.38)
[ j=1
d(k)

Ap =3 Xi(piv) g +/QZ)‘(]{3)(Xk,ja¢)Xk,j d"k. (A.39)
7 j=1

(Aqui, ¢; e \; s@o os auto-vetores e auto-valores, Ap; = \; - goi.)34 O primeiro termo
(“>2;-..7) é acomponente contida em Hp,,(A) e 0 segundo termo (¢, ...”) é a componente
contida em Hac(A).

33Escrevemos H = Hi ® Ha se H =Hi + Ho e H1 L Ho.
34 Permitimos o caso de degenerescéncia, i.e., diferentes auto-vetores podem ter o mesmo auto-valor,
Ai = Aj para i # j.
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O dominio de A, no qual A é auto-adjunto, é dado por

d(k)
dom(A) = {v | ZA?M%,W+/QZA<k>2\<xk,j,w>P d"k < oo} (A.40)
i j=1

Lemma 18 O espéctro de um operador auto-adjunto € real.

Comprovante. Vamos considerar o caso de um espectro puramente continuo, sem de-
generescéncia. A relagdo de completeza (A.29) implica as duas equagoes

w,Am:/ﬂdnm,w)(xk,m):AdnkMM(xk,w)(mx
<A*w,¢>—/Qd"km,mw)(xk,aﬁ)—/Qd"kA(k)(xk,w)(xk,w.

(Na primeira linha escrevemos ( xx, A¢) = (xk, A*0) = A(k)(xk,®) pois A = A* e xi
é um auto-vetor generalizado no sentido da Eq. (A.35). Na segunda linha escrevemos

(XK, A% ) = ME)(xk ¥ ) = ME)( XK, ).) Como A é auto-adjunto, as duas linhas coince-
dem, implicando em A(k) = A(k) para todo k € Q. O

Calculo funcional. Seja A um operador auto-adjunto em # e f : R — C uma funcio
mensuravel [13]. Entao define-se o operador f (121) pela seguinte maneira: Seja {y;, X, ;}
uma BON generalizada de auto-vetores (generalizados) cuja existéncia foi afirmada no
teorema espectral. O dominio de f (/1) é dado por

D= et SIFOOPIen o) + /Zu NPl xigs #)Pd% < 50}

Para ¢ € D(f(A)) define-se
Zf SOM SOZ / Zf Xk,_]7¢)Xk,_] dnk

no sentido da Eq. (A.30). (Exemplo: A~!!) Observamos que vale

= 3 £l + [ @ g )P ()

se |4 = 1. Um fato importante ¢ que a aplicacdo f — f(A) é um isomorfismo de dlgebras
involutivas: Em particular, vale
(f-9)(A) = f(A)g(Ad),  fA)=(fA), 1d)=1, (A.42)

onde as funcdes f - g e f sdo definidas por (f - g)(z) := f(x)g(z) e f(x) :== f(z),e 1 éa
funcao constante: 1(x) = 1.
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As projecoes espectrais. Como segundo exemplo, aplicamos o calculo funcional a
funcao characteristica c¢;: Para um intervalo I C R seja (veja rodapé 21)

(z) 1 sexel,
cr(zx) :=
! 0 sexé¢l.

Como esta funcao satisfaz c; - ¢; = ¢ = ¢7, a Eq. (A.42) implica que para um dado
operador auto-adjunto A vale

cr(A) er(A) = ¢r(A) = er(A)*. (A.43)

Isto significa justamente que o operador ¢y (A) é uma projecao ortogonal.?® Ele é chamado
a projecao espectral do operador A para o intervalo I. Se {¢;, xx,;} ¢ uma BON general-
izada de auto-vetores (generalizados) de A, temos explicitamente

d(k)
CI(AW’ = Z (pi¥) i + /k: s Z(kaj’ ) xk;d"k.
: =1

AN ET

Pela Eq. (A.41) temos, se ||| =1,

d(k)
(er(A) = 3 (i w) + /k ey s PR (A
: j=1

N ET

O operador de evolugao temporal, U;: Dado um operador Hamiltoniano H , defini-
mos

Uy :==exp (— itﬁ/h)

no sentido do célculo funcional. Ele é unitario®® para todo t, e a familia t — U, satisfaz a
propriedade
Ui Us = Upys, Uy=1. (A.45)

Mais importantemente, ela satisfaz a EDO

d N
ih— Uy = HU,. (A.46)

Em outras palavras: Se ¢ é um vetor no dominio do Hamiltoniano, entao 9, := Uy é a
(dnica) solucao da equagao de Schrodinger

L d y
Zh&@Dt = Hy, (A.47)

com condicao inicial ¥y = ¢.

3%Uma projecdo é um operador P com P? = P. (P? := PoP.) Uma projecio orthogonal é uma projecao
hermitiana.
% Demonstragao: A Eq. (A.45) implica que (U;) ™! = U_; = e"/". Mas isso é (U;)*!



MQII, 15/08/2025 47

A.3 Principios da MQ.

1. A cada sistema corresponde (nao-unicamente) um espago de Hilbert H. Os estados
puros correspondem, bijetivamente, aos raios Ci, ¢ € H.

2. A cada observavel A corresponde um operador A auto-adjunto em H e vice versa. Se
f é uma fungao com valores reais, entao o operador f(A) corresponde ao observavel

f(A).

3. O valor esperado de um observavel, se o sistema for preparado no estado correspon-
dente a ¢ € ‘H, é dado por

(A)y = (¥, Ap) 9] 2.
Devido a Eq. (A.3), uma formulacao equivalente é:

3’. Seja Py(A € I) a probabilidade que a medicado de um observivel A resulta em
algum valor no intervalo I C R, se o sistema for preparado no estado correspondente
a 1 € H.37 Esta probabilidade é dada por

Py(Ael) = (d,er(A)y) o]~ (A.48)

4. (“Postulado de projecao”). Se a medigao (ideal) de A no estado v resultou num valor

~

no intervalo I C R, entao logo depois da medicao o estado corresponde a cy(A).

5. (Dindmica sem interagoes com aparelhos macroscépicos). Para o sistema existe um
operador Hamiltoniano H (correspondente ao observével energia), tal que o estado
¢ do sistema no tempo ¢ é fixado pelo estado inicial vy por ¥; = exp(—itf[ /h)o.
Equivalentemente, ele é fixado pela equagao de Schrodinger (A.47).

Observagoes. i) A especificacao “bijetivamente” em 1. e 2. foi feita por von Neumann,
e foi desprezada depois para admitir setores de superselecao.

i1) Postulado 3’ implica que os possiveis valores encontrados na medida de um observavel
sao exatamente o espectro do operador correspondente.

ii1) A férmula (A.48) para probabilidades se 1é explicitamente como seguinte. Supomos
que o espectro do operador Aé puramente discreto, {1, A2, ...}, com degenerescéncia:

A‘Pu,i:/\y'%@y,i, izl,...7dy.

Neste caso, a probabilidade de encontrar um valor no intervalo I num estado ¥ normalizado
é dada por

dy
Py(Ael) = (¢,er(A)y) = D> D (i) (A.49)
v €l =1

(A primeira equacao é (A.48), e a segunda é (A.44).) Em particular, a probabilidade de
encontrar o valor \, é Ef;l |(@uis)]?.

37Observe que esta probabilidade coincede como o valor esperado da observével cr(A), ver Eq. (A.3).



48 MQII, 15/08/2025

iv) Se A e B sao observaveis compativeis (ou seja, os operadores A, B comutam), a prob-
abilidade conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B no intervalo
J é dada por

PyAeInBe )= (b er(A)es(B)) ]2 (A.50)

Isso pode ser entendido como consequéncia dos postulados 3’ e 4: Nés medimos primeiro
o observavel A no estado 1. Supomos que nos encontramos um valor no intervalo I.
A probabilidade correspondente é dada pela Eq. (A.48). Logo depois, o sistema estd no
estado cI(A)Q/J, e a probabilidade de encontrar agora um valor do observavel B no intervalo
J é dada por

(er(A)p, es(B)er(A)) ller(A)pl .

A probabilidade conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B no
intervalo J é o produto dessas duas probabilidades, ou seja,

($yer(A)) 1072 (er(A)y, ca(B)er(A)y) ller (A~

Usando as propriedades (A.43) da projecao espectral, e o fato que 01(/1) comuta com
c7(B), verifica-se que a expressao acima coincede com Eq. (A.50).

Se os espectros dos operadores A e B forem puramente discretos, {aj,as,...} e
{b1, b2, ...}, a probabilidade (A.50) num estado ¢ normalizado é dada por

dy
PyAeInBel)= > > lpwiv) (A.51)

viay€l,by,eJ i=1

Aqui, os vetores ¢, ; sao uma BON de auto-vetores simultaneos de Ae B: flgpw = Ay P,
BSDV,'L' =b,- Pui-

v) Propriedades sdo observaveis com apenas dois valores, 0 e 1. Elas sdo representadas
por projecoes orthogonais, i.e. operadores auto-adjuntos P satisfazendo P? = P.

Problema de representagao. Dado o sistema: Qual é o espaco de Hilbert H? Dado
um observavel: Qual é o operador A correspondente?

Para um sistema num dado estado e um dado obervavel, essa descricao matematica
nao é unica. Vamos considerar o sistema de uma particula no RP com massa m: As
observdveis interessantes sao X; := componente j da posicao, P; := componente j do
momento, e H := P - P/2m? + V(X) = energia (ou Hamiltoniano). Para esse sistema,
uma possivel realizacdo é a representacdo de Schrodinger®®: H = L*(RP, dPx),

(X;0)(x) = 290 (x) (operador de multiplicagao), (A.52)
P = oy, (A.53)
. P.P . K2 .
H = 53 +V(X) = _WA + V(X), ou seja, (A.54)
. K2
(Hy)(@) = —5 —(AY) (@) + V(@)P(z), (A.55)

38Chamada de “{|r)} representation” em [4, ILE.1]
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onde A é o operador de Laplace. (Tudo isso segue da interpretagao de Born!)

A representacao é unica apenas mdédulo equivaléncia unitdria: Seja U : H — H' uma
aplicagdo (“transformagao”) unitaria. Para um vetor ¢ € H e um operador Aem H
definimos

W =Uyp, A =UAU.

Pela unitaridade de U vale

(v, Ap) (Y, AY)
A, = = .
e = = e

Dai, o vetor ¢’ = Ut e operador A =UAU representam o mesmo estado e observavel
como 1 e A.

Um exemplo é a transformacao de Fourier U : L*(R3, d3z) — L%*(R3,d%k): Ela trans-
forma a representacdo de Schrodinger para a “representacdo momento”3?, onde o momento
age como operador de multiplicacdo. Em detalhes: Mostra-se facilmente, que

(UR;U ') (k) = Rk (k)

onde P; é dado por (A.53).

Outro exemplo é a “representagao energia”: Seja {¢,, n € Np} uma BON de auto-
vetores do Hamiltoniano H, H on = En - pn. Definimos uma transformacao unitaria
U: L*(RP) = 12 por

¢: Z Cn@nHU'QZ) = (CO,Cl,CQ,...).

n€eNg
O operador transformado H' = UHU ™! age como “matriz diagonal”, a saber [4, 11.C.3]

H'(co,cy...) = (Epco, Erc, .. .).

B Construgao do produto tensorial

Sejam U e V dois espagos unitarios de dimenséo finita, i.e, com produto escalar (u,u’).
O produto tensorial U e V' , em simbolos U ® V, é por definicao o espaco das aplicacoes
bilineares de U x V em C,

UV ={UxV —C, bilinear}, (B.1)

Dado u € U, v € V, define-se o “produto tensorial” u @ v € U ® V pela aplicacao
U xV — C dada por

(u@v)(u,v) = (u,u) (v,0). (B.2)

(Cuidado: No lado esquerdo, (u/,v") denota o par, e no lado direito, o produto escalar!)
Um produto escalar em U ® V é definido por

(u@v,u ®@v):=(u,u) (v,0). (B.3)

3Chamada de “{|p)} representation” em [4, IL.E.1]
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Se U e/ou V tem dimensao infinita e os dois sdo completos (i.e., eles sdo espagos

de Hilbert), o produto tensorial deles é definido como seguinte. Definem-se primeiro os
produtos u®wv como aplicagoes bilineares U x V' — C pela equacao (B.2). Depois define-se
U ®0 V como o espaco das combinagoes lineares (finitas) de elementos da forma u ® v, e
U ®V como a completagao de U ®y V. Vale o seguinte teorema [9, p. 52]:

Teorema 19 Se {y;} é uma BON (base ortonormal) em U, e {x;} uma BON em V,
entdo {¢; ® x;} € uma BON em U ® V.
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