
Mecânica Quântica II
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A.2 Espaços de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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1 Produto tensorial, multi-part́ıculas

1.1 Produto tensorial

Definição 1 Sejam H1,H2 e H espaços de Hilbert. O espaço H é o produto tensorial dos
espaços H1 e H2, em śımbolos

H = H1 ⊗H2,

sse vale o seguinte.

i) Para todo φ ∈ H1 e χ ∈ H2 existe um vetor φ ⊗ χ ∈ H tal que valem as seguintes
relações:

(cφ)⊗ χ = c (φ⊗ χ) φ⊗ (cχ) = c (φ⊗ χ)

(φ1 + φ2)⊗ χ = φ1 ⊗ χ+ φ2 ⊗ χ φ⊗ (χ1 + χ2) = φ⊗ χ1 + φ⊗ χ2

ii) O produto escalar para vetores da forma φ⊗ χ é dado por

(φ⊗ χ, φ′ ⊗ χ′ ) = (φ, φ′ ) (χ, χ′ )

iii) Se {ϕν | ν ∈ I} é uma BON em H1 e {χµ | µ ∈ J} é uma BON em H2, então

{ϕν ⊗ χµ | ν ∈ I, µ ∈ J}

é uma BON em H.

Observações.

(a) Essa definição carateriza o produto tensorial apenas módulo equivalência unitária.
(b) Um produto tensorial para quaisquer dois espaços de Hilbert é construido no Ap-

pendice B, mostrando a existência de tal produto.
(c) Os vetores em H geralmente não são da forma φ⊗ χ, mas todo vetor ψ ∈ H é uma

combinação linear de tais vetores, a saber

ψ =
∑

ν,µ

cνµ ϕν ⊗ χµ , onde cνµ = (ϕν ⊗ χµ, ψ ) .

Exemplo 1 Dado M ⊂ Rk e V um espaço vetorial, o espaço L2(M ;V ) é o espaço de
funções f :M → V com ‖f‖2 .

=
∫

M ‖f(x)‖2V dkx <∞. O produto escalar em L2(M ;V ) e
dado por

(f , g )
.
=

∫

M
(f(x), g(x) )V dkx . (1)
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Afirmamos que esse espaço é o produto tensorial de L2(M) e V :

L2(M ;V ) = L2(M)⊗ V .

Dado f ∈ L2(M) e v ∈ V , definimos um elemento f ⊗ v ∈ L2(M ;V ) por

(f ⊗ v)(r)
.
= f(r)v . (2)

Exerćıcio 1 Mostre que as propriedades i) e ii) da definição são satisfeitas.

Para verificar iii), seja {χν} uma BON em L2(M) e {ek} uma BON em V , e seja f ∈
L2(M ;V ). O vetor f(r) ∈ V pode ser expandido como f(r) =

∑

k f
k(r)ek. Agora a

função fk : r 7→ fk(r) por sua vez possui a expansão fk =
∑

ν c
k
ν χν , então

f(r) =
∑

k,ν

ckν χν(r)ek ≡
∑

k,ν

ckν (χν ⊗ ek)(r).

Isso mostra que realmente vale f =
∑

k,ν c
k
ν χν ⊗ ek, como exigido pelo item iii). �

Exemplo 2 Dado M1 ⊂ Rk e M2 ⊂ Rl, afirmamos que o produto tensorial de L2(M1) e
L2(M2) é simplesmente L2(M1 ×M2):

L2(M1 ×M2) = L2(M1)⊗ L2(M2) .

Dado f ∈ L2(M1) e g ∈ L2(M2), define uma funçõ f ⊗ g em L2(M1 ×M2) por

(f ⊗ g)(r1, r2)
.
= f(r1) g(r2) . (3)

A demonstração que as propriedades i) até iii) da Definição 1 são satisfeitas progride como
no Exemplo 1.

Um caso particular é o L2(R3): Escrevendo R3 \ {0} ∼= R+ × S2 e d3r = r2drdΩ, onde
dΩ = sen θ dθdϕ é a medida na esfera unitária, temos

L2(R3, d3r) ≡ L2(R+, r2dr)⊗ L2(S2, dΩ) .

�

Operadores em H1 ⊗H2

(A⊗B)(ψ1 ⊗ ψ2)
.
= Aψ1 ⊗Bψ2.

Exemplo 3 O operador Laplace, ∆, em L2(R3) ≡ L2(R+)⊗L2(S2) pode ser escrito como

∆ =
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
⊗ 1 +

1

r2
⊗∆S2 , onde ∆S2

.
=

1

sen θ

∂

∂θ
sen θ

∂

∂θ
+

1

( sen θ)2
∂2

∂ϕ2

e r±2 ó operador multiplicção. �
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Verifique-se facilmente que os operadores A⊗ 1 e 1 ⊗B comutam, então podem ser diag-
onalizados simultaneamente. De fato: Se {ϕν,i} é uma BON de auto-vetores do operador
A em H1 e {χµ,j} é uma BON de auto-vetores do operador B em H2,

Aϕν,i = aν · ϕν,i, Bχµ,j = bµ · χµ,j , (4)

então {ϕν,i⊗χµ,j} é uma BON de auto-vetores simultáneos dos operadores A⊗1 e 1 ⊗B
em H1 ⊗H2:

(A⊗ 1 )(ϕν,i ⊗ χµ,j) = aν · ϕν,i ⊗ χµ,j

(1 ⊗B)(ϕν,i ⊗ χµ,j) = bµ · ϕν,i ⊗ χµ,j

Usando o calculo funcional, achamos f(A⊗ 1 ) = f(A)⊗ 1 .
Supomos ψ ∈ H1 ⊗H2 é normalizado. Então, pela Eq. (82) em [8], a probablididade

conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

Pψ(A ∈ I ∧B ∈ J) =
∑

ν,µ: aν∈I,bµ∈J

∑

i,j

|(ϕν,i ⊗ χµ,j , ψ )|2 . (5)

Estados não-correlatos. Consideramos dois sistemas, descritos pelos espaços de
Hilbert H1 e H2. Consideramos um observável A referente ao sistema 1 e um observável
B referente ao sistema 2, e supomos que os estados dos sistemas 1 e 2 sejam descritos
pelos vetores ψ1 e ψ2, respetivamente.

A Eq. (5) implica que no estado ψ = ψ1 ⊗ψ2, a probablididade conjunta de encontrar
um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

Pψ1⊗ψ2(A ∈ I ∧B ∈ J) = Pψ1(A ∈ I) · Pψ2(B ∈ J) . (6)

Isso implica que os observáveis A (referente apenas ao sistema 1) e B (referente apenas
ao sistema 2), em estados da forma ψ1 ⊗ ψ2, são estocásticamente independentes, ver
Eq. (A.7), e dáı não-correlatos. Isso não vale para estados gerais, que são da forma
∑

i ψi ⊗ χi! Veja [4, DIII]. (Estes estados gerais mostram correlações do tipo Einstein-
Podolski-Rosen.)

Resumindo: O estado ψ1 ⊗ ψ2 representa a simples justaposição dos sistemas 1 e 2; o
sistema 1 sendo no estado ψ1 e o sistema 2 no estado ψ2.

Dinâmica. Consideramos dois sistemas com respetivos espaços de estados H1,H2 e
Hamiltoneanos H1, H2. O sistema composto pelos dois (sub-)sistemas é descrito pelo
espaço H1⊗H2. Se não tem interação entre eles, a dinâmica é descrita pelo Hamiltoneano
H1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H2. Neste caso, se o estado inicial é da forma ψ = ψ1 ⊗ ψ2, a evolução
temporal será ψt = ψ1,t ⊗ ψ2,t. (Em particular, o estado permanece não-correlato.)

Exerćıcio 2 Mostre que ψt = ψ1,t ⊗ ψ2,t.

Se os subsistemas interagem entre se, o Hamiltoneano do sistema composto tem um
termo a mais, tipicamente da forma V (X ⊗ 1 , 1 ⊗ X), onde V (x1,x2) é o potencial
descrevendo a interação. Neste caso, mesmo se o estado inicial é não-correlato, i.e. da
forma ψ = ψ1 ⊗ ψ2, o estado ψt será correlato (para quase todos tempos).

Resumindo: Dois sistemas sem interação entre eles (ou seja, não acoplados) são repre-

sentados porH1⊗H2, com HamiltonianoH1⊗1 +1 ⊗H2. Um estado ψ1⊗ψ2 não-correlato
inicialmente permanece não-correlato.
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1.2 Sistemas de n part́ıculas; part́ıculas idénticas

Consideramos duas part́ıculas, preparadas independentemente de tal maneira que a
part́ıcula 1 se encontra no estado ψ1 e a part́ıcula 2 no estado ψ2. O sistema composto é
descrito pelo estado ψ1 ⊗ ψ2. Na representação de Schrödinger, o operador f(X)⊗ g(X)
age como

(
(f(X)⊗g(X))(ψ1⊗ψ2)

)
(x,y) ≡ (f(X)ψ1⊗g(X)ψ2)(x,y) = f(x)g(y) · (ψ1⊗ψ2)(x,y).

Por linearidade, isso implica que em qualquer estado ψ ∈ L2(R3)⊗L2(R3) ≡ L2(R3 ×R3)
no domı́nio de f(X)⊗ g(X) este operador age como

(
(f(X)⊗ g(X))ψ)

)
(x,y) = f(x)g(y) · ψ(x,y). (7)

Pela Eq. (82) das notas sobre MQI [8] concluimos: Num estado normalizado ψ ∈ L2(R3 ×
R3), a probabilidade conjunta de encontrar a part́ıcula 1 na região G1 e a part́ıcula 2 na
região G2 é dada por

Pψ(X(1) ∈ G1 ∧X(2) ∈ G2) =
(
ψ, cG1(X)⊗ cG2(X)ψ

)
=

∫

ψ(x,y)cG1(x)cG2(y)ψ(x,y) d
3xd3y

=

∫

G1×G2

|ψ(x,y)|2 d3xd3y .

Em outras palavras, |ψ(x,y)|2 é a densidade de probabilidade conjunta de encontrar a
part́ıcula 1 em x e a part́ıcula 2 em y.1

Part́ıculas idénticas.

2 Momento angular; Spin

2.1 Part́ıculas com spin 1
2

Da experiência de Stern-Gelach (veja MQI) sabemos que na descrição de um átomo de
prata (e também de um elétron) existe um observável “Spin” Sz que comuta com os
3 componentes X1, X2, X3 do operador multiplicação e os 3 componentes P1, P2, P3 do
momento. Os únicos operadores com essas propriedades são os múltiplos da unidade. Mas
também sabemos que Sz tem dois auto-valores ±~

2 – enquanto que a unidade tem espectro
{1}. Isso implica que o espaço de estados do eléctron é maior que L2(R3), a saber, da
forma

H = L2(R3)⊗ V = L2(R3;V ) , (8)

1Isso também segue da Eq. (5), veja discussão depois Eq. (13): Considerando que o conjunto {δx ⊗

δy, x,y ∈ R
3} é uma BON cont́ınua de autovetores (generalizadas) simultáneas do operadores X ⊗ 1 e

1 ⊗X, a probabilidade de encontrar a part́ıcula 1 na região G1 e a part́ıcula 2 na região G2 é dada por

∫

G1×G2

d3xd3y |( δx ⊗ δy, ψ )|2 =

∫

G1×G2

|ψ(x,y)|2 d3xd3y ,

pois ( δx ⊗ δy, ψ ) = ψ(x,y).
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onde V é um espaço linear da dimensão d ≥ 2. Vamos escolher a descrição sem de-
generescência, com d = 2. Em V , pegamos uma BON {χ+, χ−} de auto-vetores de Sz:

Sz χ± = ±~

2
· χ± . (9)

Os elementos do espaço L2(R3;V ) são da forma2

~ψ =
∑

ε∈{±}
ψε ⊗ χε com ψε ∈ L2(R3) . (10)

Pelo Cap. 1.1, a norma do vetor (10) é

‖~ψ‖2 =
∑

ε∈{±}
‖ψε‖2L2 =

∑

ε

∫

R3

d3x |ψε(x)|2 . (11)

Temos

(
(Xk ⊗ 1 )~ψ

)
(x) =

∑

ε∈{±}
xkψε(x) · χε, (1 ⊗ Sz)~ψ =

∑

ε∈{±}

ε~

2
ψε ⊗ χε . (12)

Os 4 operadores {X,Y, Z, Sz} fornecem um CCOC em H, com uma BON cont́ınua de
autovetores (generalizadas) simultáneas dada por {δx ⊗ χε, x ∈ R3, ε ∈ {±}}.

Interpretação. Pela Eq. (80) em [8], a probabilidade de encontrar o elétron na região
G é dada por

P~ψ(X ∈ G) =

∫

G
d3x

∑

ε∈{±}
|( δx ⊗ χε, ~ψ )|2.

Usando a expansão (10) de ~ψ, temos

( δx ⊗ χε, ~ψ ) =
∑

ε′
( δx ⊗ χε, ψε′ ⊗ χε′ ) =

∑

ε′
( δx, ψε′ ) (χε, χε′ ) = ψε(x) (13)

pois ( δx, ψε′ ) = ψε′(x) e (χε, χε′ ) = δεε′ . Concluimos que a probabilidade de encontrar o
elétron na região G é dada por

P~ψ(X ∈ G) =

∫

G
d3x

∑

ε∈{±}
|ψε(x)|2. (14)

Similarmente, pela Eq; (5), a probabilidade de encontrar o elétron na região G e também
com um valor de ±~

2 da componente-3 do spin e dada por

P~ψ(X ∈ G ∧ Sz = ±~

2
) =

∫

G
d3x |ψ±(x)|2 .

Exerćıcio 3 Exercise 1 em [4, BIX, p. 990]. Observe a notação de [4]:

|r,±〉 := δr ⊗ χ±, 〈r,±|ψ〉 = ψ±(r) .
2Isso pela seguinte razão. Como ~ψ(x) é um vetor em V , ele pode ser expandido em termos da BON

{χ+, χ−}:
~ψ(x) =

∑

ε

ψε(x)χε .

Como (pela Eq. (2)) ψε(x)χε = (ψε ⊗ χε)(x), isso mostra a Eq. (10).
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2.2 Revisão: Momento angulâr

Uma tripla de operadores J = (Jx, Jy, Jz) é chamda de operador de momento angular se
para todo k, l ∈ {x, y, z} vale a relação de comutação

[Jk, Jl] =
∑

m∈{x,y,z}
i~ εklmJm , (15)

onde εklm é o śımbolo de Lev́ı-Civitá.3 Exemplos são o momento angular orbital L agindo
em L2(R3) e o spin S agindo em C2. Se existe um tal operador de momento angular,
pode-se construir uma BON

{|k, j,m〉 , k ∈ K, j ∈ I,m ∈ {−j, . . . , j}} (16)

de autovetores simultaneos de J2 .
=

∑

l J
2
l e Jz:

J2|k, j,m〉 = j(j + 1)~2 |k, j,m〉 , Jz|k, j,m〉 = m~ |k, j,m〉 . (17)

Em (16), K ⊂ R e I são conjuntos de ı́ndices, sendo que I ⊂ 1
2N0 = {0, 12 , 1, 32 . . .}. Quais

valores de j aparecem, depende do sistema. A BON (16) é chamada de “BON padrão”.
A construção dessa BON usa os operadores de escada J±

.
= Jx ± iJy. Vale

J±|k, j,m〉 = c±j,m |k, j,m± 1〉, c±j,m
.
=

√

(j(j + 1)−m(m± 1) ~ . (18)

Observamos ainda o seguinte

Lemma 2 Sejam φ ⊥ φ′ vetores perpendiculares em Ejm. Então para todo n, os vetores
Jn±φ e Jn±φ

′ também são perpendiculares.

Comprovante. Simples. �

2.3 Adição de momentos angulares

Consideramos 2 espaços de HilbertH1,H2, cada um com um operador de momento angular
Jν , ν = 1, 2, e uma BON padrão {|k, j,m〉ν , k ∈ Kν , j ∈ Iν ,−j ≤ m ≤ j}. O sistema
composto é descrito pelo espaço H1 ⊗H2. Definimos

J (1)
.
= J1 ⊗ 1 , J (2) ⊗ 1 ⊗ J2

e o momento angular total

J
.
= J (1) + J (2) .

3Identificando os ı́ndices {x, y, z} com {1, 2, 3} (e.g. εxyz = ε123), a definição é

εklm :=











0, se {k, l,m} 6= {1, 2, 3},

1, se (1, 2, 3) 7→ (k, l,m) é uma permutação par,

−1, se (1, 2, 3) 7→ (k, l,m) é uma permutação impar.
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Verifique-se diretamente que isso é um operador de momento angular no sentido das
relações (15). Ademais, para todo k ∈ {x, y, z} e ν ∈ {1, 2} vale

[Jk,J
2
(ν)] = 0 = [Jz, J(ν)z] . (19)

Por conseguinte temos dois conjuntos de operadores comutantes em H1 ⊗H1:

(A) {J2
(1),J

2
(2), J(1)z, J(2)z} (20)

(B) {J2
(1),J

2
(2),J

2, Jz} . (21)

Os vetores
|k1, j1,m1〉1 ⊗ |k2, j2,m2〉2 (22)

fornecem uma BON de auto-vetores simultâneos para o conjunto (A), com respetivos auto-
valores ~2j1(j1 + 1), ~2j2(j2 + 1), ~m1 e ~m2. Nosso objetivo é a construção de uma BON
de autovetores simultâneos

|k1, k2, j1, j2; k, j,m〉
para o conjunto (B), com respetivos auto-valores ~2j1(j1 + 1), ~2j2(j2 + 1), ~2j(j + 1)
e ~m. (O ı́ndice k rotula as posśıveis degenerescências do autovalor j. Depois vamos
ver que os j não são degenerados, ou seja, o ı́ndice k assume apenas um valor e pode ser
desconsiderado.) Denotamos por Eν;k,j o span em Hν dos vetores {|k, j,m〉ν , −j ≤ m ≤ j}
e

Ek1,k2,j1,j2
.
= E1;k1,j1 ⊗ E2;k2,j2 . (23)

Esse espaço é invariante sob todos os operadores nos conjuntos (A) e (B). A nossa tarefa
se reduz à construção de uma BON de autovetores de (B) em cada um desses espaços.

Vamos construir essa BON, com os ı́ndices k1, k2, j1, j2 fixos. Para fixar ideias, supomos
que j1 ≥ j2. (No caso geral, precisamos só substituir j1 − j2 por |j1 − j2| no final.) No
seguinte, vamos suprimir a notação desses ı́ndices: Escrevemos E .

= Ek1,k2,j1,j2 e

|m1〉|m2〉 .= |k1, j1,m1〉1 ⊗ |k2, j2,m2〉2, |k, j,m〉 .= |k1, k2, j1, j2; k, j,m〉 .
Denotamos por Ej o auto-espaço de J2 com autovalor ~2j(j + 1):

Ej .= span {|k, j,m〉, k ∈ K,−j ≤ m ≤ j}
onde o conjunto de indices K ainda é desconhecido (vamos ver que é trivial).

Obviamente, o vetor |m1〉|m2〉 é um autovetor de Jz com autovalor ~(m1+m2). Como
mν ≤ jν , o auto-valor de Jz mais alto em E é mmax = j1 + j2. Isso também deve ser o
valor máximo de j em E :

jmax = j1 + j2. (24)

Passo (0), j = jmax: Definimos |1, jmax, jmax〉 .
= |j1〉|j2〉. Aplicando o operador de

escada J− ≡ J1− ⊗ 1 + 1 ⊗ J2− e normalizando, obtém-se o auto-vetor com o mesmo
j = jmax e o m diminuido por 1, m = jmax − 1:

|1, jmax, jmax − 1〉 .=
(
c−jmaxjmax

)−1
J−|jmax, jmax〉 , (25)

=
(
c−jmaxjmax

)−1[
J1−|j1〉 ⊗ |j2〉+ |j1〉 ⊗ J2−|j2〉

]

=
(
c−jmaxjmax

)−1[
c−j1j1 |j1 − 1〉|j2〉+ c−j2j2 |j1〉|j2 − 1〉

]

=
1√

j1 + j2

[√

j1 |j1 − 1〉|j2〉+
√

j2 |j1〉|j2 − 1〉
]

(26)
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onde c−jm são os coeficientes da Eq. (18). (Na formula explicita (26), us-

amos c−jj = ~
√
2j.) Iterando essa operação 2jmax vezes, constroi-se os vetores

|1, jmax, jmax〉, . . . , |1, jmax,−jmax〉. O Lemma 2, junto com o fato que |j1〉|j2〉 é o único
vetor com m = j1 + j2, implicam que o complemento ortogonal do span desses vetores
não contém vetores com j = jmax, ou seja, esse span coincede com Ejmax . Dáı, podemos
suprimir o ı́ndice k = 1 e escrever |j,m〉 em vez de |1, j,m〉.

Passo (1), j = jmax−1: Consideramos o complemento ortogonal de Ejmax . Neste espaço,
o maior valor de m (e consequentemente de j) é jmax − 1. Definimos |jmax − 1, jmax − 1〉
como o único (módulo fator) vetor no span dos vetores |j1〉|j2 − 1〉 e |j1 − 1〉|j2〉 contido
em E⊥

jmax
, ou seja,4 que é ortogonal em |jmax, jmax − 1〉 (dado explicitamente em (26).)

Aplicando o operador de escada J− 2(jmax − 1) vezes e normalizando cada vez, obtém-
se os auto-vetores |jmax−1, jmax−1〉, . . . , |jmax−1,−(jmax−1)〉, gerando o espaço Ejmax−1.

Passo (2), j = jmax−2: Definimos |jmax−2, jmax−2〉 como o único (módulo fator) vetor
no span dos vetores |j1〉|j2−2〉, |j1−1〉|j2−1〉 e |j1−2〉|j2〉 contido em E⊥

jmax
∩E⊥

jmax−1 (ou
seja, perpendicular em |jmax, jmax−2〉 e |jmax−1, jmax−2〉, compare rodapé 4). Aplicando
o operador de escada J− e normalizando, gera-se espaço Ejmax−2.

. . . E áı vai até

Passo (2j2), j = jmax− 2j2 = j1− j2: Definimos |j1− j2, j1− j2〉 como o único (módulo
fator) vetor no span dos vetores |j1〉|− j2〉, |j1−1〉|− j2+1〉, . . . , |j1−2j2〉|j2〉 contido em
E⊥
jmax

∩. . .∩E⊥
j1−j2+1(ou seja, perpendicular nos vetores |jmax, j1−j2〉, . . . , |j1−j2+1, j1−j2〉,

compare rodapé 4). Aplicando o operador de escada J− e normalizando, gera-se espaço
Ej1−j2 .

Aqui, o construção termina, porque não tem mais vetores no espaço. Em outras
palavras, temos

E =

j1+j2⊕

j=|j1−j2|
Ej , e dim Ej = 2j + 1 .

(O limite inferior |j1 − j2| esta correto para os dois casos j1 ≤ j2 e j2 ≤ j1.) Vamos
verificar as dimensões: A dimensão de E = E1 ⊗ E2 é (2j1 + 1)(2j2 + 1). A dimensão do
lado direito da equação encima é

∑j1+j2
j=|j1−j2|(2j+1) que dá, depois um pequeno cálculo, o

mesmo valor.
Os elementos da BON |j,m〉 ≡ |j1, j2; j,m〉 em E (recordamos que j1, j2 são fixos!)

podem ser expandidos como

|j,m〉 =
j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2
〈m1,m2|j,m〉 |m1,m2〉. (27)

4Como |jmax, jmax−1〉 é o único vetor em Ejmax
com m = jmax − 1, temos

span {|j1〉|j2 − 1〉, |j1 − 1〉|j2〉} ∩ E⊥
jmax

= span {|j1〉|j2 − 1〉, |j1 − 1〉|j2〉} ∩ |jmax, jmax−1〉
⊥,

que é únidimensional. Dáı, o vetor |jmax − 1, jmax − 1〉 realmente é único módulo fator.
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(Aqui, escrevemos |m1,m2〉 em vez de |m1〉|m2〉.) Os coeficientes 〈m1,m2|j,m〉 são chama-
dos de coeficientes de Clebsch-Gordon, e podem ser calculadas conforme a construção
descrita encima. Essa construção mostra que 〈m1,m2|j,m〉 é diferente de zero só se
m1 + m2 = m e |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.

5 Os coeficientes podem ser escolhidos em R.
A inversão das Eq.s (27) dá

|m1,m2〉 =
j1+j2∑

j=|j1−j2|
〈j,m|m1,m2〉 |j,m〉, m

.
= m1 +m2 , (28)

com 〈j,m|m1,m2〉 = 〈m1,m2|j,m〉.

2.4 Teorema de Wigner-Eckart

Seja J um operador de momento angular agindo no espaço de Hilbert H.
Um operador A em H é chamado de operador escalar se ele comuta com todos os Jk.

Lemma 3 Para um operador escalar A vale

〈k′, j′,m′|A|k, j,m〉 = δj,j′δm,m′ a(k, k′, j), (29)

onde a(k, k′, j) ∈ C independe de m.

Uma tripla de operadores V = (Vx, Vy, Vz) é chamado de operador vetor se para todo
k, l ∈ {x, y, z} vale a relação de comutação

[Jk, Vl] =
∑

m∈{x,y,z}
i~ εklmVm . (30)

Neste caso, define-se V±
.
= Vx ± iVy.

Teorema 4 (Wigner-Eckart — Caso particular)

〈k′, j′,m′|V±|k, j,m〉 = 0 se m′ 6= m± 1 (31)

〈k′, j′,m′|Vz|k, j,m〉 = 0 se m′ 6= m. (32)

Ademais,

〈k, j,m′|V |k, j,m〉 = α(k, j) 〈k, j,m′|J |k, j,m〉 onde (33)

α(k, j) =
〈V · J〉φ
j(j + 1)~2

. (34)

Aqui, φ é um vetor arbitrário em Ek,j .= span {|k, j,m〉,−j ≤ m ≤ j}.

2.5 Elétron no campo magnético uniforme

[4, Vol. 1: DVII]

5Equivalentemente, |j − j1| ≤ j2 ≤ j + j1 ou |j − j2| ≤ j1 ≤ j + j2. Isso é a chamada “triangle selection
rule”.
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2.5.1 Generalidades

Clássicamente, o Hamiltoneano de uma part́ıcula de massa m e carga q nos campos E =
−∇V − Ȧ e B = ∇×A é

H =
1

2m

(
p− qA(x)

)2
+ qV (x) . (35)

(Pois as equações de Hamilton são equivalentes com p = mv + qA mais a segunda Lei
de Newton com a força de Lorentz, mẍ = q(E + ẋ × B).) Na descrição quântica do
elétron, usaremos o mesmo Hamiltoneano, substituindo os observáveis pelos operadores
correspondentes na representação de Schrödinger: p → P = ~

i∇, e A(x) → A(X),
V (x) → V (X), agindo como operadores de multiplicação, por exemplo

(
V (X)ψ

)
(x)

.
= V (x)ψ(x).

No caso de (p−qA)2, tem o problema do ordenamento dos operadores Pk e Ak(X). Aqui,
adotamos a receita simétrica

(
P − qA(X)

)2 .
= P 2 + q2A2 − q

(
P ·A+A · P ). (36)

(Essa receita pode ser justificada só pelo sucesso.)
O spin do elétron também interage com o campo magnético, através do potencial

−µ ·B, onde µ é o momento de dipolo magnético associado com o spin. Da experiência de
Stern-Gerlach sabemos que para spin 1/2, o momento de dipólo magnético é µ = q

mS, onde
S = (Sx, Sy, Sz) são os operadores do spin agindo em C2.6 Resumindo, o Hamiltoniano
descrevendo o elétron no campo elétromagnetico é

H =
1

2m
(P − qA)2 + qV − q

m
S ·B , (37)

entendendo A, V e B como operadores de multiplicação e entendendo a simetrização (36).
A equação de Schrödinger correspondente é a Equação de Pauli.

No seguinte, consideramos um campo magnético uniforme, B = Bn. O potencial
vetor pode ser escolhido como A

.
= 1

2B ×X, pois

∇× 1

2
(B × x) =

1

2

[
(∇ · x)B − (B · ∇)x

]
=

1

2
[3B −B] = B.

Com essa escolha, calcula-se

P ·A =
1

2
P · (B ×X) =

1

2
B · (X × P ) =

1

2
B ·L , (38)

A · P =
1

2
(B ×X) · P =

1

2
(X × P ) ·B =

1

2
B ·L , (39)

onde L = X × P é o momento angular orbital. (Observe que L comuta com B pois B é
constante.) Resumindo, temos

H = H0 +H1 +H2 +Hs com (40)

H0 =
1

2m
P 2 + qV , H2 =

q2

2m
A2 (41)

H1 = − q

2m
B ·L , Hs = − q

m
B · S . (42)

6Tomando em consideração..., vale µ = g q
2m

S, com g = 2, 00023 . . . o fator giromagnético.
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O termo H1 descreve o acoplamento de um dipolo magnético µ = q
2m L associado com o

movimento orbital, com o campo magnéticoB. Como esse dipolo magnético é permanente,
H1 é chamado termo paramagnético.

Já o termo H2 descreve o acoplado do campo B com um dipolo magnético µd ∼ B
induzido pelo próprio campo, contribuindo o termo H2 = −µd · B ∼ B2. Esse termo é
chamado termo diamagnético. (Detalhes em [4, DVII.1 b].)

Ordens de grandeza. Para comparar as ordens de grandeza dos termos, introduzimos
o magneton de Bohr µB e a frequência de Larmor ωL,

µB
.
=

q~

2m
< 0, ωL

.
=

|q|B
2m

=
|µB|B

~
.

Observe que para o elétron, a carga q e consequentemente µB são negativos. Os valores
aproximados são

µB ≈ −10−23 J/T , ωL ≈ 1011

sT
·B ≈ 1012Hz para B ≈ 10T .

Escolhendo o eixo-z na direção do campo B, o termo paramagnético pode ser escrito como
H1 = ωL Lz, e o valor esperado é na ordem

〈H1〉
h

=
ωLLz
h

∼ ωL
2π

∼ 10−12Hz ≪ E0

h
a saber =??

O termo 〈Hs〉 está na mesma ordem de grandeza.
Para discutir o termo H2, observamos que A2 = 1

4B
2‖X⊥‖2, onde X⊥ é a projeção

de X sobre o plano B⊥. Dáı, o valor esperado de H2 é na ordem

〈H2〉 =
q2

8m
B2〈‖X⊥‖2〉 ∼

q2

8m
B2 a20 ,

onde temos substituido 〈‖X⊥‖2〉 pelo raio de Bohr a20. Usando ainda E0 ∼ L2

2ma20
∼ ~2

2ma20

e 〈H2〉 ∼ qB~

2m , temos

〈H2〉 ∼
〈H1〉2
4E0

ou
〈H2〉
〈H1〉

∼ 〈H1〉
4E0

(≪ 1) .

Como o lado direito é ≪ 1, temos 〈H2〉 ≪ 〈H1〉.
Resumindo:

〈H2〉 ≪ 〈H1〉 ∼ 〈Hs〉 ≪ 〈H0〉 .

2.5.2 Efeito Zeeman “normal”

Literatura: [4, DVII, p. 835]. Consideramos o átomo de H no campo B homogêneo, des-
prezando o spin. O campo B deforma as frequências e as polarizações das linhas atómicas.
Para analisar a mudânça de frequências consideremos as auto-energias. Já para analisar
as polarizações, vamos considerar o valor esperado do momento de dipolo,

D
.
= qX, (43)
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numa superposição dos dois estados que participam na linha atómica considerada. Esse
valor esperado oscila. Analisaremos a radiação produzida por um dipolo clássico oscilante
d(t)

.
= 〈D〉t, e supomos (como [4] faz) que ela tem a mesma carateŕıstica como a luz

emitida espontâneamente na transição entre os dois estados. Isso vale aproximadamente,
porém, vale enfatizar que a emissão espontânea é outra coisa e deve ser tratada pela EDQ,
enquanto que nosso modelo do elétron, fixado pelo Hamiltoneano (37), não prevé nenhuma
radiação (ou outra perda de energia)!

Desprezando H2 e o spin, temos H = H0 +H1. Na BON φnlm = |nlm〉 temos

H0φnlm = En · φnlm
H1φnlm ≡ ωLLzφnlm = m~ωL · φnlm
Hφnlm = (En +m~ωL) · φnlm

(Degenerescência removida!) Consideramos em particular a transição (1s)→ (2p), ou seja
φ100 → φ21m (a chamada linha de ressonância).

Hφ100 = E1 · φ100, Hφ21m =
(
E2 +m~ωL)

)
· φ21m . (44)

A diferênça de frequências é ∆ν = Ω + mωL, onde Ω
.
= (E2 − E1)/~ é a diferência de

frequências sem campo B. (Lembrando que E1 = −EI ∼= −13 eV, e E2 = 1
4E1, temos

Ω = 3
4~EI .)

Para determinar as polarizações, consideramos o valor esperado do operador do mo-
mento de dipólo (43) no estado inicialmente descrito por ψm

.
= c1φ100+c2φ21m. A solução

da equação de Schrödinger com essa condição inicial é

ψmt = c1e
−itω1φ100 + c2e

−itωm
2 φ21m , ω1

.
= E1/~, ω2

.
= E2/~, ω

m
2
.
= ω2 +mωL . (45)

Lemma 5 Vale

〈100|D|100〉 = 0, 〈21m′|D|21m〉 = 0 (46)

〈100|Dx,y|nl0〉 = 0, 〈n′l′m′|Dz|nlm〉 = 0, se m′ 6= m. (47)

Comprovante. Isso é parcialmente consequência do Teorema de Wigner-Eckart: A Eq. (47)
segue da Eq. (31) do Teorema e o fato que Dx, Dy são combinações limeares de D+, D−.
A equação esquerda em (46) segue da Eq. (33) e do fato que 〈100|L|100〉 = 0. A equação
direita em (46) pode ser mostrado usando a noção de paridade. O operador paridade Π é
definido, na representação de Schrödinger, por

(
Πψ

)
(x)

.
= ψ(−x).

Ele é hermiteano e unitário, Π−1 = Π = Π∗. Chamamos um vetor ψ de par/impar se
Πψ = ±ψ, e chamamos um operador A de par/impar se Π−1AΠ = ±A. Os esféricos
harmônicos Ylm tem paridade ΠYlm = (−1)l Ylm, e o mesmo vale para os φnlm. Por outro
lado, os componentes do operador multiplicação X são impares, eg. Π−1ZΠ = −Z. Dáı,

(φnlm′ , Zφnlm ) ≡ (−1)2l(Πφnlm′ , ZΠφnlm ) = (φnlm′ ,Π−1ZΠφnlm ) = −(φnlm′ , Zφnlm ),

dáı (φnlm′ , Zφnlm ) = 0. Similar para os componentes X e Y . �
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Calcula-se também [4, p. 387]

〈100|X|211〉 = −〈100|X|21,−1〉 = − χ√
6

(48)

〈100|Y |211〉 = 〈100|Y |21,−1〉 = −i χ√
6

(49)

〈100|Z|210〉 = χ√
3
, (50)

onde χ
.
= (R10, rR21 ) =

∫∞
0 drr3R10(r)R21(r). As Eq.s (46) – (50) implicam

〈100|D|210〉 = q
χ√
3
ẑ (51)

〈100|D|211〉 = −q χ√
6
(x̂+ iŷ) (52)

〈100|D|21,−1〉 = q
χ√
6
(x̂− iŷ) (53)

A evolução temporal do valor esparado é

〈D〉ψm
t
= 2Re

[
ce−it(ω

m
2 −ω1)〈100|D|21m〉

]
, c

.
= c̄1c2 .

Supondo que c1, c2 ∈ R, e escrevendo ωm2 − ω1 = Ω+mωL com Ω
.
= ω2 − ω1, temos

〈D〉ψ0
t
= 2qc

χ√
3
cos(Ωt) ẑ (54)

〈D〉ψ1
t
= −2qc

χ√
6

[
cos

(
(Ω + ωL)t

)
x̂+ sen

(
(Ω + ωL)t

)
ŷ
]

(55)

〈D〉ψ−1
t

= 2qc
χ√
6

[
cos

(
(Ω− ωL)t

)
x̂− sen

(
(Ω− ωL)t

)
ŷ
]

(56)

A radiação produzida por um dipolo clássico oscilante d(t)
.
= 〈D〉ψm

t
tem as seguintes

propriedades: Param = 0, a luz emitida é polarizada linearmente; a intensidade é maximal
nas direções perpendiculares a ẑ, e zero na direção ẑ. Para m = ±1, a luz emitida é
polarizada eĺıpticamente, em particular: A polarização é circular na direção ẑ e linear nas
direções perpendiculares a ẑ.

A linha de ressonância do átomo de hidrogênio é mais complexa devido ao spin do
elétron e pósitron (estrutura fina e h́ıperfina), porém qualitativamente os resultados obti-
dos aqui coincidem com as obervações.

2.5.3 Fator de Landé e efeito Zeeman anômalo

Literatura: [4, DX.3].

2.5.4 Acoplamento J-J

Literatura: [4, FX]. Consideramos dois momentos angulares Jν agindo nos espaços de
Hilbert respetivos Hν , ν = 1, 2. Eles adicionam uma interação da forma

H1
.
= aJ (1) · J (2)
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ao Hamiltoneano. (Aqui, J (1) = J1 ⊗ 1 e J (2) = 1 ⊗ J1.) Clássicamente, a evolução
temporal desse acoplamento é dada por

d

dt
J (1) = aJ × J (1) onde J

.
= J (1) + J (2) , (57)

com |J (1)|, |J (2)|,J (1) ·J (2) e J constantes. Isso é uma precessão do vetor J (1) em torno do
momento total J (que por sua vez é constante) e com velocidade angular a|J |.7 Na MQ,
vampos supor que o Hamiltoneano total seja H0+H1, onde H0 comuta com os momentos
angulares J (ν). Nesse caso, a evolução temporal do valor esperado é dada por

d

dt
〈J (1)〉t =

1

i~
〈
[
J (1), H1

]
〉t =

a

i~
〈
[
J (1),J (1) · J (2)

]
〉t .

O componente-x do comutador calcula-se como

[
J(1)x,J (1) · J (2)

]
=

[
J(1)x, J(1)yJ(2)y + J(1)zJ(2)z

]
=

[
J(1)x, J(1)y

]
J(2)y +

[
J(1)x, J(1)z

]
J(2)z

= i~
(
J(1)zJ(2)y − J(1)yJ(2)z

)
= i~

(
J (2) × J (1)

)

x
= i~

(
J × J (1)

)

x
,

e similar para os outros componentes y, z. Concluimos que a evolução temporal na MQ é
dada pela EDO

d

dt
〈J (1)〉t = a〈J × J (1)〉t . (58)

Similarmente, achamos para J (2) a EDO d
dt〈J (2)〉t = −a〈J × J (2)〉t, que implica que o

valor esperado do momento angular total J é constante. Porém, em geral 〈J × J (1)〉 6=
〈J〉 × 〈J (1)〉, e por isso a evolução temporal quântica (58) em geral não é uma precessão
como no caso clássico (57).

Queremos calcular a evolução quântica explicitamente. Para determinar os auto–
vetores e –valores do operador H1, observamos que

J (1) · J (2) =
1

2
(J2 − J2

(1) − J2
(2)) . (59)

Dáı, os vetores { |k, j1, j2, j,m〉 } fornecem uma BON de auto-vetores:

H1 |k, j1, j2, j,m〉 = a~2

2

(
j(j + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)

)
· |k, j1, j2, j,m〉 .

7Uma rotação em volta do eixo unitário n pelo ângulo α, em śımbolos Rn(α), age num vetor v como

Rn(α)v = v
|| + cosαv

⊥ + senαn× v
⊥ ,

onde v⊥ := (n·v)n e v|| := v−v⊥ são os componentes de v perpendicular e paralelo com n respetivamente.
Verificamos que o vetor vt

.
= Rn(ωt)v satisfaz a EDO

d

dt
vt = ωn× vt .

O lado esquero é ω
(

− sen (ωt)v⊥ + cos(ωt)n × v⊥), e o lado direito é ω
(

cos(ωt)n × v⊥ + sen (ωt)n ×

(n× v⊥)
)

. Usando a identidade (de Grassmann) n× (n× v⊥) = −v⊥, a EDO está verificada.
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Exemplo 4 Consideramos dois spins 1/2, i.e., J1 = J2 = S no espaço C2 ⊗ C2. Aqui,
j1 = j2 = 1

2 são fixos, e nos denotamos os vetores |j1, j2, j,m〉 simplesmente por |j,m〉.
Pela última equação, temos

H1 |j,m〉 = a~2

2

(
j(j + 1)− 3

2

)
· |j,m〉 .

Em particular,

H1 |0, 0〉 = −3a~2

4
· |0, 0〉 (Singlet) (60)

H1 |1,m〉 = a~2

4
· |1,m〉 (Triplet) (61)

Consideramos o estado inicial

ψ0
.
=

1√
2

(
|0, 0〉+ |1, 1〉

)
.

A evolução temporal dele com Hamiltoniano H1 é dada por

ψt =
1√
2

(
e−itω0 |0, 0〉+ e−itω1 |1, 1〉

)
, onde ω0

.
= −3a~

4
, ω1

.
=
a~

4
.

Queremos calcular o valor esperado, em este estado, do operador S(1). Usando a expansão
dos vetores |j,m〉 em termos dos |ε〉|ε′〉 do Cap. 2.3, temos [4, p. 1077]:

S(1)z|1, 1〉 =
~

2
|1, 1〉 S(1)+|1, 1〉 = 0

S(1)z|0, 0〉 =
~

2
|1, 0〉 S(1)+|0, 0〉 = − ~√

2
|1, 1〉 .

Com isso, calculamos os valores esperados

〈S(1)z〉ψt =
~

4
(=const.) 〈S(1)+〉ψt = − ~

2
√
2
eitΩ , onde Ω

.
= ω1 − ωo = a~ .

Os valores esperados de S(1)x e S(1)y são as partes reais e imaginarias, respetivamente, do
valor esperado de S(1)+. Dáı,

〈S(1)x〉ψt = − ~

2
√
2
cos(Ωt) 〈S(1)y〉ψt = − ~

2
√
2

sen (Ωt) .

Similarmente, para o vetor 〈S(2)〉t calcula-se o mesmo componente-z, mas componentes x
e y opostos. Dáı, o spin total S

.
= S(1) + S(2) tem valor esperado constante,

〈S〉ψt =
~

2
ẑ .

Reconhecemos que neste caso especial, o vetor 〈S(1)〉t faz uma precessão em torno do eixo
fixo 〈S〉, com velocidade angular Ω – exatamente como a evolução temporal clássica (57).

Porém, para outros estados iniciais ψ0, isso não é o caso: A norma do vetor 〈S(1)〉t em
geral não é constante, e a ponta dele descreve uma elipse em vez de um ćırculo em torno
do eixo fixo 〈S〉 [4, p. 1081]. �
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3 Teoria de perturbação independente de tempo

3.1 O método

Consideramos um Hamiltoniano da forma H = H0 +W , H0 e W auto-adjuntos, onde nos
conhecemos a diagonalização de H0, mas não de H. A tarefa é achar aproximadamente
os autovalores e autovetores de H por um algorismo iterativo.

O termo H0 será chamado de “Hamiltoniano livre”, e o termo W de “perturbação”.
Seja {ϕn,i | n ∈ N, i = 1, . . . , dn} uma BON de autovetores8 do Hamiltoniano livre H0

com auto-valores respectivos E
(0)
n :

H0 ϕn,i = E(0)
n ϕn,i. (62)

Para achar os auto-vetores e auto-valores do Hamiltoniano H = H0 +W , definimos

H(λ)
.
= H0 + λW, λ ∈ [0, 1], (63)

e tentamos resolver, para cada λ ∈ [0, 1], a equação

H(λ)ψ(λ) = E(λ)ψ(λ). (64)

A hypótese crucial é que E(λ) e ψ(λ) dependem anaĺıticamente de λ, permitindo as ex-
pansões

E(λ) = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + . . . , ψ(λ) = ψ(0) + λψ(1) + λ2ψ(2) + . . . . (65)

Substituindo na Eq. (64), os dois lados dessa equaço viram

H(λ)ψ(λ) = H0ψ
(0) + λ(H0ψ

(1) +Wψ(0)) + · · ·+ λν(H0ψ
(ν) +Wψ(ν−1)) + · · ·

E(λ)ψ(λ) = E(0)ψ(0) + λ(E(0)ψ(1) + E(1)ψ(0)) + · · ·+ λν(E(0)ψ(ν) + · · ·+ E(ν)ψ(0)) + · · ·

Comparando termo a termo, resulta na sequência de equações

(H0 − E(0))ψ(0) = 0 (66)

(H0 − E(0))ψ(1) = −(W − E(1))ψ(0) (67)

(H0 − E(0))ψ(2) = −(W − E(1))ψ(1) + E(2)ψ(0), (68)

e em ν-esima ordem

(H0 − E(0))ψ(ν) = −(W − E(1))ψ(ν−1) + E(2)ψ(ν−2) + . . .+ E(ν)ψ(0). (69)

Eq. (66) quer dizer que ψ(0) é um dos auto-vetores de H0 e E(0) é a auto-energia cor-
respondente. Supomos que ψ(0) seja normalizado, e que E(0) é a n-esima auto-energia,

E(0) = E
(0)
n . Então ψ(0) deve ser contido no auto-espaço correspondente,

En .
= {ψ ∈ H | H0 ψ = E(0)

n ψ} ≡ span{ϕn,i | i = 1, . . . , dn}.
8Discutimos o caso discreto de autovetores (e não vetores generalizados), ou seja, o caso de estados

ligados, veja a discussão depois do teorema espectral em [8, p. 22(?)].
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Denotamos por Pn a projeção sobre esse espaço. Aplicando essa projeção nos dois lados
da Eq. (67) e observando que ele anula o lado esquerdo, resulta em

(PnWPn − E(1))ψ(0) = 0. (70)

(Aqúı também usamos que Pnψ
(0) = ψ(0).) Em outras palávras, ψ(0) não é apenas qualquer

auto-vetor de H0 em En, mas também é um auto-vetor de PnWPn (a restrição de W no
subespaço En), e E(1) é o auto-valor correspondente. Obviamente, E(1) = (ψ(0),Wψ(0) ).

Para determinar ψ(1), aplicamos a projeção sobre o complemento ortogonal de En,
P⊥
n

.
= 1 − Pn,

na Eq. (67). Isso resulta em

(H0 − E(0))P⊥
n ψ

(1) = −P⊥
n W ψ(0)

(No lado esquerdo, usamos que P⊥
n comuta comH0, e no lado direito usamos que P⊥

n ψ
(0) =

0.) No complemento ortogonal de En o operador H0 − E(0) é invert́ıvel; então temos

P⊥
n ψ

(1) = −(H0 − E(0))−1 P⊥
n W ψ(0) (71)

≡ −
∑

n′ 6=n

dn′
∑

i=1

(E
(0)
n′ − E(0)

n )−1
(
ϕn′,i,Wψ(0)

)
ϕn′,i . (72)

O componente de ψ(1) em En, Pnψ(1), fica indeterminado em geral (mas no caso não-
degenerado pode ser fixada por convenções, ver abaixo).

Para determinar E(2), fazemos o produto escalar dos dois lados da Eq. (68) com ψ(0).
Observando que o lado esquerdo dá zero e que ψ(0) é normalizado, isso resultando na
equação

E(2) =
(
ψ(0), (W − E(1))ψ(1)

)

=
(
ψ(0), (W − E(1))P⊥

n ψ
(1)

)
+
(
ψ(0), (W − E(1))Pnψ

(1)
)

=
(
ψ(0), (W − E(1))P⊥

n ψ
(1)

) (a)
=

(
ψ(0),WP⊥

n ψ
(1)

)
. (73)

Na segunda equação inserimos Pn+P⊥
n = 1 . O segundo termo na segunda linha se anula

por causa da Eq. (70),
(
ψ(0), (W − E(1))Pnψ

(1)
)
=

(
Pn(W − E(1))ψ(0), ψ(1)

)
= 0

(observando que Pn e W são operadores auto-adjuntos). Na última equação, (73) (a),
observamos que o termo com E(1) não contribui devido ao fato

(
ψ(0), P⊥

n ψ
(1)

)
≡

(
P⊥
n ψ

(0), ψ(1)
)
= 0. Substituindo as Eqs. (71) e (72), respetivamente, obtemos

E(2) = −
(
Wψ(0), (H0 − E(0))−1 P⊥

n W ψ(0)
)

(74)

≡ −
∑

n′ 6=n

dn′
∑

i=1

(E
(0)
n′ − E(0)

n )−1|
(
ϕn′,i,Wψ(0)

)
|2. (75)

(Isso é o valor esperado do operador −P⊥
n (H0 − E(0))−1P⊥

n no estado W ψ(0).)
Para determinar ψ(2), aplicamos P⊥

n na equação (68), dando

P⊥
n ψ

(2) = −(H0 − E(0))−1P⊥
n (W − E(1))ψ(1). (76)

Porém, P⊥
n Wψ(1) não é determinado porque Pnψ

(1) não é. Para adiantar, consideramos
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O caso não-degenerado (dn = 1). No caso não-degenerado, os componentes dos ψ(ν)

em En, Pnψ(ν) ≡ (ψ(0), ψ(ν))ψ(0), são fixadas pela convenção de normalização. Nos ado-
tamos a seguinte condição de normalização

(
ψ(0), ψ(λ)

)
= 1 ∀λ ∈ [0, 1]. (77)

(Pode ser satisfeita: Exerćıcio! Aviso: O Cohen-Tannoudji usa a condição de normalização
que ‖ψ(λ)‖ = 1!) Como se verifica facilmente, nossa condição (77) é equivalente a

(
ψ(0), ψ(ν)

)
= δ0,ν ∀ν ∈ N0, (78)

o que implica Pnψ
(ν) = 0 ou seja, P⊥

n ψ
(ν) = ψ(ν) para ν ≥ 1 .

O vetor ψ(1) é completamente determinado, a saber, dado pela Eq. (71). Com isso, o
lado esquerdo da Eq. (76) é determinado e coincide justamente com ψ(2):

ψ(2) = −(H0 − E(0)
n )−1P⊥

n (W − E(1)
n )ψ(1). (79)

Analogamente, aplicando a projeção P⊥
n em (69), obtem-se para ν > 2

ψ(ν) = (H0 − E(0)
n )−1

{
− P⊥

n (W − E(1)
n )ψ(ν−1) + E(2) ψ(ν−2) + . . .+ E(ν−1) ψ(1)

}
. (80)

Para a energia na ν-esima ordem (ν > 2), fazemos o produto escalar dos dois lados da
Eq. (69) com ψ(0). Usando a condição (78), obtemos

E(ν) =
(
ψ(0),Wψ(ν−1)

)
. (81)

Com isso, a Eq. (64) pode ser resolvida até qualquer ordem ν, a saber, determinando
consecutivamente E(1), ψ(1), E(2), ψ(2), etc., até E(ν), ψ(ν).

Exemplo 5 (Oscilador forçado) Recordamos que o oscilador harmônico pode ser rep-
resentado por

H0
.
= ~ω

(
A∗A+

1

2

)

onde A
.
=

√
mω
2~ X + i P√

2mω~
é o operador “abaixamento”, com relações [A,A∗] = 1. Vale

A∗ϕn =
√
n+ 1ϕn+1 e Aϕn =

√
nϕn−1 .

A primeira equação vale para encontrar os auto-vetores de H0 a partir do estado funda-
mental ϕ0, a saber: ϕn = 1√

n!
(A∗)nϕ0. O operador A∗A =: N (“number operator”) age

como Nϕn = n · ϕn.
Consideramos uma perturbação da forma

W
.
=

~ω√
2
(A+A∗),

que é proporcional ao operador posição X e dáı descreve uma força externa constante.9

Como E(0) escolhemos a energia fundamental E(0) = E
(0)
0 = ~ω

2 . Como ela é não-

degenerada, ψ(0) = ϕ0.

E(1) = (ϕ0,Wϕ0 ) =
~ω√
2
(ϕ0, (A+A∗)ϕ0 ) = 0 pois Aϕ0 = 0 ,

ψ(1) = −(H0 − E(0))−1P⊥
0 Wϕ0 =

−1√
2
N−1(A+A∗)ϕ0 =

−1√
2
ϕ1 .

9Em datlhes, λW = −fX, onde −f = λ~ω
√

mω
~
.
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Usamos que H0 − E(0) = A∗A = N , (A+A∗)ϕ0 = ϕ1 e N−1ϕ1 = ϕ1.

E(2) = (ψ(0),Wψ(1) ) = −~ω

2
(ϕ0, (A+A∗)ϕ1 ) = −~ω

2
,

ψ(2) = −(H0 − E(0))−1P⊥
0 Wψ(1) =

1

2
N−1P⊥

0 (A+A∗)ϕ1 =
1

2
√
2
ϕ2 .

(Usamos que P⊥
0 Aϕ1 = P⊥

0 ϕ0 = 0.) Ademais, E(3) = 0, como pode ser facilmente
verificado. Resumindo:

E(λ) = E0 − λ2
~ω

2
+O(λ4) (82)

ψ(λ) = ϕ0 −
λ√
2
ϕ1 +

λ2

2
√
2
ϕ2 + O(λ3) (83)

Para comparar com a solução exata, precisamos ainda normalizar. Como ‖ψ(λ)‖2 =

1 + λ2

2 +O(λ3), temos ‖ψ(λ)‖−1 =
(
1 + λ2

2 +O(λ3)
)− 1

2 = 1− λ2

4 +O(λ3), e

ψ̂(λ)
.
=

ψ(λ)

‖ψ(λ)‖ =
(
ϕ0 −

λ√
2
ϕ1 +

λ2

2
√
2
ϕ2 + . . .

)(
1− λ2

4
+ . . .

)

= ϕ0 −
λ√
2
ϕ1 +

λ2

2
(−1

2
ϕ0 +

1√
2
ϕ2) + O(λ3) (84)

. . . �

3.2 Método variacional

Seja H o nosso Hamiltoneano. A aplicação ψ 7→ 〈H〉ψ (valor esperado) é um funcional
não-linear de H nos números reais.

Definição 6 Seja F uma aplicação de H em C (um funcional), e ψ ∈ H.
i) A derivada de F em ψ, em śımbolos DF (ψ), é a aplicação (funcional) linear de H

em C, DF (ψ) : χ 7→ 〈DF (ψ), χ〉 definida por

〈DF (ψ), χ〉 .= d

ds
F (ψ + sχ)|s=0.

ii) ψ é um ponto estacionário de F se a derivada de F em ψ é nula, ou seja, se para todos
χ ∈ H vale d

dsF (ψ + sχ)|s=0 = 0.

Teorema 7 (Ritz) Seja H um operador auto-adjunto. O funcional φ 7→ 〈H〉φ (definido
no domı́nio de H) é estacionário em ψ se e somente se ψ é um autovetor de H.

Comprovante. Usando a regra de quociente para derivada e o fato que H é auto–adjunto,
chegamos em

d

ds
〈H〉ψ+sχ|s=0 =

2Re(Hψ,χ )‖ψ‖2 − (ψ,Hψ )2Re(ψ, χ )

‖ψ‖4 .

Agora a direção “⇐” é obvia. Para mostrar “⇒”, vamos supor que o valor esperado seja
estacionário em ψ. Neste caso, a expressão encima é zero para todos χ. Substituindo
χ por iχ, isso implica (Hψ,χ ) = 〈H〉ψ (ψ, χ ) para todos χ, que por sua vez implica a
conclusão do teorema, com autovalor correspondente E = 〈H〉ψ. �
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Prinćıpio Minimax. Vamos supor que o Hamiltoneano possui espectro puramente dis-
creto, ou seja, que existe uma BON de autovetores ϕn com Hϕn = En · ϕn. (Aqui
denotamos o autovalor com o mesmo ı́ndicie como o vetor: No caso de degenerescência
pode acontcer que En = En′ para n 6= n′.) Vamos ordenar os auto-valores En tal que
E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ . . .. Para um vetor ψ no domı́nio D(H) do operador H, com expansão
ψ =

∑

n cnϕn, vale

(ψ,Hψ ) =
∑

n

En|cn|2 ≥ E0

∑

n

|cn|2 = E0‖ψ‖2 .

Isso implica que a energia fundamental E0 é dada pelo mı́nimo dos valores esperados,10

E0 = inf
ψ∈D(H)

〈H〉ψ . (85)

Se ϕ0 é conhecido, o próximo autovalor E1 pode ser encontrado pelo mesmo método,
aplicado no complemento ortogonal de ϕ0:

E1 = inf
ψ∈ϕ⊥

0

〈H〉ψ . (86)

(Deixamos de anotar que ψ também deve fiacr no domı́nio de H.) Mas até sem conhecer
o autovetor ϕ0 dá para encontrar o autovalor E1: Parar todo φ ∈ H vale (exerćıcio!)

inf
ψ∈φ⊥

〈H〉ψ ≤ inf
ψ∈ϕ⊥

0

〈H〉ψ .

Conclue-se que
E1 = sup

φ∈H
inf
ψ∈φ⊥

〈H〉ψ . (87)

Isso é o prinćıpio minimax. Similarmente, mostra-se para todo n:

En = sup
φ1,...φn∈H

inf
ψ∈〈φ1,...,φn〉⊥

〈H〉ψ , (88)

onde 〈φ1, . . . , φn〉⊥ é o complemento ortogonal do span dos vetores φ1, . . . , φn.

3.3 Exemplos: Estrutura fina e hiperfina do átomo de hidrogêneo

4 Teoria de perturbação dependente de tempo

Consideramos um Hamiltoneano dependente do tempo H(t), e procuramos a solução da
equação de Schrödinger

i~
d

dt
ψt = H(t)ψt . (89)

Nesse caso, não é suficiente achar os auto-valores e vetores de cada H(t). Um método
perturbativo de achar soluções aproximativas é a série de Dyson, veja Seção 4.1. Ela
funciona bem quando H(t) é da forma

H(t) = H0 +W (t), (90)

onde W (t) é uma famı́lia de operadores auto-adjuntos, e a diagonalização de H0 é con-
hecida. Nesse caso, a Série de Dyson será aplicada no chamado cenario de interação, veja
Seção 4.2.

10No caso geral de um espectro cont́ınuo, pode não existir um mı́nimo, mas E0 ainda é o ı́nfimo.
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4.1 Série de Dyson

Literatura: Messiah, Vol. II, Cap. XVIII.
Pelo prinćıi pio da superposição, para todo t a aplicação ψ0 7→ ψt é linear. Ademais,

a norma de qualquer solução da equação de Schrödinger (89) é conservada, pois

i~
d

dt
‖ψt‖2 = (−H(t)ψt, ψt ) + (ψt, H(t)ψt ) = 0

devido ao fato que H(t) é Hermiteano. Dáı, esperamos que para todo t existe um operador
unitário U(t, 0) que aplica qq estado inicial ψ0 para a solução ψt no tempo t. Realmente
vale [11]:

Proposição 8 Seja H(t) uma famı́lia de operadores auto-adjuntos satisfazendo certas
condições. Então a solução ψt da Equação de Schrödinger (89), com ψ0 dado, é unica.
Ela é da forma ψt = U(t, 0)ψ0, onde U(t, s), s, t ∈ R, é uma famı́lia de operadores
unitários com as seguintes propriedades:11

i~
d

dt
U(t, s) = H(t) ◦ U(t, s) (91)

U(t, t) = 1 , (92)

U(t, r) ◦ U(r, s) = U(t, s) (93)

para todo t, r, s ∈ R.

Observe que essas relações implicam U(t, s)−1 = U(s, t) e

i~
d

dt
U(s, t) = −U(s, t) ◦H(t) . (94)

A EDO (91) com condição inicial (92) possui uma única solução, e ela satisfaz a
relação (93). Reciprocamente, a relação (93), sob a condição apropriada de diferencia-
bilidade, implica na EDO (91). (Exerćıcio: Como definir H(t)?)

Uma tal famı́lia {U(t, s)}t,s∈R é chamada de familia de propagadores ou evolução tem-
poral para a famı́lia H(t).

Uma solução formal da EDO (91) com condição inicial (92) é dada pela série de
Dyson,12

U(t, s) = 1 +
∞∑

n=1

1

(i~)n

∫ t

s
dt1

∫ t1

s
dt2 · · ·

∫ tn−1

s
dtnH(t1) · · ·H(tn)

= 1 +
∞∑

n=1

(−i/~)n
n!

∫ t

s
dt1 · · ·

∫ t

s
dtn T [H(t1) · · ·H(tn)]. (95)

Aqui, T [...] é o produto temporalmente ordenado,

T [H(t1) · · ·H(tn)]
.
= H(tπ(1)) · · ·H(tπ(n)) (96)

11Na verdade, a afirmação é um pouco mais forte: Existe uma única famı́lia bi-parametrica de operadores
unitários U(t, s) que satisfaz as equações (91) e (92). A equ. (93) é uma consequência.

12Uma notação informal e resumida para esta série é U(t, s) = T exp
(

− i
∫ t

s
dt′H(t′)/~

)

.
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quando π é uma permutação tal que tπ(1) ≥ tπ(2) · · · ≥ tπ(n). Obviamente, isso é uma
função totalmente simmétrica em t1, . . . , tn: T [H(t1) · · ·H(tn)] = T [H(tσ(1)) · · ·H(tσ(n))]
para qualquer permutação σ. Na Eq. (95) temos usado que para uma função f totalmente
simétrica vale
∫

t1,...,tn∈[s,t]
dnt f(t) ≡

∑

π∈Sn

∫

tπ(1)≥···≥tπ(n)

dnt f(t)
(a)
=

∑

π∈Sn

∫

t1≥···≥tn
dnt f(t) = n!

∫

t1≥···≥tn
dnt f(t) .

(A equação (a) vale por causa da simmetria.)
Se o Hamiltoniano independe do tempo, H(t) = H, a série de Dyson coincide com a

solução que já conhecemos:
U(t, s) = e−i(t−s)H/~ ,

que na Mecãnica Quântica I [8] temos denotado por Ut−s.
Vale enfatizar que para grandes |t− s|, os primeiros termos da série de Dyson em geral

não são uma boa aproximação: Por exemplo, se H é constante, série começa como

U(t, s) = e−i(t−s)H/~ = 1 − i

~
(t− s)H + · · · ,

que é uma péssima aproximação para (t− s)〈H〉 > ~. Isso melhora em situações quando
H(t) é da forma (90) e nos “subtraimos” a evolução livre descrita por H0:

4.2 Cenário de interação

(Essa abordagem está chamada em [4, Cap. XIII.B.1 b)] de “Change of functions”).
Consideramos uma famı́lia H(t) da forma (90), H(t) = H0 +W (t), onde W (t) contém

uma constante de acoplamento, W (t) = λŴ (t). No prinćıpio, H0 pode também depender
do tempo. Denotamos por U(t, s) a evolução temporal para H(t), e denotamos por U0(t, s)
a evoluçaõ temporal para H0. A evolução temporal no cenârio de interação é definida por

U I(t, s)
.
= U0(0, t)U(t, s)U0(s, 0) . (97)

É simples verificar que e essa famı́lia satisfaz as relações (92) e (93). Consequentemente,
ela deve ser a evolução temporal para alguma famı́lia de Hamiltonianas. Vamos calculá-las:
Usando as EDO’s (91) e (94) temos

i~
d

dt
U I(t, s) = U0(0, t)

(
−H0 +H(t)

)
U(t, s)U0(s, 0) (98)

≡W I(t)U I(t, s), onde (99)

W I(t)
.
= U0(0, t)W (t)U0(t, 0) . (100)

Conclúımos que a famı́lia U I(t, s) é a evolução temporal para W I(t), definido encima.
No seguinte vamos considerar um H0 independente de t. Neste caso, temos U0(t, 0) =

e−itH0/~ e U0(0, t) = eitH0/~, e consequentemente

W I(t) = eitH0/~W (t) e−itH0/~ .

A série de Dyson para U I(t, 0) até primeira ordem na constante de acoplamento é

U I(t, 0) = 1 − i

~

∫ t

0
dt′eit

′H0/~W (t′) e−it
′H0/~ + O(λ2) . (101)
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Probabilidades de transição. Sejam ϕn os autovetores de H0 com respetivos auto-
valores En, H0ϕn = Enϕn. Queremos calcular a probabilidade Pi→n de transição de um
estado inicial ϕi para um estado final ϕf sob a evolução temporal completa descrita por
um Hamiltoneano da forma (90), H(t) = H0+W (t). Mais explicitamente, seja ψt o estado
do sistema no tempo t, evoluindo conforme H(t). Consideramos que o sistema inicialmente
está no estado ϕi, ψ0 = ϕi. Temos então

ψt = U(t, 0)ϕi ,

onde U(t, s) é a evolução temporal para H(t). Queremos calcular a probabilidade de
transição

Pi→f (t)
.
= |(ϕf , ψt)|2 = |(ϕf , U(t, 0)ϕi)|2 = |(U0(t, 0)

∗ϕf , U
I(t, 0)ϕi)|2 . (102)

Na última equação escremos U(t, 0) = U0(t, 0)U
I(t, 0), e jogamos o primeiro fator ao outro

lado do produto escalar. Usando U0(t, 0)
∗ϕf = eitH0/~ϕf = eitEf/~ϕf , chegamos em

Pi→f (t) = |(ϕf , U I(t, 0)ϕi)|2 . (103)

Como U I é a evolução temporal para W I(t) ≡ eitH0/~W (t) e−itH0/~, a série de Dyson,
equ. (101), dá

U I(t, 0)ϕi = ϕi −
i

~

∑

n

∫ t

0
dt′eit

′ωni (ϕn,W (t′)ϕi ) +O(λ2) (104)

(ϕn, U
I(t, 0)ϕi) = δni −

i

~

∫ t

0
dt′eit

′(En−Ei)/~ (ϕn,W (t′)ϕi) + . . . (105)

Para n 6= i concluimos

Pi→f (t) =
1

~2

∣
∣
∣

∫ t

0
dt′eit

′ωni (ϕf ,W (t′)ϕi)
∣
∣
∣

2
+ . . . (106)

(mais termos da ordem W 3), onde ωni
.
= (Ef −Ei)/~. Uma condição necessária para que

essa aproximação seja boa é
|t|
~

|(ϕf ,W (t′)ϕi)| ≪ 1

para todo t′ ∈ [0, t].
Consideramos os casos especiais de W constante (independente do tempo) e depois de

W (t) com dependência temporal harmônica.

W independe do tempo. Usando a fórmula
∫ t

0
dt′ eit

′ω = eit
ω
2

sen
(
tω/2)

ω/2
, (107)

a equ. (106) dá até segunda ordem

Pi→f (t) =
|Wni|2
~2

sen
(
tωni/2)

2

(ωni/2)2
+ . . . , (108)

onde Wni
.
= (ϕf ,Wϕi) e ωni

.
= (Ef − Ei)/~. Como função de ωni, essa probabilidade é

maximal se ωni = 0, ou seja, quando os estados inicial e final tem a mesma energia.
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W com dependência temporal harmônica.

4.3 Absorção e emissão induzida

4.4 Regra de ouro de Fermi

Literatura: [4, XIII.C.3]

Consideramos um Hamiltoneano H0 cuja decomposição espectral possui uma parte
discreta Hp(H0) e uma parte absolutamente cont́ınua Hac(H0). A parte discreta corre-
sponde aos estados ligados, e a parte Hac(H0) corresponde aos estados de espalhamento,
veja Teorema 10 na página 29. Queremos discutir a situação quando um estado ligado
evolui com o tempo, por uma perturbação W da dinâmica, num estado de espalhamento.

Recordamos que o espaço de estados de espalhamento é gerado por uma BON cont́ınua
de autovetores impróprios [7, 8] {χk,j , k ∈ Ω ⊂ Rn, j = 1, . . . , d(k)} do Hamiltoniano H0,

∫

Ω
dnk

n∑

j=1

|χk,j〉〈χk,j | = 1 , H0χk,j = E(k) · χk,j .

Pegamos E(k) como uma das coordenadas em Ω, fazemos transformação de variáveis
(k, j) → (E, β) e escrevemos χk,j = |E, β〉. Com isso, temos

∫ ∞

0
dE

∫

Ω′
dn

′
β ̺(E, β) |E, β〉〈E, β| = 1 , H0|E, β〉 = E · |E, β〉 ,

onde ̺(E, β) é a determinante Jacobiana da transformação, no contexto chamada de
densidade de estados.13 (Os variáveis β ∈ Ω′ podem ser autovalores de observáveis que
completam {H0} para um CCOC.)

Consideramos agora a adição de uma perturbação W constante,

H
.
= H0 +W ,

e consideramos um estado ψ que inicialmente é um auto-estado de H0, ψ0 = ϕi com
H0ϕi = Ei · ϕi. Para I no espectro de H0 e J ∈ Ω′, seja pI,J(t) a probabilidade de
encontrar, no tempo t, um valor da energia E ∈ I e um valor de β ∈ J . Temos

pI,J(t) =

∫

I
dE

∫

J
dβ ̺(E, β)|〈E, β|ψt〉|2 (109)

13Por exemplo, para o Hamiltoneano livre, temos Ω = R
3, d(k) = 1 para todo k ∈ R

3, e uma BON

cont́ınua de autovetores é dada por χk(r)
.
= (2π)−

3

2 eik·r. Em particular, temos

∫

R3

d3k |χk〉〈χk| = 1 , Hχk = E(k) · χk com E(k) =
~
2k2

2m
.

(A primeira equação é o Teorema de Fourier.) Chamamos χk
.
= |E,n〉 com E

.
= E(k) e n

.
= k/|k| ∈ S2.

A transformação de variáveis k 7→ (E,n) resulta em

∫ ∞

0

dE

∫

S2

dΩ(n) ̺(E) |E,n〉〈E,n| = 1 ,

com densidade de estados ̺(E) = m
√
2mE
~3

, onde dΩ(n) = sen θdθdϕ é a medida na esfera.
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onde ψt = U(t, 0)ϕi. Usando a fórmula (108) para a probabilidade de transição
|〈E, β|ψt〉|2, temos em segunda ordem em W :

pI,J(t) ≃
1

~2

∫

I
dE

∫

J
dβ ̺(E, β)

sen 2(tω/2)

(ω/2)2
|〈E, β|Wϕi〉|2 (110)

onde ω
.
= (E−Ei)/~. Para grandes t, usamos a relação sen 2(ωt/2)

(ω/2)2
→ 2πtδ(ω) = 2πt~δ(E−

Ei), e concluimos

pI,J(t) ≃ t · 2π
~

∫

J
dβ ̺(Ei, β) |〈Ei, β|Wϕi〉|2 se Ei ∈ I (111)

e pI,J(t) = 0 se Ei 6∈ I. Isso é a regra de ouro de Fermi.

5 Teoria de espalhamento

5.1 Seção de choque

Discutimos o espalhamento elástico de duas part́ıculas com massas m1 e m2, interagindo
por um potencial da forma V (r1−r2). Num primeiro momento, a discussão será clássica.
O processo considerado corresponde, no referencial de centro de massa, ao espalhamento
de uma part́ıcula com massa m = m1m2/(m1 + m2) pelo potencial V (r) (o “alvo”).
Supondo que o potencial V seja de curto alvançe e concentrado perto da origem, para
tempos muito antes e muito depois do choque, o movimento da part́ıcula pode ser suposto
como retilinear (“asśıntotas entrando e saindo”).

Começamos com a descrição clássica da experiência de collisão. O estado incedente
(t→ −∞) é caraterizado pelo momento p e o parámetro de impacto: Isso é o ponto onde
a asśıntota entrando perfura um plano S perpendicular a p (antes do alvo). O estado final
(t→ ∞) é caraterizado pelo ângulo sólido da asśıntota saindo com a asśıntota entrando, o
qual pode ser identificado com um vetor normalizado n ∈ S2. (A norma |p| do momento
deve ser inalterada pela conservação da energia.) No prinćıpio queremos saber, para cada

p

S

σ(∆Ω)
r∆Ω

n

0

Figure 1: Visualização de σ(∆Ω)

n ∈ S2, onde a part́ıcula deve atravessar o plano S para que ela tenha a direção assintótica
n depois do espalhamento. Na prática, em vez de uma direção fixa n consideramos um
elemento de ângulo sólido ∆Ω ⊂ S2 e perguntamos qual elemento de superf́ıcie contida no
plano S a part́ıcula deve atravessar para que ela seja espalhada para dentro de ∆Ω ⊂ S2.
A área dessa superf́ıcie é a chamada seção de choque, em śımbolos σ(∆Ω), ver figura 1.
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(A aplicação ∆Ω 7→ σ(∆Ω) é a maior informação sobre o potencial V que pode ser obtido
por esse tipo de experiência.)

Para determinar a seção de choque, a experiência é repitida um grande número N de
vezes, com frequência constante e com o parámetro de impacto variando aleatoriamente,
de tal maneira que o fluxo incidente Fin é homogêneo. Isso é o número de part́ıculas que
atravessam S por unidade de área e de tempo: Para uma pequena superf́ıcie ∆S ⊂ S
e um intervalo de tempo ∆t, seja Nin(∆S,∆t) o número de part́ıculas que atravessam a
superf́ıcie ∆S em ∆t, e

nin(∆S)
.
=
Nin(∆S,∆t)

∆t
(112)

a taxa com qual as part́ıculas atravessam ∆S. (Suposto independente de t.) O fluxo é
definido por

Fin :=
nin(∆S)

|∆S| ≡ Nin(∆S,∆t)

|∆S|∆t , (113)

onde |∆S| é a área de ∆S. (Ele é suposto a ser homogêneo, ou seja, independente de ∆S.)
Similarmente, seja Nout(r∆Ω,∆t) o número de part́ıculas que são detectadas em ∆t

pelo detetor localizado no ângulo sólido ∆Ω, numa grande distância r da origem – ou
seja, detectadas na superf́ıcie r∆Ω contida na esfera concentrada na origem com raio r.
Definimos a taxa

nout(∆Ω) := lim
r→∞

Nout(r∆Ω,∆t)

∆t
.

Esperamos que para todo elemento de ângulo sólido ∆Ω ⊂ S2 existe um elemento de
superf́ıcie S(∆Ω) ⊂ S tal que toda part́ıcula que está espalhada para dentro de ∆Ω deve
ter atravessado a superf́ıcie S(∆Ω). (A área de S(∆Ω) é a seção de choque σ(∆Ω).) Dáı,
vale

nout(∆Ω) = nin
(
S(∆Ω)

) (a)
= Fin σ(∆Ω) .

Em (a), usamos a definição (113) do fluxo incedente Fin e a mencionada definiçõ da seção
de choque, σ(∆Ω)

.
= |S(∆Ω)| = área de S(∆Ω). Concluimos que14

σ(∆Ω) =
nout(∆Ω)

Fin
. (114)

Pela aditiviadade, deve existir uma medida dσ
dΩ , a chamada seção de choque diferencial,

tal que para todo ∆Ω ⊂ S2 vale

σ(∆Ω) =

∫

∆Ω

dσ

dΩ
dσ

A seção de choque da esfera inteira é chamada de seção de choque total:

σtot
.
= σ(S2) =

∫

S2

dσ

dΩ
dσ .

14Bemerkung: D.i. also

σ(∆Ω) =
número de particulas que são espalhadas para dentro de ∆Ω por unidade tempo

número de particulas incedentes por unidade de área e tempo
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Essa definição operacional da seção de choque faz sentido na mecância quântica
também, e nossa tarefa é agora calcula-la na mecânica quântica para um dado poten-
cial. Na mecância quântica, recordamos a fórmula da densidade de corrente de um estado
ψ,

jt(r)
.
=

~

m
Im

(
ψt(r)∇ψt(r)

)
,

e a sua interpretação:
∫

S j · da é a probabilidade que a part́ıcula atravessa a superf́ıcie S
no sentido da sua orientação no intervalo ∆t, dividido por ∆t (no limite ∆t→ 0).15

Para o estado incidente, a integral
∫

S jin·da coincide com jin|S|. Por outro lado, a prob-
abilidade que a part́ıcula atravessa a superf́ıcie S no intervalo ∆t é dado por 1

NNin(S,∆t).
Concluimos que jin|S| = 1

N nin(S), ou seja,

N jin =
nin(S)

|S| ≡ Fin . (115)

Similarmente, sob a hipótese que jout(r) tem a direção radial r̂ para grandes r, vale

nout(∆Ω) = N lim
r→∞

∫

r∆Ω
jout · da = N lim

r→∞

∫

∆Ω
jout(r)r

2dΩ .

Usando Eq. (115), concluimos que

σ(∆Ω) ≡ nout(∆Ω)

Fin
= lim

r→∞

∫

∆Ω

jout(r)

jin
r2dΩ ,

ou seja,
dσ

dΩ
(n) = lim

r→∞
r2
jout(rn)

jin
. (116)

5.2 Teoria de espalhamento independente de tempo

Na mecânica quântica, na abordagem independente do tempo, consideramos como estado
incidente uma onda plana com momento p = ~k. Desprezaremos o spin; então o espaço
de estados é H = L2(R3).

Definição 9 Um estado de uma part́ıcula é chamado de

• estado ligado sse para todo ε > 0 existe uma região G limitada tal que para todo t
a probabilidade de encontrar a part́ıcula em G é maior o igual a 1− ε;

• estado de espalhamento sse para toda região limitada G, a probabilidade de encontrar
a part́ıcula em G cai para zero para t→ ±∞.

15Ou seja,
∫

S
jt ·da é a derivada com respeito a ε da probabilidade que a part́ıcula atravessa a superf́ıcie

S no intervalo de tempo [t, t+ ε]. Essa interpretação segue da relação de continuidade,

∮

∂G

jt · da = −
d

dt
Pt(X ∈ G) ,

pois o lado direito é + a derivada da probabilidade que a part́ıcula atravessa a superf́ıcie de dentro para
fora.
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Teorema 10 Um estado é ligado se, e somente se, ele está no subespaço Hp(H) gerado
pelos auto-vetores (próprios) do Hamiltoniano H.

Um estado é um estado de espalhamento se, e somente se, ele está no subespaço Hac(H)
associado com o espectro absolutamente cont́ınuo.

Hac(H) é aquele subespaço que possui uma BON cont́ınua de auto-vetores improprios do
Hamiltoniano H, (veja [7, Tma. 21]). Para os Hamiltonianos “não-patológicas” o chamado
espectro singular-cont́ınuo é vazio, e nesse caso H = Hp(H)⊕Hac(H).

Seja agora o Hamiltoniano da forma H0 + V , onde H0 é o Hamiltoniano livre em
L2(R3). Para uma grande classe de potenciais de curto alcançe vale o seguinte:

Teorema 11 Seja V ∈ L1(R3) tal que16

∫

d3xd3y
|V (x)V (y)|
‖x− y‖2 < ∞ .

Então existe uma BON cont́ınua {χk, k ∈ R3} de autovetores generalizados de H0 + V

com autovalor (generalizado) E(k) = ~2k2

2m , tal que para grandes r vale

χk(r)
≃

r→∞ eik·r + f(k, r̂)
eikr

r
+O(r−2) , r̂

.
= r/r . (117)

Esse fato é impĺıcito no Thm. XI.41 em [12]. O primeiro termo descreve uma onda plana
incidente, e o segundo termo descreve uma onda esférica saindo. A funçõ f é chamada de
amplitude de espalhamento. Se o potencial for radial (ou seja, invariante sob rotações), ela
é da forma

f(k, r̂) = f(k, θ) , k
.
= ‖k‖, θ .

= ∠(k, r) . (118)

Vamos supor que o nosso Hamiltoneano seja da forma anunciada no Teorema 11. A
evolução temporal de um estado inicialmente descrito por ψ0 =

∫
d3kA(k)χk é dada,

para grandes r, por

ψt(r) =

∫

d3kA(k)χk(r) e
−itω(k) ≃

r→∞

∫

d3kA(k) ei(k·r−tω(k))+
∫

d3kA(k)
f(k, r̂)

r
ei(kr−tω(k)),

onde ω(k)
.
= ~k2/2m. O primeiro termo é um pacote de onda livre, e o segundo termo

descreve para grandes t o estado saindo espalhado pelo alvo V (e vai para 0 se t→ −∞).
A densidade de corrente correspondente à χk,

j
.
=

~

m
Im

(
χk∇χk

)
,

é da forma

j = jin + jout + jinterf , onde jin
.
=

~k

m
, jout(r)

.
=

~k

m

|f(k, r̂)|2
r2

r̂ +O(r−3), (119)

enquanto que jinterf não contribui para a seção de choque σ(∆Ω) dado que k/k 6∈ ∆Ω.
(Demonstração na aula.) Com isso, pela Eq. (116) temos

dσ

dΩ
(n) ≡ lim

r→∞
r2
jout(rn)

jin
= |f(k,n)|2 . (120)

16Isso carateriza a classe de Rollnick. Veja [14] para outras condições suficientes.
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Teorema óptico.

σtot(k) =
4π

k
Imf(k, θ = 0).

Vamos agora construir os auto-vetores (generalizados) χk do Teorema 11 para um
dado potencial, verificar que eles se comportam como (117) para grandes r, e calcular a
amplitude de espalhamento f . Para esses fins, usaremos dois métodos: A série de Born e
as ondas parciais.

5.2.1 Série de Born.

A equação de Schrödinger independente de tempo e com auto-energia E = ~2k2/2m, pode
ser escrita como

(∆ + k2)χk(r) =
2m

~2
V (r)χk(r) . (121)

Recordamos que a função

G(r)
.
=

−1

4π

eikr

r
(122)

é uma função de Green para o operador ∆+k2, i.e., (∆+k2)G = δ(3): A EDP (∆+k2)u = h
possui a solução particular u = G ∗ h [6, Prop. 1.7]. Isso implica que toda solução da
EDP (121) é da forma

χk = χ0
k + Iχk, onde Iχ

.
=

2m

~2
G ∗ (V · χ) (123)

e χ0
k
é uma solução da equação correspondente homogênea, (∆+k2)χ0

k
= 0. Para descrever

situações de espalhamento, pegamos a onda plana,

χ0
k(r)

.
= eik·r .

Formalmente, a solução da equação (123) é

χk = χ0
k +

∞∑

n=1

Inχ0
k , (124)

onde In
.
= I ◦ · · · ◦ I. Isso é a série de Born. Para potenciais centrais, dá para mostrar

que essa série converge se17

2m

~2

∫ ∞

0
dr r|V (r)| < 1. (125)

Se esse número é ≪ 1, os primeiros termos são uma bõa aproximação. (Referência?) A
aproximação com n = 1,

χk ≃ χ0
k + Iχ0

k , (126)

é chamada de aproximação de Born. Vamos calculá-la.

17Pois (125) estabelece uma norma para I como operador em C0(R
3) com a norma ‖ ·‖∞. Se essa norma

for menor que 1, o operador 1 − I possui o inverso 1 +
∑∞

n=1 I
n pelo argumento padrão da análise.



MQII, 15/08/2025 31

Para uma função qualquer χ, temos

(Iχ)(r) = − m

2π~2

∫

d3r′
eik|r−r

′|

|r − r′| V (r′)χ(r′)

≃ − m

2π~2
eikr

r

∫

d3r′ e−ikn·r′
V (r′)χ(r′) +O(r−2)

onde n
.
= r/r. (Usamos a expansão |r − r′| = r − n · r′ + O(r−1) para r/r′ → ∞.) Para

uma onda plana, χ = χ0
k
= eik·r, a integral é justamente a transformada de Fourier do

potencial no ponto k − kn (a transferência de momento),

V̂ (k − kn)
.
=

∫

d3r′ ei(k−kn)·r′
V (r′) .

Resumindo, achamos uma solução χk da Equação de Schrödinger com energia ~2k2/2m
que se comporta como (117), onde a amplitude de espalhamento é dada, em primeira
ordem, por

fB(k,n) = − m

2π~2
V̂ (k − kn) . (127)

5.2.2 Método de ondas parciais.

Consideramos um potential central, V = V (r). Neste caso, as auto-funções do Hamiltoni-
ano e a amplitude de espalhamento são da forma

χk(r) = χk(r, θ), f(k,n) = f(k, θ) ,

onde θ é o ângulo entre k e r = rn. Expandindo as auto-funções em harmônicos esfêricos,
onde só aparecem os Yl0 por causa da independência do ângulo φ,

χk(r) =
∞∑

l=0

vk,l(r)Yl0(θ),

a equação de Schrödinger (121) vira

(1

r

d2

dr2
r + k2 − l(l + 1)

r2
− 2m

~2
V (r)

)

vk,l = 0 . (128)

(As funções vk,l ⊗ Yl0 é chamadas de ondas parciais.)

a) O caso V = 0: Expansão da onda plana em harmónicos esféricos. As ondas
planas satisfazem a equação de Schrödinger livre, i.e. com V = 0. Neste caso, denotamos

as soluções por χ
(0)
k

e v
(0)
k,l , respetivamente. As soluções da EDO

(1

r

d2

dr2
r + k2 − l(l + 1)

r2

)

v
(0)
k,l = 0

que não são singulares na oŕıgem são as funções esféricas de Bessel, v
(0)
k,l (r) = jl(kr).

Concluimos:
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Lemma 12 Toda solução da EDP de Helmholtz, (∆+k2)χ
(0)
k

= 0, que é regular na oŕıgem
e é invariante sob rotações em torno do eixo ẑ, é da forma18

χ
(0)
k

(r, θ) =
∞∑

l=0

cl jl(kr)Yl0(θ) .

Isso vale em particular parar a onda plana: Existe uma sequência al tal que

eik·r =
∞∑

l=0

al jl(kr)Yl0(θ) .

Para achar os al, fazemos o produto escalar em L2(S2) dos dois lados dessa equação: O
fato que os Yl0 são ortogonais implica

al jl(kr) =

∫

S2

Yl0(θ)e
ikr cos θ dΩ = 2π

∫ 1

−1
Yl0(u)e

ikru du.

Depois de integrar em partes, e usando a identidade Yl0(θ = 0) =
√

2l+1
4π = (−1)lYl0(π),

chegamos em

al jl(kr)
≃

r→∞
il
√

4π(2l + 1)

kr
sen (kr − l

π

2
) + O

( 1

(kr)2
)
.

Por outro lado, as jl se comportam como

jl(kr)
≃

r→∞
1

kr
sen (kr − l

π

2
) + O

( 1

(kr)2
)

(129)

Por comparação, concluimos que al = il
√

4π(2l + 1). Resumindo:

Lemma 13 A onda plana possui a expansão

eik·r =
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1) jl(kr)Yl0(θ) (130)

=
∞∑

l=0

il(2l + 1) jl(kr)Pl(cos θ) , (131)

onde θ é o ângulo entre k e r.19

18Do mesmo jeito mostra-se que toda solução da EDP de Helmholtz é da forma

χ
(0)
k (r, θ, φ) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

(

alm jl(kr) + blmnl(kr)
)

Ylm(θ, φ) ,

onde nl são as funções esféricas de Neumann (singulares na oŕıgem).
19A equ. (131) segue da relação Yl0(θ) =

√

2l+1
4π

Pl(cos θ).
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b) O caso V 6= 0. Escrevendo vk,l(r)
.
=

uk,l(r)
r , a EDO (128) vira

( d2

dr2
+ k2 − l(l + 1)

r2
− 2m

~2
V (r)

)

uk,l = 0 . (132)

Supomos que temos uma solução uk,l que é regular em r = 0. Como o potencial é de curto

alcance, ela deve satisfazer
(
d2

dr2
+ k2

)
uk,l(r) = 0 para grandes r. Isso implica que existem

dois parámetros cl e δl tal que

uk,l(r)
≃

r→∞ cl sen (kr − l
π

2
+ δl) . (133)

(O parámetro δl é chamado de “phase shift”.) Substituindo isso na expansão χk =
∑ uk,l(r)

r Yl0, concluimos que a solução χk se comporta para grandes r como

χk(r, θ) ≃
∞∑

l=0

cl
1

r
sen (kr − l

π

2
+ δl)

︸ ︷︷ ︸

Yl0(θ) para r → ∞ . (134)

(∗)

Queremos mostrar que isso é o mesmo comportamento da função

eik·r + f(k, θ)
eikr

r

para uma bem-definida amplitude f(k, θ). Para esse fim, expandimos a função f como

f(k, θ) =

∞∑

l=0

fl(k)Yl0(θ)

e usamos a expansão (130) da onda plana e o comportamento (129) dos jl. Isso dá

eik·r + f(k, θ)
eikr

r
≃

∞∑

l=0

(
il
√

4π(2l + 1)
sen (kr − lπ2 )

kr
+ fl(k)

eikr

r
︸ ︷︷ ︸

)
Yl0(θ) (135)

(∗∗)

para r → ∞. Um cálculosinho mostra que (*) da equ. (134) coincide com (**) da equ. (135)
para todos r se, e somente se,

fl(k) =

√

4π(2l + 1)

k
eiδl sen δl e cl = il

√

4π(2l + 1)

k
eiδl .

Resumo: Para potenciais centrais V (r) de curto alcance existe para todo k uma auto-

função χ(k) do Hamiltoniano H0+V com auto-energia ~2k2

2m que se comporta para grandes
r como anunciado no Teorema 11,

χk(r)
≃

r→∞ eik·r + f(k, θ)
eikr

r
+O(r−2) ,
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a saber: A amplitude de espalhamento f é dada por

f(k, θ) =
1

k

∞∑

l=0

√

4π(2l + 1) eiδl sen δl Yl0(θ) (136)

=
1

k

∞∑

l=0

(2l + 1) eiδl sen δl Pl(cos θ) . (137)

Para encontrar os parámetros (“phase shifts”) δl, solve-se a EDO (132) e faz-se a ex-
pansão (133) da solução uk,l.

Se o alcance do potencial for r0, as ondas parciais com

√

l(l + 1) ≫ kr0

podem ser desprezadas.

5.3 Teoria de espalhamento dependente de tempo

(Equação de Lippmann-Schwinger...)
Consideramos um Hamiltoniano da forma H = H0 + V e recordamos que o espaço de

estados de espalhamento coincide com aquele subespaço que possui uma BON cont́ınua de
auto-vetores improprios do HamiltonianoH, Hac(H) (veja Tma. 10). Se o potencial V (r) é
de curto alcance, esperamos que um estado de espalhamento localizado longe do alvo para
t → −∞ será localizado longe do alvo para t → ∞ também, e que para grandes tempos
|t| → ∞, sua dinâmica será aproximadamente livre. Formalmente, para todo ψ ∈ Hac

esperamos que existem dois “pacotes de onda” livre φout/in ∈ Hac tal que a “condição
assintótica” seja satisfeita:

‖U(t, 0)ψ − U0(t, 0)φout/in‖ → 0 para t→ ±∞ . (138)

A norma pode ser escrita ‖U I(t, 0)ψ − φout/in‖, onde U I(t, 0) = U0(t, 0)
−1U(t, 0) é a

evolução temporal no cenário de interação, e a condição assintótica vira

φout/in = lim
t→±∞

U I(t, 0)ψ . (139)

Os operadores Wout/in
.
= limt→±∞ U I(t, 0) realmente existem sob certas condições sobre

V como operadores isométricos de Hac → H, e são chamados de operadores de Møller. O
operador

S
.
=WoutW

∗
in ≡ lim

t→∞
s→−∞

U I(t, s) (140)

é a chamada matriz-S.
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A Noções básicas da MQ

A.1 Variáveis estocásticas.

No domı́nio quântico, o valor de um dado observavel, se o sistema for preparado num
dado estado, é necessariamente uma variável estochástica: ela não possui um valor, mas
só uma distribuição de probabilidades para os posśıveis valores. O conjunto de possıveis
valores de uma variável estocástica pode ser discreto (“variável estocástica discreta”) ou
cont́ınuo (“variável estocástica cont́ınua”). Vamos primeiro considerar o caso de uma
variável estocástica discreta X, que possui um conjunto de posśıveis valores {λ1, λ2, . . .}
com probabilidades respectivas pi, i.e., a probabilidade de encontrar o calor λi é pi. Op-
eracionalmente, essas probabilidades são as frequências relativas dos valores, encontradas
num ensemble de sistemas identicamente preparadas: Denotando por N a cardinalidade
do ensemble (número de experiências) e por Ni o número de vezes da ocorrência do re-
sultado λi nas N experiências, as frequências relativas Ni/N se aproximam, num certo
sentido20, ao valor de pi: pi ≈ Ni/N .

Para um intervalo I ⊂ R, a probabilidade de encontrar um valor de X em I é dada
por

P (X ∈ I) =
∑

i:λi∈I
pi. (A.1)

(Somatório sobre todos i com λi ∈ I.) O valor esperado (ou valor médio) de X, denotado
por 〈X〉, é dado por

〈X〉 =
∑

i=1,2,...

λi pi. (A.2)

Exemplo 6 Seja X := número de pontos encontrados após jogar um dado. Então o
conjunto de posśıveis valores é {1, . . . , 6}, e todos valores têm a mesma probabilidade
pi = 1/6. O valor esperado é

∑6
i=1 i · 1/6 = 3, 5. �

Dado uma função f na reta real, podemos definir uma nova variável estocástica, f(X),
com a seguinte interpretação operacional: Para cada membro do ensemble, pegue o valor
encontrado de X e aplique f . Esta variável estocástica f(X) possui posśıveis valores
f(λ1), f(λ2), . . ., com probabilidades respectivas p1, p2, . . .. Em outras palávras,

P
(
f(X) = f(λi)

)
= P (X = λi) .

O valor esperado de f(X) é consequentemente dado por

〈f(X)〉 =
∑

i

f(λi) pi.

Vale mencionar que a probabilidade de encontrar um valor num intervalo I é igual ao valor
esperado da função cI(X), onde cI é a função caracteŕıstica21 do intervalo I:

P (X ∈ I) =
〈
cI(X)

〉
. (A.3)

20Para N → ∞, o número Ni/N não converge para pi no sentido da análise, mas apenas “em probabili-
dade” (lei dos grandes números).

21

cI(x) :=

{

1 se x ∈ I,

0 se x 6∈ I.
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Exerćıcio 4 Faça a demonstração da Eq. (A.3).

Observa-se que, dado a variável X, a aplicação f 7→ 〈f(X)〉 é linear:22

〈(f + g)(X)〉 =
∑

i

(
f(λi) + g(λi

)
pi = 〈f(X)〉+ 〈g(X)〉, (A.4)

〈(c · f)(X)〉 =
∑

i

c · f(λi) pi = c 〈f(X)〉. (A.5)

Consideramos em particular a função f(X) = (X − 〈X〉)2. O valor esperado desta função
é uma medida para o desvio do valor esperado, a chamada variação (∆X)2:

(∆X)2 :=
〈
(X − 〈X〉)2

〉
= 〈X2〉 − 〈X〉2. (A.6)

(Aqúı, temos usado a linearidade (A.4), (A.5), e lembrado que 〈X〉 é um número.) O raiz
desse número, ∆X, é o desvio padrão.

Consideramos agora duas variáveis estochásticas X,Y (em R). Elas são chamadas de
independentes se

P (X ∈ I ∧ Y ∈ J) = P (X ∈ I) · P (Y ∈ J) . (A.7)

Neste caso, verifique-se facilmente

〈XY 〉 = 〈X〉 〈Y 〉. (A.8)

Vale a pena mencionar que (no caso ∆(X),∆(Y ) 6= 0) o número
〈(
X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉)

〉

∆(X)∆(Y )
≡ 〈XY 〉 − 〈X〉〈Y 〉

∆(X)∆(Y )
(A.9)

é chamado de coeficiente de correlação de X, Y , e tem valores entre −1 e 1. Ele é uma
medida para a correlação linear: Se ele é igual ±1, X e Y são perfeitamente linearmente
correlatas.23 Se ele é zero, X e Y são chamadas de não-correlatas. (Então, a Eq. (A.8)
afirma que “independentes” implica “não-correlatas”.)

No caso de uma variável estocástica cont́ınua, as probabilidades são caraterizadas por
uma densidade de probabilidade, ̺. Isto quer dizer, a probabilidade de encontrar um valor
de X num intervalo I ⊂ R é dada por

P (X ∈ I) =

∫

I
̺(x)dx. (A.10)

Claro que ̺ deve ser positivo, ̺(x) ≥ 0, e normalizado,
∫

R
̺(x)dx = 1. O valor esperado é

dado por

〈X〉 =
∫

R

x ̺(x)dx. (A.11)

Funções de X são definidas como antes: P
(
f(X) ⊂ f(I)

)
= P (X ⊂ I). Para o valor

esperado de f(X) nos obtemos

〈f(X)〉 =
∫

f(x) ̺(x)dx.

22Recordamos que as funções formam um espaço vetorial com adição dada por (f + g)(x) := f(x)+ g(x)
e multiplicação com escalares c ∈ C dada por (c · f)(x) := c · f(x).

23I.e., existem números a e b tal que a dispersão de X − a− bY é nula.
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Vale a linearidade (A.4), (A.5) (exerćıcio!). A variação é definida como antes, primeira
equação em (A.6), e pela linearidade também satisfaz a segunda equação em (A.6).

Vale mencionar que variáveis discretas podem ser encaradas como um caso especial de
variáveis “cont́ınuas” se nos admitimos distribuições como densidades de probabilidade:
Seja X uma variável discreta com posśıveis valores {λ1, λ2, . . .} com probabilidades respec-
tivas pi. Isto corresponde a uma variável “cont́ınua” Xc com densidade de probabilidade
dada por

̺(x) :=
∑

i

pi δ(x− λi).

Exerćıcio 5 Mostrar que o valor esperado, a variação e a probabilidade de encontrar um
valor num dado intervalo I coincedem para X e Xc.

A.2 Espaços de Hilbert

Definição 14 Seja H um espaço linear. Um produto escalar em H é uma aplicação
H×H → C, ψ, φ 7→ (ψ, φ ) antilinear e linear no primeiro e segundo argumento, respeti-
vamente, que satisfaz

(φ, ψ ) = (ψ, φ ) ∀φ, ψ ∈ H.
e que é positivo definido no sentido que

(ψ, ψ ) ≥ 0 ∀ψ ∈ H (A.12)

e a igualdade “=” vale somente se ψ = 0.

Exemplo 7 i) H = Cn: Denotamos os elementos por c = (c1, . . . , cn) etc. Produto
escalar:

( c, c′ )
.
=

n∑

i=1

c̄i c
′
i.

ii) H = l2: Os elementos são sequências infinitas c = (c1, c2, . . .) tal que ‖c‖2 .
=

∑∞
i=1 |ci|2 <∞. Produto escalar:

( c, c′ )
.
=

∞∑

i=1

c̄i c
′
i.

iii) H = L2(R): Os elementos são funções ϕ quadraticamente integráveis, ‖ϕ‖2 .
=

∫

R
dx|ϕ(x)|2 <∞. Produto escalar:

(ψ, φ )
.
=

∫

R

ψ(x)φ(x) dx.

�

Dado um produto escalar, a norma de um vetor ψ é definida por24

‖ψ‖ :=
√

(ψ, ψ ). (A.14)

24Em geral, uma norma num espaço vetorial H é uma aplicação n : H → R
+
0 satisfazendo n(ψ) = 0 ⇔

ψ = 0, n(cψ) = |c|n(ψ) e a desigualdade do triângulo,

n(ψ + φ) ≤ n(ψ) + n(φ). (A.13)

Veremos embaixo que ‖ · ‖ satisfaz esta desigualdade.
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Observa que a norma de uma soma de vetores satisfaz

‖ψ1 + ψ2‖2 = ‖ψ1‖2 + ‖ψ2‖2 + 2Re(ψ1, ψ2 ).

Se ψ1 e ψ2 são ortogonais segue o Teorema de Pitágoras

‖ψ1 + ψ2‖2 = ‖ψ1‖2 + ‖ψ2‖2 se (ψ1, ψ2 ) = 0. (A.15)

Para um subespaço linear D ⊂ H definimos o complemento ortogonal D⊥ por

D⊥ := {ψ ∈ H : (φ, ψ ) = 0 ∀φ ∈ D}.

Similarmente, o complemento ortogonal de um único vetor φ denotamos por φ⊥,

φ⊥ := (Cφ)⊥.

Decomposição ortogonal. Seja φ ∈ H não-nulo. Então qualquer ψ ∈ H possui uma
única decomposição

ψ = ψ0 + ψ1, onde ψ0 ∈ Cφ e ψ1 ∈ φ⊥. (A.16)

A saber,

ψ0 :=
(φ, ψ )

‖φ‖2 φ

e ψ1 := ψ − ψ0. (Verifique que eles satisfazem (A.16) e que a decomposição é única!) A
aplicação linear ψ 7→ ψ0 é chamada a projeção sobre φ, em śımbolos Pφ:

Pφ ψ :=
(φ, ψ )

‖φ‖2 φ.

Exerćıcio 6 Mostre que este operador é uma projeção no sentido que Pφ ◦ Pφ = Pφ.

A decomposição ortogonal implica que para qualquer ψ, φ in H vale a desigualdade de
Cauchy e Schwarz:25

|(φ, ψ )| ≤ ‖φ‖ ‖ψ‖. (A.17)

Comprovante. Se φ = 0, a desigualdade é trivial. Então, seja φ 6= 0. Neste caso, um dado
ψ possui a decomposição (A.16), ψ = ψ0 + ψ1 com ψ0 ⊥ ψ1, então pelo Pitágoras

‖ψ‖2 = ‖ψ0‖2 + ‖ψ1‖2 ≥ ‖ψ0‖2 ≡ ‖φ‖−2 |(φ, ψ )|2,

que dá (A.17). �

25Agora podemos mostrar que ‖ · ‖ satisfaz a desigualdade do trin̂gulo (A.13):

‖ψ+φ‖2 = ‖ψ‖2 + ‖φ‖2 +2Re(ψ, φ ) ≤ ‖ψ‖2 + ‖φ‖2 +2|(ψ, φ )| ≤ ‖ψ‖2 + ‖φ‖2 +2‖ψ‖ ‖φ‖ = (‖ψ‖+φ‖)2.
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Noções topológicas. Uma sequência ψn converge para ψ sse ‖ψn −ψ‖ → 0 se n→ ∞.
K ⊂ H é um subespaço fechado sse ψn ∈ K, ψn → ψ implica ψ ∈ K.
Seja D ⊂ H um subconjunto de H. O fecho de D, em śımbolos D–, é o menor conjunto

fechado em H que contém D, i.e.,

D– .
= {ψ ∈ H | ∃ψn ∈ D : ψn → ψ}.

Um subconjunto D ⊂ H é chamado de denso em H, se o fecho dele coincede com H.
Uma sequência ψn em H é chamada de sequência de Cauchy se para todo ε > 0 existe

um número N tal que para todos n,m > N vale ‖ψn − ψm‖ < ε. Se toda sequência de
Cauchy converge em H, o espaço é chamado de completo, ou espaço de Hilbert. Exemplos:
Todo espaço vetorial de dimensão finita é completo; L2(R) e l2 também são completos.

Bases ortonormais (BON’s). Um sistema ortogonal (SOG) é uma familia {ϕi, i ∈ I}
de vetores ϕi, onde i percorre algum conjunto de indices (finito ou enumerável) I, que são
mutuamente ortogonais:

(ϕi, ϕj ) = ‖ϕi‖2δij =
{

‖ϕi‖2, i = j

0, i 6= j
. (A.18)

Se além disso os vetores ϕi são normalizadas, (ϕi, ϕj ) = δij , a familia é chamada um
sistema ortonormal (SON).

Se ψ =
∑n

i=1 ciϕi é uma combinação linear de um SOG {ϕi, i ∈ I}, então os coeficientes
ci naquela expansão são dados por

ci =
(ϕi, ψ )

‖ϕi‖2
. (A.19)

Uma base ortonormal (BON) é um SON {ϕi, , i ∈ I} tal que todo vetor ψ ∈ H possui uma
expansão26

ψ =
∑

i∈I
(ϕi, ψ )ϕi. (A.20)

Todo espaço de Hilbert possui uma BON [9], e todas BON’s de um dado espaçoH possuem
a mesma cardinalidade, a chamada dimensão do espaço. Ela pode ser finita, contável, ou
não-contável. Nos vamos considerar somente o caso de dimensão contável (inclusive finita).
(Neste caso, o espaço de Hilbert é chamado de separável.) Vale mencionar (comprovante
em [7]):

Teorema 15 Seja {ϕi, i ∈ I} um SON. Essa famı́lia de vetores é uma BON se, e somente
se, para todos φ, ψ ∈ H vale a identidade de Parseval generalizada:27

(φ, ψ ) =
∑

i∈I
(φ, ϕi ) (ϕi, ψ ). (A.21)

26O conjunto I de ı́ndices pode ser não-contável, mas (ϕi, ψ ) 6= 0 apenas para um número contável de
i’s [9]. Vamos identificá-los com N. A Eq. (A.20) agora significa que a sequência

∑N
i=1 ciϕi converge para

ψ se N → ∞, em detalhes:

lim
N→∞

‖
N
∑

i=1

ciϕi − ψ‖ = 0 .

27Ou “relação de Parseval” [5].
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Em particular, vale

‖ψ‖2 =
∑

i

|ci|2, onde ci = (ϕi, ψ ) . (A.22)

BON’s cont́ınuas em L2(RD) [4, Cap. II.A.3]. Consideramos a famı́lia de funções
(ondas planas) ek, k ∈ RD, definidas por

ek(x)
.
= (2π)−D/2 eik·x. (A.23)

Elas não são em L2(RD), mas mesmo assim existe o “produto escalar” com certas outras
funções: Se ψ ∈ D .

= L2(RD) ∩ L1(RD), entaõ existe para todo k o “produto escalar”28

( ek, ψ ) :=

∫

ek(x)ψ(x)d
Dx = (2π)−D/2

∫

e−ik·x ψ(x)dDx ≡ ψ̂(k), (A.24)

ou seja, o valor da transformada Fourier da função ψ em k. Consequentemente definimos
também

(ψ, ek ) := ( ek, ψ ) ≡ ψ̂(k). (A.25)

Com essas definições, a identidade de Parseval
∫

dDxφ(x)ψ(x) =

∫

dDk φ̂(k)ψ̂(k)

pode ser escrita como

(φ, ψ ) =

∫

dDk (φ, ek ) ( ek, ψ ). (A.26)

Essa equação é completamente análoga à Equ. (A.21). Por isso a famı́lia {ek, k ∈ RD} é
chamada de uma BON cont́ınua em L2(RD). Em analogia com o caso discreto, escrevemos
informalmente

ψ =

∫

dDk ( ek, ψ ) ek . (A.27)

Como outro exemplo, consideramos a famı́lia de distribuições-delta δa(x) := δ(x−a).
Eles também não são em L2(RD), mas mesmo assim o “produto escalar” com funções
cont́ınuas existe: Para ψ ∈ D .

= C(RD) ∩ L2(RD) escrevemos

( δa, ψ ) :=

∫

δa(x)ψ(x)d
Dx ≡ ψ(a) e (ψ, δa ) := ( δa, ψ ) = ψ(a).

A identidade

(φ, ψ ) =

∫

dDa φ(a)ψ(a)

pode ser agora lida como a relação de Parseval generalizada (A.21):

(φ, ψ ) =

∫

dDa (φ, δa ) ( δa, ψ ). (A.28)

Entaõ a famı́lia {δa, a ∈ RD} também é uma BON cont́ınua em L2(RD). Escrevemos
também

ψ =

∫

dDa ( δa, ψ ) δa.

28Mais rigorosamente falando, ek é uma aplicação linear (um “funcional”) de D em C. O valor de ek
aplicado em ψ ∈ D designamos, em abuso de notação, por ( ek, ψ ).
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BON’s cont́ınuas em H arbitrário [4, Cap. II. C. 2]. No exemplo de ondas planas,
as funções ek podem ser encaradas como aplicações lineares de um certo subespaço denso
para os números complexos, ou seja, funcionais.

Em geral, escolha-se um sub-espaço denso D ⊂ H e considera-se as aplicações lineares
de D em C (cont́ınuas numa certa topologia). O conjunto de tais funcionais é também
um espaço linear, chamado o dual de D, em śımbolos D′. O espaço de Hilbert H pode ser
considerado como subespaço de D′, identificando ψ ∈ H com a aplicação29

D ∋ φ 7→ (ψ, φ ) ∈ C.

Então temos as inclusões

D ⊂ H ⊂ D′

(“Tripla de Gelfand” ou “rigged Hilbert space” [3]). Abusando a notação, vamos denotar
uma aplicação χ ∈ D′ por

χ : D → C,

φ 7→ (χ, φ ) ,

como se tratasse de um produto escalar. Consequentemente definimos para φ ∈ D, χ ∈ D′

e c ∈ C:

(φ, χ )
.
= (χ, φ ), ( c χ, φ )

.
= c̄ (χ, φ ).

Os elementos de D′ são chamados de vetores generalizados ou também de bra’s.

Uma BON cont́ınua sobre D ⊂ H é uma famı́lia de vetores generalizados
{
χk ∈ D′, k ∈

Ω
}
, onde Ω é um subconjunto de Rn para algum n, tal que para todo ψ ∈ D vale

(φ, ψ ) =

∫

Ω
dnk (φ, χk ) (χk, ψ ) . (A.29)

Escrevemos como antes informalmente

ψ =

∫

Ω
dnk (χk, ψ )χk . (A.30)

Notação de Dirac [4, Cap. II. B]. (Veja também [1, Cap. 3] no caso da dimensão
finita.) Dado um subespaço D com dual D′, é costume chamar os vetores em D de ket’s,
e os vetores generalizados em D′ de bra’s.30 Na notação de Dirac, os kets são denotados
por |φ〉 ∈ D, e os bra’s de 〈χ| ∈ D′. A imagem de |φ〉 ∈ D sob 〈χ| ∈ D′ (a qual nós
temos denotado por (χ, φ )) é denotado por 〈χ|φ〉 – um bra-cket. Como acima, os vetores
ψ ∈ H são considerados casos especiais de vetores generalizados, e consequentemente, o
produto escalar e escrito como 〈ψ|φ〉, sendo interpretado como a imagem de |φ〉 sob o bra
〈ψ| ∈ H ⊂ D′.

29A topologia em D deve ser tal que esta aplicação seja cont́ınua.
30Notação de [4]: D = E , D′ = E∗. Vale mencionar que, em contraste ao que esta sendo sugerido

na literatura [4, Cap. II.B.2], não existe “um subespaço discriminado”, D, de estados. Dependendo do
problema, escolhe-se um subespaço adequado, por exemplo para empregar o teorema espectral de um dado
observável, ver abaixo.
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Com esta notação, a projeção Pφψ = ‖φ‖−2(φ, ψ )φ pode ser escrito como Pφ =
‖φ‖−2|φ〉〈φ| ou, se φ é normalizado:

Pφ = |φ〉〈φ|, se ‖φ‖ = 1 . (A.31)

Com isso, as relações de completeza (A.20) e (A.30) escrevem-se

∑

i∈I
|ϕi〉〈ϕi| = 1 ,

∫

Ω
dnk |χk〉〈χk| = 1 ,

para uma BON ou BON cont́ınua, respetivamente.

O operador adjunto. Seja A um operador num espaço de Hilbert H. Se A é cont́ınuo,
o domı́nio coincede (sem perder generalidade) com o espaço H inteiro. Neste caso, o
operador adjunto A∗ é definido por: A∗ψ é o único vetor tal que para todo φ ∈ H vale

(A∗ψ, φ ) = (ψ,Aφ ). (A.32)

A maioria de operadores que correspondem à observáveis na MQ são não-cont́ınuos. Um
operador não-cont́ınuo A geralmente não pode ser definido em todos vetores, mas apenas
no chamado domı́nio, D(A). Neste caso, definimos primeiro o domı́nio de A∗ por

D(A∗) :=
{
ψ ∈ H | φ 7→ (ψ,Aφ ) é cont́ınuo para φ ∈ D(A)

}
.

Se ψ está em esse espaço, o Lema de Riesz [7, Lema 8] afirma que existe um único vetor
χ ∈ H tal que vale (χ, φ ) = (ψ,Aφ ) para todo φ ∈ D(A). Como χ depende obviamente
linearmente de ψ, podemos escrever χ =: A∗ψ. Isto defino o operador adjunto A∗ de A.

O operador A é chamado de hermiteano se D(A) ⊂ D(A∗) e A∗|D(A) = A. Equivalen-
temente, A é hermiteano se para todo φ, ψ ∈ D(A) vale

(ψ,Aφ ) = (Aψ, φ ). (A.33)

Um operador A é chamado de auto-adjunto sse

D(A∗) = D(A) e A∗ = A.

Obviamente, A hermiteano implica A auto-adjunto, mas a inversão vale somente para oper-
adores cont́ınuos. Os operadores que correspondem a observáveis na Mechânica Quântica
devem ser auto-adjuntos, por que eles sempre possuem uma BON de auto-vetores (gener-
alizados), ver abaixo, propriedade indispensável para a interpretação do formalismo.

Exemplo para um operador auto-adjunto: O operador de multiplicação (correspon-
dente ao observável posição) X̂, definido por

(
Xψ

)
(x)

.
= xψ(x) no domı́nio

D(X̂) := {ψ ∈ L2(R) :

∫

x2|ψ(x)|2 dx <∞}.
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Teorema espectral. Recordamos que um vetor ϕ 6= 0 é chamado de autovetor de um
operador A, com auto-valor λ ∈ C, se Aϕ = λ · ϕ. Num espaço de Hilbert de dimensão
finita todo operador hermiteano possui uma BON de auto-vetores. A afirmação análoga,
o teorema espectral, vale no caso de dimensão infinita para operadores auto-adjuntos.
Existem vários enunciados equivalentes desse teorema. Os matemáticos preferem a forma
usando a “medida com valores projeções” [5, 10]. Nós vamos usar este teorema numa
forma mais útil para a mecânica quântica, a qual se encontra em [3] e [2]. Essa forma usa
a noção de auto-vetores generalizados.

Observe que a equação carateŕıstica para um auto-vetor, Aϕ = λ ·ϕ, é equivalente com

(ϕ, (A∗ − λ̄1 )ψ ) = 0

para todos ψ no domı́nio do adjunto A∗. Isso motiva a definição de um auto-vetor gener-
alizado: Supomos que nos temos discriminado um subespaço denso D ⊂ H.

Definição 16 Um vetor generalizado χ ∈ D′ é chamado de um auto-vetor generalizado
de A com auto-valor generalizado λ se para todo ψ ∈ D ∩D(A∗) com Aψ ∈ D vale

(χ, (A∗ − λ1 )ψ ) = 0. (A.34)

(Lembra que agora (χ, · ) não é necessarimente o produto escalar, mas sim a ação linear
χ : D → C.) As vezes escrevemos simbolicamente

(A− λ1 )χ = 0 (A.35)

em vez de (A.34).

Exemplo 8 i) A famı́lia de ondas planas {ek, k ∈ RD}, ver Eq. (A.23), é uma BON
cont́ınua em L2(RD) de auto-vetores generalizados do operador correspondente ao mo-

mento, P̂ := ~
i∇, sobre D := C∞

0 (RD),31 pois para todo φ ∈ D e k ∈ RD vale P̂j
∗
φ = P̂jφ

e

( ek, P̂φ ) =
~

i
(̃∇φ)(k) = ~k φ̃(k) = ~k ( ek, φ ).

(Esta sequência de equações na verdade são três sequências: Uma para cada componente
do operador-momento.) Então, ek é um auto-vetor generalizado da componente-j do
momento, P̂j , com auto-valor generalizado ~kj .
ii) A mesma famı́lia de ondas planas é uma BON cont́ınua de auto-vetores generalizados

do Hamiltoniano livre Ĥ0 :=
−~2

2m ∆, pois

( ek, Ĥ0φ ) =
−~2

2m
(̃∆φ)(k) =

~2|k|2
2m

( ek, φ ).

iii) Consideramos o operador multiplicaçãoX: A famı́lia {δa, a ∈ R} é uma BON cont́ınua
em L2(R) de auto-vetores generalizados de X sobre D := C0(R),

32 pois para todo φ ∈ D
e a ∈ R vale X∗φ = Xφ e

( δa, Xφ ) = aφ(a) = a ( δa, φ ).

�

31Denotamos por C∞
0 (RD) as funções suaves (infinitamente deriváveis) com supporte finito.

32Denotamos por C0(R) as funções cont́ınuas com supporte limitado.
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O teorema espectral afirma que essa situação prevalece para todo operador auto-adjunto.

Teorema 17 (Teorema espectral nuclear) Seja A um operador auto-adjunto no
espaço de Hilbert H. Então vale:

O espaço H decompõe em três partes33

H = Hpp(A)⊕Hac(A)⊕Hsc(A), (A.36)

invariantes sob A, com as seguintes propriedades.
Hpp(A) possui uma BON de auto-vetores de A;
Hac(A) possui uma BON cont́ınua de auto-vetores generalizados de A; mais pre-

cisamente: Existe uma famı́lia de vetores generalizados sobre algum subespaço denso
D ⊂ Hac(A)

{χk,j ∈ D′, k ∈ Ω, j = 1, . . . , d(k)}
onde Ω é um subconjunto de Rn para algum n, tal que para todo ψ ∈ D vale

ψ =

∫

Ω

d(k)
∑

j=1

(χk,j , ψ ) χk,j d
nk (A.37)

no sentido da Eq. (A.30), e tal que vale Aχk,j = λ(k) · χk,j no sentido da Eq. (A.35).
Finalmente, em Hsc(A) existe uma BON “generalizada” de auto-vetores generaliza-

dos, onde a medida dnk em (A.37) é substituida por uma medida dµ(k) que é singular
cont́ınua [10].

Os ı́ndices (pp, ac, sc) se referem à medida espectral do operador A [10]: pp = “pure
point”, ac = “absolutamente cont́ınuo”, sc = “singular cont́ınuo”.

O número d(k) é a multiplicidade do auto-valor generalizado λ(k). O conjunto dos
auto-valores de A|Hpp é o chamado espectro discreto de A (!!), e o conjunto dos números
λ(k), k ∈ Ω, é o chamado espectro cont́ınuo.

Vale mencionar que no caso do Hamiltoniano H, o espaço Hpp(H) coincide com os
estados ligados e Hac(H) com os estados de espalhamento, veja Teorema 10 na página 29.

Os operadores de nosso interesse na MQ não possuem espectro “singular cont́ınuo”,
ou seja, o subespaço Hsc(A) é ausente. Neste caso, ψ e Aψ podem ser escritos como

ψ =
∑

i

(ϕi, ψ )ϕi +

∫

Ω

d(k)
∑

j=1

(χk,j , ψ )χk,j d
nk (A.38)

Aψ =
∑

i

λi(ϕi, ψ )ϕi +

∫

Ω

d(k)
∑

j=1

λ(k)(χk,j , ψ )χk,j d
nk. (A.39)

(Aqúı, ϕi e λi são os auto-vetores e auto-valores, Aϕi = λi · ϕi.)34 O primeiro termo
(“
∑

i . . .”) é a componente contida emHpp(A) e o segundo termo (“
∫

Ω . . .”) é a componente
contida em Hac(A).

33Escrevemos H = H1 ⊕H2 se H = H1 +H2 e H1 ⊥ H2.
34Permitimos o caso de degenerescência, i.e., diferentes auto-vetores podem ter o mesmo auto-valor,

λi = λj para i 6= j.
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O domı́nio de A, no qual A é auto-adjunto, é dado por

dom(A) =
{
ψ |

∑

i

λ2i |(ϕi, ψ )|2 +
∫

Ω

d(k)
∑

j=1

λ(k)2|(χk,j , ψ )|2 dnk <∞
}
. (A.40)

Lemma 18 O espéctro de um operador auto-adjunto é real.

Comprovante. Vamos considerar o caso de um espectro puramente cont́ınuo, sem de-
generescência. A relação de completeza (A.29) implica as duas equações

(ψ,Aφ ) =

∫

Ω
dnk (χk, ψ )(χk, Aφ ) =

∫

Ω
dnk λ(k) (χk, ψ )(χk, φ ),

(A∗ψ, φ ) =
∫

Ω
dnk (χk, A∗ψ )(χk, φ ) =

∫

Ω
dnk λ(k) (χk, ψ )(χk, φ ).

(Na primeira linha escrevemos (χk, Aφ ) = (χk, A
∗φ ) = λ(k)(χk, φ ) pois A = A∗ e χk

é um auto-vetor generalizado no sentido da Eq. (A.35). Na segunda linha escrevemos

(χk, A∗ψ ) = λ(k)(χk, ψ ) = λ(k)(χk, ψ ).) Como A é auto-adjunto, as duas linhas coince-
dem, implicando em λ(k) = λ(k) para todo k ∈ Ω. �

Cálculo funcional. Seja Â um operador auto-adjunto em H e f : R → C uma função
mensurável [13]. Então define-se o operador f(Â) pela seguinte maneira: Seja {ϕi, χk,j}
uma BON generalizada de auto-vetores (generalizados) cuja existência foi afirmada no
teorema espectral. O domı́nio de f(Â) é dado por

D(f(Â)) :=
{
φ ∈ H :

∑

i

|f(λi)|2|(ϕi, φ )|2 +
∫

Ω

∑

j

|f(λ(k))|2|(χk,j , φ )|2dnk
︸ ︷︷ ︸

< ∞
}
.

Para φ ∈ D(f(Â)) define-se

f(Â)φ :=
∑

i

f(λi)(ϕi, φ )ϕi +

∫

Ω

∑

j

f(λ(k))(χk,j , φ )χk,j d
nk

no sentido da Eq. (A.30). (Exemplo: A−1!) Observamos que vale

(ψ, f(Â)ψ ) =
∑

i

f(λi)|(ϕi, ψ )|2 +
∫

Ω

∑

j

f(λ(k))|(χk,j , ψ )|2dnk (A.41)

se ‖ψ‖ = 1. Um fato importante é que a aplicação f 7→ f(Â) é um isomorfismo de álgebras
involutivas: Em particular, vale

(f · g)(Â) = f(Â) g(Â), f̄(Â) =
(
f(Â)

)∗
, 1(Â) = 1 , (A.42)

onde as funções f · g e f̄ são definidas por (f · g)(x) := f(x)g(x) e f̄(x) := f(x), e 1 é a
função constante: 1(x) = 1.
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As projeções espectrais. Como segundo exemplo, aplicamos o cálculo funcional à
função characteŕıstica cI : Para um intervalo I ⊂ R seja (veja rodapé 21)

cI(x) :=

{

1 se x ∈ I,

0 se x 6∈ I.

Como esta função satisfaz cI · cI = cI = cI , a Eq. (A.42) implica que para um dado
operador auto-adjunto Â vale

cI(Â) cI(Â) = cI(Â) = cI(Â)
∗. (A.43)

Isto significa justamente que o operador cI(Â) é uma projeção ortogonal.35 Ele é chamado
a projeção espectral do operador Â para o intervalo I. Se {ϕi, χk,j} é uma BON general-

izada de auto-vetores (generalizados) de Â, temos explicitamente

cI(Â)ψ =
∑

i:λi∈I
(ϕi, ψ )ϕi +

∫

k:λ(k)∈I

d(k)
∑

j=1

(χk,j , ψ )χk,j d
nk.

Pela Eq. (A.41) temos, se ‖ψ‖ = 1,

(ψ, cI(Â)ψ ) =
∑

i:λi∈I
|(ϕi, ψ )|2 +

∫

k:λ(k)∈I

d(k)
∑

j=1

|(χk,j , ψ )|2 dnk. (A.44)

O operador de evolução temporal, Ut: Dado um operador Hamiltoniano Ĥ, defini-
mos

Ut := exp
(
− itĤ/~

)

no sentido do cálculo funcional. Ele é unitário36 para todo t, e a famı́lia t 7→ Ut satisfaz a
propriedade

Ut Us = Ut+s, U0 = 1 . (A.45)

Mais importantemente, ela satisfaz a EDO

i~
d

dt
Ut = ĤUt. (A.46)

Em outras palavras: Se φ é um vetor no domı́nio do Hamiltoniano, então ψt := Utφ é a
(única) solução da equação de Schrödinger

i~
d

dt
ψt = Ĥψt, (A.47)

com condição inicial ψ0 = φ.

35Uma projeção é um operador P com P 2 = P . (P 2 := P ◦P .) Uma projeção orthogonal é uma projeção
hermitiana.

36Demonstração: A Eq. (A.45) implica que (Ut)
−1 = U−t ≡ eitĤ/~. Mas isso é (Ut)

∗!
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A.3 Prinćıpios da MQ.

1. A cada sistema corresponde (não-unicamente) um espaço de Hilbert H. Os estados
puros correspondem, bijetivamente, aos raios Cψ, ψ ∈ H.

2. A cada observável A corresponde um operador Â auto-adjunto em H e vice versa. Se
f é uma função com valores reais, então o operador f(Â) corresponde ao observável
f(A).

3. O valor esperado de um observável, se o sistema for preparado no estado correspon-
dente a ψ ∈ H, é dado por

〈A〉ψ = (ψ, Âψ ) ‖ψ‖−2.

Devido à Eq. (A.3), uma formulação equivalente é:

3’. Seja Pψ(A ∈ I) a probabilidade que a medição de um observável A resulta em
algum valor no intervalo I ⊂ R, se o sistema for preparado no estado correspondente
a ψ ∈ H.37 Esta probabilidade é dada por

Pψ(A ∈ I) = (ψ, cI(Â)ψ ) ‖ψ‖−2. (A.48)

4. (“Postulado de projeção”). Se a medição (ideal) de A no estado ψ resultou num valor
no intervalo I ⊂ R, então logo depois da medição o estado corresponde a cI(Â)ψ.

5. (Dinámica sem interações com aparelhos macroscópicos). Para o sistema existe um
operador Hamiltoniano Ĥ (correspondente ao observável energia), tal que o estado
ψt do sistema no tempo t é fixado pelo estado inicial ψ0 por ψt = exp(−itĤ/~)ψ0.
Equivalentemente, ele é fixado pela equação de Schrödinger (A.47).

Observações. i) A especificação “bijetivamente” em 1. e 2. foi feita por von Neumann,
e foi desprezada depois para admitir setores de superseleção.
ii) Postulado 3’ implica que os posśıveis valores encontrados na medida de um observavel
são exatamente o espectro do operador correspondente.
iii) A fórmula (A.48) para probabilidades se lê explicitamente como seguinte. Supomos
que o espectro do operador Â é puramente discreto, {λ1, λ2, . . .}, com degenerescência:

Âϕν,i = λν · ϕν,i , i = 1, . . . , dν .

Neste caso, a probabilidade de encontrar um valor no intervalo I num estado ψ normalizado
é dada por

Pψ(A ∈ I) = (ψ, cI(Â)ψ ) =
∑

ν:λν∈I

dν∑

i=1

|(ϕν,i, ψ )|2. (A.49)

(A primeira equação é (A.48), e a segunda é (A.44).) Em particular, a probabilidade de
encontrar o valor λν é

∑dν
i=1 |(ϕν,i, ψ )|2.

37Observe que esta probabilidade coincede como o valor esperado da observável cI(A), ver Eq. (A.3).



48 MQII, 15/08/2025

iv) Se A e B são observáveis compat́ıveis (ou seja, os operadores Â, B̂ comutam), a prob-
abilidade conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B no intervalo
J é dada por

Pψ(A ∈ I ∧B ∈ J) =
(
ψ, cI(Â)cJ(B̂)ψ

)
‖ψ‖−2. (A.50)

Isso pode ser entendido como consequência dos postulados 3′ e 4: Nós medimos primeiro
o observável A no estado ψ. Supomos que nos encontramos um valor no intervalo I.
A probabilidade correspondente é dada pela Eq. (A.48). Logo depois, o sistema está no
estado cI(Â)ψ, e a probabilidade de encontrar agora um valor do observável B no intervalo
J é dada por

( cI(Â)ψ, cJ(B̂)cI(Â)ψ ) ‖cI(Â)ψ‖−2.

A probabilidade conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B no
intervalo J é o produto dessas duas probabilidades, ou seja,

(ψ, cI(Â)ψ ) ‖ψ‖−2
(
cI(Â)ψ, cJ(B̂)cI(Â)ψ

)
‖cI(Â)ψ‖−2.

Usando as propriedades (A.43) da projeção espectral, e o fato que cI(Â) comuta com
cJ(B̂), verifica-se que a expressão acima coincede com Eq. (A.50).

Se os espectros dos operadores Â e B̂ forem puramente discretos, {a1, a2, . . .} e
{b1, b2, . . .}, a probabilidade (A.50) num estado ψ normalizado é dada por

Pψ(A ∈ I ∧B ∈ J) =
∑

ν: aν∈I,bν∈J

dν∑

i=1

|(ϕν,i, ψ )|2. (A.51)

Aqúı, os vetores ϕν,i são uma BON de auto-vetores simultâneos de Â e B̂: Âϕν,i = aν ·ϕν,i,
B̂ϕν,i = bν · ϕν,i.
v) Propriedades são observáveis com apenas dois valores, 0 e 1. Elas são representadas
por projeções orthogonais, i.e. operadores auto-adjuntos P̂ satisfazendo P̂ 2 = P̂ .

Problema de representação. Dado o sistema: Qual é o espaço de Hilbert H? Dado
um observável: Qual é o operador Â correspondente?

Para um sistema num dado estado e um dado obervável, essa descrição matemática
não é única. Vamos considerar o sistema de uma part́ıcula no RD com massa m: As
observáveis interessantes são Xj := componente j da posição, Pj := componente j do
momento, e H := P · P /2m2 + V (X) = energia (ou Hamiltoniano). Para esse sistema,
uma posśıvel realização é a representação de Schrödinger38: H = L2(RD, dDx),

(X̂jψ)(x)
.
= xjψ(x) (operador de multiplicação), (A.52)

P̂jψ
.
=

~

i
∂jψ, (A.53)

Ĥ
.
=

P̂ · P̂
2m2

+ V (X̂) ≡ − ~2

2m2
∆+ V (X̂), ou seja, (A.54)

(Ĥψ)(x)
.
= − ~2

2m
(∆ψ)(x) + V (x)ψ(x) , (A.55)

38Chamada de “{|r〉} representation” em [4, II.E.1]
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onde ∆ é o operador de Laplace. (Tudo isso segue da interpretação de Born!)
A representação é única apenas módulo equivalência unitária: Seja U : H → H′ uma

aplicação (“transformação”) unitária. Para um vetor ψ ∈ H e um operador Â em H
definimos

ψ′ .= Uψ, Â′ .= UÂU−1.

Pela unitaridade de U vale

〈A〉ψ =
(ψ, Âψ )

‖ψ‖2 =
(ψ′, Â′ψ′ )

‖ψ′‖2 .

Dáı, o vetor ψ′ .= Uψ e operador Â′ .= UÂU−1 representam o mesmo estado e observável
como ψ e Â.

Um exemplo é a transformação de Fourier U : L2(R3, d3x) → L2(R3, d3k): Ela trans-
forma a representação de Schrödinger para a “representação momento”39, onde o momento
age como operador de multiplicação. Em detalhes: Mostra-se facilmente, que

(UP̂jU
−1ψ′)(k) = ~kjψ

′(k)

onde P̂j é dado por (A.53).
Outro exemplo é a “representação energia”: Seja {ϕn, n ∈ N0} uma BON de auto-

vetores do Hamiltoniano Ĥ, Ĥϕn = En · ϕn. Definimos uma transformação unitária
U : L2(RD) → l2 por

ψ =
∑

n∈N0

cn ϕn 7→ Uψ := (c0, c1, c2, . . .) .

O operador transformado Ĥ ′ .= UĤU−1 age como “matriz diagonal”, a saber [4, II.C.3]

Ĥ ′(c0, c1 . . .) = (E0c0, E1c1, . . .) .

B Construção do produto tensorial

Sejam U e V dois espaços unitários de dimensão finita, i.e, com produto escalar (u,u′ ).
O produto tensorial U e V , em śımbolos U ⊗ V , é por definição o espaço das aplicações
bilineares de U × V em C,

U ⊗ V
.
=

{
U × V → C, bilinear

}
, (B.1)

Dado u ∈ U , v ∈ V , define-se o “produto tensorial” u ⊗ v ∈ U ⊗ V pela aplicação
U × V → C dada por

(
u⊗ v

)
(u′,v′) := (u,u′ ) (v,v′ ). (B.2)

(Cuidado: No lado esquerdo, (u′,v′) denota o par, e no lado direito, o produto escalar!)
Um produto escalar em U ⊗ V é definido por

(u⊗ v,u′ ⊗ v′ ) := (u,u′ ) (v,v′ ). (B.3)

39Chamada de “{|p〉} representation” em [4, II.E.1]
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Se U e/ou V tem dimensão infinita e os dois são completos (i.e., eles são espaços
de Hilbert), o produto tensorial deles é definido como seguinte. Definem-se primeiro os
produtos u⊗v como aplicações bilineares U×V → C pela equação (B.2). Depois define-se
U ⊗0 V como o espaço das combinações lineares (finitas) de elementos da forma u⊗ v, e
U ⊗ V como a completação de U ⊗0 V . Vale o seguinte teorema [9, p. 52]:

Teorema 19 Se {ϕi} é uma BON (base ortonormal) em U , e {χj} uma BON em V ,
então {ϕi ⊗ χj} é uma BON em U ⊗ V .
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