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Resumo

Notas de aula incompletas do periodo 2014-3, atualizadas em 2021: As secoes 1.6,
1.7, 1.9, 2.3-5 deixei para o livro-texto [2]. A énfase nestas notas estd nas Se¢oes 1.2,
1.4, 1.5 e 2.2. A segdo 2.1 é um resumo de uma parte da disciplina Fis. Mat. II [6].
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1 Mecanica Ondulatoria

1.1 Fendémenos Quanticos.

1.1.1 Aspectos corpusculares da radiagao eletromagnética.

Radiacao do corpo negro: Planck (1900) consegiu explicar esta radiagao sob a
hip6tese que a radiaca de uma certa frequéncia v pode ser emitida ou absorvida pelo
corpo somente em multiplos inteiros do quantum de energia hr, onde h é uma nova
constante da natureza, o quantum de Planck: h = 6,626 - 10734.Js.

Efeito foto-elétrico: Einstein (1905) explicou este efeito sob a hipétese que a
propria luz consiste de quanta, os fétons, de energia E = hv.

Efeito de Compton: No espalhamento de raios-X com elétrons a frequéncia é
parcialmente alterada (Compton 1923). Isto pode ser entendido sob a hipétese que a
radigao de frequéncia v e vetor de onda k consiste de particulas con Energia E = hv
e p=hk, onde h = h/2r.

1.1.2 Espectra de atomos.

As frequéncias observadas emitidas por atomos podem ser organizados em séries
{vij,i,7 € N,i < j} obedecendo o principio de combinagdo de Rydberg-Ritz: Se
vi; e v, sao frequéncias observadas, a frequéncia vy, = v;; + ;5 também ¢é observada.
Isto implica que estas frequéncias podem ser escrtitas como diferéncias, v;; = v; — v;.
Bohr (1913) propus associar as frequéncias v; com os possiveis niveis F; de energia
dos atomos,

Ei = hVi,

de tal maneira que a transicao do atomo do nivel F; para F; < E; resulta na emissao
de um féton com energia F; — Ej, correspondente a radiacao com frequéncia v;; =
(E; — Ej)/h.

1.1.3 Aspectos ondulares da matéria.

Particulas elementares como elétrons e neutrons mostram aspectos ondulares, princi-
palmente fenomenos de interferéncia (Davisson and Germer 1923, Mollenstedt 1956,
Gtica de neutrons hoje em dia). De Broglie (1923) propus associar a uma particula
livre com energia F e momento p uma frequéncia angular w e um vetor de onda k tal
que valem as mesmas relagoes como no caso de fétons (relagoes de De Broglie):

E = hw, p = hk. (1)

1.2 Pacotes de Onda; Transformada de Fourier.

1.2.1 Transformada de Fourier.

A transformada de Fourier, ¢, de uma funcio ¢ : RP” — C bem-comportada (ou seja,
que cai para zero rapidamente suficiente para |x| — o0) é definida por

plk) = (2m) 7 [ dPwpta)e e, ©)

onde k - ¢ := Zil kix; é o produto escalar.
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Teorema 1 A transformada de Fourier ¢ € bem-definida para toda fungio ¢ em
L?(RP).Y Ademais, vale o0 Teorema de Fourier:

o(@) = (2m) /2 / 0Pk 3(k) =, 3)

RD

e a identidade de Parseval:
/ 4P| ()| = / PRI, o IR, (4)

Vale mencionar que a identidade de Parseval é equivalente com

/ 0P @) () = / PEIRGK), b€ LX(RD). (5)

1.2.2 Pacotes de onda.

Tentamos descrever uma particula livre por uma onda, com funcao de onda ¥ (¢, ). A
particula tenha velocidade v, momento p = mwv e energia E = |p|?/2m. Pelas relacoes
de de Broglie, estas grandezas deveriam ser relacionadas com a frequéncia angular e o
vetor de onda por E = hw e p = hk. Num primerio passo, associamos com a particula
uma onda plana monocromatica:

Aei(kzm—wt) k — QI’I’L

) )\ )

onde A é o comprimento de onda e n é a direcao da propagacao. k é o vetor de onda.
A frequéncia angular w depende de k, w = w(k) (“relacdo de dispersao”). De fato, as
relagoes de de Broglie implicam que

e

k:= |k (6)
Tal onda nao é uma boa descrigao de uma particula com velocidade v: Primeiro,
ela se estende atraves do espago interio (em contraste a particula que é praticamente
puntiforme), ¢ segundo, ela propaga com a velocidade (“velociadade de fase”) v, =
w/k = hk/2m = p/2m = v/2. Mas consegimos uma melhor descri¢ao por superposigao
continua de ondas planas, ou seja, um pacote de onda:

Y(t,x) = / dPk A(k) eika—wk)t) (7)

Pelo Teorema de Fourier, para t fixo a funcio A(k) e~ ™)) —D/2

a transformada de Fourier da fungao @ — (¢, x):
A(k) em ™R — (27)=P/24)(¢, k).

Em particular, A(k) = (27r)_D/21§(07k:) é fixado por 9(0,-). Entdo, ¥(t,-) é fixado
por (0,-). Ademais, o médulo |¢)(t, k)| independe de t. Por conseguinte, usando a
identidade de Parseval, a integral

/ dP (1, )2 = / dPk (1, k) = (27) / dP | A(k) ?

independe do tempo. Isto justifica a interpretacao da integral como uma grandeza
aditiva conservada, como massa ou carga da particula (isto foi feito por Schrédin-
ger), e [1(t,x)|?> como a densidade desta grandeza. Porém, veremos logo que essa
interpretagao nao pode ser mantida.

deve ser (27) vezes

sto é, ¢ é quadraticamente integravel: [ d”z|p(z)|* < oco.
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Evolucao temporal. Supomos que a fungdo moduladora A(k) seja concentrada
em torno do valor kg que corresponde a velocidade da particula a ser descrita pelo
pacote de onda, v = hikg/m.

Fazemos a expansao de Taylor de w em torno de ko,

w(k) = wo + vy - (k — ko) + Q(K),

onde wp := w(kop),
vy = grad,w(ko) (8)

e Q(k) é da ordem |k — kg|?. No caso presente (da mecanica ondulatéria) w(k) é dado
por Eq. (6), entao
hko h
v, = "0 k) = Lk ko 0

m

(mas a discussao abaixo vale para outras relagoes de dispersao w(k). ) Substituindo
a expansao de w na Eq. (7) d&

’l/)(t,ic) _ ei&gt /de A(k) 6ik~(w7vgt) 671'Q(k:)t, (10)

onde 0y := ko - vy — wy. Para tempos pequenos, Q(ko)t < 1, podemos desprezar o
fator e *?! ¢ temos
i
P(t,x) = et (0,2 — vyt) :

O pacote preserve sua forma e propaga com a velocidade v,. Por isso v, é chamada
de “velocidade do grupo” (em contraste & “velocidade da fase”). No caso presente (da
mecénica ondulatéria) ela coincede justamente com a velocidade v da particula, ver
Eq. (9).

Este argumento poderia ser feito com qualquer ky no supporte da funcao A. Entao
0 pacote propaga, ao mesmo tempo, com todas velocidades que correspondem, no
sentido da Eq. (8), a algum kg no supporte de A. Isto implica que a extensao espacial
do pacote deve se alargar linearmente com o correr do tempo (“dispersao” do pacote).
Para fazer esse argumento rigoroso, supomos que o supporte da funcao moduladora
A(k) é compacto, e introduzimos o conjunto de velocidades que correspondem aos k’s
contido no supporte de A:

I:={vecRP| Ik csuppA: v =gradw(k)},
o chamado “supporte de velocidades” de A. Vale o seguinte
Teorema 2 i) Se v €T, a fungao t — (t,vt) cai rapidamente: Para todo n vale
tllglo [t]™ (t,vt) = 0.
i1) Para todo v (inclusive v € T') existe uma constante ¢y, tal que para grande |t| vale:
[h(t, vt)|> ~ ey t™P + O~ P71,

Mais explicitamente, no caso da relagdo de dispersio (6), w = hk?/2m, vale

m,D >

[t vt)[* = [ |7 (0, mo/h)[* + O~ P7). (11)

Comprovante. “Stationary phase method”: Temos interesse no limite ¢ — oo de um
integral é da forma

I = / dPkA(k)e®), (12)
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onde § é um polinémio quadrdtico em k. Pegue ko € suppA tal que o gradiente de
0(k) é zero em kg. Nesse ponto, a fungdo § possui a expansao de Taylor 6(k) =
0o+ (k — ko) - M(k — ko)/2, onde M é uma matriz simétrica D x D, e §y = (ko).
Fazendo a substituicio de varidveis q = t'/2(k — kg), segue

I, = £itdo /deA(k)e%(kfko)JW(kfkg) _ 6it50|t|7D/2/quA(k0 +t71/2q)6%q'Mq

) 2
~ eitdo (T;TI)D/ 2 A(ko)(det M)~1/2, (13)

Etc... O

O comportamento do pacote pode ser visualizado por um diagramma espaco-temporal,
ver Fig. 1. As linhas (¢,vt), v € T, geram um cone no espaco-tempo R x R”. Fora do
cone a densidade |¢)(t,vt)|? cai rapidamente para zero para grandes t. A densidade
propaga de uma maneira semelhante a uma particula classica com velocidade constante
v € I' — com a grave diferéncia que o pacote de onda se alarga linearmente com o
correr do tempo. Exemplo: Consideramos, em uma dimensao, um pacote de onda

to |

Tlo T

Figura 1: O cone gerado pelas linhas (¢,vt), v € I', no qual ¢ — (¢, vt) nao cai rapida-
mente.

de forma Gaussiana, 15(07k) = e‘“2("“_k0)2/27 onde a é uma constante da dimensao
comprimento. Calcula-se (ver Lista 2)

2 _ 4 (x—hkot/m)?/a(t)? 2._ 2 it \2
[(t, )| a(t)e , a(t) :=a +(ma) .

A grandeza a(t) pode ser considerada como medida da largura do pacote. Considera-
mos um exemplo numérico: Para um elétron (m = 9,11-1073'kg) com largura inicial
a = 1075m, temos depois de um segundo a(1s) = 102m. Se |¢(¢,x)|? for interpretado
como densidade de carga, entao este alargamento contradiz a nossa experiéncia que
particulas elementares chegando de distancias grandes (por exemplo outras galaxias)
ainda sao “praticamente puntiformemente” localizados. A resolucao desta contradicao
foi feita por Max Born: Ele interpretou |1 (¢, x)|? como densidade de probabilidade de
encontrar a particula na posicao x no tempo ¢, ver Seccao 1.4.
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1.3 Equacao de Schrodinger.

0 -
iho-t = MY, (14)

onde H é o chamado operador Hamiltoniano,

(H)(t, ) == %(Aw)(t, x) + V(t,x)p(t, x).

Aqui, A e o operador de Laplace.

Nao existe solugao geral da equagao de Schrédinger para V' arbitrario. Apenas para
alguns potenciais, felizmente relevantes na pratica, existem solugoes nao-numericas.
Além disso, podemos afirmar alguns propriedades gerais, independentes do potencial,
sobre solugbes da equagao de Schrodinger:

“Nao-realidade”. As solucoes necessariamente sao funcoes com valores comple-
x0s. Por isso as fungoes de onda nao sao observaveis.

Principio de superposicao. Como a equagao de Schrodinger é uma EDP linear,
as solugoes formam um espaco linear.

Determinagao. Como a equacao de Schrodinger é de primeira ordem no tempo,
as solucoes sao unicamente fixadas por uma condicao inicial, a saber a funcao de onda
num tempo fixo tg.

Conservacao. Como no caso de um pacote de onda livre, a grandeza
p ) g
Jeo l0(t, x)|?dPx independe do tempo. Para ver isso, consideramos

0 0 —0

= (A @)(t, ) — 9 @V )
_ _%{Www) — 9L @) AY(t )}

= X i (radd (7, ) (t,2) — P @aradi(t, )}

(A primeira equagao vale por que a conjugacao complexa comuta com a diferenciagao
com respeito a uma variavel real. Na segunda equagao usamos a equacao de Schrodin-
ger. Terceira equagao: Como V(x) é real, as contribuigdes correspondentes se cortam.
Na tltima equagao, usamos a regra de produto, div((gradf)g) = (Af)g+gradf-gradg.
Os termos grad - grad se cortam.) Esta equagao pode ser escrita como

0 .
E|¢(t,w)|2 = —divj(¢t, x), (15)
onde j é a chamada densidade de corrente, definida por
. th ———— _—
§(t2) = o (@ @) (1,2) — 96 Dgradu(t, ). (16)
A Eq. (15) é uma equagao de continuidade, e é equivalente a conservagao local
d
G [toPie= -4 j.da (1)
dt Jg oG

para qualquer regido G com contorno dG. Se j cai para zero rapidamente suficiente
para |z| — oo, isto implica a independéncia do tempo da grandeza [, [¥(t, x)|?dP .
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1.4 Interpretacao de Born; Nogoes basicas da probabilidade.

1.4.1 Interpretagao de Born.

Born (1926) interpretou a grandeza |1 (¢,z)? como densidade de probabilidade de
encontrar a particula na posicao  no tempo t. Isto quer dizer que para uma dada
regido G C R3 a probabilidade P;(G) de encontrar a particula descrita pelo pacote de

onda 9 (t,x) é dada por

PG =5 [ WweaPie. N [ o)l (18)

O fator de normalizagao N garante que a probabilidade de encontrar a particula
em algum lugar é um, P;(R%) = 1. A funcao de onda 1 (t,x) := N~/24(t,x)
obviamente ¢ normalizada no sentido que vale [p, [¢1(t, z)[*d*x = 1. Pela equagao de
continuidade (17), isto vale para todos tempos.

Para verificar ou falsificar afirmacoes sobre probabilidade, a mesma experiéncia
tem que ser repetida um grande nimero de vezes com sistemas identicamente prepa-
radas, um chamado ensemble. Consideramos por exemplo uma experiéncia de choque,
consistente de uma fonte, um alvo e um detector ocupando uma regiao GG. No caso
ideal a fonte produz particulas identicamente preparadas com uma certa taxa, pequena
suficiente para que as particulas nao possam interagir uma com outra. No tempo ¢
depois uma particula saitu da fonte liga-se o detetor. Ele responde se a particula se
encontra dentro naquele instante de tempo. Este procedimento repete-se um grande
nimero N de vezes, e determina-se a frequéncia relativa com qual a particula foi
encontrada no detector. Para grandes IV, esta sequéncia de frequéncias relativas se
estabiliza no valor da mencionada probabilidade P;(G).

Esta interpretagao de Born desiste em principio da previsao do resultado de um
Unico experimento. Muitos fisicos se sentem desconfortavel com esta posicao. Por
exemplo Einstein acreditou que a fisica no fundo é deterministica (“O velho nao joga
dados”). Hoje em dia acreditamos que nao existe uma teoria deterministica e local do
microcosmo.

1.4.2 Nogoes basicas da probabilidade.

No dominio quantico, o valor de um dado observavel, se o sistema for preparado num
dado estado, é necessariamente uma variavel estochastica. No formalismo matematico
da MQ as probabilidades dos possiveis resultados de medigoes sao relacionados com a
decomposicao espectral de operadores auto-adjuntos. Revisamos essas nocgoes.

O resultado da medigao de um observavel num sistema que se encontra num dado
estado é uma waridvel estocdstica, X: X nao possui um valor, mas sé uma distri-
buigao de probabilidades para os possiveis valores. O conjunto de possiveis valores de
uma varidvel estocdstica pode ser discreto (“varidvel estocdstica discreta”) ou continuo
(“varidvel estocdstica continua”). Vamos primeiro considerar o caso de uma varidvel
estocdstica discreta X, que possui um conjunto de possiveis valores {A1, Ao, ...} com
probabilidades respectivas p;, i.e., a probabilidade de encontrar o calor A; é p;. Opera-
cionalmente, essas probabilidades sao as frequéncias relativas dos valores, encontradas
num ensemble de sistemas identicamente preparada: Denotando por N a cardinali-
dade do ensemble (ntdmero de experiéncias) e por N; o nimero de vezes da ocorréncia
do resultado A\; nas N experiéncias, as {requéncias relativas N;/N se aproximam, num
certo sentido?, ao valor de p;: p; ~ N;/N.

2 2, ~ . s ..
Para N — 0o, o nimero N;/N nfo converge para p; no sentido da anélise, mas apenas “em probabili-
dade” (lei dos grandes nimeros).
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Claro que a soma de todas probabilidades deve ser 1, Zi:1,2,... p; = 1, pois algum
valor serd encontrado. Para um intervalo I C R, a probabilidade de encontrar um
valor de X em [ é dada por

PXeD= Y p. (19)

N el

(Somatério sobre todos i com A; € I.) O walor esperado (ou valor médio) de X,
denotado por (X), é dado por

(X)=">_ Xips (20)

i=1,2,...

Exemplo 3 Seja X := nimero de pontos encontrados apds jogar um dado. Entao o
conjunto de possiveis valores é {1,...,6}, e todos valores tém a mesma probabilidade
p; = 1/6. O valor esperado é Z?:l i-1/6 =3,5. O

Dado uma funcao f na reta real, podemos definir uma nova variavel estocastica, f(X),
com a seguinte interpretacao operacional: Para cada membro do ensemble, pegue o
valor encontrado de X e aplique f. Esta varidvel estocdstica f(X) possui possiveis va-
lores f(A1), f(A2),..., com probabilidades respectivas p1, pa,.... Em outras paldvras,
P(f(X) = f(\)) = P(X = \;), que implica

Def

P(f(X)eJ) = P(X € f1(J)). (21)

O valor esperado de f(X) é consequentemente dado por
(FO) =D fi)pi

Vale mencionar que a probabilidade de encontrar um valor num intervalo I é igual ao
valor esperado da funcio c7(X), onde ¢; é a funcio caracterfstica® do intervalo I:

P(X € 1) = {es(X)). (22)

(Demonstracao: Exerciciol) Observa-se que, dado a varidvel X, a aplicacdo f —
(f(X)) é linear:*

(f +9)(X)) = Z () + g(Ni) pi = (f(X)) + (9(X)), (23)
((e- N(X)) = Zc-f(/\i)pi = c(f(X)). (24)

Consideramos em particular a funcao f(X) = (X — (X))2. O valor esperado desta
fungio é uma medida para o desvio do valor esperado, a chamada variacao (AX)?:

(AX)? = (X - (X))?) = (X*) = (X)*. (25)

er(z) = 1 sexel,
0 sex ¢&l1.

“Recordamos que as fungdes formam um espaco vetorial com adi¢io dada por (f +g)(z) := f(x) + g(x)
e multiplicagdo com escalares ¢ € C dada por (¢- f)(z) :=c- f(z).
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(Aqui, temos usado a linearidade (23), (24), e lembrado que (X) é um ndimero.) O
raiz desse nimero, AX, é o desvio padrao.

Consideramos agora duas varidveis estochasticas X,Y (em R). Elas sdo chamadas
de independentes se

P(X€IAY eJ)=P(X el) -PY €J). (26)
Neste caso, verifique-se facilmente
(XY) = (X) {¥). (27)
Vale a pena mencionar que (no caso A(X),A(Y) # 0) o ntimero

(X = (XD = (V) _ (XY) — (x)(7) o8)
AX)AY) T AXA®Y)

é chamado de coeficiente de correlagao de X, Y, e tem valores entre —1 e 1. Ele é
uma medida para a correlacdo linear: Se ele é igual £1, X e Y sdo perfeitamente
linearmente correlatas.® Se ele é zero, X e Y sdo chamadas de nio-correlatas. (Entao,
a Eq. (26) afirma que “independentes” implica “ndo-correlatas”.)

No caso de uma variavel estocédstica continua, as probabilidades sao caraterizadas
por uma densidade de probabilidade, 0. Isto quer dizer, a probabilidade de encontrar
um valor de X num intervalo I C R é dada por

P(Xel) = / o(z)dz. (29)

I

Claro que p deve ser positivo, g(z) > 0, e normalizado, fR o(x)dx = 1. O wvalor
esperado é dado por

(X) = /R v o) da. (30)

Fungoes de X sao definidas pela Eq. (21). Para o valor esperado de f(X) nos obtemos

<ﬂX»:/f@m@mx

Vale a linearidade (23), (24) (exercicio!). A variacao é definida como antes, primeira
equagdo em (25), e pela linearidade também satisfaz a segunda equagdo em (25).

Vale mencionar que varidveis discretas podem ser encaradas como um caso es-
pecial de varidveis “continuas” se nos admitimos distribuigoes como densidades de
probabilidade: Seja X uma varidvel discreta com possiveis valores {1, Ag,...} com
probabilidades respectivas p;. Isto corresponde a uma varidvel “continua” X. com
densidade de probabilidade dada por

o(x) := Zp,- O(x —N;).

(Exercicio: Mostrar que o valor esperado, a variagao e a probabilidade de encontrar
um valor num dado intervalo I coincedem para X e X.,.)

®I.e., existem nimeros a e b tal que a dispersdo de X — a — bY é nula.
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1.5 Observaveis e operadores.

Entendimos que a posicao de uma particula é uma variavel estocastica X, e a densi-
dade de probabilidade correspondente (que depende de t) é dada por g(x) = |¢(t, z)|*.
(Nesta seccao, supomos que a func¢ao de onda seja normalizada.) Em outras palavras,
a probabilidade de encontrar a particula numa regiao G num dado tempo t é dada por

P(X €C) = /G|z/)(t,:n)|2d3:c. (31)

Queremos achar as densidades de probabilidade (ou pelo menos os valores esperados e
desvios padrao) para outros observaveis como velocidade, momento, momento angular,
energia etc. Vamos ver que eles sao em grande parte fixadas pela interpretagao de
Born.

Comecamos com a velocidade no caso de uma particula livre. A velocidade v
de uma particula livre é dada por (z(t) — =(0))/t = =(t)/t + O(t™ 1), onde x(t) é a
posicao no tempo t. Para grandes ¢, a posicao inicial é irrelevante, entao para medir
a velocidade podemos comecar com «(0) qualquer e fazer v = lim;_, o x(t)/t. Dai, a
probabilidade de encontrar uma velocidade em I' C R? é dada por

P(v €T) = lim P(X/t€T)= lim (X € 1T)
Mas
PA(X €T = / ot @) [2d = [t / i, ) 2
I N

~ /F (Y100, B2 P + 07, (32)

onde usamos a Eq. (11). Em outras palavras, a probabilidade P(v € I') de encontrar
uma velocidade em I' é dada por [ 0Ovel (V)d3v, onde

Qvel(v) = (%)3‘1;(0’ %v)‘Q

Esta grandeza deve ser entao interpretada como densidade de probabilidade da velo-
cidade da particula. Como p = mwv, e m3d>v = d3p, este resultado também implica
que

omom(®) = ()10, D))

é a densidade de probabilidade do momento da particula. Observamos que em D
dimensoes, o fator A~3 deve ser substituido por AP

No caso de uma particula em intera¢do nos medimos (teoricamente) a velocidade
instantanea no momento ¢, pela seguinte maneira. Em ¢, nos desligamos a interagao,
e a partir desse momento a particula é livre, com pacote de onda correspondente

Y(to +t, ) = (2r)~P/2 / U(to, k) e ®DgDE ¢ 0.

Agora o argumento do pardgrafo anterior se aplica, com ¢t = 0 substituido por ¢t = t,
e concluimos que

1.p -~
Omom,ty (p) = (ﬁ)DWJ(tW %)F

é a densidade de probabilidade do momento instantaneo no tempo ¢y de uma particula.

Para outros observaveis (energia, momento angular,...) é mais dificil determinar
as densidades correspondentes (Capitulo 2). Por enquanto, calculamos somente os
valores esperados e as variagoes. (Recordamos que ¢ seja normalizado nesta seccao.)
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Momento. O valor esperado da componente j do momento no tempo ¢ pode ser
escrito

(P = / p; [0(t, p/h)2dp = / Bk (1, )P / It k) L0yt k)dk
“/wt ) " 0,0)(t, )

onde 0; = 8IJ. Na equagao (a) usamos a relagao @(k) = ik; - ¢(k). Na equacao
(b) usamos a identidade de Parseval (4). Repetindo este cdlculo, temos

h
< Ji1°t Jn t— /1/} t (L' '-'gajn’(/))(tﬂl:)dgil:
Por linearidade, isto implica que para um polindémio f(p) vale
) 5

Por exemplo, se f(p) := p - p, entao f(%V) = —h%A, onde A = Z é o Laplaci-

ano.

Jlj

Posigao. O valor esperado da componente j da posi¢ao no tempo t é
(Xj>t:/xjgt w—/wtxsz/}(tw w—/wtm X;9)(t, x)d?

onde Xj é o operador de multiplicacao,

(Xj0)(x) == ;- ().

Similarmente, para uma func¢ao f o valor esperado de f(x) no momento ¢ é
X)) = [ 9 () ta)de,

onde f(X) é o operador definido por

(f(X)e)(@) = f(@) - p(). (33)

Para muitos outros observéveis o valor esperado ¢ fixado por linearidade, por exemplo
para a energia E = |p|?/2m + V(z):

P-P
E)yy=(—— H
(B = (S 4 V(X)) = [T ()0, 2)d
onde H ¢ o operador Hamiltoniano,
- P.pP —h -

Resumimos os resultados obtidos:

1. A um observavel A corresponde na Mecanica Ondulatoria um operador (diferen-
cial) A.
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2. O valor esperado do resultado da medicao de A, se o estado for preparado numa
funcao de onda ¥, (x) = ¥(t,x), é dado por

<A»=N}{/%@5wa@fx, zv&/wumﬁfm

3. O observivel de posicao f(x) é representado pelo operador f(X ) de multi-
plicagdo com a funcao f(x), ver Eq. (33). O observéavel de momento g(p), onde
g é um polindmio, é representado pelo operador diferencial g(—ihV).

4. Somas de observaveis sao representadas pelas somas dos operadores correspon-
dentes.

No caso de produtos de observdveis A, B aparece o problema que classicamente AB =
BA, mas os operadores correspondentes A, B podem nao comutar,

(A, B] = AB— BA 40, (34)

onde AB:= AoBéa composigao (“produto”) de operadores. Neste caso, nao estd
claro a priori se AB ou BA (ou alguma combinagao linear) corresponde a AB. Se eles
comutam, nos chamamos os observéaveis A e B de compativeis.® Nesse caso podemos
sim representar o produto:

5. Produtos de observaveis sao representados pelos produtos dos operadores cor-
respondentes, dado que eles comutam.

1.6 Teorema de Ehrenfest.
1.7 Relacoes de incerteza gerais.

1.8 Equacgao de Schrodinger independente de tempo.

Por separagao de varidveis, descubrimos que a equagao de Schroédinger possui solugoes
da forma '
= e PP, (35)

onde ¢ é uma solucao da equacdao de Schréodinger independente de tempo,
Ho=E-¢. (36)

Isto significa que a fungao ¢ é um auto-vetor do operador Hamiltoniano, com auto-
valor E. Fungoes de onda da forma (35) sdo chamadas de estados estaciondrios.

Lemma 4 Seja ¢ um auto-vetor de um operador A, com auto-valor \: A(p =X\ .
Entao vale:

i) Se A ¢ hermitiano, \ € real.

i) O wvalor esperado de A no estado @ €\, com varia¢do zero:

(A)p = A, (A4), =0.

(Ou seja, no estado ¢ o observavel A possui o valor \, com probabilidade 1.)

Observe que na Eq. (35) ndo sé ¢ mas também o estado estaciondrio 1; é um auto-vetor
do operador Hamiltoniano, com auto-energia E. Pelo Lemma, v; possui a energia
E para todos tempos ¢, i.e., uma medigdo do observdvel H (energia) em qualquer
elemento do ensemble descrito por i; e em qualquer tempo t dé o resultado E.

SIntrinsecamente, compatibilidade de dois observéveis e definida como seguinte. . ..
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A equacao de Schriodinger independente de tempo (36) possui dois tipos de
solugoes: ¢ pode ser ou nao normalizdvel (i.e., em L?(R3)). No primeiro caso,
¢ € L*(R?) é um auto-vetor de H ¢ E é um auto-valor de H, ou auto-energia. B
um fato matemédtico que o conjunto de auto-energias é discreto. No segundo caso,
¢ ¢ L*(R?), chamamos ¢ de auto-vetor imprdprio (ou generalizado) e E de auto-
energia impropria de H, respectivamente. O conjunto de auto-energias impréprias é
continuo.

Fisicamente, estes dois casos descrevem tipos de estados qualitativamente diferen-
tes, a saber estados ligados e estados de espalhamento, respectivamente:

1.8.1 Estados ligados

Definicao 5 Uma solucao ¢ da equagao de Schrodinger é chamada de estado ligado
se para todo € > 0 existe uma regido finita G C R? tal que para todos tempos t a
probabilidade de encontrar a particula em G é maior que 1 — ¢,

/ [ (x)2d3z > 1 —e.
G

Se ¢ é um auto-vetor (propriamente falando, i.e. normalizdvel), o estado estacionario
correspondente, e /" & um estado ligado neste sentido. Superposicoes de estados
estacionarias deste tipo também descrevem estados ligados. Reciprocamente, para
uma grande classe de potenciais V' vale o seguinte

Teorema 6 Todo estado ligado pode ser escrito na forma

Py = Z Cn @ne_itEn/hv (37)

onde os ¢, € L*(R3) sio auto-vetores (normaliziveis) do Hamiltoniano: Hep, =
En *Pn-

Observagao. Vale mencionar que a (tnica) solugdo da Equacdo de Schrodinger
com a condicao inicial
o = Z Cn Pn
n

é dada por (37).

1.8.2 Estados de espalhamento

Definigao 7 Uma solugao vy da equagdo de Schrodinger é chamada de estado de es-
palhamento se para toda regido finita G C R3 a probabilidade de encontrar a particula
em G cai para zero se [t| — oo:

/ [ (x)|2d>x — 0, || — oo.
e

“Superposicoes continuas” de estados estacionarios improprios podem descrever esta-
dos de espalhamento. Para uma grande classe de potenciais V' com curto alcance vale
o seguinte [8]:

Teorema 8 Todo estado de espalhamento pode ser escrito na forma

() = / Bl A(k)xio(@)e PO,

13
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onde 0s Xk sao auto-vetores improprios do Hamiltoniano H, i.e., distribuicoes que
satisfazem
h2k?

2m

Hxi, = E(k) - xe, E(k)

)

no sentido de distribui¢oes. Ademais, para grandes r = ||x|| as fungoes xx se compor-

tam como
6ikr

xe(x) ~ e®*® 4 f(k, &) + O(r™?). (38)

1.9 Sistemas uni-dimensionais.

Pogo infinito e no¢ao de uma base ortonormal (BON) de auto-vetores [4, Sec. 2.2];
Pogo finito [2-4]; Degrau [3];

Potenciais degrau em geral (potencial localmente constante, com dicontinuidades);
Efeito tunel; penetracao em regioes classicamente proibidas.

Potencial-§;

Oscilador harménico: método algébrico [4];

2 Mecanica Quantica
2.1 Quadro Matematico: Espacos de Hilbert, operadores, es-
pectro.

Essa secao é um resumo da parte sobre espagos de Hilbert da Fisica Matematica II,
veja as notas [6] para mais detalhes.
2.1.1 Espacos de Hilbert e operadores.

Definicao 9 Seja H um espago linear. Um produto escalar em H é uma applicacao
HxH — C, ,¢ — (1,¢) antilinear e linear no primeiro e segundo argumento,
respetivamente, que satisfaz

(0,¢) =(,0) Vo, eH.

e que é positivo definido no sentido que

(Y,9) >0 VpeH (39)
e a igualdade “=" vale somente se ¥ = 0.
Dado um produto escalar, a norma de um vetor v é definida por”

9] =/ (,9). (41)

Observa que a norma de uma soma de vetores satisfaz

o1+ al® = e l” + 2] + 2R( 91, 42 ).

"Em geral, uma norma num espaco vetorial # é uma aplicacdo n : H — Ra‘ satisfazendo n(¢) = 0 <

¥ =0, n(cyp) = |c|n(¥) e a desigualdade do triangulo,

n(Y +¢) <n(y) +n(g). (40)

Veremos embaixo que || - || satisfaz esta desigualdade.
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Se 11 e 19 sao ortogonais segue o Teorema de Pitdgoras
lior + 212 = [ l” + [l se (¢1,42) = 0. (42)
Para um subespaco linear D C H definimos o complemento ortogonal D+ por
Dt ={YeH: (¢,1)=0V¢ € D}.
Similarmente, o complemento ortogonal de um tinico vetor ¢ denotamos por ¢=,
¢t = (Co)*.

Um fato muito 1til é o seguinte. Seja ¢ € ‘H nao-nulo. Entao qualquer ¢ € H possui
uma tnica decomposi¢ao

¢ =1o+11, onde ¢ €Ch e Yy €. (43)
A saber,
(¢,9)
= 44

e 1 := 1 — 1. (Verifique que eles satisfazem (43) e que a decomposicao é tnical!) A
aplicacao linear 1) — 1y é chamado o projetor em ¢, em simbolos Py:

_(60)
Fov =g 1)

(Exercicio: Mostre que este operador é um projetor no sentido que Py o Py = Py.)
Para qualquer 1, ¢ in H vale a desigualdade de Cauchy e Schwarz:®

(o, )] < [l 1¥ll- (46)

Comprovante. Se ¢ = 0, a desigualdade é trivial. Entao, seja ¢ # 0. Neste caso, um
dado 1 possui a decomposigao (43), ¥ = g + 11 com 1y L 11, entdo pelo Pitdgoras

1917 = 1ol + lnll* > llvoll* = llol =2 (¢, )1,

que dé (46). O
Exemplo 10 i) H = C™: Denotamos os elementos por ¢ = (cy, ..., ¢,) ete. Produto
escalar:

n
(gg')izéidi.
i=1

ii) # = I?: Os elementos sdo sequéncias infinitas ¢ = (c1, ca, . ..) tal que

(o9}

lel® = leil® < oo.

i=1

oo
(e,d)= Z@'C;-
i=1

iii) H = L?(R): Produto escalar como antes,

(w,as):/mqsu) iz,

Produto escalar:

O

8 Agora podemos mostrar que || - || satisfaz a desigualdade do trifigulo (40):

1+ ¢l1* = 1191* + 1617 +2R(w, &) < 811 +I811* +21(%, &)I < 1l* + I1lI* + 2018l 9]l = (] + 1)
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Nocgoes topolédgicas. Uma sequéncia v, converge para ¥ sse ||, — | — 0 se
n — 0o.

K C H é um subespacgo fechado sse ¥, € K, ¥, — 1 implica ¢ € K.

Seja D C H um subconjunto de H. O fecho de D, em simbolos D™, é o menor
conjunto fechado em H que contém D, i.e.,

D_:{TZ}EH' 3¢n€D¢n—>¢}

Um subconjunto D C ‘H é chamado de denso em H, se o fecho dele coincede com H.
Uma sequéncia v, em H é chamada de sequéncia de Cauchy se para todo ¢ > 0
existe um ntmero N tal que para todos n,m > N vale

”wn - "/’mH <e.

Se toda sequéncia de Cauchy converge em H, o espaco é chamado de completo, ou
espaco de Hilbert. Exemplos: Todo espaco vetorial de dimensao finita é completo;
L?(R) e [? também s6 completos.

Sejam H; e Ha dois espagos lineares com produtos escalares (-,+ )1 e (-, )2 respe-
tivamente. Uma aplicacao F' : H; — Ho é chamada continua em ¢ € H; se ¢, — ¢
em H; implica F(v,) — F(¢) em Ho. Obviamente, uma aplicacdo linear é continua
em todos @ € H se, e somente se, ela é continua em 0. Vale mencionar que isto é
equivalente com a existéncia de um nimero M > 0 tal que para todo ¢ € H; vale

IF@)l2 < M|

Consideremos dois casos especiais de aplicacoes lineares: Se Ho = H;p, chamamos F'
de um operador em H;. Se Ho = C, chamamos F' de um funcional.

Exemplo 11 Seja ¢ € H fixo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra-se que
o funcional

Y= (9,9)

¢ continuo. 0

A inversao também vale se H é completo [7]:

Lemma 12 (Riesz) Seja H um espagco de Hilbert e F : H — C um funcional
continuo. Entao existe um vetor (inico) ¢ t.q.

F(¢)=(¢r,v) para todos ) € H. (47)

2.1.2 Bases ortonormais e BON’s generalizadas.

Todo espago de Hilbert possui uma BON, i.e., uma familia ¢; de vetores nomalizados,
onde ¢ percorre algum conjunto de indices, ¢ € I, que sao mutuamente ortogonais,

(%‘#Pj) :5ij,

e tal que todo vetor ¢ € H possui uma expansio’

Y= Zci%v (48)
i=1

9A eq. (48) significa que a sequéncia Zfil cipi converge para ¥ se N — oo.
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Os coefficientes ¢; naquela expansao sao unicamente determinadas, a saber

¢i = (pi, ). (49)

Vale mencionar que a norma de v satisfaz a identidade de Parseval (generalizada):
12 =3 leaf. (50)

Todas BON’s de um dado espago H possuem a mesma cardinalidade, a chamada
dimensao do espaco. Ela pode ser finita, contdvel, ou nao-contavel. Nos vamos con-
siderar somente o caso de dimensao contdvel (inclusive finita). (Neste caso, o espaco
de Hilbert é chamado de separével.)

BON’s continuas em L?(R”). ' Consideramos a familia de funcoes (ondas
planas) ex, k € RP, definidas por

ex(x) = (2m)~P/2 ik, (51)

Elas nio sio em L?(RP), mas mesmo assim existe o “produto escalar” com certas
outras fungoes: Se 1) € D = L?(RP) N LY(RP), entad existe para todo k o “produto
escalar” 11

(e t)) = / en(@) (@) dPz = (2m) P2 / e g (@)dPe = O(k).  (52)

O Teorema de Fourier, Eq. (3), pode ser escrito na forma'?

Y= /@Z(k) er dPk. (53)

As equagbes (52) e (53) sao completamente andlogas as Eqgs. (49) e (48), respetiva-
mente. Por isso a familia {ex, k € RP} é chamada de uma BON continua em L?(RP).
Como outro exemplo, consideramos a familia de distribuigoes-delta dq () := 6(x —

a). Eles também nao sao em L?(R”), mas mesmo assim o “produto escalar” com
fungdes continuas existe: Para ¢ € D = C(RP) N L?(RP) vale

(0as?) /5 x =y(a).

A identidade que define a distribuicao-delta,
o) [ ata o

) = /w(a) ba dPa. (54)

pode ser lida como!?

YLiteratura: [2, Cap. I1.A.3]

"' Mais rigorosamente falando, e é uma aplicacao linear (um “funcional”’) de D em C. O valor de e
aplicado em ¢ € D designamos, em abuso de notagao, por (ex, ).

12 A integral deve ser entendida no “sentido fraco”, a saber como seguinte: Para todo ¢ € D vale

(6,0) = [ 3(0) (en,0)d"k.

Essa equacao é nada mais do que a identidade de Parseval (5).
13De novo, a integral deve ser entendida no “sentido fraco”: Para todo ¢ € D vale

(,6) /w ) (6ar ) d
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Entad a familia {64, @ € RP} também é uma BON continua em L2?(RP).

BON’s continuas em #H arbitrario. '* Que tipo de objeto pode substituir
as fungoes eg(x) ou distribuigdes dq () num espago de Hilbert geral H? Naqueles
exemplos, as fungdes eg, (ou distribuigoes d,) podem ser encaradas como aplicagdes
lineares de um certo subespago denso para os nimeros complexos (“funcionais”).
Em geral, escolha-se um sub-espago denso D C H e considera-se as aplicacoes
lineares de D em C (continuas numa certa topologia). O conjunto de tais funcionais é
também um espaco linear, chamado o dual de D, em simbolos D’. O espago de Hilbert
H pode ser considerado como subespaco de D', identificando 1 € H com a aplicacdao'®

D> ¢ (v,0) €C.

Entao temos as inclusoes
DCcHCD

(“Tripla de Gelfand” ou “rigged Hilbert space” [1,5]). Abusando a notagao, vamos
denotar uma aplicagao x € D’ por

x:D—C,
o= (x,0),

como se tratasse de um produto escalar. Consequentemente definimos para ¢ € D, x €
D'eceC:

(6:x)=(x:9), (ex,0) =c(x;9).

Os elementos de D’ sdo chamados de vetores generalizados ou também de bra’s.!

Uma BON continua sobre D C H é uma familia de vetores generalizados {ch €
D' ke Q}, onde 2 é um subconjunto de R™ para algum n, tal que para todo @ € D
vale

6

w=/ﬂ<xk,w)xkd% (55)

A integral estd sendo entendida no “sentido fraco”, ou seja, ela significa nada mais e
nada menos do que: Para todo ¢ € D vale a equagao

(w,gb):/g(xk,w)(m)d"k. (56)

Se o espaco H é a soma direta de dois subespacos H = Hy ® Hs, e B é uma BON de
Hq e By é uma BON continua de Hs, entdo a uniao By U By é chamada de uma BON
generalizada de H.

Relagoes de ortogonalidade e de completeza. Se {y;,i=1,2,...} e uma
BON a relagao de completeza (48) pode ser escrita

ip =1, (57)
1=1

“Literatura: [2, Cap. I1.C.2]

15 A topologia em D deve ser tal que esta aplicacio seja continua.

16Neste contexto, os vetores em D sdo chamados de ket’s, e consequentemente (x,$) é um bra-cket.
Notagao frequentemente empregada [2]: x = (x|, ® = |¢), (x,¢) = (x|¢)-
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onde P, é o projetor definido na Eq. (45). Analogamente, se D C H é um subespago
e x € D/ um vetor generalizado, denotamos a aplicagdo ¢ — (x, ¢ )x de D em D’ por

P,:
Py ¢:=(x,9)x. (58)
Se {xk, k € 2} é uma BON continua sobre D, a equagao (55) pode ser agora escrita
€omo
A"k Py, =1. (59)

Q

Se o espaco de Hilbert for o L? (RD ), entdo a relagdo de completeza pode ser escrita
como

> el@lea) = sz - o) (60)

/ d"k xk(x)xk(x') = 6(x — x') (61)
Q
no caso de uma BON ou BON continua, respetivamente.

Notagao de Dirac. !7 Dado um subespaco D com dual D’, é costume chamar
os vetores em D de ket’s, e os vetores generalizados em D’ de bra’s.'® Na notacao
de Dirac, os kets sdo denotados por |¢p) € D, e os bra’s de (x| € D’. A imagem de
|¢) € D sob (x| € D’ (a qual nds temos denotado por (x,¢)) é denotado por (x|¢)
— um bra-cket. Como acima, os vetores ¢ € H sado considerados casos especiais de
vetores generalizados, e consequentemente, o produto escalar e escrito como (1|¢),
sendo interpretado como a imagem de |¢) sob o bra (| € H C D’.

Com esta notagao, o projetor Py (45) pode ser escrito como Py = || ¢ ~2|#)(¢| ou,
se ¢ é normalizado:

Py = [#){4l, se [[¢ll =1, (62)

e similarmente a aplicagdo P, da Eq. (58). Com isso, as relagdes de completeza (57)
e (59) escrevem-se

i
[ kbl =1,
Q
respetivamente.

O operador adjunto. Seja A um operador num espaco de Hilbert H. Se A ¢é
continuo, o dominio coincede (sem perder generalidade) com o espago H inteiro. Neste
caso, o operador adjunto A* é definido por: A*y é o tnico vetor tal que para todo
¢ € H vale

(A%, 0) = (¥, Ad). (63)

A maioria de operadores que correspondem & observaveis na MQ sdo nao-continuos.
Um operador nao-continuo A geralmente nao pode ser definido em todos vetores, mas

"Literatura: [2, Cap. I1.B].

¥Notagdo de [2]: D = &, D' = £*. Vale mencionar que, em contraste ao que esta sendo sugerido
na literatura [2, Cap. I.B.2], ndo existe “um subespago discriminado”, D, de estados. Dependendo do
problema, escolhe-se um subespaco adequado, por exemplo para empregar o teorema espectral de um dado
observavel, ver abaixo.
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apenas no chamado dominio, D(A). Neste caso, definimos primeiro o dominio de A*
por
D(A*):={¢Y eN| ¢+ (1, Ag) é continuo para ¢ € D(A)}.

Se 1 estd em esse espaco, o Lema de Riesz afirma que existe um tunico vetor x € H
tal que vale (x,¢) = (¢, A¢) para todo ¢ € D(A). Como x depende obviamente
linearmente de v, podemos escrever y =: A*1). Isto defino o operador adjunto A* de
A.

O operador A é chamado de hermiteano se D(A) C D(A*) e A*[pay = A. Equi-
valentemente, A é hermiteano se para todo ¢,1 € D(A) vale

(¢, A9) = (AY,9). (64)
Um operador A é chamado de auto-adjunto sse
D(A*)=D(A) e A*=A.

Obviamente, A hermiteano implica A auto-adjunto, mas a inversao vale somente para
operadores continuos. Os operadores que correspondem a observaveis na Mechéanica
Quantica devem ser auto-adjuntos, por que eles sempre possuem uma BON de auto-
vetores (generalizados), ver abaixo, propriedade indispensével para a interpretagao do
formalismo.

Exemplo para um operador auto-adjunto: O operador de multiplicacao (corres-
pondente ao observivel posicao), ou funcoes f(X), f : RP? — R, desse operador com
dominio

D((X) = (v € P®Y): [ f@P (@) i < oo).

2.1.3 Teorema espectral.

No seguinte seja A um operador em algum espago de Hilbert H, com dominio D(A).
Recordamos que A € C é um auto-valor de A se existe um vetor ¢ # 0 tal que

(A=) =0,

Se existem d auto-vetores linearmente independentes com o mesmo auto-valor A, cha-
mamos A\ de degenerado com multiplicidade d. Supomos agora que nos temos discri-
minado um subespaco denso D C H.

Definigao 13 Um vetor generalizado y € D’ é chamado de um auto-vetor generali-
zado de A com auto-valor generalizado A se para todo ¢ € DN D(A*) com Ay € D
vale

(X, (A" = A1 )p) = 0. (65)

No caso quando x é na verdade um vetor em H, a aplicacdo ( x, - ) é o produto escalar
e nos podemos jogar A* — A1 ao outro lado e escrever

(A—A)x =0. (66)

No caso geral, Y € D', escrevemos a mesma equagao simbolicamente, o sentido dela
sendo justamente (65).

Recordamos que num espago de Hilbert de dimensao finita todo operador hermi-
teano possui uma BON de auto-vetores. A afirmacdo andloga, o teorema espectral,
vale no caso de dimensao infinita para operadores auto-adjuntos.
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Exemplo 14 i) A familia {6,, a € R} é uma BON continua em L*(R) de auto-
vetores generalizados do operador de multiplicacao X sobre D := Co(R),'? pois para
todop eDeacRvale X*p=Xope

(00, X0) =a¢(a) =a(ds, o).

ii) A familia de ondas planas {ex, k € R}, ver Eq. (51), é uma BON continua
em L?(RP) de auto-vetores generalizados do operador correspondente ao momento,

P .= by, sobre D := C§°(RP),° pois para todo ¢ € D e k € R vale Pj*qﬁ =Pipe

(crs P6) = & (V) ) = 1o (k) = ik (e,

(Esta sequéncia de equagoes na verdade s@o trés sequéncias: Uma para cada compo-
nente do operador-momento.) Entao, e ¢ um auto-vetor generalizado da componente-
j do momento, Pj, com auto-valor generalizado hk;.

i7i) A mesma familia de ondas planas é uma BON continua de auto-vetores generali-

. . . 2 —_ 2 .
zados do Hamiltoniano livre Hy := %A, pois

2 2| |2

(ens Hod) = 5 (Bo)(k) =

(er, ).

2m

O

O teorema espectral afirma que essa situacao prevalece para todo operador auto-
adjunto. N&s vamos conhecer este teorema numa forma que nao vale para certos
operadores, considerados “patolégicos” na MQ.2!

Teorema 15 (Teorema espectral) Todo operador auto-adjunto A POSSUL  UMa
BON generalizada de auto-vetores generalizados. Mais precisamente,?® existe uma
familia de vetores e vetores generalizados sobre algum subespago denso D C H

{ppieH,v=1,2..i=1,...,d}U{x,; €D, keQj=1,...,dk)}

onde 2 é um subconjunto de algum R", tal que 0s ¢, ; € X ; sGo auto-vetores (gene-
ralizados) de A,

121901/,1' =Gy - Pu,i, e (67)
Axi = a(k) - Xn,j (68)

no sentido da Eq. (66). Ademais, a familia é uma BON generalizada, i.e., para todo
1 € D wale no sentido da Eq. (55):

d(k)

w = Z(@Vuw) Pui + \/Q Z(Xk,jaw) Xk,j d"k.
j=1

v,

O nimero d,, (ou d(k)) é a multiplicidade do auto-valor a,, (ou auto-valor generalizado
a(k), respectivamente). O conjunto dos auto-valores a, é o chamado espectro discreto

de A, e o conjunto dos nidmeros a(k), k € Q, é o chamado espectro continuo. A unido

¥Denotamos por Co(R) as funcdes continuas com supporte finito.

20Denotamos por C§°(RP) as fungdes suaves (infinitamente derivaveis) com supporte finito.

21A saber, para operadores com espectro singular continuo [7] o enunciado do Teorema é um pouco
diferente.

22 A seguinte formulacio vale apenas para operadores sem espectro singular continuo.
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de dos dois ¢ o espectro de A.23 O subespaco de H gerado pelos auto-vetores ¢, ; é
as vezes denotado por Hdlsc(A) e o subespaco gerado pelos X, ; POr Heont( A) Como
ja mencionado nos Teoremas 6 e 8, no caso do Hamiltoniano H 0 espaco ’HdlSC(H )
coincede com os estados ligados e 'Hcont(H ) com os estados de espalhamento.

Lemma 16 O espéctro de um operador auto-adjunto € real.

Comprovante. No caso dos auto-valores propriamente falando, a demonstragao é um
exercicio. Consideramos o espéctro continuo. Para ¢,1 € D N Heont(A4) (0 subespago
gerado pelos xy ;) a relagdo de completeza (56) implica as duas equagdes

<w,A¢>:/Qd“m,j,zzz)(xk,j,Aqb):/Qd“ka< 009 (Xiis &),
(A*¢,¢>:Ld”k<xk,j,A*w><xk,j,¢>:/Qd“kaaf)(xk,j,wxxk,j,m.

(Na primeira linha escrevemos (xr.;, A¢) = (xk.j, A*¢) = a(k)(xxj,¢) pois A =
A* e x,; ¢ um auto-vetor generalizado no sentido da Eq. (65). Na segunda linha
escrevemos ( Xx,j, A*Y) = a(k)(xk,;, ¥ ) = a(k)(xk,j,%).) Como A é auto-adjunto,
as duas linhas coincedem, implicando em a(k) = a(k) para todo k € €. O

Observa que para ¢ € DN D(/l) vale

A0 = a(uis®) v + /Q d"ka(k) Y (Xkj» &) Xns (69)
v, 7
no sentido da Eq. (65). Usando a notacao de Dirac, isso pode ser escrito

A= aleudlpusl + [ @hal) 3 bl (10)

v,

A Eq. (69) significa realmente que para ¢ € D e ¢ € DN D(A) vale

(4,46) = S a0 M) + [ dhalk) (0 Caignd). (71

(Ver demonstracao do Lema acima.) Aqui, escrevemos (¢, X&,; ) = ( Xk,j, ¥ ).

Ciélculo funcional. Seja A um operador auto-adjunto em H ¢ f : R — C uma
fungdo mensurdvel [9]. Entao define-se o operador f (121) pela seguinte maneira: Seja
{¢v,i, X&,j} uma BON generalizada de auto-vetores (generalizados) cuja existéncia foi
afirmada no teorema espectral. O dominio de f (/1) ¢é dado por

o= {8 € DI o)+ /Df DEI(xegs #)Pd"k < 50}

= IF(A)s”

2 .~ VSRt .
3Em geral, a definicio do espectro de um operador é diferente, mas no caso de um operador auto-adjunto
ela coincede com a nossa.
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Para ¢ € D(f(A)) define-se

FA)6 = 3 (@) (G0is 6) P + [ S F(ak) (Xkgs &) xeg 4K
v, 7
no sentido da Eq. (55). Observamos que vale

(0 FA0) = 3 @i B+ [ 30 @l Cangod) Pk (72)

Um fato importante é que a aplicacdo f — f(A) é um isomorfismo de dlgebras invo-
lutivas: Em particular, vale

(f-9A) =f(A)gd),  fA)=(fA), 1A)=1, (73)

onde as funcdes f - g e f sdo definidas por (f - g)(z) := f(z)g(z) e f(x):= f(x),e1é
a funcado constante: 1(z) = 1.

Aplicagoes do calculo funcional:

O operador de evolugao temporal, U;: Dado um operador Hamiltoniano
H, definimos
U, :=exp (— itH/h)

no sentido do calculo funcional. Ele é unitério®* para todo t, e a familia t — U, satisfaz
a propriedade
Ut US = Ut+S7 UO = 1 . (74)

Mais importantemente, ela satisfaz a EDO
inlu, = A (75)
et n

Em outras palavras: Se ¢ é um vetor no dominio do Hamiltoniano, entao v; := U;¢
satisfaz a equacao de Schrodinger

d .
ih—y = H 76
? dt Py Py, ( )
com condigao inicial 1y = ¢.

Os projetores espectrais. Como segundo exemplo, aplicamos o cdlculo fun-
cional & fungao characteristica c;: Para um intervalo I C R seja (veja rodapé 3)

(2) 1 sexel,
ci(z) :=
! 0 sexé&l.

Como esta funcao satisfaz c¢r - c; = ¢f = ¢7, a Eq. (73) implica que para um dado
operador auto-adjunto A vale

cr(A) er(A) = er(A) = er(A)*. (77)

#Demonstracio: A Eq. (74) implica que (Uy) ™' = U, = eH/M Mas isso (U
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Isto significa justamente que o operador ¢y (A) ¢ um projetor ortogonal.2’> Ele é cha-
mado o projetor espectral do operador A para o intervalo I. Se {y,;, xk,,;} é uma
BON generalizada de auto-vetores (generalizados) de A, temos explicitamente

v d(k)
CI(A)Qb: Z Z(@v,i;¢)@u,i+/ Z(kajﬂz/})Xk,j d"k.
via, €1 i=1 k:a(k)el J=1

Pela Eq. (72) temos

d(k)

ler(A)d| E(MCI(A)W=V:;€I¥|(%,uw)l +/k:a<k)ezjzl|(m’j’w)| d"Fk.
(78)

2.2 Principios da MQ.

1. A cada sistema corresponde um espaco de Hilbert H. Os estados puros corres-
pondem, bijetivamente, aos raios Ci, ¢ € H.

2. A cada observavel A corresponde um operador A auto-adjunto em H e vice
versa.?8 Se f é uma fungao com valores reais, entao o operador f(A) corresponde
ao observavel f(A).

3. O valor esperado de um observavel, se o sistema for preparado no estado corres-
pondente a v € H, é dado por

(A)y = (¥, Ap) ||| 2.

Devido & Eq. (22), uma formulacao equivalente é:

3’. Seja Py(A € I) a probabilidade que a medicao de um observével A resulta em
algum valor no intervalo I C R, se o sistema for preparado no estado correspon-
dente a 1) € H.?” Esta probabilidade é dada por

Py(Ael) = (,er(Ay) 9l 7% (79)

4. (“Postulado de projegao”). Se a medigao (ideal) de A no estado ¢ resultou num
valor no intervalo I C R, entao logo depois da medigao o estado corresponde a
Cr (A)l/)

5. (Dindmica sem interag¢oes com aparelhos macroscépicos). Para o sistema existe
um operador Hamiltoniano H (correspondente ao observével energia), tal que
o estado v; do sistema no tempo t é fixado pelo estado inicial ¢y por ¢, =
exp(—itH /h)y. Equivalentemente, ele é fixado pela equacdo de Schrédin-
ger (76).

Observacgoes. i) A especificagao “bijetivamente” em 1. e 2. foi feita por von Neu-
mann, e foi desprezada depois para admitir setores de superselecao.

i1) Postulado 3’ implica que os possiveis valores encontrados na medida de um obser-
vavel sao exatamente o espectro do operador correspondente.

25Um projetor 6 um operador P com P?> = P. (P? := P o P.) Um projetor orthogonal é um projetor
hermitiano.

26Nos vamos frequentemente identificar estados com vetores, e observaveis com operadores.

2TObserve que esta probabilidade coincede como o valor esperado da observével cr(A), ver Eq. (22).
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iii) Se o espectro do operador A for puramente discreto, {ay,az, ...}, a probabilidade
de encontrar um valor no intervalo I num estado v normalizado é dada por

Pw(AGI):(’(/%CI Z Z <Pm7¢ (80)

viay, €1l 1=1

(A primeira equagao é (79), e na segunda equagao usamos a Eq. (78).) Em particular,
a probabilidade de encontrar o valor a, é Zf;l |(pui, 0|2

iv) Se A e B sdo observiveis compativeis, a probabilidade conjunta de encontrar um
valor de A no intervalo I e um valor de B no intervalo J é dada por

Py(AeIABeJ)=(v,ci(A)es(B)) v] 2 (81)

Isso pode ser entendido como consequéncia dos postulados 3’ e 4: Nés medimos pri-
meiro o observavel A no estado ¥. Supomos que nos encontramos um valor no intervalo
I. A probabilidade correspondente é dada pela Eq. (79). Logo depois, o sistema estéd
no estado ¢y (/1)1/1, e a probabilidade de encontrar agora um valor do observavel B no
intervalo J ¢é dada por

(er(A)p, s (B)er(A)) ller(A)ywl| =,

A probabilidade conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B
no intervalo J é o produto dessas duas probabilidades, ou seja,

(,er(A)e) 0172 (er(A)w, cs(B)er(A)p) [ler(A)yp| 2.

Usando as propriedades (77) do projetor espectral, e o fato que CI(A) comuta com
c ](B), verifica-se que a expressdo acima coincede com Eq. (81).

Se os espectros dos operadores A e B forem puramente discretos, {ai,as,...} e
{b1,b2,...}, a probabilidade (81) num estado ¢ normalizado é dada por

dy
PiAcInBed)= S S leav)P (82)

via,€Ilb,eJ 1=1

v) Propriedades sao observéveis com apenas dois valores, 0 ¢ 1. Elas sao representadas
por projetores orthogonais, i.e. operadores auto-adjuntos P satisfazendo P? = P.

Problema de representagao. Dado o sistema: Qual ¢ o espaco de Hilbert H?
Dado um observavel: Qual é o operador A correspondente?

Para um sistema num dado estado e um dado obervavel, essa descrigao matematica
nao é dnica. Vamos considerar o sistema de uma particula no R” com massa m: As
observéaveis interessantes sao X; := componente j da posi¢ao, P; := componente j do
momento, e H := P-P/2m?+V(X) = energia (ou Hamiltoniano). Para esse sistema,
uma possivel realizagio é a representacdo de Schrédinger®®: H = L?(RP dPx),

(X;9)(x) = 2;94(x) (operador de multiplicacdo), (83)
P = Loy, (34)
H= 1; f +V(X) = —QLQA +V(X),  ouseja, (85)
(Hv)(x) = —(Aw(m) +V(@)y (), (86)

#Chamada de “{|r)} representation” em [2, IL.E.1]
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onde A é o operador de Laplace. (Tudo isso segue da interpretagao de Born!)

A representacao é tinica apenas moédulo equivaléncia unitdria: Seja U : H — H’
uma aplicagdo (“transformacao”) unitdria. Para um vetor ¢ € H e um operador A
em H definimos

W =Uy, A =UAU.

Pela unitaridade de U vale

(0. Ap) (v, A)
A,y = = .
e =gE = e

Dali, o vetor v/ = Ut e operador A’ = UAU! representam o mesmo estado e ob-
servével como 1 e A.

Um exemplo ¢ a transformaciao de Fourier U : L?(R3,d3z) — L*(R3,d%k): Ela
transforma a representacio de Schrédinger para a “representacio momento”2?, onde
o momento age como operador de multiplicacdo. Em detalhes: Mostra-se facilmente,
que

(UBUT" ) (k) = hk;¢ (k)

onde P; é dado por (84).

Outro exemplo é a “representagao energia”: Seja {¢,, n € Ng} uma BON de auto-
vetores do Hamiltoniano H , H on = Ey - ¢n. Definimos uma transformacao unitaria
U: L*RP) — 1% por

P = Z Cnon — Ut = (co,01,02,...).

neNg
O operador transformado H =UHU! age como “matriz diagonal”, a saber [2, I1.C.3]

ﬁ/(CQ,Cl .. ) - (EOCO;EICh .. ) .

2.3 Sistemas de 2 niveis; Spin 1/2.

2.4 Forcgas centrais; Momento angular.

Momento angular. Sejam J = (J,, Jy,J.) tres operadores em algum espago de
Hilbert H com as relagoes de comutagao

[y, J,] = ihJ. (87)

e as relacoes que provém de permutagao ciclica dos indices z,y,z. Uma tal tripla é
chamada de operador momento angular. J& conhecemos dois exemplos, o momento
angular orbital L agindo em L?(R?®) e o spin S, agindo num espaco bidimensional.
Surpreendemente, as relacoes abstratas 87, sem conhecimento de uma concreta re-
presentacao dos operadores, ja fixam os possiveis auto-valores deles e parcialmente, a
estrutura dos auto-espagos do operador

JP=JE 4+ T2

~ . . 2 ~
Para comecar, as relacoes 87 implicam que o operador J° comuta com os trés
operadores Jg, J, e J:

[J2,Jk]:07 ke{xvyvz}'

2Chamada de “{|p)} representation” em [2, IL.E.1]
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(Veja [2, Cap. IV BJ.) Dai, os operadores J* e .J, podem diagonalizados simultanea-
mente. Vamos determinar primeiro os possiveis auto-valores de J?. Esse auto-valores
denotamos por M2, e o auto-espaco correspondente por H:

Ha= (o € H | T2 = ARy}

..., veja [2, Cap. IV C] ...

2.5 Atomo de hidrogénio.
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