Espacos de Hilbert, Espectro, EDP’s

Jens Mund

DF-UFJF, Periodo 2025-3

Resumo

Notas de aula incompletas dos periodos 2020-3 até 2025-3. O ponto central é
o teorema espectral sobre diagonalizacao de operadores auto-adjuntos agindo num
espago de Hilbert. Como aplicacdo, o operador Laplace é diagonalizado para varias
regides no R3, com condigoes de contorno especificadas (Dirichlet ou Neumann). Essa
andlise serve para resolver as EDP’s de Poisson, difusdo, e de onda nas respetivas
regides (pelo chamado método de Fourier). Alguns detalhes (segdes 2.4.5-7) ainda nao
sao digitadas.
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1 Espacos de Hilbert

1.1 Espagos vetorias; produto escalar

Literatura: Cap. 10 e 11 em Butkov [6], Cap. 10 em Lemos [11].
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[6, Cap. 10.3]: Um conjunto V é chamado de espago vetorial! (sobre o corpo C dos
numeros complexos) se existe uma operacao + : V x V = V, (u,v) = u+ v (“soma
de vetores”) e uma operagdo @ : Cx V — V, (¢,v) — cv (“multiplicagdo do vetor
v com o escalar ¢”) satisfazendo as seguintes requerimentos. Existe um elento 0 € V
(“vetor nulo”), tal que Yu € V vale u + 0 = u, e certas condigbes de compatibilidade
sejam satisfeitas: Vu,v,w € V e Ve, € C vale
utv=v+u, wWH+vV)+tw=u+w+tw), lu=u
c(du) = (ed)u, clu+v)=-cu+cv, (c+ d)u=cu+ du.

Exemplos: Vetores deslocamento no espaco fisico; C, C*, C(R), C*°(R), solugoes
de uma EDO homogenea...

Uma soma (finita) da forma cjv1 4+ - cpv, = Y1 cvi, com¢; € Cev; €V,
chamamos de combinac¢ao linear de vetores.

Definicao 1 Um numero finito de vetores vy, ..., v, € linearmente independente :<
St cv; =0 implica ¢p = -+ = ¢, = 0.

Seja B C V um subconjunto de V.

B ¢ linearmente independente :< Cada subconjunto finito de B é linearmente
independente.

O span de B, em simbolos span(B), é o conjunto de todos combinagdes lineares
finitas de vetores em B.

B ¢ chamado de base de V' se B é linermente independente e span(B) = V.

Definigao 2 Seja H um espaco linear. Uma norma em H é uma aplicacdo n : H —
Ry satisfazendo n(y)) = 0 < ¢ = 0, n(cyp) = |c|n(¢) e a desigualdade do tridngulo,

n(y + ¢) < n() +n(e). (1)

Defini¢ao 3 [6, Cap. 10.6] Seja H um espago linear. Um produto escalar em H é
uma applicagdo H X H — C, ¢, ¢ — (1, ¢ ) antilinear e linear no primeiro e segundo
argumento, respetivamente, que satisfaz?

(9,0) = (2, 9) Vo, €H.
e que € positivo definido no sentido que
(V) >0 VpeH

“ 2

e a igualdade “=" vale somente se ¥ = 0.

Dizemos que dois vetores 11, ¥ sdo ortogonais, em simbolos 11 L 19, se (11,12 ) = 0.
Dado um produto escalar, definimos

9] := v/ (,9). (2)

Veremos embaixo que || - || 6 uma norma. Observa que ela satisfaz?

o1 + l® = e l® + 2] + 2R( 41, 42 ).

Se 11 e 19 sao ortogonais, segue o Teorema de Pitdgoras

11 + w21 = l[oall* + [lv2]l* se (1,42) =0. 3)

1Ou espaco linear. Os elementos de V denotaremos por u, v, ..., ou as vezes por ¥, ¢, . . ..
2% denota o complexo conjugado de z € C.
3Rz denota a parte real de z € C.
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Exemplo 4 i) # = C": Denotamos os elementos por v = (v1,...,v,)T etc. Produto
escalar:

ii) # = I?: Os elementos sao sequéncias infinitas ¢ = (c1, ¢z, . . .) tal que

o0

el = 3" Jeil? < oe.

i=1
Produto escalar:

o0
(e.d)=> &d.
=1

iii) H = L?*(R): Os elementos sao as fungdes
J1f(z)|?dz < oo. Produto escalar:

4 quadraticamente integraveis,

(w,qzs)ﬁ/mdm) iz,

Para um conjunto D C H definimos o complemento ortogonal D+ por

Dl ={peH: (¢,9)=0V¢ e D}.

Observa que H*+ = {0}, pois ¢ € H* implica que (¥,1) = 0, ou seja, ¢ = 0.
Um sistema ortogonal (SOG) é uma familia {¢;,7 € I} de vetores ;, onde i
percorre algum conjunto de indices® I, que sio mutuamente ortogonais:

2 . .
e [l i= i
(001 = lilPay {07 ) o)
Se além disso os vetores g; sao normalizadas, (¢, p; ) = 0;;, a familia é chamada um
sistema ortonormal (SON).
Se ¢ = Y I | ¢ip; é uma combinagao linear de um SOG {¢;,i € I}, entdao os
coeficientes ¢; naquela expansao sdo dados por

llill?
Lemma 5 (Projecao sobre um subespago) Seja U = span{p1,...,on} 0 su-

bespaco de H gerado pelo SON {p1,...,on}. Entao qualquer ¢ € H possui uma
inica decomposicao

V=1 +1p, onde YyEU e py €U (7)

A saber,
N

Y= (f;;ﬁi) s =i Pyt ®)

=

e =1 —1Y.

4Na verdade, classes de equivaléncia: Duas funcdes séo identificadas se eles coincidem em “quase todos”
pontos.
5Nos vamos supor que I é finito ou enumerével.
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A aplicagao linear ¢ — 1 definido na Eq. (8) é chamado o projetor sobre U, em
simbolos Py. (Exercicio: Mostre que este operador é um projetor no sentido que
Py o Py = Py.) Vale mencionar que P, é o vetor que minimiza a distancia entre 1
e U, pois para qualquer u € U vale

[ = ul® = llgy + 1 —ull® = gy = wll® + [l ]
que é minimal se [[¢ — ul|? = 0, ou seja, se u = Y.

Comprovante. Define w” segundo Eq. (8). Por construgao, esse vetor é em U. Calcu-
lamos para j € I ={1,...,N}:

(Sﬁjﬂ/f“): (‘Pjaz (pirt)) %’) :Z (pirt)) (%A%‘) = (@, ¥)-

2 il 2ol

lpill*6:;
Tsso implica que (0,91 ) = (5,9 — ) = (9j,9) — (9j,9) = 0 para todo j € I,
o que implica por sua vez que ¢, € U™,

Falta s6 mostrar a unicidade. Seja ¢ = w\ll + ¢/, uma outra decomposicao com as
propriedades mencionadas no lemma. A identidade ¢ + v, =19 = w\/l + 1/, implica
que

Y=Y =YL — v =
Isso é um vetor em U (lado esquerdo) e também em U+ (lado direito): Em particular,
ele é ortogonal em si mesmo, (x,x ) = 0, o que implica que x = 0, ou seja, 1/1|’| = e

Y =1,

Proposicao 6 (Gram-Schmidt) Se B é um conjunto enumerdvel de vetores em H,
entao existe um SON B’ que gera o mesmo subespaco de H, i.e., span(B) =span(B'’).

Comprovante. [1, Cap. 3.1], [6, Cap. 10.8, Thm. 4], [11, Thm. 10.13]. O
Para qualquer 1, ¢ in H vale a desigualdade de Cauchy e Schwarz:5

(&, )| < ¢l [1¥]]- (9)
Comprovante. Se ¢ = 0, a desigualdade é trivial. Entao, seja ¢ # 0. Neste caso, 9
possui a decomposicao (7), ¥ = 1+ com ¢ = (H";’Hg)gb 1 1, , entao pelo Pitdgoras

10? = g1 + oL = g1 = 1l = (6, 9) P2,
que da (9). O

Nocgoes topoldégicas. Seja H um espgo com norma || - ||.

Uma sequéncia v, converge para ¢ sse ||¢, — | — 0 se n — oo.

K C H é um subespacgo fechado sse ¥, € K, ¥, — ¢ implica ¢ € K.

Seja D C H um subconjunto de H. O fecho de D, em simbolos D™, é o menor
conjunto fechado em H que contém D, i.e.,

D ={yYpeH | I, €D:v, — P}

5 Agora podemos mostrar que || - || satisfaz a desigualdade do tridngulo (1):

19+ 8I1* = 011" + 1011% +2R(, ) < 191+ l6l” +21(w, ) < [1l* +lIgll* + 2l 6] = (Il + lIol)>.
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Um subconjunto D C H é chamado de denso em H, se o fecho dele coincide com H,
D~ =H. (Exemplo: @~ =R.)

Uma sequéncia v, em H é chamada de sequéncia de Cauchy se para todo € > 0
existe um nimero N tal que para todos n,m > N vale

||wn - me <e.

Se toda sequéncia de Cauchy converge em H, o espago é chamado de completo, ou
espaco de Banach, ou espaco de Hilbert se a norma provém de um produto escalar,
veja (2).

Exemplos: Todo espaco vetorial de dimensao finita é completo; L2(R) e [? também
sao completos.

Sejam H; e Ha dois espagos lineares com normas || - ||1 e || -||2 respetivamente. Uma
aplicacao F' : Hq — Hs é chamada continua em ¢ € Hy se 1, — ¥ em H; implica
F(,) — F(¢) em Hy. Se F é linear, as seguintes afirmagdes sdo (obviamente)
equivalentes:

1) F é continua em algum 9 € Hy,

1) F' é continua em todos ¥ € H;,

i4i) F é continua em 0.

(Neste caso ela é chamada simplesmente continua.) Vale mencionar que isto é
equivalente com a existéncia de um nimero M > 0 tal que para todo ¥ € H; vale

IE @)z < M|l

Consideremos dois casos especiais de aplicacoes lineares: Se Ho = H;p, chamamos F'
de um operador em H;y. Se Ho = C, chamamos F' de um funcional.

Exemplo 7 Seja ¢ € H fixo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra-se que o
funcional

Y= (9,0)

é continuo. Isso por sua vez implica que o projetor Py definido em (8) é continuo. [

A inversao também vale se H é completo [13]:

Lemma 8 (Riesz) Seja H um espago de Hilbert e F : H — C um funcional continuo.
Entao existe um vetor (dnico) ¢p t.q.

F(Y)=(¢r,v) para todos v € H. (10)

Comprovante. Aqui vem uma demonstragdo (que pode ser lida s6 depois da Def. 12)
no caso de um espago de Hilbert separdvel, que possui uma BON {¢;, i € I'}. (No caso
da dimensao finita, I = {1,..., N} e no caso da dimenséo infinita, I = N.) Afirmamos
que o vetor ¢ é dado por
Sr =Y F(ei) i (11)
iel

Precisamos mostrar (no caso da dimensao infinita) que essa série converge, ou seja
esse limite existe, e que esse vetor satisfaz a relagao (10).

Consideramos a n-esima soma parcial, ¢, = > .| F(¢;) ¢;. Um pequeno célculo
mostra que a norma quadrada desse vetor coincide com F(¢y,):

lnll* = Z [F(pi)l* = F(¢n) -

Pela continuidade de F, o lado direito é limitado por M||¢,|| para algum numero
positivo M. Dai, ||¢,]|? < M||¢n]|, ou seja, ||¢n]| < M: A sequéncia ||¢y,|| é limitada.
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Mas ela também é monoténicamente crescendo. Consequentemente, ela converge. Em
outras palavras, a série Y., |F(p;)|* é finita. Pelo Lema 10, a série de vetores na
eq. (11) também converge.

Falta mostrar que o vetor limite ¢ satisfaz a relagdo (10). Pela continuidade do
produto escalar e a anti-linearidade no primeiro argumento, temos

i€l
Usando agora a continuidade e linearidade do funcional F', isso coincide com
F(Xici(wiv) wi), ou seja, com F(¢)). O

1.2 Bases ortonormais e BON’s generalizadas
Nesta segao seja H um espaco de Hilbert (em particular, completo), e I denota um
conjunto de ndices finito ou contével, I = {1,...,N} ou I = N.

Proposicao 9 (Desigualdade de Bessel) Se {y;,i € I} é um SON, entdo para
qualquer ¥ € H wale a desigualdade

D i) < 1ol
iel
Veja [11, Thm. 10.14].

Comprovante. Denotamos o espago gerado pelo SON {¢1,...,¢,} de U,. Segundo
Lema 5, nosso vetor ¢ possui a decomposigao (7), ¥ = Py, 1 + 1, onde Py 1) é
perpendicular em 1, . Pelo Pitagoras, temos

112 = 1Po, 01 + 1Ll 2 1Po, I = D 1(pis )
i=1

Passando ao limite n — oo, segue a desigualdade de Bessel. O

Lemma 10 Seja {@;,i € N} € um SON, e seja ¢1,ca, ... uma sequéncia de nimeros
complezos tal que > .o, |c;i|* < 00.” Entdo a série de vetores

i cip; = nh_)rr;o z": Cip; (12)
i=1 i=1

1
converge, e a norma do vetor limite é (372 |ci]?)?.

Comprovante. Denotando por 9, = Y ., ¢;¢; a n-esima soma parcial, calcula-se
lvnll* = >0, |e;|?. Similarmente temos para m < n:
n n
[ = ml* = 1Y cpill® = D leil® = 50 = sm, (13)
i=m 1=m
onde s, = >, le;|?.  Esta sequéncia converge por hipétese, e portanto é uma
sequéncia de Cauchy. Dai, para todo € > 0 existe um N € N tal que Vn,m > N
vale |s,, — i | < €2. A Eq. (13) implica |[1, — || < €, ou seja, {1, } é uma sequéncia
de Cauchy. Como H é completo, ela converge. Vamos chamar o limite de .
Pela desigualdade invertida do triangulo

nll = 1| < [l — 2] — 0,

a norma ||¢|| do vetor limite é o limite das normas |[1b, ||, ou seja, [|¥[* = Yooy |eil?,
como afirmado.

"Em outras palavras, a sequéncia (c1,ca,...) estd em [°.
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Corolario 11 Se {p;,i € N} é um SON, entao para qualquer 1y € H a série de vetores

oo
> (wint) @i = Put (14)
i=1
converge.
A aplicagao ¥ — Py é o projetor de ¢ sobre o fecho U do subespaco gerado pelo
SON {¢;,i € N}. Veja [11, Cor. 10.15].

Comprovante. A série é da forma do Lema 10, com ¢; = (p;,%). A sequéncia
>, |cil* é monotonicamente crescendo, e limitado superiormente por |[1)[|? pela de-
sigualdade de Bessel. Assim, ela converge, ou seja, satisfaz a hipdtese do Lema 10.
Este préprio lema afirma a convergéncia (14). a

Defini¢ao 12 Uma BON em H é um SON {p;, i € I} tal que todo vetor ¢ € H

possui uma expansao
icl

No caso infinito, I = N, o somatdrio é no sentido da Eq. (12).

Pela continuidade e linearidade do produto escalar, temos
(oo} o0
(i) = (90, > ci05) = Y i (pinps) = ci
j=1 j=1

Dai, os coefficientes ¢; na expansao (15) sdo unicamente determinadas, a saber

ci = (pi ). (16)

Eles sdo chamados de coeficientes de Fourier (generalizados). Pelo Lema 10, a norma
de 1) satisfaz a identidade de Parseval generalizada:

loll? = leil®. (17)
=1

E um fato que todo espago de Hilbert possui uma BON. (Veja [11, Thm 10.18] no
caso enumerdvel.) Além disso, todas BON’s de um dado espago H possuem a mesma
cardinalidade, a chamada dimensdo do espaco. Ela pode ser finita, contavel, ou nao-
contavel. Nos vamos considerar somente o caso de dimensao contével (inclusive finita).
(Neste caso, o espago de Hilbert é chamado de separdvel.)

Exemplo 13 {(1,0,0,...), (0,1,0,...),...} em [2, veja Exemplo 10.2.1 in [11]. O

Exemplo 14 A familia {¢,, n € Z}, onde

1 .
on(z) = - gihn ky,, = n?, (18)

fornece uma BON em L?([0, a)).

Comprovante. O teorema de Fourier afirma que uma funcao f € C?(R) continua e
peridédica com periode a pode ser expandida como

f@) =S e, e = [ @), (19)

a
neZ 0

com k, como em (18), a convergéncia sendo uniforme. Estas fung¢oes sdo densos em
L2([0,a]) [13, Thm. IL.9]. Finlmente, convergéncia uniforme implica convergéncia no
sentido de L2([0,a]) [13]. O

O
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Teorema 15 Seja {¢;,i € I} um SON. Essa familia de vetores é uma BON se, e
somente se, para todos ¢, ¥ € H wvale a identidade de Parseval generalizada:®

icl

Comprovante. Se os g; fornecem uma BON, as Egs. (15) e (16) implicam a Eq. (20).
Vamos demonstrar a direcio inversa. Escrevendo®

V= (end) i
icl

a Eq. (20) afirma que para todos ¢ vale (¢,1) = (¢,¢"). Isso quer dizer que o vetor
Y — 1)’ estd em HL, que contém apenas o vetor 0, implicando em 1) = 9. Isso mostra
que para todo ¥ € H vale

icl
ou seja, as Egs. (15) e (16). Falta mostrar que os ¢; sdo um sistema ortonormal. Para
esses fins, aplicamos a equacdo acima para ¥ = @;:

0; = (%0 05) ¢i

i€l

Pela independéncia linear, isso implica (;, ¢; ) = ;5. O

BON’s continuas em L2?(RP) [7, Cap. I1.A.3]. Consideramos a familia de
funcoes (ondas planas) eg, k € R, definidas por

ex(x) = (2m)~P/2 k2, (22)

Elas ndo sdo em L2(R”), mas mesmo assim existe o “produto escalar” com certas
outras fungoes: Se 1 € D = L?(RP) N LY(RP), entad existe para todo k o “produto
escalar” 10

(e ) = / en(@) ¥(@)dPz = (27) /2 / e g (@)dPe = O(k),  (23)

ou seja, o valor da transformada Fourier da funcao ) em k. Consequentemente defi-
nimos também

(,ex) = (er, ) = P(k). (24)

Com essas definigoes, a identidade de Parseval

/ 0P B () = / dPk (k)i (k)

pode ser escrita como
(6:0) = [Pk (6cx) (cn ). (25)

Essa equacao é completamente andloga & Equ. (20). Por isso a familia {ex, k € RP} é
chamada de uma BON continua em L?(RP). Em analogia com a Equ. (21), escrevemos
informalmente

wzfdl’k(ek,wek. (26)

80u “relagio de Parseval” [11].

90 limite existe pelo Cor. 11.

"Mais rigorosamente falando, ex é uma aplicagao linear (um “funcional”’) de D em C. O valor de ex
aplicado em ¢ € D designamos, em abuso de notagao, por (ex, ).



Hilbert, 16/12/2025

Como outro exemplo, consideramos a familia de distribuigoes-delta dq () := d(x —
a). Eles também nao sao em L2(RP), mas mesmo assim o “produto escalar” com
fungdes continuas existe: Para ¢ € D = C(RP) N L?(RP) escrevemos

(6ayth) = / bal@) b@)dPe = p(a) ¢ ($.00) = (0a8) = Ba).

A identidade
(6:0) = [dPa @) ila)

pode ser agora lida como a relagdo de Parseval generalizada (20):

<¢,w>=/dDa(¢,6a)(6mw>. (27)

Entad a familia {J4, a € RP} também é uma BON continua em L?(R?). Escrevemos
também

w=/df’a<6a,w)6a.

BON’s continuas em # arbitrario [7, Cap. II. C. 2].  Que tipo de objeto
pode substituir as fungoes eg(x) ou distribuigdes dq(x) num espago de Hilbert geral
H? Naqueles exemplos, as fungoes ey (ou distribuigdes d,) podem ser encaradas como
aplicacoes lineares de um certo subespago denso para os niimeros complexos, ou seja,
funcionais.

Em geral, escolha-se um sub-espaco denso D C H e considera-se as aplicacoes
lineares de D em C (continuas numa certa topologia). O conjunto de tais funcionais é
também um espaco linear, chamado o dual de D, em simbolos D’. O espago de Hilbert
H pode ser considerado como subespaco de D', identificando ¢ € H com a aplicacio'!

D> ¢ (¢,¢9) €C.

Entao temos as inclusoes
DCHCD

(“Tripla de Gelfand” ou “rigged Hilbert space” [4]). Abusando a notagdo, vamos
denotar uma aplicacio y € D’ por

x:D—C,
o= (x,0),

como se tratasse de um produto escalar. Consequentemente definimos para ¢ € D, x €
D eceC:

(0:x)=(x:¢),  (ex,0)=c(x,0)

Os elementos de D’ sdo chamados de vetores generalizados ou também de bra’s.

Uma BON continua sobre D C H é uma familia de vetores generalizados {Xk €
D' ke Q}, onde 2 é um subconjunto de R™ para algum n, tal que para todo ¢ € D
vale

<¢,w>=/ﬂdnk<¢,xk><xk,w>. (25)

Escrevemos como antes informalmente

¢=/Qd"k(xk,w)xk- (29)

1A topologia em D deve ser tal que esta aplicacio seja continua.
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Relacgoes de ortogonalidade e de completeza. Se {y;,i=1,2,...} e uma
BON a relagao de completeza (15) pode ser escrita

Y P, =1, (30)
iel
onde P, é o projetor definido na Eq. (8) para N = 1: P, ¢ = (;,¢)¢;. Analo-
gamente, se D C H é um subespaco e Y € D’ um vetor generalizado, denotamos a
aplicagao ¢ — (x, ¢ )x de D em D’ por P,:
Py ¢ = (x,9)x (31)

Se {xk, k € 2} é uma BON continua sobre D, a equagdo (29) pode ser agora escrita
como

/ d"k Py, =1. (32)
Q

Se o espaco de Hilbert for o L?(R”), entdo a relacdo de completeza pode ser escrita
como

S e@ei() = oz — o) (33)
=y
/Q 'k @)k (@) = 6(x — ) (34)

no caso de uma BON ou BON continua, respetivamente.

Notagao de Dirac [7, Cap. II. B]. (Veja também [1, Cap. 3] no caso da dimenséo
finita.) Dado um subespaco D com dual D', é costume chamar os vetores em D de
ket’s, e os vetores generalizados em D’ de bra’s.'> Na notacdo de Dirac, os kets sdo
denotados por |¢) € D, e os bra’s de (x| € D'. A imagem de |¢) € D sob (x| € D’
(a qual nés temos denotado por (x,¢)) é denotado por {x|¢) — um bra-cket. Como
acima, os vetores ¥ € H sao considerados casos especiais de vetores generalizados, e
consequentemente, o produto escalar e escrito como (¢|¢), sendo interpretado como a
imagem de |¢) sob o bra (| € H C D'.

Com esta notagao, o projetor Pytp = [|¢|| 72( b, ) ¢ pode ser escrito como P, =
|61l =2|#) (4| ou, se ¢ é normalizado:

Py = |o)(4l, se [|oll =1, (35)

e similarmente a aplicagdo P, da Eq. (31). Com isso, as relagdes de completeza (30)

e (32) escrevem-se
> e el =1,
iel

/d”k\xk><xk|:ﬂ,
Q

respetivamente.

2 Teorema espectral

2.1 Em espacgos vetoriais de dimensao finita

Literatura: Cap. 3.5 em [1].

12Notagdo de [7]: D = £, D' = £*. Vale mencionar que, em contraste ao que esta sendo sugerido
na literatura [7, Cap. I.B.2], ndo existe “um subespago discriminado”, D, de estados. Dependendo do
problema, escolhe-se um subespaco adequado, por exemplo para empregar o teorema espectral de um dado
observével, ver abaixo.
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Operadores e matrizes hermiteanos. Seja V um espaco vetorial de dimensao
n com produto escalar (-, ), e seja A um operador em V. O operador adjunto de A,
em simbolos A*, é o operador definido por

(A*u,v) = (u, Av) Yu,v e V. (36)
(Exercicio: Mostre que isso define um operador. Dica: Lema de Riesz.) Um operador
A é chamado de hermiteano se A* = A, ou seja, se para todos u,v € V vale (u, Av) =
(Au,v).
Exemplo 16 Seja A uma matriz n X n com entradas A;; complexas. Ela serd consi-

derada como um operador no espaco vetorial C": Ela aplica o vetor v = (v1,...,v,)T
no vetor Av com componentes

(Av); = Z Aijvj. (37)

Verificamos que o operador adjunto A* corresponde & matriz transposta e conjugada:

(4%),, = 4y - (38)

)

Realmente, recordando o produto escalar (4) em C", temos

(w,Av) =Y W(Av); = Y WA, = Y Ajuiv; = Y (A )jwv; =Y (A'u);v;
i=1 i,j=1 ij=1 ij=1 i=1
= (A"u,v). (39)
Em particular, uma matriz é hermiteana se A4;; = Aj;. (|

Esse exemplo nao é tal particular: Todo espago vetorial V' da dimensao n é isomorfico
com C", e os operadores (hermiteanos) em V correspondem a matrizes (hermiteanas).
Em detalhes, seja {u1,...,u,} uma BON em V. Definimos uma aplicacao linear U
de V sobre C™ por

U(chuz) = (cl,...7cn)T. (40)

Ela é obviamente bijetor, e ela preserve o produto escalar: Para v = ), cju; e v/ =
>, Ciug vale

(v,0") = (Zciui,zcﬁj) :ZCT‘C;(W,UJ') :Z@C; = (Uv,Uv").

K2

Uma aplicacdo linear e sobrejetor U com essa propriedade, (Uv,UV") = (v,0"), é
chamado de unitdrio. (E facil mostrar que isso é equivalente com U* = U~1) A
um operador A em V corresponde um operador A em C", ou seja uma matriz, pela
definigao

A=UAU L (41)

Ao operador adjunto A* corresponde a matriz adjunta, UA*U~! = (UAU')". Em
particular, se A é hermiteano, A = A*, o mesmo vale para a matriz correspondente,
A=A"

A matriz que corresponde ao operador unidade 1, 1 v = v, é a matriz-unidade I,
Iij = 6,5, U1U~! = I, independemente da BON com qual U ¢é definido.
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BON’s de auto-vetores de operadores hermiteanos. Recordamos que
A € C é um auto-valor de A se existe um vetor v # 0 tal que Av = Av, ou seja,

(A= A)v=0. (42)

Tal vetor v é chamado de auto-vetor de A. Se existem d auto-vetores linearmente inde-
pendentes com o mesmo auto-valor A, chamamos A de degenerado com multiplicidade
d.

Lemma 17 Seja A um operador hermiteano. Entdo vale:

1) Todo auto-valor de A € real.

1) Auto-vetores de A com auto-valores diferentes sao ortogonais, mais precisa-
mente: Sejam X\ # N auto-valores diferentes do operador A, com auto—vetores corres-
pondentes v,v'. Entdo (v,v") = 0.

Comprovante. Sejam A, ' auto-valores com auto-vetores correspondentes v, v’. Entéo
vale

Como os lados esquerdos coincidem (pois A é hermiteano), concluimos que

A=X)(v,v")=0. (43)
No caso v’ = v e N = A, essa equagdo ¢ (A—A) [v]|* = 0. Como ||v||? # 0, concluimos
que A = A, ou seja, A é real. Para mostrar o item i), pegamos A\ # \. Agora a
Eq. (43) é (A= X) (v,v") =0 e implica que (v,v") = 0, como afirmado em 7). O

Teorema 18 Todo operador hermiteano possui uma BON de auto-vetores.

Comprovante. Num primeiro passo, pegamos uma BON de V' e consideramos o iso-
morfismo U definido em (40). A Eq. (42) é equivalente com

(A=A =0, wv#0,

onde A =UAU! e v = Uv. Isso implica que a matriz A — A\I ndo é injetor, equiva-
lentemente, a determinante dela é zero. Mas a determinante é um polinémio do grau
n, entao possui zeros pelo teorema fundamental da algebra. Seja A\; um dos zeros.
Agora revertemos a argumentagdo: O fato que a determinante da matriz A — A\ 1 é
zero implica que ela ndo é injetor, ou seja, existe algum vetor u; € C™\ {0} tal que
(A— X I)u; = 0. Entdo o vetor u; = U~ lu; satisfaz Au; = Auy.

Num segundo passo, consideramos o complemento ortogonal de uy, Vi = (Cuy)*,
que tem dimensdo n — 1. Como o operador A é hermiteano, ele deixa V} invariante:
Para todo v; € V; vale

(u1,Avy ) = (Auq,v1) = A (ug,v1) =0,

o seja, Avy também estd contido em V;. Entdo a restricao A; = A’VI é um operador
(ou endomorfismo) em V3,13 e obviamente ele também é hermiteano. Agora pegamos
uma BON do subespacgo V7, e repetimos o argumento do primeiro passo para construir
um auto-vetor ugy € V.

13(A; é definido por Ajv1 = Avy para vi € V1)
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No terceiro passo consideramos o espago Vo = span{ul,ug}L7 verificamos que
A deixa ele invariante também, e construimos um auto-vetor us € V5 como an-
tes; Assim vai até o n — l-esimo passo que fornece um auto-vetor u,_, € V,_o =
span{uy, ..., U, _2}+.

No dltimo passo consideramos o espaco V,,—; = span{uy,..., un,l}l. Ele é uni-
dimensional, ou seja, existe um vetor u,, € V,,_1\{0} tal que V,,_; = Cu,,. Verificamos
como antes que A deixa V,,_; invariante. Isso implica que existe algum )\, tal que
Au,, = Ay, terminando a construcao. O

2.2 Operadores auto-adjuntos

Seja A um operador num espaco de Hilbert H. Se A é continuo, o dominio coincide
(sem perder generalidade) com o espago H inteiro. Neste caso, o operador adjunto A*
é definido por: A*y é o tnico vetor tal que para todo ¢ € H vale

(A", 0) = (¢, Ad). (44)

A maioria de operadores que correspondem a observaveis na MQ sdo nao-continuos.
Um operador nao-continuo A geralmente nao pode ser definido em todos vetores, mas
apenas no chamado dominio, D(A). Neste caso, definimos primeiro o dominio de A*
por
D(A*) :={¢ e H| ¢ — (¢, Ap) é continuo para ¢ € D(A)}.

Se ¥ estd em esse espaco, o Lema de Riesz afirma que existe um tnico vetor x € H
tal que vale (x,¢) = (¥, A¢) para todo ¢ € D(A). Como x depende obviamente
linearmente de v, podemos escrever x =: A*1y. Isto defino o operador adjunto A* de
A.

O operador A é chamado de hermiteano se D(A) C D(A*) e A*[pay = A. Equi-
valentemente, A é hermiteano se para todo ¢, € D(A) vale

(¢, A¢) = (AY,9). (45)
Um operador A é chamado de auto-adjunto sse
D(A*)=D(A) e A*=A.

Obviamente, A hermiteano implica A auto-adjunto, mas a inversao vale somente para
operadores continuos. Os operadores que correspondem a observaveis na Mechéanica
Quaéntica devem ser auto-adjuntos, por que eles sempre possuem uma BON de auto-
vetores (generalizados), ver abaixo, propriedade indispensével para a interpretagdo do
formalismo.

Exemplo 19 O operador X de multiplicacao (correspondente ao observavel posi¢ao

na MQ), definido por (Xv)(z) = z¢(z) no dominio

D)= (v e LP®): [ ao(o) do < oc),

¢ um operador auto-adjunto em L?(R). Demonstragao em [11,13]. O

2.3 Teorema espectral

No seguinte seja A um operador em algum espago de Hilbert H, com dominio D(A).
Recordamos que A € C é um auto-valor de A se existe um vetor ¢ # 0 tal que'*

(A—Al)p=0. (46)

14Neste caso, obviamente o operador A— A1 néo é injetor. Mais geralmente, o espectro de A, em simbolos
o(A), é o conjunto dos niimeros A € C tal que o operador A— Al nao possui um inverso continuo. Supomos
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Se existem d auto-vetores linearmente independentes com o mesmo auto-valor A, cha-
mamos A de degenerado com multiplicidade d. Observa que a Eq. (46) é equivalente
com

(o, (A=A )p) =0

para todos ¥ no dominio do adjunto A*. Isso motiva a definicio de um auto-vetor
generalizado: Supomos que nos temos discriminado um subespago denso D C H.

Definigdo 20 Um vetor generalizado x € D’ é chamado de um auto-vetor generali-
zado de A com auto-valor generalizado A se para todo ¥ € DN D(A*) com Ay € D
vale

(X, (A" = A1)) = 0. (47)

(Lembra que agora (x,-) nao é necessarimente o produto escalar, mas sim a agao
linear x : D — C.) As vezes escrevemos simbolicamente

(A= M)y =0 (48)

em vez de (47).

Recordamos que num espaco de Hilbert de dimensao finita todo operador hermi-
teano possui uma BON de auto-vetores. A afirmagao andloga, o teorema espectral,
vale no caso de dimensao infinita para operadores auto-adjuntos.

Exemplo 21 i) Consideramos o operador multiplicagao X do Exemplo 19: A familia
{04, a € R} é uma BON continua em L?(R) de auto-vetores generalizados de X sobre
D := Cy(R),'® pois para todo p € D ea € R vale X*¢p = X¢ e

(5avX¢) :a¢(a) :a(5a7¢)'

ii) A familia de ondas planas {ex, k € RP}, ver Eq. (22), ¢ uma BON continua em
L?(RP) de auto-vetores generalizados do operador (correspondente ao momento na

mecanica quantica), P; := %a%, sobre D := C§°(RP),16 pois para todo ¢ € D e
k € RD vale Pj*¢ = Pj¢ e
1 —— ~
(er, Pi¢) = - (9;9)(k) = k; ¢(k) = kj (ex, ¢)-

Entao, ex é um auto-vetor generalizado da componente-j do momento, P;, com auto-
valor generalizado k;.

iii) A mesma familia de ondas planas no R” é uma BON continua de auto-vetores
generalizados do operador Laplace A sobre D := C§°(RP), pois este operador é her-
miteano e para todo ¢ € D e k € R vale

—

(er: Ap) = (Ad) (k) = —[k[* (e, d). (49)
]

que o operador A possui auto-valores. Ele obviamente deixa invariante o span de todos auto-vetores para
todos auto-valores. Sendo hermiteano, ele também deixa invariante o complemento ortogonal,

Heont := {auto-vetores} .

Entao podemos considerar a restricdo de A em Hcont. Este operador obviamente ndo tem auto-valores, e
o espectro dele é chamado de espectro continuo de A, em simbolos ocont(A):

Jcont(A) = U(A‘Hcont )

(O espectro continuo pode conter auto-valores!) Os elementos chamaremos de auto-valores generalizados.
5Denotamos por Co(R) as funcdes continuas com supporte limitado.
Denotamos por C§°(RP) as funcbes suaves (infinitamente derivdveis) com supporte limitado.
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O teorema espectral afirma que essa situacao prevalece para todo operador auto-
adjunto. Existem vérios enunciados equivalentes desse teorema. Os matematicos
preferem a forma usando a “medida com valores projetores” [11,13]. Nés vamos
conhecer este teorema numa forma mais util para a mecanica quantica, a qual se
encontra em [4] e [3].

Teorema 22 (Teorema espectral nuclear) Seja A um operador auto-adjunto.
Entao vale:
i) O espaco H decompde em trés partes'”

H= pr (A) D Hac(A) & Hsc (A), (50)

invariantes sob A, com as sequintes propriedades.

Hpp(A) possui uma BON {;,i € N} de auto-vetores de A.

Hac(A) possui uma BON continua de auto-vetores generalizadas de A; mais pre-
cisamente: Eziste uma familia de vetores generalizados sobre algum subespaco denso
D C Hac(A)

{Xk; €D, keQ,j=1,...,d(k)}

onde  é um subconjunto de R™ para algum n, tal que para todo ¥ € D vale

d(k)

¥ = /Z (xig ) xiy d°k (51)

no sentido da Eq. (29), e tal que vale Axy,; = A(k) - xx,; no sentido da Eq. (48).
Finalmente, em Hg.(A) existe uma BON “generalizada” de auto-vetores generali-
zados, onde a medida d™k em (51) € substituida por uma medida du(k) que é singular
continua [13].
1) O dominio D(A) no qual A € auto-adjunto € dado por
d(k)

= (0] i)l + /ZA (g @) &k < o0}, (52)

e em ¢ € D(A) o operador A age como

d(k)
A6 =3 0ot [ Y MO g0 vy d'h: (5)
i Q=
Os {ndices (pp, ac, sc) se referem & medida espectral do operador A [13]: pp = “pure
point”, ac = “absolutamente continuo”, sc = “singular continuo”.

A maioria dos operadores de interesse na MQ nao possuem espectro “singular
continuo”, ou seja, o subespaco Hg.(A) é ausente. Vale mencionar que na mecénica
quéntica no caso do Hamiltoniano H, o espaco H,,(H) coincide com os estados ligados
e Hac(H) com os estados de espalhamento.

O nidmero d(k) é a multiplicidade do auto-valor generalizado A(k). O conjunto
dos auto-valores de Alz, ¢ o chamado espectro discreto de A (!!), e o conjunto dos
ntmeros A(k), k € Q, é o chamado espectro continuo.

Lemma 23 O espéctro de um operador auto-adjunto € real.

Comprovante. A relacdo de completeza (28) implica as duas equagoes

<w,A¢>=/du(k)(me(xk,Am:/du<k>m<x7w><xk,¢>,
(A", ) /du o A0 (s /dM ) oo ®) (s 8-

Y Escrevemos H = Hi1 ® Ha se H = H1 + Ha e Hi L Ho.
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(Na primeira linha escrevemos (xx, A¢) = (xk, A*®) = A(k)(xr,¢) pois A = A* e
Xk ¢ um auto-vetor generalizado no sentido da Eq. (47). Na segunda linha escrevemos

(xk, A" ) = AMK)(xr, %) = ME)(xk,%).) Como A é auto-adjunto, as duas linhas

coincedem, implicando em A(k) = A(k) para todo k € . O

Os projetores espectrais. Dado um operador auto-adjunto A com uma BON
generalizada {xx, k € Q} de auto-vetores generalizados, definimos para cada I C R
um operador Ej por

Epp = dp(k) (Xw» ¥ ) Xr- (54)

k:A(k)el

Verifique-se que este operador é um projetor ortogonal.!® (Este fato vamos também
mostrar em frente, veja Eq. (56).) Ele é chamado o projetor espectral do operador
A para o intervalo I. Vale destacar que os projetores espectrais sdo tinicamente as-
sociados com o operador A, enquanto que os dados D, Q, du(k), xx caracterizando a
BON de auto-vetores generalizados para o operador A ndo sdo tnicos. A familia de
projetores Er, I C R é chamada a medida com valores projetores associada com A. O
teorema espectral pode ser formulado em termos dessa medida, ver [11,13].

Calculo funcional. Literatura: Cap. 3.5 (“Functions of Matrices”, p. 224 f) em [1]
no caso da dimensao finita.

Seja A um operador auto-adjunto em H e f: R — C uma fungao mensurdvel [14,
15]. Entao define-se o operador f(A) pela seguinte maneira: Seja {xx} uma BON
generalizada de auto-vetores generalizados cuja existéncia foi afirmada no teorema
espectral 22. O dominio de f(A) é dado por

D(f(A)) :=={¢€H: /Qdﬂ(k)|f(/\(k))|2|(Xk;¢)|2 < oo}

= [/ (A)gll?
Para ¢ € D(f(A)) define-se

F(A)g = /Q dpu(k) FOR) (i 8) X

no sentido da Eq. (29). (Exemplo: A~1!)
Um fato importante é que a aplicagdo f — f(A) é um isomorfismo de dlgebras
involutivas: Em particular, vale

(f-9)(A) = f(A)g(a),  F(A) = (F(A)", 1(4)=1, (55)
onde as funcdes f - g e f sdo definidas por (f - g)(z) := f(2)g(z) e f(z) := f(x),e1é
a fungdo constante: 1(z) = 1.

Como exemplo, aplicamos o célculo funcional a fung¢ao caracteristica ¢; de um
intervalo I C R, veja Eq. (??7). Obviamente, o operador ¢;(A) é justamente o operador
E; definido na Eq. (54). Como a fungao caracteristica satisfaz ¢y - ¢ = ¢; = €7, a
Eq. (55) implica

cr(A)er(A) = er(A) = cr(A)™. (56)

Isto significa justamente que o operador ¢;(A) é um projetor ortogonal, como afirmado
acima.

18Um projetor é um operador P com P? = P. (P? := P o P.) Um projetor orthogonal é um projetor
hermitiano.



Hilbert, 16/12/2025

Mecanica quantica. Na mecanica quantica, estados de um sistema sao descritos
por vetores normados em um espago de Hilbert, ||¢)| = 1. Ademais, observéveis do
sistema sao descritos por operadores auto-adjuntos neste espago, e os possiveis valores
de um observavel constituem justamente o espectro do operador correspondente. A
probabilidade que a medicao de um observavel A resulta em algum valor no intervalo
I C R, se o sistema for preparado no estado correspondente a 1 € ‘H, é dada por

|Erb|? = (b, Br) = / dpu(k) [ )12, (57)

k:a(k)erl

onde E; = ¢;(A) é o projetor espectral do operador auto-adjunto correpondente a A.
A evolucao temporal do sistema é descrito por uma curva t — ¥y em H, regida
pela equacao de Schrodinger:

d N
ihpy = Hjy, (58)

onde H é 0 operador Hamiltoniano do sistema. Se nos temos uma BON de auto-vetores
generalizados de H na mao, a solucao dessa equagao pode ser construida usando o
calculo funcional: Define

Uy :==exp(— itf[/h)

no sentido do célculo funcional. Este operador ¢ unitario'® para todo t, e a familia
t — U, satisfaz a propriedade

UtUSZUt+S7 UOZ]l
Mais importantemente, ela satisfaz a EDO

4

ih
"t

U, = HU,. (59)

Isso implica que para qualquer ¢ no dominio do Hamiltoniano, a curva i, := U¢
satisfaz a equagao de Schrodinger (58) com condigao inicial ¥y = ¢.
2.4 Analise espectral do operador Laplace

O operador Laplace A no R™ é definido por
Af = — f.
f Z 0x? /
j=1 J

2.4.1 Consideragoes gerais.

Nos consideramos uma regigo 2 C R™ limitada e conexa, cuja borda 02 é uma hiper-
superficie suave (pelo menos em pedagos). O Laplace é considerado como um operador
no espaco de Hilbert L?(2) com 2 dominios diferentes, correspondentes as condigdes
de Dirichlet ou Neumann, respectivamente:

C%(Q) == {f € C*(Q)| f(r) = 0Vr € 90} (60)
C%(Q):={fcC?*Q)|n-Vf(r)=0VrcoN}. (61)

Aqui, n é o vetor normal a hiper-superficie 0f2.

YPara demonstrar isto, escrevemos U = f(H), onde f(x) := exp(—itx/h). A Eq. (55) implica

UL = [ f(H) = (f-[)(H) =1(H) =1,

pois f - f é a funcio constantemente 1.
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Lemma 24 O operador Laplace, com um dos dois dominios (60) ou (61), satisfaz as
sequintes propriedades.

i) Ele é hermiteano com respeito ao produto escalar em L?(2).

1) Todos auto-valores sGo ndo-positivos (< 0). Com dominio (60), 0 ndo é um auto-
valor, enquanto com dominio (61), 0 € sim um auto-valor (com auto-vetores as fung¢ies
constantes).

Comprovante. Ad ). Recordamos a segunda identidade de Green:

[ (@or-gandr=§ (Vo)1 -gvs) - da.
Q o0
(Ela segue da regra de produto V- (fVg) = Vf-Vg+ fAg, e do teorema de Gauss.) Se
f e gsao em C% ou C%;, o lado direito se anula. Levando em conta que Ag(z) = Ag(z),
isso mostra que A é hermiteano.

Ad i7). Seja Av = A-v. Usando vAv = V(v - Vv) — Vv - Vo e usando as condigdes
de contorno, temos

)\(v,v):(v,Av):—/ Vov-Vod'r.
Q

Como o lado direito é <0 e (v,v) > 0, A deve ser < 0. g

Como os auto-valores sao negativos, podemos escrever eles na forma A = —k2. Com
isso, a equagdo (42) para os auto-vetores v tem a forma

(A +k*1)w=0. (62)

Essa equagao é chamada de equacdo de Helmholtz.

Teorema 25 O operador Laplace, com um dos dois dominios (60) ou (61), possui
uma BON de auto-fungdes v, € C%/N(Q), n € Ny, com auto-valores A\, correspon-
dentes,

Av, = Ay - Uy,

com a sequinte propriedade: A sequéncia |A\,| = 00 se n — oo tal rdpido que a serie

=1
ZF < 0 (63)
n=1""

converge.

Uma demonstragdo desse teorema encontra-se em [9]. Nos vamos adotar a convengéo
que os auto-valores sdo enumerados de tal maneira que 0 = \g < || < [A2| <---, e
o auto-valor A\g = 0 aparece sé no caso de CC de Neumann.

A convergéncia da serie (63) implica na convergéncia uniforme da expansao de uma
fungdo em termos das auto-funcdes. Recordamos que para toda funcio f € L?(Q2) a
série?”

N

> (vn, f)vm (64)

n=1

converge para f no sentido de L? se N — oo. Para r € N denotamos por C% ()
e C%(Q) os espagos de funcoes f em C?"(Q) tal que f, Af,..., A" f satisfazem a
condicao de contorno respectiva:

CHQ):={feC?(Q)| : f=Af=--=A"f=0em 00}
C¥@Q):={fecC?(Q)| :n-Vf=n-VAf=---=n-VA"f =0 em 9Q}.

*Lembra que (vn, f) = [, d"rva(r) f(r).
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Corolario 26 Sejam v, € C%/N(Q) uma BON de auto-funcgoes do operadors Laplace
que satisfazem a sequinte propriedade: Fxiste um numero M > 0 tal que para todo
n € N e todo r € Q0 vale a cota

| ()] < M. (65)

Entao vale:
i) Para f € C%T/N(Q), r € N, os coeficientes de Fourier caem como

(66)

i) Para [ € CI%/N(Q) a série (64) converge para f uniformemente, e para f €
CGD/N(Q) a série
N N

Z(Umf)AUn = Z('Unaf))\nvn (67)

n=1 n=1

converge para Af, também uniformemente.

A dltima afirmacéo significa que o operador Laplace “age embaixo do somatério”:

Af = i Cn An VUn,
n=1

uniformemente.

Comprovante. Ad i). Podemos supor que A, # 0. Nesse caso podemos escrever
Uy = %Avn. Entao temos

1 1
(Unaf) = E(Avnaf) = E(’UnaAf)
Repitindo esse argumento r vezes, chegamos em (v, f) = (/\i)r(vn, A" f). Com isso

temos

b

(00 ) < 15 (00 A7) < o

A" fllr2)-

(No ultimo passo usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que v,, é nor-
mado.) Por hipétese, A" f é uma fungao continua numa regido compacta e por isso é
em L?(Q), ou seja, ||A”f||r2 < oo. Isso mostra a cota (66).

Ad 4i). Usando (65), concluimos que para f € C%/N(Q) (r = 2) os termos da
série (64) satisfazem a cota

[(vns £)oa(m)| < 55

para todo r € . Como a série Y. A2 converge pelo Teorema 25, o critério de
Weierstrass (“teste M de Weierstrass”) é aplicdvel, afirmando que a série (64) converge
uniformemente. Similarmente, para f € CY /n() (r = 3) os termos da serie (67)
sdo uniformemente limitados por c|\,| ™2, entdo essa série converge uniformemente.
Ademais, por uma generalizagao do Lemma 33, o Laplace pode ser posto em evidéncia
do somatdrio, Y e, Av, = A v, Isso conclui a demonstragao. O

Daremos alguns exemplos para o Teorema 25 no seguinte. A saber, consideremos
como ) um intervalo na reta real, um retangulo em R?, um cubo no R", o disco em
R2?, a esfera em R? e a bola em R3. A andlise espectral do Laplace em essas regioes
levard as funcgoes de Bessel, polinémios de Legendre, harmonicas esféricas e fungoes
de Bessel esféricas.
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2.4.2 Intervalo em R.

O operador Laplace em uma dimensao é justamente a segunda derivada, Af = f”.
Consideramos o Laplace como um operador no espaco de Hilbert L?(I), onde I C R é
um intervalo, com dominio contido em C?(I). Para obter um operador auto-adjunto
(e néo s6 hermiteano), precisamos restringir o dominio, por especificagdo de condigoes
de contorno. Consideremos trés dominios ou tipos de condiges de contorno (CC de
Dirichlet, Neumann ou periddicos), cada um implicando em uma familia de auto-
fungdes que fornece uma BON’s em L?([0, a]):

C%([0,a]) == {f € C*([0,a])| £(0) =0= f(a)} (CC de Dirichlet)
C%([0,a]) := {f € C?*([0,a])| f'(0) =0= f'(a)} (CC de Neumann)
C3([0,a)) := {f € C*([0,a])| (0) = f(a), ['(0) = f'(a) } (CC periddicas)

Em C%([0,a]) consideramos a familia {u?, n € N}, onde

ul(z) = \/g sen (knx), kn = ng. (68)

Em C%([0,a]), consideramos a familia {uY, n € Np}, onde (k,, como na Eq. (68))

) 2 cos(kpz), n >0,
W= V2 » (69)
ﬁ, n = =u.

Em C%([0,a]), consideramos a familia {uf, n € Z}, onde

1 2
ul (z) = \/; exp(ik] ), kl, = n=r. (70)

a
Observa que k!, é o duplo do que o k, das Egs. (68) e (69).

Teorema 27 Cada uma das trés familias {u2, n € N}, {ul, n € No} e {ul', n € Z}
fornece uma BON de auto-vetores do operador Laplace em L?([0,a]). Os respectivos
auto-valores —k2 resp. —k! 2.

Isso resulta em trés diferentes dominios do operador Laplace, nos quais ele é auto-
adjunto (ou seja, trés operadores diferentes). Os respetivos dominios de auto-adjuntice
sao maiores que os conjuntos C%, C% e C%, respetivamente: Eles sao dados por (52):

Doyye(8) = {f € L2[0.a] s 3 0t [(uP/N/P,F) < oo}
n=1

Comprovante. Verifique-se facilmente que todas fung¢oes sao auto-vetores do operador
A, com auto-valores —k2 resp. —k/,2.

J4 verificamos no Exemplo 14 que a familia {u%, n € Z} 6 uma BON em L?([0, a]).
Pelo isomorfismo U : L2[0,a] — L2[—a, a] definido por (U f)(z) = 272 f(2z — a), isso
implica que as fungdes (2a)~ 2 e#»* fornecem uma BON em L?[—a, d] (com k, = ni).

Para mostrar que a familia {u?, n € N} é uma BON, consideramos uma fungio
qualquer f € L%([0,a]) e extendemos ela antissimetricamente para L?[—a,a] pela
definigao

. ;{ﬂ@, z € 0,a]
—f(-=z), x€[—qa,0)
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Essa fungao pode ser expandida em termos da BON mencionada. A antissimetria

f(z) = — f(—=x) implica relagoes entre os coeficientes de Fourier:

Docnett = fla) = —f(-a) = =Y ene T ==Y e, 0T

nez nez nez
que implica ¢, = —c¢, para todo n. (Em particular ¢y = 0.) Com isso, a expansao de
f fica

flz) = Z Cn (eFn® — gmikne) — Z 2ic, sen (kpx) .
n=1 n=1

O caso da familia {uY, n € N} funciona analogamente, por extensio simetrica em
vez de antissimetrica. ]

2.4.3 Retangulo no R?

Separagao de varigveis!

2.4.4 Disco no R?

Aqui, a regiao 2 seja o disco com raio a,
D, ={reR?| |r| <a}.

Consideremos coordenadas polares no disco, r = ||r|| e ¢ = arctany/x. Nessas coor-
denadas, o operador Laplace tem a forma

1 1

A= ;87«7’37« + ﬁajj; . (71)
Procuramos solugoes u € C%(D,) da equacio de Helmholtz (62), satisfazendo a
condigdo de contorno de Dirichlet: u(a, ¢) = 0 para todos ¢ € [0,27). Para esses fins,
procuramos solugoes da forma u(r, @) =: R(r)®(p). Com isso, d.u(r, ) = R'(r)®(p)
e O, u(r, o) = R(r)®'(¢). A condicao de Dirichlet e a continuidade e diferenciabilidade
implicam

R(a) =0, d(27) = ®(0), ®'(27) = 9'(0) (72)

respetivamente. A Eq. (62) de Helmholtz, (A + k%)u = 0, implica
1 1 " 2
(;8,#’&]%)@ + SR+ K RE = 0.

Multiplicando os 2 lados por 72/(R®) d4

0,70, R o
oo TR +rk* + 5 =0 (73)
~~

Temos uma equagao da forma f(r) + g(¢) = 0, que implica que f e g sdo constantes:
Existe uma constante A tal que g(p) = — f(r) = A para todos r, ¢. Em particular, " =
A®, ou seja, a funcdo ® é um auto-vetor do Laplace no intervalo [0, 27]. Pela condigao
de contorno (72), ela pertence ao C%([0, 2]). Por isso ela deve ser proporcional a uma

das auto-fungoes ul: Existe um ¢ € C e um m € Z tal que A = —m? e

B(p) = Ppu(ip) 1= ce™?, " = —m?0. (74)

1 m? 9
(;arrar — Ttk JR=0. (75)
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Introduzindo a varidvel a-dimensional x = kr, e escrevendo R(r) =: y(x), isso é
equivalente a EDO de Bessel

d’y  1dy m?2
— = ]_ _— = U.
dz?2 =z dx +( 2 Jy =0 (76)

Tem duas solugoes linearmente independentes dessa EDO. Uma delas (a fungao de
Neumann N,,) é singular na origem r = 0 e deve ser desconsiderada no nosso contexto
(pois R deve ser continua). A outra solucio é a fungdes de Bessel y = Jj,,

v

T (z) = ;0 V!(Snlly)!(z/z)m”n m > 0. (77)

(Veja [6, Cap. 9.7]. Em [1], essa solu¢ao da EDO (76) é construida em detalhes na p.
570 ff, Cap. 9.5, e discutida em Cap. 11.1.) Cada uma dessas fungdes tem um conjunto
denumerdvel de zeros: Denotamos por z;,, o v-esimo zero da fungio J,,|, ordenados
tal que &1 < T2 < .... A condicdo de contorno (72), R(a) = Jjy,|(ka) = 0 que
nossa solucao R(r) = J,|(kr) deve satisfazer implica que ka coincide com um does
zeros de J),,,|, ou seja, existe um v tal que

L — Lm,v

=tk
a

Nossa solugao para R é entao R(r) = Ry, (1) = Jjm|(km,u7).
Resumindo, achmos a solucao

u(r, ) = um,V(r7 ¢) = e Jlm\(km,vr)- (78)

que satisfaz a equ¢ao de Helmholtz Au,, , = —(kmyl,)gum,l,. Na verdade, isso ja é uma
BON de auto-fungoes do operador A:

Coroldrio 28 Depois normalizagdo, a familia {tm, ., m € Z,v € No} é uma BON
em L*(D,).

Tabela com a v-ésima raiz z,,, da funcao Jim):

vV =
1 2 3
0240 552 865
1383 7,02
m= 2 |514 842
316,38 9,76
4176

2.4.5 Cilindro no R?
2.4.6 Bola no R?

Literatura:
[1], Cap. 9.3: Equ. de Helmholtz (A + k?)v = 0 em coorenadas esféricas;

Cap. 11.7: Fungoes esféricas de Bessel ji;

Cap. 12.5, 12.6: Fungoes associadas de Legendre P/ e harménicos esféricos.
[6]: Cap. 9.1 (p. 338) e 9.2 (“Exemplo 2”7, p. 339 ff):

Equ. de Helmholtz (A + k?)v = 0 em coordenadas esféricas;
Cap. 9.8: Fungoes associadas de Legendre P/™ e harmonicos esféricos;
Cap. 9.9: Funcoes esféricas de Bessel j;.
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3 EDPs

Literatura:
[6], Cap. 11.6: Sturm-Liouville, 11.7,11.8: EDO’s, EDP’s. Cap. 8.6: Método de
Fourier.
(1], Cap. 10: Sturm-Liouville. 10.5: Fungdes de Green.
[8,10] [2, Cap. 5]: Método de Fourier.
[5, Cap. 10], [16, Cap. IV]

Consideremos as EDP’s de Poisson, difusao, e de onda, todas nao-homogéneas,
mas com condigbes de contorno homogéneas (ou de Dirichlet ou de Neumann), e
resolvemo-las pelo chamado método de Fourier.

3.1 Equacgao de Poisson

Seja h uma fungao dada na regido 2 (limitada). Procuramos uma solucao u(r) da
EDP

Au=h em Q, (79)

a qual ainda deve satisfazer uma das condigao de contorno
u(r)=0 VredG (D), ou (80)
n-Vu(r)=0 VredG (N) (81)

A primeira (D) é chamado a condigdo de contorno de Dirichlet, e a segunda a de
Neumann. (h também deve satisfazer a condi¢do de contorno correspondente.) A
EDP (79) aparece na fisica como equagao de Poisson, onde u significa o potencial
eletrostético V', e h é (—1)/eg vezes a densidade de carga p. Em geral, u é algum campo
observével do sistema, a EDP (79) carateriza um estado estaciondrio (de equilibrio)
do sistema, e o lado direito (h) tem o papel de uma fonte.

Para achar a solugdo, o primeiro passo é determinar uma BON {v,} de auto-
fungdes do operador Laplace em C% () no caso de condig¢io de contorno (D), ou em
C%(£2) no caso de condigao de contorno (N). Supondo que as duas fungdes u e h sdo
em L?(Q) (que é o caso se eles sdo continuas), podemos fazer as expansoes em termos
da BON

uchnvn, h:Z(vn,h)vn. (82)

n

Observa que os coeficientes de Fourier ¢, da funcao u sao desconhecidos, enquanto
que os coeficientes (v, h) de h sdo conhecidos. Supondo ainda que u é no dominio de
auto-adjuntice do operador A (dado por (52), maior que C’QD/N (Q)), podemos trocar
o Laplace com o somatdrio infinito, ver Eq. (53), e a EDP (79) vira

E Cn)\n Upn = § (Un7h)vn7
n n
onde usamos Av,, = A, - v,. Por independéncia linear dos v,,, isso implica

- (Umh)
Cp = N

se A, # 0.

No caso de condigoes de Neumann, um auto-valor é zero, \yg = 0, e o coeficiente cg
correspondente ¢ indeterminado. Para todos outros auto-valores existe um § > 0 tal
que |A,| > & pelo Teorema 25. Entao |c,|? < |(vn, h)[?/62, e a série S |, | converge.
Isto implica pelo Lema 10 que a série

= (“K;h ), (83)

n=1
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converge no sentido de L2. Concluimos que isso é a solu¢ao da EDP (79) com condigao
de contorno (C) ou (N) respectivamente, e que ela é inica (médulo uma constante no
caso (N)).

Se a fungao h é suficientemente bem-comportado, podemos afirmar mais:

Teorema 29 Supoem que 0s v, satisfazem a cota (65). Se h € Cﬁ,/N (Q), a série (83)
converge uniformemente no fecho 0 de Q, e satisfaz a EDP (79) e a condig¢io de
contorno correspondente.

No caso de CC de Dirichlet (todos A\, sdo # 0 €) a solugdo é dnica, e no caso de
CC de Neumann a solugao € unica mdédulo uma constante.

3.2 EDP de difusao

Consideramos a EDP
(A - ——)u(r,t) = h(r,t), (84)

onde D é uma constante positiva, e h é uma funcao conhecida. Procuramos uma
solugao u(r,t) dessa EDP para todo (r,t) € Q2 x R}, a qual ainda deve satisfazer uma
das condigoes de contorno (D ou N)

u(r,t) =0 V(r,t) € 0G xRy (D), ou (85)
n-Vu(r) =0 V(r,t)€0G xR (N) (86)

Além disso, requeremos a condicao inicial (CI):
u(r,0) =up(r) VreQ, (87)

onde uy é uma funcao dada. A EDP (84) aparece na fisica como equagao de difusao,
onde u significa a concentragao de uma substancia, D é o coeficiente de difuao, e h é
uma “densidade de fonte” (dividido por D) [6].

Como antes, o primeiro passo é determinar uma BON {v,} de auto-fungdes do
operador Laplace, com dominio C%(€2) no caso de condigdo de contorno (D), e C%()
no caso de condigao de contorno (N). Escrevemos u(r,t) =: us(r) e h(r,t) =: he(r) e
consideremos ¢ como pardmetro. (A funcao ug(r) = u(r,0) é dada pela condi¢ao ini-
cial (87).) As duas fungdes u; e h; sdo supostamente continuas, numa regido compacta,
e daf sio em L?((2). Fazemos as expansdes em termos da BON

Up = ch(t) Un, he = Z(vn,ht V. (88)

n

Como antes, o objetivo é determinar os coeficientes de Fourier ¢, (t) da funcao (des-
conhecida) u¢. Trocando (com justificativa posterior!) o Laplace com o somatdrio
infinito, a EDP (84) vira

1. = v v
Z()‘ncn(t)_ﬁcn(t)) Un—Z( ns Bt ) Ui,

n n

onde usamos Av,, = A, - v,. Por independéncia linear dos v,,, isso implica para cada
n a EDO
Cn(t) — DAncn(t) = =D (vp, he ) =1 —D by (t).

A solucao dessa EDO é

t
en(t) = en(0)e™ Dt — D / dt'b, (') D) (89)
0
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(Observe que A, = —|A,| < 0.) As constantes ¢, (0) sao determinadas pela condigao
inicial atraves da expansao (88):

cn(0) = (vn,up ). (90)

Concluimos que a solugdo da EDP (84) com condigao de contorno (C) ou (N) respec-
tivamente, e condigdo inicial (87) deveria ser a série

u(r,t) =y {cn(O)e*nDt -D /O t dt’bn(t’)e’\"D(t’t')} v (1), (91)

com ¢y, (0) = (vp,up) € bp(t) = (vp, he ). Recordamos que A, = —|A,| < 0.

Teorema 30 i) Para todo t > 0 fizo, a série (91) converge no sentido de L?(12),
e fornece a unica solu¢ao da EDP (84) com condig¢iao de contorno (85) ou (86) e
condicao inicial (87).

1) Supoem que os vy, satisfazem a cota (65). Se ug € Cf)/N(Q), a série

u(r,t) = Z( Up, Ug ) e~ AnIDt vp ()

n

converge uniformemente em Q, eu é em O (QxR*) e satisfaz a EDP (84) homogénea
(com h =0), a condi¢ao de contorno correspondente, e a condi¢ao inicial (87).

(Unicidade??) Se up néo é em C]‘lj/N(Q), a série (83) converge no sentido de distri-
buigdes, e ela ainda satisfaz a EDP no sentido de distribuigoes. (Check!!)

Exemplo 31 Esfriando um cilindro longo: “Example 2” do Cap. 9.7 em [6], p. 368
ff. O

3.3 Equacao de onda

Procuramos uma solucao u(r,t) da EDP (chamada equagio de onda)

2
( — C%%)u(r,t) = h(r,t) (92)

para todo (r,t) € Q X R, a qual ainda deve satisfazer uma das condigoes de contorno
(85) ou (86) (com Ry substituido por R), e as condigdes iniciais (CI):
u(r,0) = up(r) VreQ, (93)
u(r,0) =uo(r) VreQ, (94)
onde ug e g sdo fungoes dadas e nos escrevemos u(r,t) = du(r,t). Como antes,
comecamos com uma BON {v,} de auto-funcoes do operador Laplace, com dominio

C%(9) no caso de condigao de contorno (D), e C% () no caso de condigao de contorno
(N) e fazemos as expansoes (88). A equagdo de onda (92) vira

L = v v
S (nealt) - C—an(t)) Un = (Un,hy) v,

n n

implicando para cada n na EDO
En(t) +wien(t) = —c2 by (t), onde w? = |\, | e bu(t) = (v, he ). (95)

As constantes ¢, (0) e ¢,(0) sdo determinadas pelas condigoes iniciais (93), (94) atraves
da expansao (88):
cn(0) = (vp,u0), ¢n(0) = (vp,%0). (96)
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A solucao da EDO (100) com essas condigoes iniciais é

sen (wy(t —t'))

Wn,

(’U'rqu)
Wn

¢

cn(t) = sen (wpt)+(vp, ug ) cos(wnt)—CQ/ b, (t')dt'. (97)
0

(Usamos a fungd de Green do Exemplo 14 em [12]. Concluimos que a solugao

da equagdo de onda (92) com condi¢do de contorno (C) ou (N) respectivamente, e

condigoes iniciais (93), (94) é a série
u(r,t) = Z cn(t) vn(r), (98)

com ¢y, (t) dado pela Eq. (97).

Exemplo 32 Vibragoes de uma mebrana circular: “Example 1”7 do Cap. 9.7 em [6],
p. 363 ff. O

3.4 Equacao de onda no R"

Consideramos a equacao de onda no R™, e substituimos a condi¢do de contorno (85)
pela condicio que para todo t € R a fungao u; seja em L?(R™). Consideremos apenas
o caso homogéneo da EDP, h = 0.

Em R™, o operador Laplace nao possui uma BON, mas sim uma BON continua
de auto-vetores generalizados, a saber as “ondas planas” eg(x) = (271)~"/2e’*® veja
Eq. (49) no Example 21, item 4ii). A expansao (88) é substituida pela “expansao”
continua, ou seja, transformada de Fourier,

up = / ci(k)ep d™k (99)
A equagdo de onda (92) homogenea (com h = 0) vira
2 L. n
— (|k:\ ct(k)—i-C—th(k)) erd"k =0,

devido ao e o fato que Aep = —|k|%ex, veja Eq. (49). Isso implica para cada k na
EDO

¢t (k) + w(k)?c (k) = 0, onde w(k)? = 2|k (100)
As “constantes” co(k) e ¢o(k) sdo determinadas pelas condigées iniciais (93), (94)
atraves da expansao (99):

C()(k)) = (ek7u0) = ﬂa(k)7 Co(k) = (ek,ﬂo) = U()(k:) (101)

A solu¢ao da EDO (100) com essas condigoes iniciais é

ci(k) = ig((:)) sen (w(k)t) + ug(k) cos(w(k)t) . (102)

Concluimos que a solucdo da equagao de onda (92) com condigoes iniciais (93), (94) é
w(r, ) = (2m) ="/ / (k) e g (103)

= (2m) /2 / [a(k)e™ ™" + b(k)e™'] e*®d"k (104)

com c¢¢(k) dado pela Eq. (102), com w = c|k|. Na segunda linha, re-escrevemos a
funcao ¢; na forma exponential.
Essa solucao é uma superposicao continua de ondas planas

ezk:~r—wt ezk:~(r—nct) ,

que propaga na dire¢do n = k/|k| com velocidade c.
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3.5 EDP’s com condicao de contorno nao-homogéneo

Seja L o operador diferencial A + k2, A — %Bt ou A — %28? Consideramos a EDP
nao-homogénea
Lu=h, (105)

com condi¢ao de contorno nao-homogénea
u(r,t) = n(r,t) ou n-Vu(r,t) =n-Vn(r,t) (106)

para todo t e para todo r € 952, onde 1 é uma funcdo dada (apenas!) na borda r € 9<.
Eventualmente ainda tem condicoes iniciais

u(r,0) = up(r), Opu(r,0) = ug(r) (107)

para todo r € ), onde as fungoes ug e 1y sao dadas.
Para resolver essa EDP, extendemos num primeiro passo a fungao 7, dada na borda
01}, para toda regiao §2. Vamos denotar essa funcao por ®. Depois definimos

a(r,t) = u(r,t) — (r,t).

Ela satisfaz a EDP
Li=h—-L®

com condi¢ao de contorno homogéna
a(r,t) =0 ou n - Vu(r,t) =0 (108)

respetivamente para todo ¢ e para todo r € 02, junto com as eventuais condigoes
iniciais

u(r,0) = up(r) — ®(r,0), Oru(r,0) = ug(r) — 0, ®(r,0)
para todo r € 2. A solucao & desse problema podemos determinar como nas Secoes

anteriores 3.1 — 3.3. Depois definimos u = 4 + ®, e pronto: Essa fungdo satisfaz a
EDP (105) com condicéo de contorno (106) e condigdes iniciais (107).

A Convergéncia de sequéncias de funcgoes

O seguinte teorema encontra-se em [14, Thm. 7.17].

Teorema 33 Seja f,, uma sequéncia de fungdes diferencidveis no intervalo [a,b] que
satisfaz as sequintes hipdteses.
1. Eziste algum ponto xg € [a,b] onde a sequéncia f,(xo) converge ;
2. A sequéncia das derivadas f], converge uniformemente.

Entao a sequéncia f, também converge uniformemente para uma funcao dife-
rencidvel f, e

f'(x) = lim f.(x), YV € (a,b).

n—00
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