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1 Distribuicoes
1.1 Motivacgao e definigao

Como motivagao para a “funcao delta” de Dirac [Dirac 1926] consideramos uma carga
pontual. Recordamos que a carga elétrica é uma grandeza aditiva, permitindo a defini¢ao
da densidade de carga, o: Ela é definida pela propriedade que para toda regidgo’ G C R3
a carga (@) contida em essa regiao é dada por

/ o(r) d*r = Q(G).
G

Identificamos aquf o espaco fisico com R3.
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Para uma carga pontual ¢ localizada na origem, temos

L 0eq
th(G):{g OZG.

Qual seria a densidade de carga, opi(r), para essa situacao? Vamos normalizar ela e definir

1
3(r) == —opt (7).
q
Este objeto tem as duas propriedades
1
(i) 6(r)=0 ser#0, (i) | 6(r)dr = ant(R?’) =1
R3

Obviamente, nao existe uma fungdo com essas propriedades (pois uma fungdo com a
propridade (7) teria integral zero).

Para chegar a uma definigao rigorosa desse objeto, fazemos a integral do produto de
d com uma funcao ¢ continua. O produto ¢(r)d(r) é zero para todos r # 0. Podemos
entao substituir ¢(r) pelo valor assumido na origem, ¢(0). Dai, deveria ser valido que

(Veremos depois que esta equagao realmente vale num sentido rigoroso, ver Eq. (22),
mas por enquanto escrevemos ela entre aspas porque o argumento era heuristico.) Em
particular, a integral do produto é

[ emsmdr=eo) [ sm)dr =)
R3 R3
Entao o d pode ser entendido como um aparelho que pega uma fungao ¢ e joga ela no
numero ¢(0), ou seja, uma aplicacdo do espago de fungoes para os nimeros complexos.
Esse ponto de vista é devido a Laurent Schwartz [1945]. Ele chamou tais aplicacoes de
distribuicoes.

Vamos dar as definigdes num primeiro passo em uma dimensao: Uma distribuicao é
uma aplicagdo de uma certa classe de fungoes, D(R), em C:

T:D(R)— C, o = (T, p),

que ¢ linear e continua (num sentido a definir). A classe de fung¢oes mais apropriada sao
as fungdes em C°°(R) com suporte limitado,? em sfmbolos D(R). Elas sdo chamadas de
“funcoes de teste”. Esta classe de funcbes é um espaco vetorial com as defini¢oes usuais
de adigao e multiplicacdo com escalares: Para ¢ € C e ¢, x € D(R) definimos

(¢ + x) () == o(z) + x(2)
(c- @) (@) = co(x).

Linearidade de uma distribuicao T significa que para todo ¢ € C e ¢, p1, 2 € D(R) vale

<Ta p1+ 902> = <Ta 901) + <Ta 902) e <T7 C(p> =c <T7 90> : (1)

20 suporte suppy de uma fungio continua ¢ é o fecho do conjunto de pontos z € R com ¢(zx) # 0.
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Para explicar a continuidade precisamos primeiro uma nogao de convergéncia em D(R).
Recordamos que uma sequéncia de funcoes continuas ¢, com suporte num intervalo limi-
tado I e dito de convergir uniformemente para uma fungao ¢ se a sequéncia de nimeros
reais

max{|en(z) — @(z)], © € I}

converge para zero se n — 00.

Defini¢ao 1 Seja ¢, uma sequéncia em D(R). Ela é dita de convergir em D para uma
funcao ¢, em simbolos ¢, — @, se
n—oo

i) Existe um intervalo limitado I contendo todos suportes: suppy,, € I para todo n.
i1) A sequéncia de fungdes e de todas derivadas converge uniformemente: Para todo

v € Np, 4,0,({’) — ¢®) uniformemente. O

(Aqui, go(” ) denota a v-esima derivada e cp(o) = ¢.) Agora estamos pronto para a defini¢ao
no sentido de L. Schwartz:

Defini¢ao 2 Uma aplicagdo T : D(R) — C, ¢ — (T, ¢), é uma distribuicdo se ela é linear

no sentido (1) e continua no seguinte sentido: Se uma sequéncia ¢, € D(R) converge em
D para ¢, entdao a sequéncia de imagens também converge:

on——¢ = (T,on) = (T, p).

n—so0
O

Exemplo 1 A distribuigao d,
(0,0) :=¢(0),  (da, ) := (a). (2)
O

Exemplo 2 Distribuicdes regulares. Uma funcio f localmente integravel 3, f € L}OC(R),
corresponde a uma distribuicao T conforme

@)= [ S (o) de (3)

g

Distribuigoes dessa forma sao chamadas de requlares. E costume identificar a distribuigao
Ty com a funcao f e dizer que “a distribuicao T' = T ¢ a funcao f”. Um fato importante
é que toda distribui¢ao pode ser aproximada por distribuigoes regulares (até com fungoes
suaves):

*Recordamos as defini¢des: L'(R) é o espaco de fungdes absolutamente integréveis, [, |f(z)|dz < oco.
Uma funcio f é chamda de localmente integravel, f € Li,.(R), se para todo intervalo limitado I C R a
integral [} |f(z)|dx ¢ finita. Por exemplo, 1/2 nao é localmente integrével, mas In|z| e 1/4/]z] sdo sim.
Mais geralmente, se existe uma fungdo continua F tal que f(z) = F'(x) para todos « € I\ {z1,...,z,},
entdo [, |f(z)|dz < co. Por exemplo, In || é a derivada da fungao F(z) = z(In|z| — 1) em R\ {0}, e essa
fungao é continua na origem com F(0) = 0.
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Definicao 3 Uma sequéncia de fungoes f, € Lloc( ) é dita de convergir para uma distri-
buigo T no sentido de distribuigoes se para toda fungao de teste ¢ € D(R) vale

(T, ) —— (T, ). (4)

n—o0

g

Teorema 1.1 Para toda distribuicao T existe uma sequéncia de fungoes f, € C°(R) que
converge para T no sentido de distribuicoes.

(Daremos a demonstracao no final da Secgao 1.7, ver p. 12.)

Exemplo 3 As seguintes sequéncias de funcoes convergem para a distribui¢ao d no sentido
da Definicao 3:

N 22 1 n sen (nx) 1/” ¢k g n (5)

N ’ 1+ n2z2’ T 2m 2 cosh(nx)?’

g

Na verdade, temos [12, p. 176, Pr. 22 (b)]:

Lema 1.2 Seja f uma funcao limitada e absolutamente® integrdvel com fR flx)dx = 1.
Entao a sequéncia

fn(x) :=nf(nx)

converge para a distribuicdo § no sentido (4).

Demonstragao. Para qualquer ¢ € D(R) vale

/fn(x)go x—n/fnx da:—/f z'.

Obviamente, p(z/n) converge puntiformemente para ¢(0). Como toda funcao de teste, ¢ é
limitada, |p(z)| < ¢ para todo . Dal, ¢|f(z)| e uma “fungao dominante” e o teorema B.1
garante que podemos trocar limite e integragao:

/f o(x/n) d:c—>/f dzx = ¢(0).

O
Awiso: O tercerio exemplo de (5) ndo é da forma anunciada no Lema, pois [ |sen (z)/z| =
ool Mesmo assim vale:
Lema 1.3 A sequéncia de funcoes
1 Mm .
sen (nx) _ / ok g (6)
X 2 J_,

converge para a distribuicao § no sentido (4).

‘Le., f € L'(R).



Fisica Matemaética II, 10/11/2025 )

Demonstragao. Escrevendo a fungao de teste ¢ como ¢(x) = ¢(0) + (¢(z) — ¢(0)), temos

/@(a:) ser;nxdw: /QO(O) SRIY +/Msennmda:. (7)

X T

Substituindo o valor da integral imprépria [ sen (nz)/xdx = m (demonstracdo com o
célculo de residuo), o primeiro termo é wp(0). Falta mostrar que o segundo termo vai
para zero se n — oco. Para esses fins, recordamos que a fracao diferencial de uma funcao

suave também é suave:® (@) (0)
P ¥
. = ¢(z) € C7(R).
Com isso podemos integrar o segundo termo em Eq. (7) em partes, escrevendo sen (nx) =
~1d
= 4= cos(nx):
-1
/7,/}(.%') sennz dr = —(x) cos(nz)|>, /¢ cos nx dx.
n

Obviamente, a fun¢ao ¢ cai para zero no infinito como 1/x, e a derivada 1’ cai para
zero como 1/x2. Por isso, o primeiro termo é zero, e o segundo termo é limitado por
1 = [ |¥/(x)|dx e vai para zero se n — oo. O

Em muitos casos, uma distribuicao é definida como limite de fung¢des suaves no sentido do
teorema 1.1, por exemplo:

Exemplo 4 A distribuigao - 0 é definida por

<;.7<p) =1m(T 1 ,p) = lim/ ap(m) dx. (8)

x + 10 e—0" ztie e=0 ) x+1ie

(Primeiro a integral, depois o limite!) Para ver que isso é bem-definido, observe que
(x+ie)~! é a derivada da funcio In(z +i€), a qual é uma fungdo suave para & > 0. Depois
de uma integracao em partes, chegamos a

1 . N
<m n io,cp) =— gli% In(z + ie)y' (z)dx. (9)

Aqui, limite e integracdo podem ser trocados.® Entao temos

(g = [ @) @), (10)

SDemonstracio: Observamos que

1 d 1
pla) = 90) = [ oOdr =z [ &0w)dx
0 0
Dal, a fragao diferencial poder ser escrito como
_ 1
p(@) —9(0) _ / & (Az) dA.
T 0

Mas o lado direito é uma fungao suave.
SPara mostrar isso, observamos que In(z) é a derivada da fungéo z(Inz — 1) que é continua na origem,
e depois de mais uma integragao em partes chegamos em

( 1 NES ;1_% (x +ig)(In(z + ie) — 1)¢" (z)dz = /w(ln+(w) — 1" (x)dz.

z + 40
Aqui, temos usado que o Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue, ver Teorema B.1 no apéndice,
afirma que podemos trocar limite e integracao. Depois re-fazemos a tiltima integragao em partes e chegamos
na Eq. (10).
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onde
Iny (x) := lim In(z + i), x #0,
e—0

¢é o ramo principal do logaritmo, extendido para os ntimeros reais negativos através do semi-
plano complexo superior.” O lance é que essa funcdo, em contraste a 1 /z, é localmente
integravel na origem, pois ela é a derivada da fungdo z(In4(z) — 1) que é continua na
origem (ela converge para zero se z — 0). O

1.2 Derivada de distribuigoes

Para uma distribuigao regular Ty com f € C'(R) N L{ (R) é natural definir

loc
(Tf)/ = Tf/ .

Para uma distribuicdo 1" geral, escolhemos uma sequencia f, que converge para 1 no
sentido 1" = limy, oo T}, , € definimos®

T':= lim Ty, (12)

n— o0 "

dado que esse limite existe, o que vamos verificar logo. Um pequeno calculo com integracao
em partes mostra que para ¢ € D(R) vale

<Tf,’la 90> = 7<Tfn’ Q0/>,

o qual converge para —(T', ') por hipétese. Entao, o limite em (12) existe, e é dado por

<T/7 <)0> = _<T7 ()0/>' (13)

Essa equacao vamos tomar como definicao de 7”. Consequentemente, a n-esima derivada
T ¢ dada por

(T, ) = (=1)" (T, ™).

Exemplo 5 A Eq. (10) implica

i(m—e),, — i€

"Para & > 0, isso é simplesmente o logaritmo. Para z = —r < 0, observe que e r=—re ' =

—r +ire + O(g?), entdo

lim In(—r + ie) = lim In(e'™ " 7) = lim (i(x — )) + Inr = Inr + ir.
e—0 e—0 e—0

Entao temos

1
Iny () = {IEET;){) . z Z 87 ou seja, Iny(z)=In|z|+irH(—z), (11)

onde H é a funcao Heaviside definida em (15).
8Dessa maneira, outras operacbes com funcdes podem ser extendidas para distribuicées, como multi-
plicagdo com fungoes, pull-back, transformada de Fourier, etc.
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Exemplo 6 Seja H a funcao Heaviside:

Hiz) = {(1) z i 8 . (15)

Como espera-se heuristicamente, a sua derivada (no sentido de distribuigoes) é a distri-
buicéo 9:

(Tw)" = 6. (16)

Para verificar isso, aplicamos o lado esquerdo em uma fungao de teste (:
, oo
() o) =~y == [ @) @)e == [~ arto = 0(0) = 6.0
0

Na pen-iltima equagao usamos o fato que ¢(x) = 0 para todos  maior do que um certo
R. O

Exemplo 7 (Heaviside novamente.) Mais perto da intuicdo, pegamos uma sequéncia de
fungoes derivaveis que converge puntiformemente para H, por exemplo

H,(z) = = (1 + tanh(nz)). (17)

l\.')\»—\

Como tanh(x) — £1 se © — +oo, para todos x # 0 vale Hy(z) — H(z) se n — oo. Isso
implica que Ty, — Tx. Por nossa definicao original (12) temos

(Tn)' = lim Tp;. (18)
Mas a derivada da funcao H,, é
n
H _— 19
n(®) = 2 cosh(nx)?’ (19)
a qual é uma sequéncia-delta, ver Eq. (5). Dai, temos (TH)/ = § novamente.” O

Exemplo 8 Seja f(x) = xH(x). Entao vale

(17)" =o.

O

Vamos agora citar um resultado importante que caracteriza a distribuigao-§ e suas
derivadas. Recordamos que elas tém a seguinte propriedade: Se uma fungao de teste ¢
tem supporte disjunto de {a}, entdo vale (d,,p) = 0. Nesse caso, falamos que {a} é o
supporte de é,. O mesmo vale para as derivadas de J,. Esse fato até caracteriza essas
distribuigoes:

9Em vez de (17) podemos pegar qualquer sequéncia da forma
Hy,(x) = F(nz),

onde F' é uma funcdo derivavel com F(z) — 1se z — oo e F(z) — 0 se ¢ — —oo. A derivada seria
H,(z) = nF'(nz). A fun¢do F’ automaticamente é normalizada, [ F'(z)dz = lim, o (F(r)—F(—7)) = 1.
Pelo Lema 1.2, a familia H,, é uma sequéncia-delta.
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Teorema 1.4 O suporte de uma distribuicdo T consiste de um unico ponto a € R se, e
somente se, existem numeros n € Ny, cg,...c, € C tal que

T = zn:cl,é((l”).
v=0

(Aqui, d,(z) =0(x —a) e 58 é a v-esima derivada.) Demonstracao: [14].

Derivada de fungdes descontinuas. Seja f € C'(R\ {a}) N L] _(R). A derivada de

f pode nao existir no ponto a, e nesse caso nos associamos algum valor, por exemplo
f'(a) == 0. Seja a tal definida derivada de f localmente integravel. (Ela define uma
distribuigao regular, a qual independe do valor f’(a).)

Supomos que existam os limites

fi(a) :==lim f(a £ ¢).
e—0
O salto da fun¢ao no ponto a é

00 = fi(a) — f—(a).

Entao vale
(Tf)/ = Tf/ + 04 04. (20)

(Demonstragao em [11, p. 266].) Um exemplo é a Eq. (16).

1.3 Multiplicagcao com funcoes

Recordamos que o produto de duas funcoes ¥ e ¢ é dado por

(¢ - @)(x) = P(z)p(2).

O produto de uma fungao ¥ € C*°(R) e uma distribui¢ao T' é definida por

W-Tp) = (T, ) (21)
(Observe que ¢ € C*®(R) e ¢ € D(R) implica ¢ - ¢ € D(R).) Alguns identidades ttis:
¥ da =1p(a)da, U8 =—1(0)0 +1(0)d (22)
0 k<n
ngk) = £ 23
’ {(_1)n(kfln)15(k_")v k=>n 23)

(Demonstragao da Eq. (23) encontra-se em [3].)
Verifique-se facilmente que a derivada satisfaz a regra do produto:

(p-T) =" - T+ -T. (24)
Vamos verificar essa regra para o Exemplo 8:
(zTw)" = (&'Ty +2(Ty)) = (Ti +26) =6 + 5+ a8’ =4,

pois z¢’ = —§ segundo Eq. (23).
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1.4 “Pull-back”

O “pull-back” de uma funcdo f sobre uma transformacao ® : R — R é definido por
(®*f)(x) := f(®(x)). Para uma distribuicdo T" definimos o pull-back sobre uma trans-
formagao ® € C*°(R) seguindo nossa receita, ver rodapé 8:

Seja f, uma sequéncia de fungoes que converge para a distribuicao 7. Entao definimos

T := lim Tpj,

n—oo

se esse limite existe.!® E costume escrever “(®*T)(z) = T(®(x))”. Se ® é invertivel (ou
seja, uma transformagao global de varidveis), o limite sempre existe, e coincede com

(T, ) = (T, [(@71)'] - (@71)"¢).

Exemplo 9 O pull-back da distribuicao delta sobre a translacdo ®,(x) = x — a é dado
por
(29, ¢) = p(a) = (0a, ), ouseja, Prd=0d,.

Escrevemos informalmente 6(z — a) = d4(). O

Exemplo 10 Se ¢ tem um numero finito de zeros simples x1, ..., z,, entao
1
§(@(x) = —— 0w — ay). (25)
. (3

Ver Ezercise 1.15.7 em [1]. O

1.5 Valor principal

Como a fungao 1/x nao é localmente integravel na origem, ela nao define uma distribuigao:
Ela pode ser integrada apenas com fungoes de teste que se anulam na origem. Uma
extensao para todas funcoes de teste é dada pelo valor principal, P%:

Loy p [2@) ple) .
(P~ ) ._P/ o da =1 /x|>£ da. (26)

e—0 T

Para ver se este limite existe, escolhemos um niimero a > 0 tal que o suporte de ¢ esta
contido no intervalo I = [—a,a]. Com isso,

/ ple) :/ p(z) — (0) +#(0) .
R\(—¢&,¢) I\(—¢€,€)

X x

d — (0
= gp(O)/ o +/ 780(56) #(0) dx .
I\(—ee) ¥ I\(—¢€,) €T

O primeiro termo na tltima linha, [ dz/z, é zero porque a fungao 1/z é impar e a regiao
de integracao I \ (—¢,¢) é simétrica. Dali, o limite ¢ — 0 também ¢é zero. O integrante do
segundo termo é continuo, pois a funcao ¢ é derivavel. Concluimos que

lim #lz) dx = /a plz) = (0) dz, (27)

e—0 |z|>e x x

—a

%7550 ndo é o caso para todos ® ¢ T. Um critério famoso suficiente para existéncia é dado em [8, Thm.
8.2.4].
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onde a é escolhido de tal maneira que o suporte de ¢ estd contido no intervalo [—a,a].
(Veja também [11, Ex. 9.1.5, p. 262].)

Uma familia de fungdes que aproxima o valor principal, no sentido da Definicao 3, é
dada por %ﬁ_g no limite ¢ — 0. Mais precisamente, vale

1 T
P— =1
( $,90> im

) el de 28)

para toda funcao de teste . Para ver isso, escrevemos como antes

/R wip(x) dm_¢(0>/z zdx +/lw(s0(93)—90(0)) iz

IE2+62 $2+82 .CE2+82

onde I = (—a,a) é um intervalo simétrico contendo o suporte de ¢. Como antes, o
primeiro termo é zero devido a simetria. O integrando do segundo integral converge
puntiformemente para (¢(x) — ¢(0))/x se ¢ — 0. Aplicando o teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue (detalhes em [11, Tma. 9.15, p. 283]), chegamos em (28).

A seguinte relacao entra na deducao das relagdes de Kramers e Kronig na eletro-
dinadmica [9, p. 333]

1 1
- = =+ imé. 29
r x=x10 o (29)
Demonstracao. Expandindo xiig por x — ig, temos
1 T 1€

r4ie  a?+e?  a?+4e?

O primeiro termo converge para P% no sentido de distribuigoes se ¢ — 0, veja Eq. (28). O
limite do segundo termo (no sentido de distribuigées) é o mesmo do que o limite de ﬁ’ﬁrl
para n — oo (fazendo € = 1/n). Pela Eq. (5), esse limite é —im vezes a distribuigao delta.
O

Exemplo 11 Mostre que vale x - P% =1. O

Exemplo 12 A distribuigao P% é a derivada do logaritmo In |z| no sentido de distri-
buicoes:
1
(Tinjo)' = P (30)
Essa relagao pode er verificada diretamente [11, p. 266], porém aqui aplicamos os nossos
resultados (29), (14) e (20 — derivada de fungoes descontinuas): Pela Eq. (11), vale In|z| =
Iny (z) —im H(—x). Tomando as derivadas e usando (Tg(—y))" = —d(z) pela Eq. (20), temos

(T pe) = (Tin, )’ + im0 =

(Usamos (14) e (29).) O
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1.6 Divisao

A solugao geral da equacgao
2™-T =0

¢é dada por
m—1
T=> ai", c¢eC
v=0

(Tma. 9.9 para m = 1, e Problema 9.6 em [11].) Consequentemente, a solucao geral da
equacao

¢é dada por

1.7 Convolugao

A convolugao de duas fungoes f, g é definida por

(9@ = [ 1wt~ )y (31)
Se f e g sao derivaveis, verifique-se facilmente que vale
(fxg)=fxg=[fx4d. (32)

Para definir a convoluc¢ao de uma distribuigdo com uma fungao, observa que a defini¢ao (31)
pode ser escrita como (f * g)(x) = (T, g5), onde Ty é a distribuicao regular definida por
f,egz(y) = g(z —y). Essa definicdo pode ser extendida para distribui¢oes arbitrarias 7":

(Txg)(x) =(T,97), 9z(y) =gz —y). (33)

Exemplo: 0 % f = f, e (0, % f)(z) = f(z — a).
A propriedade (32) vale também para distribuigoes:

Lema 1.5 Para toda distribuicao T e funcgao de teste o, a convolugao T *p € uma funcdo
em C*(R), com derivada
(Txp) =T xo=Tx.

Se o suporte de T' é compacto, entao T *p também tem suporte compacto, ou seja, T xp €
D(R).

Demonstragao. A derivada é dada por

(T % )/ (@) = lim = (T ) (@ + 2) — (T % p)(a)) = lim (T, £~ ¥,

e—0 ¢ e—0 )

Usando o fato que (¢ .(y) — ¢L(y))/e converge uniformemente para —(¢7)'(y), e que T
é continuo, temos

(T x @) (x) = —(T, (¢2)) = (T, 07) = (T" % o) ().
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Também temos —(¢7)" = (¢’)7, entdo a expressdo encima coincede com

(T, (¢")z) = (T +¢)(2).
A propriedade do suporte verifique-se diretamente. O
Verifique-se facilmente que para qualquer fungao de teste ¢ vale (ver exercicio 7)
(Tpeg ) =Ty xg,0) =Ty, 9" ), g (x) =g(—2).

(No meio escrevemos a fungao Ty * g em vez da distribuicdo T'r,+g para nao aparacer feio.)
Por continuidade, isso implica

(Trag, o) = (T, 9" * ¢). (34)

Com o Lema 1.5 podemos dar uma

Demonstracao do Teorema 1.1. Queremos construir uma sequéncia f, de fung¢oes su-
aves que converge para uma dada distribuicao 7T'. Para esses fins, pegamos uma sequéncia-
Delta no sentido do Lema 1.2, j,(z) = nj(nz), com j € D(R), e definimos

fo=Txjg, j7(x) =j(-2).
Pelo Lema 1.5, f,, € C*°(R), e pela Eq. (34) temos para ¢ € D(R)
(Ty,,0) = (T jn * )
Se jn * @ converge para ¢ em D, a continuidade de T" no sentido da Def. 2 implica que 77,
converge para 1, completando a demonstragao.

Precisamos ainda mostrar que j, * ¢ converge para ¢ em D. Para esses fins, conside-
ramos

(o % 0 — 9)() = / dy [n(w) el — 9)] — () = / dyin(y) [0z — v) — 0()]
= /dyj(y) [o(z —y/n) — ¢(2)].

(Na segunda igualdade temos usado o fato que [ dyj,(y) =1.) Mas

lp(z —y/n) — w(@)| < clyl/n

pelo teorema do valor médio e o fato que ¢’ é limitado. Dai, para todo x vale a cota
/

Goro-9)@] < [ dyluito)] =

Isso mostra que j, * ¢ converge uniformemente para . O mesmo argumento vale parar
todas derivadas de ¢, entao j, * ¢ converge para ¢ em D, completando a demonstragao.
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Convolugao de distribuicoes. Com o Lema 1.5 podemos definir a convolugao de uma
distribuicao 77 com uma distribuicdo T com suporte compacto:

(Th T, @) = (11, Ty * ),

onde T7(x) := T'(—x) (no sentido do pull-back de distribuicoes). Isso é bem-definido pois
Ty x p € D(R) pelo Lema 1.5, e extende o caso quando T é uma fungao, ver exercicio 7.
A continuidade de T; * Ty é mostrada em [8, Cap. 4.2]. Por exemplo,

T+5="T. (35)

(Exercicio!) Usando (T§)" = —(T%)7, mostra-se facilmente que a propriedade (32) ainda
vale:

(T1 * Tg)/ = T{ * T2 = T1 * TZI (36)

1.8 Distribuicoes como solugoes de EDOQO’s

Consideramos uma EDO da forma

onde a, € C*(I) sao fungodes suaves dadas num certo intervalo I C R, e h pode ser uma
funcao ou distribuigao. A solugdo T pode ser uma funcao em C™(I) ou uma distribuigao
(neste caso as derivadas sao entendidas no sentido de distribui¢oes). No primerio caso ela
¢é chamada de “solucao classica”, e no segundo caso de “solucao distribucional”, ou, se ele
é uma distribuigao regular, “solugao fraca”. O seguinte teorema encontra-se no livro de
L. Schwartz [14]:

Teorema 1.6 Se a,(x) nunca se anula e h(x) € localmente integrdvel, as unicas solugoes
da EDO (37) sao as solugdes cldssicas.

Por exemplo, a EDO
T =0,

onde n =1 e aj(x) = 1, possui s6 a solugao cldssica, ou seja, a soluc¢o geral é T = T,
ceC.
Por outro lado, a EDO
22T =0

possui a solucao classica T'= 1 (=cte.), a solugao fraca T' = T e a solugao distribucional
T =9. A solugao geral é T'= ¢y + coH + ¢36, quer dizer,

T =111 + 2Ty + c36.
Consideramos agora um operador diferencial P com coefficientes constantes,
(Pf)(z) = anf™(x) + - + a1 f (@) + aof(x), a, €R. (38)
Supomos que G é uma distribuicao que satisfaz
PG =¢ (39)

no sentido de distribuicoes. Neste caso, chamamos G de uma funcao de Green para P.
(Apesar do fato que em geral ndo é uma fungdo mas uma distribuigao.) Todo operador
diferencial com coeficientes constantes possui funcoes de Green [8, Thm. 7.3.10].



14 Fisica Matemética II, 10/11/2025

Proposicao 1.7 Seja G uma fung¢do de Green para o operador diferencial P com coeffi-
cientes constantes, e seja h alguma funcdo de teste''. A EDO

Pf=h

possui a solucdo particular f:= G x h.

Demonstragdo. P(G xh) = (PG)xh =6 % h = h. (Primeira eq.: Lema 1.5. Segunda eq.:

defini¢ao da funcao de Green.) O
Exemplo 13 O operador diferencial % + A possui a funcio de Green G(z) = H(x)e 2,
ver Exercicio 3. U

Exemplo 14 (Oscilador harmonico) A trajetoria z(¢) de uma particula com massa m
sujeita a uma forca eldstica, Fy(x) = —kx, obdece pela segunda lei de Newton a EDO
i+ widz = 0, onde w3 = k/m é chamada de frequéncia caracteristica do oscilador. Isso
pode ser escrito Pz = 0, onde P é o operador diferencial'?

(Px)(t) = #(t) + wiz(t). (40)
Ele possui a funcao de Green'?
Gt) = H(p) 2ot (41)
wo

Na Seccao 2.3, vamos mostrar como construir essa fungao de Green (e outras), usando a
transformada de Fourier. Aqui, vamos sé mostrar que essa funcao realmente é uma funcao
de Green no sentido da Eq. (39).

Demonstragao. Precisamos verificar que PG = §. Escrevemos G na forma G = ¢ - Ty,
onde ¥(t) = sen (wpt)/wp. Temos
G = (Tu +Tu) = Tu + 20Ty +Tu
= Ty + 2006 + 0, . (42)

onde usamos H = §. Calculamos
(t) = cos(wot), P(t) = —wpsen (wot) = —w(t).

Pelas Eq.s (22), vale 96 = ¢(0)d = 4, e 10 = —(0)d + ¥(0)d = —4. Substituindo isso
m (42), dé )
G= —U.)(2]1/)TH +26 -0 = —w%G + 4,

ou seja, PGE@er(Q]G:é. a

1A afirmacio também vale para funcbes mais gerais, por exemplo h pode ser uma distribuicdo com
suporte compacto.

12/N Aqui, a varidvel independente é t, interpretado como tempo, enquanto que x é a variavel dependente,
a saber, uma funcao z(¢). A derivada é denotada por %x =: .

13Esta fungdo de Green é chamada de “causal”, porque G(t) = 0 para t < 0, o que implica que a solugio

x = G x h da EDO (43) é diferente de zero sé a partir do momento quando a forga externa h comega agir.
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Se o oscilador ¢ sujeito a uma forca externa F'(t) além da forca elastica Fy(z(t)), a
trajetoria obdece a EDO
Pr=i+wi=h, (43)

onde h(t) = F(t)/m. A resposta do oscilador a um impulso instantdneo, h(t) = §(t), ja
conhecemos: Ela é dada por G(t) = H(t)%(‘fot.

Consideramos agora o exemplo de uma forca externa harmonica, cuja frequéncia an-
gular coincide com a frequéncia carateristica do oscilador (o caso de ressonancia), que
comeca atuar em t = 0:

h(t) = c H(t)sen (wot).
A solucao particular da Eq. (43) conforme a Proposicao 1.7 é dada por x = G x h, onde G
é a fungao de Green de (41). Para t > 0, temos

C

(G*h)(t) = (hxG)(t) = /dt’h(t’)G(t —t') = /dt’H(t’) sen (wot')H (t — t') sen (wo(t — )

wo
(a) € c

t t
) !/ / 4 (_b) _ / !/ _ _
= o /0 dt’ sen (wot') sen (wo(t — t')) = 20 /0 dt {cos(2wot wot) cos(wot)}

c 1 wot c ,1
= —{— ducosu — tcos(wgt)} = —(— sen wot — tcoswot)
2w0 2w0 —wot 2(,00 wo

Em (a), usamos o fato que a fungao H(t')H(t—t') = 1 para t’ € [0,t] e se anula fora desse
intervalo. Em (b), usamos a relagao trigonométrica

senasen f = %(cos(a — B) — cos(a+ ) .

Para t < 0, a fungao H(t')H(t —t') é identicamente zero, entao (G * h)(t) = 0 para t < 0.
Resumindo, a solu¢ao x = G x h da EDO (43) é

c sen (wot) cos(wot) > .

(t) = §H(t)( ¢

44
wg wo ( )

Para grandes tempos, a amplitude cresce linearmente devido ao segundo termo: Isso é
a catastrofe de ressonancia. O gréfico embaixo mostra a forca h-t (azul) e a reagao z-t
(vermelho).

AT
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1.9 Distribuigoes no R".

As fungoes de teste agora sao as fungoes suaves no R™ com suporte limitado, D(R™).
“Suave” significa que todas derivadas parciais &Cil‘?ilja%go(x) existem.' Derivada parcial
de distribuicoes:

(T,g) = (T, ) (45)
axi A ’ 8:&90 )

Distribuicao Delta:
(0,0) = (0).

A Proposi¢ao 1.7 permanece vélida, entendido a convolugao no R™, (fx*g)(r) = [d"r'f(r—

)g(r’).
Recordamos que o operador de Laplace, A, é definido por

n
Ay = divgradp = ; aa;? ®. (46)
Lema 1.8 A coordenada radial r = ||r|| no R® satisfaz
A% - (47)
no sentido de distribuicdes.
Em outras palavras, a funcio G(r) = —(47r)~! é uma funcdo de Green para o operador

Laplace, AG = §. (Na Seccao 2.4 vamos construir essa funcao de Green.)

Demonstracao. O gradiente da fungao existe nao s6 no sentido de distribuigoes, mas como
funcao (com valores vetores), até localmente integréavel:

1 1 T 1
V; = —ﬁVT = _Tj el loc * (48)
A divergéncia desse campo vetorial (ou seja, A%) deve ser entendida no sentido de distri-

buicoes:'® Aplicado numa funcao de teste ¢, temos

1 1 1 1 1

A= ) = (=, Ap) = | “Apd®r = (=Vp) = V- -Vpld®
(A= 0) = (~ Ay) /r pd’r /{V (;Ve) =V - Vejd'r,

onde usamos a relacdo V- (fVy) = Vf - Ve + fAp. A integral do primeiro termo é zero
devido ao Teorema de Gauss e o fato que ¢ se anula fora de uma regido limitada.'® No

“Escrevemos frequentemente 0; = a‘z_ . A definicao (45) sé vale para coordenadas canénicas (“Cartesi-
b4

anas”).
15Como funcéo ela é zero para todo r # 0:

L_ 15 0201 =
A;—ﬁ&(r arr)—(), 7'750

A situacdio é andloga com a funcio Heaviside: H' = 0 como fungio em L%, (R), mas Ty = 6.

160\ lais cuidadosamente, fazemos a integral atravez da regido B = {r|e <r < R}, aplicamos o Teorema
de Gauss, e fazemos os limites € — 0 e R — oo no final. A borda dBEF de BE consiste da esfera com
raio R, com elemento de superficie R?#dS), e da esfera com raio €, com elemento de superficie —e2#dQ. O
Teorema de Gauss da

/BRV- (%Vg&)dgr :?f (lw) -da:?{ (lw) - R*#dQ — (lw) - e27dQ

oBE T Iril=r T lrll=e T
:74 ROrpdS$) — €0rpdS)
Ir|=R lIrlI=<

que vai para zero se € — 0 e R — 0o. Na tltima linha usamos Vg - # = 9,¢.
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segundo termo, vamos usar a Eq. (48), a relagao
r- Vo =10,

e d3r = r2drd(), onde dQ) = senfdfdy é a medida na esfera, para chegar em

—/dgr V1 -V = /d?’r iz&cp = / dQ/ dro,p = —go(O)/ dQ = —4np(0) = —47n(J, @),
T r S2 0 92

concluindo a demonstracao.
Alternativa: Como V% ¢ localmente integravel, temos VI1 = Tg1. (Isso precisa

T

justificativa...) Dali,
1
(AT1,p) =(V-VT1,9) = —(VT1,Vp) = —/d?’rvr V.

O resto vai como na pen-tltima linha da primeira demonstragao. O
Pela Prop. 1.7, a equacao de Poisson

-1
AV =—p
€0
da eletrostatica (onde ¢ é a densidade de carga e V' é o potencial eletrostatico) possui a
solucao
-1
=2

1 Q(r/) 3./
V(r Gx*o)(r) = a’r'. 49
m) =G0 = o [ 25k (49)
Exemplo 15 Para uma carga g pontual localizada no ponto rg, a densidade de carga
é dada por o(r) = qdp,(r) = ¢d(r — 7). Como isso é uma distribuigdo com suporte
compacto, a convolucao % * o existe: O potencial, segundo a Eq. (49), é dado por V(r) =

ﬁgor, concordando com a férmula da Fisica I. O

Exemplo 16 Para um dipolo ideal consistente de uma carga —gq localizada na origem e
uma carga g em r = a, a densidade de carga é ¢(6(a)—45(0)). Em grandes distancias r > a,
os efeitos do dipolo sé dependem do momento de dipolo p = ga. Podemos substituir o
dipolo pelo dipolo ideal “puro” [7, p. 106], obtido pelo limite @ — 0, ¢ — oo com p = qa
constante,

o(r) = lim ¢(3(p/q) — 6(0)) = lim (5(ep) — 6(0)) /e.

q—00 e—0

Aplicado numa funcao de teste, isso é
(0:¢) = lim (o(ep) = ¢(0)) /e = p- Vip(0) = (—p - V4, ¢).

Concluimos que a densidade de carga do dipolo ideal “puro” localizado na origem é dada
por
o(r)=—p-Va.
O potencial gerado por essa configuracao é dado por
1 /1 -1 ,1

-1 1 -1 1
47750<;*Q):47r50(;*p.vcg):47r50 ' r*  dmeg 'vr'
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Usamos sucessivamente as Eq.s (36) e (35). Usando p- V1 = ;—le -7, temos o resultado

1 .
Vir) = 47T<€07'2p o

Isso realmente coincede com o potencial do dipolo finito (com separacdo a e densidade
de carga q(d(a) — 6(0))) para grandes 7 (r > a), médulo termos da ordem 1/73, veja |7,
Eq. (3.90)]. O

1.10 Exercicios.

Ex. 1. (Derivada de Distribuigoes.) Seja f a fungao

Fa) = {x, x>0

0, z=<0.

Mostre que vale
(T7)" =4 (50)

(Observe que f(x) = xH(x), onde H é a fungao de Heaviside,

1, >0
H(x):{o z<0

Entéao a Eq. (50) significa que vale a equagao (xH (x))” = J(z) no sentido de distribuigoes.)

Ex. 2. (Derivada de Distribuigoes.) Mostre que valem as identidades

26 = _psn=1), 2"6%) =0 sen> k. (51)

Ex. 3. (EDO.) Mostre que vale

(% + ) H(z)e ™ = §(x) (52)

no sentido de distribuicoes.

Ex. 4. Usando o resultado do item anterior, ache uma solugao da EDO

(4 X) f(a) = hz)

para uma fungao dada h. Dica: Convolugao com funcao de Green.

Ex. 5. Mostre que vale

%H(@«? — 1) =2x6(z* - 1). (53)
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Ex. 6. (Uma sequencia Delta.)  Mostre que vale
elz*™t — 26.
e—0

Dicas: Para todos x # 0, vale:
1. A funcdo g|z|~! é a derivada da funcdo sgn(z)|z|*, onde “sgn” é a funcdo ”sinal”:
sgn(z) =1 para x > 0 e sgn(x) = —1 para = < 0.
2. |x|® converge (puntiformemente) para 1 se € — 0.
Ex. 7. (Convolugao.) Sejam f,g € C®(R) e ¢ € D(R). Mostre
Tf*g = Tf * Tg7 (54)
(Ttags 0) = (T§, 9" * ), (55)

onde ¢"(x) := g(—x).

Ex. 8. Problemas na literatura: Lemos [11]: Cap. 9, Pr. 9.1, 9.2, (9.4), 9.9%, 9.14,
9.15, 9.16, 9.17%, 9.18*, (9.22).  (* = dificil)

2 Transformada de Fourier

2.1 Definicao e exemplos

A transformada de Fourier de uma funcio f € L'(R) é definida por

; —ik

fi= 0 [ (56)
Awiso: Na litaratura existem outras convengdes; por exemplo o Butkov [4] usa e™** na
integral; outros livros ndo tem o fator (2r)~1/2.

Se f € LY(R), esta integral obviamente ¢ finita, e para todo k vale

F1 < =111,

6 a norma em L!(R). Em particular, a transformada f é uma funcdo limitada. Até vale:

onde  [Ifl; = / 1f (@) |dz (57)

Lema de Riemann-Lebesgue: Se f € L'(R), a transformada de Fourier f é continua
e cal para zero para |k| — oo.

Demonstra¢do. Se k, — k, obviamente a sequéncia de fungdes x +— e~*n% (1) converge
puntiformemente para a fungio e~ f(z). Como |e~*#* f(x)| = | f(z)| (independente de
n), a fungao |f(z)| serve como “funcao dominante”, e o Teorema de Lebesgue B.1 garante
a convergeéncia

f(kn>=\/127r [t @ — / eIk f ()i = (k).

Dai, a fungao f é continua.
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Para mostrar a segunda afirmacio, supomos num primeiro passo que f seja em C*(R),
com f’ € L'(R). Nesse caso, integracio em partes dé

\/ﬂf(k) = /eik:pf(m)dx = ée*ikxf(x)ﬁo — k/ e~ (1) dp

O primeiro termo é zero, e o segundo termo é limitado por %H f'll1, e dai cai para zero se
k — oo.

Num segundo passo pegamos uma sequéncia de funcoes f, € C* com f/ € L*(R) tal
que

/|fn — f(z)|[dr -0 sen— oco. (58)

(Tal sequéncia existe, ver Lema B.2 no apéndice). Pela Eq. (57) vale para todo k

k) — f(k I_\ﬁ/lfn ~ f()dr.

O lado direito vai para zero devido a (58), e nao depende de k. Isso implica que a sequéncia
fn converge uniformemente para f Em particular, para um dado € > 0 existe um N tal
que para todo k vale

(k) — f(k)] < e

Do primeiro passo, sabemos que a funcao fg\v(k) cai para zero quando |k| — oco. Dal,
podemos pegar um K tal que para todo k > K vale |fy(k)| < . Essas duas desigualdades
implicam que para k > K vale

1F (&) < |f(k) — Fn(B)| + | Fn ()| < 2.

Isso mostra que f(k) — 0 para grandes |k|, como afirmado. O

Teorema da inversao de Fourier: Se f e f sio em L'(R) vale

_L £ eikm
@) = <= / f(kyeed. (59)

Demonstracao. Usando a definicdo da transformada, temos
n

Vlz?/dkf(k)eikx = \; lim dk f (k) = 1o dk/dxf pik(a—a’)

2r n—oo J_, 27T n—o0

Pelo Teorema de Fubini podemos trocar as integrais dz’ e dk, chegando em

n—oo

1™
lim Rdw’f(x')% / ndkelk(”‘""”).

Mas a sequéncia em chave converge para d(2’ — ) no sentido de distribuigoes, ver Eq. (6).
Mais precisamente, seguindo a demonstragao do Lema 1.3, o limite da sequéncia acima é

f(x). O
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Exemplos:

B . sy |2 sen(ka)
f(w)—{()’ 2] > a (a>0): f(/f)—\/;k (60)

e N CE fog =22 2Dy
f(@) = e (A>0): HOERYE (62)
f@)= 5 (a>0): ) = [T (63)
f@) = el (5> 0) f<k>=\/z,€2jﬁ (64)

Estes exemplos ja mostram duas carateristicas: Primeiro, quanto mais “pontiaguda’ a
funcdo, tanto mais “achatada” a transformada.!” Segundo, quanto mais rapido a funcéo
cal para zero no infinito, tanto mais suave é a transformada (e vice versa). Essa cara-
teristica serd formulada de maneira precisa no seguinte teorema:

Teorema 2.1 i) Seja f € C*(R) e sejam f, f',..., f € LY(R). Entdo vale

FUONR) = @7 F8) e PF0] < <=1 (65)
i) Sejam f,xf(x),..., 2" f(x) € L\(R). Entio f € C"(R) e vale
" [ (k) = Fla" f ()] (k). (66)

Este teorema é uma simples consequéncia das Eq.s (70) e (71) do seguinte

Lema 2.2 (Propriedades) Escrevemos f =: F[f], e f(z) := f(x) (conjugag¢io com-
pleza).

Teorema de Parseval: Para f,g € D(R) vale
[ T@ g de = [ g dr.

Demonstragao. Substituindo a transformada inversa para g, o lado esquerdo equivale

\/12? / dxf(z) / dkg(k)e'e.

"ss0 leva & chamada relacio de incerteza na mecanica quantica.
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Como g é C*°, a transformada de g cai rdpidamente para zero no infinito pelo teorema 2.1.
Dai podemos trocar a ordem de integracoes pelo Fubini, e chegamos em

[tk o= [ @l ath).

Como [dzy(z) = [ dre(x), a expressao embaixo da chave ¢é justamente f(k), concluindo
a demonstragao. O

Verifique-se facilmente que a transformada de Fourier entrelaga a convolugdo com o
produto puntiforme, a saber: Para duas fungoes de teste ¢, x vale

PAX=V2T¢-X, @xX=V2rp- X (72)

2.2 Transformada de Fourier de Distribuicoes

Gostariamos de transferir a transformada de Fourier para distribui¢oes, como toda
operagao com fungoes, a saber (ver rodapé 8): Seja T' uma distribuicéo e f,, uma sequéncia
de funcoes cujas transformadas de Fourier existem e estao em Llloc, tal que f, converge
para 1" no sentido de distribuicoes, T, — T'. Entao definimos

T := lim T— (73)

n—oo fn

se esse limite existe. Um pequeno calculo mostra que

Porém, a transformada de Fourier de uma funcao de teste em D(R) nao estd em D(R)
pois ela possui uma extensao holomorfa para o plano complexo e dai nao possui suporte
compacto. Por isso o limite de (74) pode nao existir.

Como saida consideramos um espago maior de fungoes de teste, o espaco de func¢des
de Schwartz. Ele consiste nas funcoes suaves que caiem, junto com todas derivadas,
rapidamente para zero:

S(R) := {p € C®°(R) | Yn,m3e > 0,z : |2 (z)| < ¢} (75)

Topologia: Uma sequéncia ,, converge para zero em S(R) se para todo k, m a sequénciade
funcgoes xkgo,(lm) () converge uniformemente para zero. O valor desse espago estd no fato

que a transformada de Fourier deixa ele invariante,
F:S(R) — S(R).

Definimos agora as distribuicoes temperadas como as aplicacOes lineares e continuas de
S(R) em C. Para elas existe o limite em (74), e nossa defini¢do da transformada de
Fourier equivale a

(T,¢) == (T, %) (76)

para distribuigoes temperadas.
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Exemplos. (T; denota a distribui¢ao regular correspondente & fungao constante 1(z) =

1.)
L T =B, H(k) = — lim —
= e = 1m .
V2’ ! ’ 2 e—=0k —ic
As Eqgs. (68) até (71) também valem para distribuigoes. Por exemplo, a primeira equagao
em (77), junto com (68) ou (70), respetivamente, implicam

6

(77)

—ika

(78)

Convolugao de distribuigoes: A Eq. (72) também vale para distribui¢oes: Seja T
uma distribui¢do temperada e ¢ € S(R). Entao a convolucao 7T * ¢ é uma distribuigao
temperada, com transformada de Fourier

Txp=+2r¢ T. (79)

(O mesmo vale ainda se ¢ é substituido por uma distribuicdo com suporte compacto |8,
Thm. 7.1.15]. A transformada de Fourier de tal distribui¢ao é uma fungao em C*°.)

2.3 Solucao de EDO’s

Devido a propriedade (70), a transformada de Fourier transforma uma EDO com coeffici-
entes constantes numa equagao algébrica. Ela pode ser resolvida mais facilmente do que
a EDO, e a transformada inversa é uma solugao da EDO.

Exemplificamos essa estratégia no oscilador harmonico amortecido e forcado. A posicao
do oscilador num dado tempo t serd denotada or z(t). A “frequéncia angular natural”
(sem atrito e sem forga externa) dele seja wp. Supondo que uma forga externa F'(t) age, a
EDO é

(Px)(t) = &(t) 4 2ai(t) + wiz(t) = h(t), (80)

onde « é uma constante positiva que descreve o atrito, e h(t) = F(t)/m. Supomos que
a < wp (amortecimento fraco).

Pela Prop. 1.7, sabemos que é suficiente construir a funcao de Green G para o operador
diferencial P, ou seja, a solucdo da EDO PG = §. Com G nas maos, uma solugao particular
da EDO (80) é simplesmente = = G * h.

Para construir uma funcao de Green GG, tomamos as transformadas de Fourier de ambos
os lados da EDO PG = §. Vamos denotar a transformada de Fourier de G por G, ea
variavel dessa fungao (ou distribui¢ao) por w, G (w), e a derivada temporal por um ponto,
G. Usando as relacoes

ver Eq. (70), e 6(w) = 1/v/27, a transformada da EDO PG = § leva & equacao algébrica

(—w?+ 2iow + W) G(w) = Nord (81)
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Uma solucao é'8

A 1 1 1 1
Gw) = V2T w? —w% “iaw V2or (w—wy)(w—w-)’ =)

wy = +y/wi — a? +ia. (83)

A propria func¢ao de Green achamos pela transformada inversa de Fourier,

1 R ot ;1 y eiwt
G(t) = oz /de(w)e =5 d TR (84)

Evaluagao da intgral pelo célculo de residuo: Interpretamos a integral como integral de
caminho no plano complexo da fuungio f(z) = €***/(z — w4 )(z — w_) atraves do caminho
~v(s) = s. Consideramos primeiro o caso ¢ > 0. Nesse caso, a fungdo cai para zero mais
rdpido do que |z|7! no semiplano superior. Dai, a integral coincede com 2mi vezes a
soma dos residuos neste semiplano. Os dois polos (simples) z = w4 sao localizados neste
semiplano, e os residuos sao

eio.urt

Resy, f=—, Res,_f =

Wy — w_ Wo —wy

Concluimos que para t > 0

G(t) = gQWiH{€ZW+t — €Zw7t} = ?S;e_at2l. Sen (Qt), Q= \/ (2) — 042.

No caso t < 0, a funcdo f (z) cai para zero no semiplano inferior, onde nao tem polos.
Dai, a integral em (84) é zero para t < 0. Resumindo, achamos fungao de Green

_ o Sen (02t)

G(t) = H(t)e e

(85)
onde H é a funcao de Heaviside. Note que para a = 0 isso coincede com a fungao de
Green (41) que foi jogada no Exemplo 14.

Consideramos a solugdo x = G * h da EDO (80):

x(t) = /OO dt'G(t —t)h(t') = /t dt'G(t — t')h(t). (86)

—0o0 —00

E um detalhe importante que apenas os valores de ¢’ com t' < t contribuem a integral,
pois G(t —t') = 0 para t' > t devido ao fator H(t —t').

Supomos agora que a forga externa h comeca a atuar em algum instante de tempo
to, ou seja, h(t') = 0 para t' < tg. Como t < to implica ' < t < ty para todos t' que
contribuem 4 integral, neste caso a solugao z(t) de (86) também é nula para todos t < t.
Por isso, uma fungao de Green que contém o fator H(t) é dita de satisfazer o principio da
causalidade.

18Sabemos da Seccgéo 1.6 que existem outras, que diferem de nosso G por solugoes da equagdo homogénea
(w2 — 2iqw — w%) G‘o(w) = 0, correspondente a solugoes da EDO homogénea PGy = 0.

190 valor da funcdo G em ¢ = 0 ndo interessa, por que ela é localmente integravel e daf define uma
distribuicao regular Tg. Sabemos que tal distribuicdo ndo muda se mudamos o valor de G em algum
ponto.
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2.4 Transformada de Fourier no R"

A transformada de Fourier no R™ é definida da maneira andloga como em R, veja Eq. (56):

) == my [ i, (87)

onde k - r é o produto escalar euclideano no R".
Transformada inversa:

f(r) = 2m) 2 / f(k) e®r e, (88)
O espago Schwartz S(R") é
{p € C®°(R") | Vn,m,i in, J im 3¢ > 0Vr @ |z, o e (r)| <c}
2 s 815w o5 tns J1s -+ -5 Im . 15 Znale_namjm(p
(Aqui, 7 = (z1,...,2,).)
Transformada de Fourier da distribuicao delta:
6= (2m) /2, (89)

Vamos construir a funcio de Green (47) para o operador de Laplace A no R?, definido
em (46), ou seja, uma fungdo G que satisfaz AG = §. Em analogia com a Eq. (70)
mostra-se

—

(AG) (k) = —|k[* G(K), (90)

onde |k| é a norma eulideana no R". Tomando a transformada de Fourier de ambos os lados
de AG = 6 da —|k|? G(k) = (2rr)~3/2. Uma solucio é obviamente G/(k) = —(27)~3/2|k| 2.

Fazendo a transformada inversa d&

. ) _ eik-r
G(r) = (27r)3/2/d3k: G(k)e*™ = (2771)3 /d3k e (91)

Para calcular a integral, escolnemomos a direcao z no espaco dos k como 7, tal que

k-r = krcosf com k = |k| e r = |r|. A medida d3k escrevemos como k%dkdud¢ com
u = cosf € [—1,1]. Com isso temos

-1 > ! ikru -1 o 1 ikr —ikr —2 > sen kr
G(r)= (27r)32ﬂ/0 dk:/_ldue = (271_)2/0 dkilTr(e —e ") = (277)27“/0 dk:T.

Usando [ dksen (kr)/k = /2, dé a fun¢io de Green (47) do Lema 1.8,

Glr) = —- (92)

= A

2.5 Exercicios

Ex. 1. Calcule a transformada de Fourier da funcao

fla) = e "ol k> 0.
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Ex. 2. Calcule a transformada de Fourier da funcao
r, lr|<a

fay =40
0, |z|>a.

Ex. 3. Calcule a transformada de Fourier das funcoes

fi@)= @ +30)e "2 fole)=ae T >0, fyla)=e T

Ex. 4. Problemas na literatura: Arfken [1]: Cap.15, Pr. 15.3.1, 15.3.5, 15.3.9,
15.3.10,
Butkov [4]: Cap. 7, Pr. 7.2,

A Série de Fourier.

Vamos deduzir a teoria da série de Fourier a partir da transformada de Fourier, usando a
teoria de distribuigoes. A chave é a chamada “distribuicao pente” de Dirac com periode
L, definida por

Cr(x) = Z(S(m —nlL).

neL

Ela é uma distribuigao temperada [8], e dai possui uma transformada de Fourier. De fato,
ela coincede essencialmente com a sua prépria transformada [8, Thm. 7.2.1]:

Proposicao A.1 (“Poisson summation formula”) A transformada de Fourier de Cf,

€ dada por
— o

Usando o fato que 5/,;(%) = (2m) "1/ 2e L yer Eq. (78), essa equacio pode ser escrita

como 9 9
i 7T s
neZ nez

Isso é a chamada férmula do somatério de Poisson (“Poisson summation formula”).
Demonstragdo. Mostraremos que a distribuicio C/E tem as duas propriedades: (i) Ela é
periédica com periode 27/L, e (ii) Ela tem suporte no conjunto de pontos 27n/L, n € Z.

Para mostrar (i), observa que e*™*/LCp(z) = Y onez e2mw/Ls(x — nL) =
> onez €™6(x — nL) devido & identidade f(z)d(z — a) = f(a)d(z — a), ou seja,
e?m@/LC (x) = Cp(x). Pela propriedade (69), isso implica que

Culk— ) = Cuh) (95)

ou seja, C, é periédico com perfode 2T Mostraremos (ii): A periodicidade Cr(z — L) =
C1(z) implica, pela propriedade (70), a identidade e**“Cyp (k) = CL(k), ou seja,

(e*L — 1) C(k) = 0.

Isso implica?® que o suporte de C/E estd contido no conjunto {27n/L, n € Z}.

29Pelo mesmo argumento que jé usamos...(!!
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Essa propriedade implica por sua vez, pelo Teorema 1.4, que C/’z é uma soma de deltas

ou derivadas de deltas concentradas nos pontos 2nn/L, n € Z. As derivadas sao exclusas,
pois a identidade (e?*L — 1) 5§l7’r)n/L
periodicidade (95), concluimos que

C/'z = CZ%M/L =cCk, K =2r/L,
nez

(k) = 0 é satisfeita apenas para v = 0. Usando ainda a

como afirmado. Falta apenas determinar a constante c. Para esses fins, observe que a
equacao acima significa que para toda funcao de teste ¢ vale

S GL) = ¢ 3 p(nk).
Transladando a fungao (k) por ¥, x(k) = ¢(k + k') e usando (68), isso é
Z e*rlp(nL) = ¢ Z o(nK + k).

n
Integramos essa equacao em k' de 0 até K = 27 /L. No lado esquerdo temos
/QW/L iR L g ap(e™—=1) =0, n#0,
0 2n/L, n=0.

Em particular, todos termos com n # 0 se anulam, e concluimos que
27 = K
—p(0)=c Z/ o(nK + K)dk = c/ o(K"dk' = ev2r $(0),
L =00 R

implicando em ¢ = K/v/2m = /27 /L, como afirmado. O

Agora usaremos esse resultado para construir a série de Fourier de uma fungao (ou até
distribui¢ao) periddica f com periode L, f(x + L) = f(x), definida na reta real.

Teorema A.2 (Série de Fourier.) Seja f uma funcao localmente integravel e periddica
com periode L. Entdo vale*!

L
f@) =™, ey =g [ @y, K = on/L (07)

nez N 0
Se f € C*(R), a convergéncia é uniforme.

Demonstragdo. Comegamos com o lado direito da Eq. (97):

> =1 U ) Y e ) gy = 3 / W)ty — e —nLydy, (99
L 0 0 ’

neL nez nez

LZ(S(y—x—nL)

neL

2IA Equ. (97), bem como a convergéncia da série, vale no sentido de distribuigdes: A afirmacao é que
para toda funcdo de teste p € D(R) vale

/Hzif(m)@(x)dm:ch/Rem “o(z)d. (96)

neZ
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onde usamos a férmula do somatério de Poisson (94) (!). Usando a periodicidade fly) =

f(y —nL), fazendo a transformacao y — nL =: 2’ e escrevendo f (n+DL _ Jg» isso é
n+1
Z/fy nL)o yandy—Z/ :c—xd:c—/f )o(x' — x)da’,
nez
(99)

ou seja f(x). Isso mostra a Eq. (97). (Mais rigorosamente, as identidades (98) e (99)
valem no sentido de distribuicoes, veja rodapé 21. De fato temos mostrado que para toda
fungao de teste ¢ € D(R) vale a Eq. (96).)

Falta mostrar a convergéncia uniforme. Se f € C?(R), duas integracdes em partes

levam a
C, = l(i)Q /L e_inKxf”(:L')dQ,'
" L'‘nK 0 '

Dai, para todo z € R vale |c, 5% < ¢/n?. Pelo critério de Weierstrass (“Teste M de
Weierstrass” [11, Tma. 7.9]), a série (97) converge uniformemente. O

B Alguns fatos matematicos.

Em muitos casos queremos trocar, para uma seqéncia de funcoes, limite e integracao,

lim na:d:v— lim f,
[ fu@do 2 [ lim fula)da

n—oo n—oo
O critério mais geral sob quais condigoes isso é possivel, é o seguinte teorema:

Teorema B.1 (Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja f,, n €
N, uma sequéncia de fungoes em L'(R) que converge puntiformemente para uma funcdo
fs fn(x) = f(z) para quase todo x.?? Se existe uma funcdo M € L'(R) tal que para todo
n e (quase) todo x

|[fu(@)] < M(2),

entdo a funcio f é em L'(R) e o limite pode ser trocado com a integral:

lim fn x)dx = / f(x)dx
n—oo R
A funcao M é chamada de “fun¢do dominante”.

Nas aplicagoes com fungdes em D(R), a integral se extende apenas atraves um intervalo
limitado fixo (independente de n). Neste caso obviamente a funcao “dominante”, M (z),
precisa ser apenas localmente integravel, M € Llloc(]R).

Mostraremos agora o fato (usado no Lema 2.1 de Riemann- Lebesgue) que C'(R) é
denso em L!'(R), mais preciamente, que toda funcdo em L' pode ser aproximada por
funcdes em C' com derivada em L':

Lema B.2 Para todo f € L'(R) existe uma sequéncia f, de funcées em C'(R) N L'(R)
com f! € L'(R), tal que

/ |fn(x) = f(x)|de = 0  sen — occ. (100)

22Quer dizer, com excegio de um conjunto enumeravel {z1,z2,...}.
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Demonstragao. (A nossa demonstragao é incompleta em que nos nao vamos mostrar a
continuidade do operador translagao (102).) A idéia fundamental é que a convolugao de
uma funcio f € L' com uma funcao suave melhora a “suavidade” da funcao f (“mollifier”).
Vamos la:

Pegue uma sequéncia-Delta j,(x) = nj(nz) como no Lema 1.2, onde j € D(R) com
[ j(x)dx =1, e define f,, = f*j,. (A sequéncia j, se chama de “approximate identity” [12]
ou “mollifier”.) Pela Eq. (32), a derivada de f,, é dada por f] = f x j,,. Verifique-se pelo
teorema de convergéncia dominada que esta funcao é continua, entao a funcao f, é em
C(R). Ela também é integrével, pois

st < [ an [ anlin) @) = [ dlin@) [ deise-wl= [avliat)] [ dsls)

(= [ dz|f(z)]). Pelo mesmo argumento a derivada f,, = f xj;, é integravel. Falta mostrar
a convergéncia em L', Eq. (100). Para esses fins, escrevemos?

/ dz| () — f(z)] = / dz|{ / dyin () f(z —4)} — f(2)] = / da] / dyljn@) (@ —y) — F(@)}]
< / iz / Ay i) f(x — ) — f(z)] = / dylj(y) / do-1f(e— L) - f(z)]
- / i) 1Tyt — 1, (101)

onde T}, a € R, é o operador translagao, (T, f)(z) = f(x—a). Sabe-se [5] que esse operador
é continuo em L'(R) no sentido que para todo f € L'(R)

lim [T — f]}1 = 0. (102)
e—0
Além disso, pela desigualdade do triangulo temos

HTy/nf - le < HTy/anI + Hle = 2Hf”17

onde usamos que ||Tof|l1 = ||f]l1 (por transformacao de varidveis x —a — z). Dali,
o integrante em (101) converge puntiformemente para 0 para todo y e possui a fungao
dominante 2||f||1|7(y)|. O teorema de convergéncia dominada implica que (101) vai para
Z€ero se n — 00. [
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