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1 Produto tensorial, multi-particulas, CSCO

1.1 Produto tensorial

Sejam U e V dois espacos unitdrios de dimensao finita, i.e, com produto escalar (u,u’).
O produto tensorial U e V | em simbolos U ® V', é por definicdo o espaco das aplicagoes
bilineares de U x V em C,

UV ={UxV —C, bilinear}, (1)

Dado uw € U, v € V, define-se o “produto tensorial” u ® v € U ® V pela aplicacao
U xV — C dada por

(u@v)(u,v) = (u,u) (v,0"). (2)

(Cuidado: No lado esquerdo, (u',v) denota o par, e no lado direito, o produto escalar!)
Um produto escalar em U ® V é definido por

(u@v,v ®v):=(u,u) (v,0). (3)

Se U e/ou V tem dimensao infinita e os dois sdo completos (i.e., eles sdo espagos
de Hilbert), o produto tensorial deles é definido como seguinte. Definem-se primeiro os
produtos u ® v como aplicagoes bilineares U x V' — C pela equagao (2). Depois define-se
U ®0 V como o espaco das combinagoes lineares (finitas) de elementos da forma u ® v, e
U ® V como a completagao de U ®q V. Vale o seguinte teorema [5, p. 52

Teorema 1 Se {¢;} ¢ uma BON (base ortonormal) em U, e {x;} uma BON em V, entio
{pi® x;} é uma BON em U ®@V.

No caso de espacos do tipo L?(M) podemos fazer as identificacoes
L*(M)®V = L*(M;V), L*(M;)® L*(My) = L*(M; x Ms).
Em mais detalhes:

i) Dado M C R* e V um espaco vetorial, seja L?(M; V') o espaco de fungoes f : M — V
com || f[? = [y, | £(z)||?d*x < co. Produto escalar em L?(M;V):

(£.9)= [ (F@).g(@)y d's. (4)
M
Dado f € L?(M) e v € V, define um elemento f ®' v € L?(M;V) por
(f &' v)(z) = f(z)v. (5)
ii) Dado f € L?*(M;) e g € L?*(Ms), define uma fungao f®g em L?(M; x My) por

(fog)(z,y) = f(z)g(y) . (6)
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Corolario 2 i) A aplicagao
U:LA(M;V) = LA(M)RV, feve fev (7)

€ um isomorfismo unitdrio.
i1) A aplicagao

U: L*(My x My) — L*(My) ® L*(Ms), flg— f®yg (8)
€ um isomorfismo unitdrio.

O Coroléario afirma:

e Se {pi} ¢ uma BON em L?(M) e {a;} é uma BON em V, entdo {p; ® a;} é uma
BON em L?(M;V).

e Se {¢i} ¢ uma BON em L%(M;) e {x;} ¢ uma BON em L?(M>), entdo {p;@x;} é
uma BON em L?(M; x Mj).

Exemplo: Escrevendo R?\ {0} 2 R* x S? e d3z = r2drd(?, temos

L*(R3, d®x) = L*(RT, r?dr) ® L*(S?,d9).

Operadores em Hi ® Hs
(A® B)(Y1 @ 92) = Ay @ Bips.

Verifique-se facilmente que os operadores A® 1 e 1 ® B comutam, entao podem ser diag-
onalizados simultaneamente. De fato: Se {¢,;} é uma BON de auto-vetores do operador
Aem My e {xu;} é uma BON de auto-vetores do operador B em Ha,

A()Ol/,i =ay - (pV7’i7 BXH‘?] - bM : Xﬂ,] ? (9)

entao {¢,; ® X} € uma BON de auto-vetores simultdneos dos operadores A®1 e 1 ® B
em Hq @ Ha:

(A1) (Pri © Xpuj) = v - Pui @ Xpuj
(1 @ B)(pu,i @ Xpuj) = bu - i ® X,
Usando o calculo funcional, achamos f(A®1) = f(A)®@1.

Supomos ¢ € H1 ® Ha é normalizado. Entao, pela Eq. (83) em [4], a probablididade
conjunta de encontrar um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

PyAeInNBed) = > > |(¢ui@xpuj ) (10)
viay,€lL,by€J 1,5
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Estados nao-correlatos. Consideramos 2 sistemas, descritas pelos espagos de Hilbert
Hi e Hs. Consideramos um observavel A referente ao sistema 1 e um observavel B
referente ao sistema 2, e supomos que os estados dos sistemas 1 e 2 sejam descritos pelos
vetores 11 e 19, respetivamente.

A Eq. (10) implica que no estado ¥ = 1)1 ® 19, a probablididade conjunta de encontrar
um valor de A no intervalo I e um valor de B em J é dada por

Pw1®¢2(A€I/\BEJ):P¢1(A€I)-P¢2(BEJ). (11)

Isso implica que os observéveis A (referente apenas ao sistema 1) e B (referente apenas ao
sistema 2), em estados da forma 1) ® 19, sdo estatisticamente independentes [4, Eq. (27)],
e dai nao-correlatos. Isso ndo vale para estados gerais, que sao da forma >, ¢; ® x;!
Veja [1, Dirr]. (Estes estados gerais mostram correlacoes do tipo Einstein-Podolski-Rosen.)

Resumindo: O estado 91 ® ¥9 descreve a simples justaposicao dos sistemas 1 e 2; o
sistema 1 sendo no estado 1 e o sistema 2 no estado 1.

1.2 Sistemas de n particulas; particulas idénticas

Consideramos duas particulas, preparadas independentemente de tal maneira que a
particula 1 se encontra no estado ¢ e a particula 2 no estado 2. O sistema composto é
descrito pelo estado 1)1 ® 9. Na representagao de Schrodinger, o operador f(X) ® g(X)
age como

(F(X)@9(X)) (W1 ®12)) (2, y) = (f(X)1@9(X)2)(2,y) = f(2)9(y) - (V1 @) (2, y).

Por linearidade, isso implica que em qualquer estado v € L?(R3) ® L?(R3) = L?(R? x R?)
no dominio de f(X) ® g(X) este operador age como

((f(X) @ g(X))0)) (. y) = f(2)g(y) - ¥(x,y). (12)

Pela Eq. (82) das notas sobre MQI [4] concluimos: Num estado normalizado ¢ € L?(R? x
R3), a probabilidade conjunta de encontrar a particula 1 na regiio G e a particula 2 na
regiao G é dada por

Py(X 1y € Gi A X(g) € Ga) = (¥, ¢6,(X) @ ey (X)) = /w(l’,y)CGl (z)ca, (y)v (@, y) d*zd’y
=/ W (z, y)|? Ped’y.
G1><G2

Em outras palavras, [1)(z,y)|> é a densidade de probabilidade conjunta de encontrar a

particula 1 em x e a particula 2 em y.!

Isso também segue da Eq. (10), veja discussdo depois Eq. (18): Considerando que o conjunto {5 ®
Oy, T, Y € R3} é uma BON continua de autovetores (generalizadas) simultdneas do operadores X ® 1 e
1 ® X, a probabilidade de encontrar a particula 1 na regido G1 e a particula 2 na regido G2 é dada por

/ Prdy| (6 ® by, )| = / (@, y) 2 dPedy,
G1xGy G1xG2

pois (0 @ 0y, ¥) = P(x,y).
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Dinamica. Consideramos dois sistemas com respetivos espacos de estados Hi, Ho e
Hamiltoneanos Hj, Hy. O sistema composto pelos dois (sub-)sistemas é descrito pelo
espaco ‘H1® Hs. Se ndo tem interacdo entre eles, a dinamica é descrita pelo Hamiltoneano
H;{®1 +1 ® Hs. Neste caso, se o estado inicial é da forma 1 ® 12, a evolugao temporal
serd 1y = 114+ ® ay. (Exercicio.) (Em particular, o estado permanece nao-correlato.)

Se os subsistemas interagem entre se, o Hamiltoneano do sistema composto tem um
termo mais, tipicamente da forma V(X ® 1,1 ® X), onde V(x1,x2) é o potencial de-
screvendo a interacao. Neste caso, mesmo se o estado inicial é nao-correlato, i.e. da forma
11 ® o, para quase todos tempos o estado vy serd correlato.

Particulas idénticas.

1.3 CSCO (“Complete set of commuting observables”)

2 Momento angular; Spin

2.1 Particulas com spin %

Consideramos um eléctron, que possui spin 1/2, na representagao de Schrodinger. Da
MQ1 sabemos que os trés componentes Sy, Sy, .S, do spin comutam com os 3 componentes
X1, X9, X3 do operador multiplicacao e os 3 componentes P;, P>, P3 do momento. Os
Unicos operadores com essas propriedades sao os multiplos da unidade. Mas S, tem
espectro {%, —% — enquanto que a unidade tem espectro {1}. Isso implica que o espago

de estados do eléctron (com spin 1/2) é maior que L?(R?), a saber, da forma
H=L*RNeoV =L*R3%,V), (13)

onde V é um espaco linear da dimensao d > 2. Vamos escolher a descricao sem de-
generescéncia, com d = 2. Pegamos uma BON {x, x_} de auto-vetores de S:

h
S.x+ = ig X+ - (14)

Os elementos do espaco L?(R?; V) sido da forma?

1;: Z e @ Xe com Y € L2(R3)' (15)

ee{+}

Pelo Cap. 1.1, a norma do vetor (15) é

9 = 3 el =3 [ o), (16)

ee{+} €

2Isso pela seguinte razao. Como QZ(m) é um vetor em V', ele pode ser expandido em termos da BON
{x+,x-}
(@) =D (X, b(@))v Xxe = Y e (@) Xo,

5

onde chamamos (xe,¥(x))v =: ¢-(x) e (-,-)v denota o produto escalar em V. Como (pela Eq. (5))
Ye() X = (e ® Xx<)(), isso mostra a Eq. (15).
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Interpretacao. Temos

(Ko@) = Y neel@) x. (1 08)i= Y Tvox. (1)

ee{+)} ce{+x}

Por isso, {0z @ xe, € R?, ¢ € {£}} é uma BON continua de autovetores (generalizadas)
simultdneas dos operadores X e S,. Pela Eq. (81) em [4], a probabilidade de encontrar o
elétron na regiao G é dada por

PJ(XEG):/Gd?’w S (00 @ xe D)2
ee{+}

Usando a expansao (15), temos

(533 ® Xsa@z) = Z(éw ® Xes Yer @ Xa’) = Z(%,d)a/ ) (XE?XE/) = Tpe(m) (18)

4 e’

pois (g, e ) = () € (Xe, Xer ) = Ocer. Concluimos que a probabilidade de encontrar o
elétron na regiao G ¢ dada por

PyX @)= [ dz Y |e(z) (19)
v /G ee{+}

Similarmente, pela Eq; (10), a probabilidade de encontrar o elétron na regiao G e também
com um valor de :l:% da componente-3 do spin e dada por

PiX €eGAS. = iﬁ) = / I i ()
2 G

Exercicio 3 Exercise 1 em [1, Bix]. Observe a notacao de [1]:

k) =0 @ xx, (1, E[) = P(r).

2.2 Revisao: Momento angular

Uma tripla de operadores J = (Jy, Jy, J.) é chamda de operador de momento angular se
para todo k,l € {x,y, z} vale a relagao de comutagao

e i)=Y ihegmdm (20)
me{z,y,z}

onde €4, é 0 simbolo de Levi-Civit4.? Exemplos sio o momento angular orbital L agindo
em L?(R3) e o spin S agindo em C?. Se existe um tal operador de momento angular,
pode-se construir uma BON

{’k7j7m>7k€K7j€I7m€{_j7"'7j}} (21)

3Identificando os indices {z,y, 2z} com {1,2,3} (e.g. €xy> = €123), a definigio é
0, se{k,l,m}#{1,2,3},
Ekim =} 1, se (1,2,3) — (k,l,m) é uma permutacao par,

-1, se (1,2,3) — (k,l,m) é uma permutagio impar.
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de autovetores simultaneos de J =3, J2 e J.:
T2k, jym) = j(5 + DR [k, jom) S|k, 5,m) = mhlk, ,m) (22)

Em (21), K C R e I sao conjuntos de indices, sendo que I C %No = {0, %, 1, % ...}. Quais
valores de j aparecem, depende do sistema. A BON (21) é chamada de “BON padrao”.
A construcao dessa BON usa os operadores de escada Ji = J, £ i.J,. Vale

Jxlk,j,m) = i, |k, jym £ 1), G = VUG +1) —m(mE1)h. (23
Observamos ainda o seguinte
Lemma 4 Sejam ¢ L ¢ vetores perpendiculares em Ejp,. Entdo para todo n, os vetores

JEp e JLg' também sio perpendiculares.

Comprovante. Simples. O

2.3 Adicao de momenta angulares

Consideramos 2 espagos de Hilbert H;, Hs, cada um com um operador de momento angular
J,, v = 1,2, e uma BON padrao {|k,j,m),, k € K,,j € I,,—j < m < j}. O sistema
composto é descrito pelo espaco Hi ® Ho. Definimos

J(l)iJl(X)]l, J(2)®1 ® Ja

e o momento angular total

JiJ(l) —|—J(2).

Verifique-se diretamente que isso é um operador de momento angular no sentido das
relagoes (20). Ademais, para todo k € {z,y, 2} e v € {1,2} vale

[Jka J%l,)] =0= [JZ7 J(I/)Z] . (24)

Por conseguinte temos dois conjuntos de operadores comutantes em Hi ® H:

(A) {J?I)a J%Q)v J(l)za J(2)z} (25)
(B) {ng)’Jé)aJQv JZ} . (26)

Os vetores
k1, 1, ma)1 @ |ka, j2, ma)2 (27)

fornecem uma BON de auto-vetores simultaneos para o conjunto (A), com respetivos auto-
valores h?j1(j1 + 1), h%ja(j2 + 1), kmy e hma. Nosso objetivo é a construcdo de uma BON
de autovetores simultaneos

’kl) k27j17j2; k7j7 m>
para o conjunto (B), com respetivos auto-valores h%ji(ji + 1), h%ja(j2 + 1), h%j(j + 1)

e hm. (O indice k rotula as possiveis degenerescéncias do autovalor j. Depois vamos
ver que os j nao sao degenerados, ou seja, o indice k assume apenas um valor e pode ser
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desconsiderado.) Denotamos por &, ; 0 span em H,, dos vetores {|k,j,m),, —j < m < j}
e

ki kagrnge = kg @ E2ika o - (28)
Esse espaco ¢é invariante sob todos os operadores nos conjuntos (A) e (B). A nossa tarefa
se reduz a construgao de uma BON de autovetores de (B) em cada um desses espagos.

Vamos construir essa BON, com os indices k1, ko, J1, jo fixos. Para fixar ideias, supomos

que j; > ja2. (No caso geral, precisamos s substituir j; — ja por |j; — jo| no final.) No

seguinte, vamos suprimir a notacao desses indices: Escrevemos & = &y, 1k, > ©

Ima)|ma) = [k1, j1,mi)1 @ [ka, jo,ma)2, |k, j,m) = |k1, ko, 1, jas k, 3, m) .
Denotamos por &; o auto-espaco de J 2 com autovalor h%j(j + 1):
& = span {[k,j,m), k € K,—j <m < j}

onde o conjunto de indices K ainda é desconhecido (vamos ver que é trivial).
Obviamente, o vetor |m;)|ms) é um autovetor de .J, com autovalor h(mj +ms). Como
my, < j,, o auto-valor de J, mais alto em & é myax = j1 + j2. Isso também deve ser o
valor maximo de j em &:
jmax = jl + j2- (29)

Passo (0), j = jmax: Definimos |1, jmax, jmax) = |71)|j2). Aplicando o operador de
escada J_ = J1_ ® 1 +1 ® Jo_ e normalizando, obtém-se o auto-vetor com o mesmo
7 = Jmax € 0 m diminuido por 1, m = jpax — 1:

. . Lo -1 . )
‘L]maXa]max - 1> - (cjmaxjmax) J- ’jmaxy]max> ) (30)
= (i) [ 1 \Jl ® [72) + 1) @ Ja-1j2)]
( ]max]max) [ .]1.71 >|'72> .]2]2‘]1>|-72 - 1>]
m[\/ |]1 - 1 |]2 +VJ |]1 |]2 - 1 ] (31)
onde c¢;, sdo os coeficientes da Eq. (23). (Na formula explicita (31), us-
amos c;; = hv/2j.) Tterando essa operagdo 2jmax Vvezes, constroi-se os vetores
11, jmax, Jmax)s - - - 5 |1, Jmaxs —Jmax). O Lemma 4, junto com o fato que [j1)|j2) é o tnico

vetor com m = j; + j2, implicam que o complemento ortogonal do span desses vetores
nao contém vetores com j = jmax, OU Seja, esse span coincede com &; Dai, podemos
suprimir o indice k = 1 e escrever |j,m) em vez de |1, j, m).

max *

Passo (1), j = jmax—1: Consideramos o complemento ortogonal de &;, .. Neste espago,
o maior valor de m (e consequentemente de j) é jmax — 1. Definimos |jmax — 1, jmax — 1)
como o unico (médulo fator) vetor no span dos vetores |ji1)[j2 — 1) e [j1 — 1)|j2) contido
em é}fnax, ou seja,* que é ortogonal em |jmax, jmax — 1) (dado explicitamente em (31).)

4Como | 7max, Jmax —1) é 0 Unico vetor em &;

Jmax

com M = jmax — 1, temos

span {|j1)|j2 — 1), [51 — D)]52)} N & = span {[j1)ldz — 1), 71 — 1)152)} O [Gmas Jmax —1) "

que é inidimensional. Dai, o vetor |jmax — 1, jmax — 1) realmente é tinico médulo fator.
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Aplicando o operador de escada J_ 2(jmax — 1) vezes e normalizando cada vez, obtém-
se os auto-vetores |jmax — 1, fmax — 1), - - -, [Jmax — 1, —(Jmax — 1)), gerando o espago &;

max—1*

Passo (2), Jj = jmax—2: Definimos |jmax — 2, jmax —2) como o tnico (médulo fator) vetor
no span dos vetores |j1)[j2 —2), |j1 — 1)|j2 — 1) e |j1 — 2)|j2) contido em Ej;nax ﬁé'jlmaxfl (ou
seja, perpendicular em |jmax, jmax —2) € |Jmax — 1, Jmax — 2), compare rodapé 4). Aplicando
o operador de escada J_ e normalizando, gera-se espaco &;

max—2*

...E ai val até

Passo (272); j = Jmax — 2j2 = j1 — j2: Definimos |j; — jo2, j1 — j2) como o tnico (médulo
fator) vetor no span dos vetores |j1)| — j2), |j1 — 1)| —j2+1), ..., |1 — 2J2)|j2) contido em
5jlmxﬂ. . .ﬂEerjQJrl(ou seja, perpendicular nos vetores |jmax, j1—72); - - - » |71 —J2+1, j1—72),
compare rodapé 4). Aplicando o operador de escada J_ e normalizando, gera-se espago
Ein—ja-

Aqui, o construgéo termina, porque nao tem mais vetores no espago. Em outras
palavras, temos

J1+j2
E= P &, edm&=2j+1.
J=li1—Jjal

(O limite inferior |j; — j2| esta correto para os dois casos j1 < jo e jo < j1.) Vamos
verificar as dimensdes: A dimensao de £ = & ® & é (251 + 1)(2j2 + 1). A dimensao do
lado direito da equacao encima é Z?:ij_m (2j + 1) que d4, depois um pequeno calculo, o
mesmo valor.

Os elementos da BON [j,m) = |j1,72;J,m) em & (recordamos que ji, jo sdo fixos!)
podem ser expandidos como

gy =33 fma malj,m [, ma). (32)

mi=—ji1 ma=—ja

(Aqui, escrevemos |my, mo) em vez de |m1)|ms).) Os coeficientes (m1, mo|j, m) sdo chama-
dos de coeficientes de Clebsch-Gordon, e podem ser calculadas conforme a construcao
descrita encima. Essa construgdo mostra que (mj,meo|j,m) é diferente de zero s6 se
mp+mg =me |j1 — ja| < j < 1+ jo.% Os coeficientes podem ser escolhidos em R.
A inversao das Eq.s (32) d4

Ji+j2
my,ma) = D (Gymlma,ma) lGm),  m=my+mg, (33)

J=lj1—32l

com (j, m|my, ma) = (my, ma|j,m).

"Equivalentemente, |j — j1| < jo < j+ 41 ou |j — ja| < j1 < j+ j2. Isso é a chamada “triangle selection
rule”.
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2.4 Teorema de Wigner-Eckart

Seja J um operador de momento angular agindo no espaco de Hilbert H.
Um operador A em H é chamado de operador escalar se ele comuta com todos os Jj,.

Lemma 5 Para um operador escalar A wvale
<k/7j/> m/’A‘kuj: m) = 6j,j’5m,m/ a(ka klaj)v (34)
onde a(k, k', j) € C independe de m.

Uma tripla de operadores V' = (V,,V,,V,) é chamado de operador vetor se para todo
k,l € {z,y, z} vale a relagdo de comutagao

e Vil= Y ihemmVim . (35)
me{z,y,z}

Neste caso, define-se Vi =V, £iV),.

Teorema 6 (Wigner-Eckart — Caso particular)

<k/7j/7m/|vﬂ:‘k7j7m> =0 se m/;ém:tl (36)
(K' 5" m/|V, |k, j,m) =0 sem #m. (37)
Ademais,
(k,J, M|V |k, j,m) = a(k,j) (k, j,m'|J|k,j,m)  onde (38)
. (V- J)e
k,j) = ————. 39
ok 5) j(G +1)h? (39)

Aqui, ¢ € um vetor arbitrdrio em & ; = span {|k,j,m), —j < m < j}.

2.5 Elétron no campo magnético uniforme e elétrico

[1, Vol. 1: DVII]

2.5.1 Generalidades

Classicamente, o Hamiltoneano de uma particula de massa m e carga ¢ nos campos FE =
—-VV-AeB=VxA¢é

H= 2L (p— qA(cc))2 +qV(x). (40)
m

(Pois as equagoes de Hamilton sdo equivalentes com p = mv + ¢A mais a segunda Lei

de Newton com a forga de Lorentz, m& = q(E + & x B).) Na descricao quantica do

elétron, usaremos o mesmo Hamiltoneano, substituindo os observaveis pelos operadores

correspondentes na representagao de Schrodinger: p — P = %V, e A(x) - A(X),

V(x) — V(X), agindo como operadores de multiplicagdo, por exemplo

V(X)) () = V(z) d().
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No caso de (p—gA)?, tem o problema do ordenamento dos operadores Py, e Ax(X). Aqui,
adotamos a receita simétrica

(P-qAX))’ = P*+¢?A>—¢(P- A+ A-P). (41)

(Essa receita pode ser justificada s6 pelo sucesso.)

O spin do elétron também interage com o campo magnético, através do potencial
—p- B, onde p é o momento de dipolo magnético associado com o spin. Da experiéncia de
Stern-Gerlach sabemos que para spin 1/2, o momento de dipdélo magnético é p = %S , onde
S = (Sz, Sy, S) sdo os operadores do spin agindo em C2.% Resumindo, o Hamiltoniano
descrevendo o elétron no campo elétromagnetico é

He —(P—gAP2+qv—L5.B, (42)
2m m
entendendo A, V' e B como operadores de multiplicagao e entendendo a simetrizacao (41).
A equagao de Schrodinger correspondente é a Equacao de Pauli.
No seguinte, consideramos um campo magnético uniforme, B = Bn. O potencial
vetor pode ser escolhido como A = %B x X, pois

VX%(BX:C): [(V-m)B—(B-V)a:]:%[3B—B]:B.

N | =

Com essa escolha, calcula-se

1 1 1

P-A= P (BxX)=_ B (XxP)=;B-L, (43)
1 1 1

A-P=_ (BxX) P=_ (XxP) B=;BL, (44)

onde L = X x P é o momento angular orbital. (Observe que L comuta com B pois B é
constante.) Resumindo, temos

H =Hy+ Hy + Hy+ Hy com (45)
1 q2

Hy=— P2 Hy =+ A? 4

0=75 " +4qV, 2=5 (46)

H=-1B.L, H=-1B.5. (47)
2m m

Para discutir as ordens de grandeza dos termos, introduzimos o magneton de Bohr up e
a frequéncia de Larmor wry,

h B
NBiL<Ov wL:’q| .

2m 2m

Observe que para o elétron, a carga g e consequentemente up sao negativos.

STomando em consideracdo..., vale u = g 558, com g = 2,00023... o fator giromagnético.
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2.5.2 Efeito Zeeman “normal”

Literatura: [1, Dyyr, p. 835]. Consideramos o dtomo de H no campo B homogéneo, des-
prezando o spin. O campo B deforma as frequéncias e as polarizagoes das linhas atéomicas.
Para analisar a mudanca de frequéncias consideremos as auto-energias. Ja para analisar
as polarizagoes, vamos considerar o valor esperado do momento de dipolo, D = ¢X,
numa superposicao dos dois estados que participam na linha atémica considerada. Esse
valor esperado oscila. Analisaremos a radiacao produzida por um dipolo classico oscilante
d(t) = (D), e supomos (como [1] faz) que ela tem a mesma carateristica como a luz
emitida espontaneamente na transicao entre os dois estados. Isso vale aproximadamente,
porém, vale enfatizar que a emissao espontanea é outra coisa e deve ser tratada pela EDQ),
enquanto que nosso modelo do elétron, fixado pelo Hamiltoneano (42), ndo prevé nenhuma
radiagao (ou outra perda de energia)!
Desprezando Hj e o spin, temos H = Hy + Hy. Na BON ¢, = |nlm) temos

H0¢nlm = En : ¢nlm
Hl¢nlm = wLLz¢nlm = mth ' (bnlm
Hoppm = (En + mth) * Onim

(Degenerescéncia removida!) Consideramos em particular a transicao (1s)— (2p), ou seja
®100 — ¢21m (a chamada linha de ressonancia).

Hoi00 = E1 - $100, Hoim = (Ea +mhwr)) - doim - (48)
A diferénca de frequéncias é Av = Q + mwp, onde Q = (Ey — Ey)/h é a diferéncia de
frequéncias sem campo B. (Lembrando que Ey = —FE; = —13 eV, e Ey = %El, temos
Q=2E)

Para determinar as polarizacoes, consideramos o valor esperado do operador do mo-
mento de dipélo (??) no estado inicialmente descrito por ¥"™ = ¢1¢190 + c2021m- A solugao
da equagao de Schrodinger com essa condi¢ao inicial é

Y = cre” ™00 4+ coe T oy, w1 = Er /R, wo = Fay/h, Wi = wy +mwr. (49)
Lemma 7 Vale

(100/D|100) = 0, (21m/|D|21m) = 0 (50)
(100| Dy |nl0) = 0, (n'I'm!|D,|nlm) =0, sem’ #m. (51)

Comprovante. Isso é parcialmente consequéncia do Teorema de Wigner-Eckart: A Eq. (51)
segue da Eq. (36) do Teorema e o fato que D, D, sao combinacoes limeares de Dy, D_.
A equagao esquerda em (50) segue da Eq. (38) e do fato que (100|L|100) = 0. A equacao
direita em (50) pode ser mostrado usando a nogao de paridade. O operador paridade IT é
definido, na representacao de Schrodinger, por

() (z) = ¥(—=).

Ele é hermiteano e unitario, II"! = II = IT*. Chamamos um vetor 1 de par/impar se
Iy = 44, e chamamos um operador A de par/impar se II"'AIl = +A. Os esféricos
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harmonicos Y}, tem paridade I1Y,, = (—1)l Yim, € 0 mesmo vale para os ¢,;,,. Por outro
lado, os componentes do operador multiplicacdo X sdo impares, eg. 171 ZII = —Z. Dali,

(¢nlm’7 qunlm ) = (_1)21( H(anlm’y ZH¢nlm ) - (¢nlm’7 HilZH(anlm ) - _( ¢nlm’a Z¢nlm )7

dai ( ppnim/s Zbnim ) = 0. Similar para os componentes X e Y. O
Calcula-se também [1, p. 387]

(100]X[211) = —(100]X |21, —1) = — X (52)

V6
X
V6
(100/2|210) = % (54)

onde x = (Ryg, rRa1) = [,° drr®Rig(r)Ro1(r). As Eq.s (50) — (54) implicam

(100]Y]211) = (100|Y |21, —1) = —i

X

(100/D|210) = ¢ 7 2 (55)
(100/D|211) = —q% (& + i9) (56)
(100|D[21, —1) = ¢ (& — f) (57)

A evolucao temporal do valor esparado é
(D) = 2R [ce™ @3 =1)(100| D[21m)], ¢ = Erca.

Supondo que c1,c2 € R, e escrevendo wy' — wy = 2 4+ mwy, com Q = wy — wy, temos

(D)yo = 2(]6% cos(Qt) 2 (58)
(D), = —zqc% [cos (2 +wp)t)d + sen (2 +wp)t)d] (59)

_ X

A radiagao produzida por um dipolo cléssico oscilante d(t) = (D)ym tem as seguintes
propriedades: Para m = 0, a luz emitida é polarizada linearmente; a intensidade é maximal
nas diregoes perpendiculares a Z, e zero na direcao z. Para m = +1, a luz emitida é
polarizada elipticamente, em particular: A polarizacao é circular na direcao Z e linear nas
direcoes perpendiculares a Z.

A linha de ressonancia do dtomo de hidrogénio é mais complexa devido ao spin do
elétron e pésitron (estrutura fina e hiperfina), porém qualitativamente os resultados obti-
dos aqui coincidem com as obervagoes.

[cos ((Q — wr)t)& — sen (2 —wp)t)9] (60)

2.5.3 Fator de Landé
[1, Dx.3]
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2.5.4 Acoplamento J-J

Literatura: [1, Fx]. Consideramos dois momenta angulares J (v) agindo nos espagos de
Hilbert respetivos H,, v = 1,2. Eles adicionam um interacao da forma

H1 = aJ(l) . J(z)

ao Hamiltoneano. Classicamente, a evolugao temporal desse acoplamento é dada por

d
@.](1) =ad X J(l) . (61)

com |J (|, [J2)l, J (1) - J(1) e J constantes. Isso é uma precessao dos vetores J 1y e J ()
em torno do momento total J = J ) + J(2) (que por sua vez é constante).

Na MQ, vampos supor que o Hamiltoneano total seja Hy + Hi, onde Hy comuta com
os momenta angulares J(,). Nesse caso, a evolugao temporal do valor esperado ¢ dada por

d 1

£<J(l)>t = %<[J(1)>H1]>t == —a{Jqy x Jo))t = a{J X T 1)) -

Isso difere da evolugao cldssica (61) em que (J x J (1)) # (J) x (J(1)) em geral. [1]: ...

3 Teoria de perturbacao independente de tempo

3.1 O método

Consideramos um Hamiltoniano da forma H = Hy+ W, Hy e W auto-adjuntos, onde nos
conhecemos a diagonalizacdo de Hy, mas nao de H. A tarefa é achar aproximadamente
os autovalores e autovetores de H por um algorismo iterativo.

O termo Hj sera chamado de “Hamiltoniano livre”, e o termo W de “perturbacao”.
Seja {¢ni | n € N,i=1,...,d,} uma BON de autovetores’ do Hamiltoniano livre Hy

com auto-valores respectivos E1(10):
Hooni = EQ o (62)
Para achar os auto-vetores e auto-valores do Hamiltoniano H = Hy + W, definimos
H(\) = Hy+ \W, A€ [0,1], (63)
e tentamos resolver, para cada A € [0, 1], a equacao
HA) Y(A) = EQA) $(A). (64)

A hypoétese crucial é que E(\) e ¥()\) dependem analiticamente de A, permitindo as ex-
pansoes

B\ =EO +AEW + XE@ + () =@ +ap® +22® 1+ (65)

"Discutimos o caso discreto de autovetores (e nao vetores generalizados), ou seja, o caso de estados
ligados, veja a discussao depois do teorema espectral em [4, p. 22].
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Substituindo na Eq. (64), os dois lados dessa equago viram

HN) () = Hop© + MHop ™ + W) o4 X (Hop @)+ Wt =l) -
EMN) () = EOpO £ \(EO@ypM) 4 pWy0y 4o 4 a(EOyp®) 4 B0y 4.

Comparando termo a termo, resulta na sequéncia de equagoes

(Hy — E@) @ =0 (66)
(Ho — BE@) ) = —(w — EW) © (67)
(Hy — E(O)) @ = —(W — E(l)) p O 4 BP0 (68)

e em v-esima ordem
(Hy— EOY g™ = (W — EM) =D 4 E@yp=2) o 4 EWy0) (69)

Eq. (66) quer dizer que ¥ é um dos auto-vetores de Hy e E© ¢ a auto-energia cor-
respondente. Supomos que (©) seja normalizado, e que E©) § a n-esima auto-energia,
EO) = E,SO). Entdo ¢ deve ser contido no auto-espaco correspondente,

En={YveH| H0¢:E£O)¢}Espan{gpn,i\ i=1,...,d,}.

Denotamos por P, o projetor sobre esse espaco. Aplicando esse projetor nos dois lados da
Eq. (67) e observando que ele anula o lado esquerdo, resulta em

(P,WP, — EN)© = . (70)

(Aqui também usamos que P,)(?) = (©).) Em outras paldvras, (%) ndo é apenas qualquer
auto-vetor de Hy em &,, mas também é um auto-vetor de P,W P, (a restricao de W no
subespago &), e EWM ¢ o auto-valor correspondente.

Com isso, EO, % ¢ EM gio determinados. Para determinar (), aplicamos o
projetor sobre o complemento ortogonal de &,

na Eq. (67). Isso resulta em
(Hy — EO) pLy) = —plyy ()

(No lado esquerdo, usamos que P;- comuta com Hy, e no lado direito usamos que P#z/)(o) =

0.) Mas no complemento ortogonal de &, o operador Hy — EWO ¢ invertivel; entdo temos
P;-@/,(l) = —(Hy — E(O))—l P;_Ww(o) (1)

d,
=" Z Z(ES’)) - EV(LO))il(SOn’,iv W¢(O)) Pn'i - (72)

n'#n i=1

A componente de () em &,, P,y fica indeterminada em geral (mas no caso nao-
degenerado pode ser fixada por convengoes, ver abaixo).
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Para determinar E?), fazemos o produto escalar dos dois lados da Eq. (68) com (),
Observando que o lado esquerdo dé zero e que ¥(©) é normalizado, isso resultando na
equagcao

E® — (1/,(0)7 (W — E(l))z/)(l))
= @O, W = EO)PryW) + (00, (W = EV)PpV)
)

= O, (W — EW)PLyp®) & (4O wply)y, (73)

Na segunda equagdo inserimos P, + P;- = 1. O segundo termo na segunda linha se anula
por causa da Eq. (70),

(¥, (W — EMYPyD) = (B,(W — EW)p® 1) =0

(observando que P, e W sao operadores auto-adjuntos). Na tltima equacao, (73) (a),
observamos que o termo com E®) ndo contribui devido ao fato (@ZJ(O),P,f-qp(l)) =
(ij(o),w(l)) = 0. Substituindo as Egs. (71) e (72), respetivamente, obtemos

B® = — (W, (Ho — B~ Prw vl®) (74)
d,

=— 3 Y (BY - EO) Y (pw i Wr @) 75)
n'#n i=1

Para determinar (%), aplicamos P.- na equacio (68), dando

Py = —(Ho — EO) P (W = By, (76)
Porém, a componente P,1(?) ndo é determinada. Para adiantar, consideramos
O caso nao-degenerado (d, = 1). No caso nao-degenerado, as componentes dos p®)

em &,, P,y®) = (w(o),w(” )) () sdo fixadas pela convencdo de normalizacdo. Nos ado-
tamos a seguinte condicao de normalizagao

(¥(0),9(V) =1 VA€ [0,1]. (77)
(Pode ser satisfeita: Exercicio! Aviso: O Cohen-Tannoudji usa a condi¢ao de normalizacao
que [|¢(A\)]] = 1!) Como se verifica facilmente, isso é equivalente a

(@) =do, Vv e N, (78)

o que implica P,0®) = 0 ou seja, PnLI/J(V) =) parav >1.
Agora a Eq. (70) vira simplesmente

E® = (O wyp©) (79)

O vetor (M) é completamente determinado, a saber, dado pela Eq. (71). Também o lado
esquerdo da Eq. (76) é justamente ¢(%):

¢ = —(Ho — B~ Py (W = ). (80)

n
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Analogamente, aplicando o projetor PnL em (69), obtem-se para v > 2
YW = (Hy — B - PE(W — EMyp=D 4 E@ =2 o 4 gD WY (81)

Para a energia na v-esima ordem (v > 2), fazemos o produto escalar dos dois lados da
Eq. (69) com ¥, Usando a condigio (78), obtemos

EW — (w(o)’ leJ(V_l)). (82)

Com isso, a Eq. (64) pode ser resolvida até qualquer ordem v, a saber, determinando
consecutivamente E1, (1) B@) 1/1(2), etc., até B, w(”).

3.2 Meétodo variacional

Seja H o nosso Hamiltoneano. A aplicacao ¢ — (H)y (valor esperado) é um funcional
nao-linear de H nos nimeros reais.

Definicao 8 Seja F' uma aplicacao de H em C (um funcional), e ¢ € H.
i) A derivada de F em 1, em simbolos DF(1)), é a aplicagao (funcional) linear de H
em C, DF(¢) : x — (DF(v), x) definida por

(DF@),x) = S F( + sl

i1) ¢ é um ponto estaciondrio de F' se a derivada de F' em v é nula, ou seja, se para todos

X € H vale %F(q/z + sx)|s=0 = 0.

Teorema 9 (Ritz) Seja H um operador auto-adjunto. O funcional ¢ — (H)y (definido
no dominio de H) é estaciondrio em 1) se e somente se 1 é um autovetor de H.

Comprovante. A direcdo “<” é obvia. Para mostrar “=", vamos supor que o valor
esperado seja estacionario em 1. Usando a regra de quociente para derivada, chegamos

em
d 2R, Hx) |92 — (¢, HY )2R( 4, x)
ds <H>1/J+sx’s:0 = Hw”4 .

Por hipotese, isso é zero para todos x. Substituindo y por iy, e usando o fato que H é
auto—adjunto, isso implica ( Hvy, x ) = (H)y (1, x ) para todos X, que por sua vez implica
conclusao do teorema, com autovalor correspondente E = (H ). g

Principio Minimax. Vamos supor que o Hamiltoneano possui espectro puramente dis-
creto, ou seja, que existe uma BON de autovetores ¢, com Hy, = E, - ¢,. (Aqui
denotamos o autovalor com o mesmo indicie como o vetor: No caso de degenerescéncia
pode acontcer que E, = E,s para n # n’.) Vamos ordenar os auto-valores F, tal que
Ey < Ey < Es < .... Mostra-se facilmente que a energia fundamental Ey é dada pelo
infimo dos valores esperados,

Eqy= inf (H)y. 83
0= dnf (H), (83)
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(Aqui, D(H) denota o dominio do operador H.) Se ¢ é conhecido, o préximo autovalor
E; pode ser encontrado pelo mesmo método, aplicado no complemento ortogonal de ¢q:

By = inf (H)y. (84)
Yepy v

(Deixamos de anotar que 9 também deve fiacr no dominio de H.) Mas até sem conhecer
o autovetor ¢g dé para encontrar o autovalor Ej: Parar todo ¢ € H vale (exercicio!)

inf (H)y < inf (H), .
¢€¢L< ) %(pé( )

Conclue-se que

E,=sup inf (H)y . (85)
peM PYEP v
Isso é o principio minimax. Similarmente, mostra-se para todo n:
E,= sup inf (H)y , (86)

¢17"'¢7L€H w€<¢17~~~7¢n>L

onde (¢1,...,dn)" é o complemento ortogonal do span dos vetores ¢y, ..., ¢p.

3.3 Exemplos: Estrutura fina e hiperfina do atomo de hidrogéneo
4 Teoria de perturbacao dependente de tempo

Consideramos um Hamiltoneano dependente do tempo H (t), e procuramos a solugao da
equacao de Schrodinger

d
ih e = H(t)r. (87)

Nesse caso, nao é suficiente achar os auto-valores e vetores de cada H(¢). Um método
perturbativo de achar solucoes aproximativas é a série de Dyson, veja Secao 4.1. Ela
funciona bem quando H (t) é da forma

H(t) = Hy + W (t), (88)

onde W (t) é uma familia de operadores auto-adjuntos, e a diagonalizagdo de Hy é con-
hecida. Nesse caso, a Série de Dyson sera aplicada no chamado cenario de interacao, veja
Secao 4.2.

4.1 Série de Dyson
Literatura: Messiah, Vol. II, Cap. XVIII.

Proposicao 10 Seja H(t) uma familia de operadores auto-adjuntos satisfazendo certas
condigoes [6]. Entao a solug¢ao vy da Equagdo de Schrédinger (87), com vy dado, €
unica. Ela € da forma ¢, = U(t,0) Yo, onde U(t,s), s,t € R, é uma familia de operadores
unitdrios com as sequintes propriedades:

z’h%U(t, §) = H{t) o U(t, 5) (89)
Ut t) =1, (90)
U(t,r)oU(r,s) =U(t,s) (91)

para todo t,r,s € R.
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Observe que essas relagoes implicam U(t, s)~! = U(s,t) e

ih%U(s,t) — _U(s,t) 0 H(t). (92)
A EDO (89) com condigao inicial (90) possui uma tnica solucao, e ela satisfaz a
relacdo (91). Reciprocamente, a relacao (91), sob a condi¢do apropriada de diferencia-
bilidade, implica na EDO (89). (Ezercicio: Como definir H(t)?)
Uma tal familia {U(t, s) }+ ser € chamada de familia de propagadores ou evolugao tem-
poral para a familia H (t).
Uma solugao formal da EDO (89) com condi¢ao inicial (90) é dada pela série de Dyson,

1

t t1 tn—1
Ut =1+ dtl/ dtg---/ dtnH (1) H(bn)
n—=1 s s s

e¢] (—l

_1 +ZW/tdtl---/tdtnT[H(tl)---H(tn)]. (93)

Aqui, T7...] é o produto temporalmente ordenado,
TH(t1) - H(tn)] = H(trq)) - H(tr(n)) (94)

quando 7 ¢ uma permutagao tal que trq) > tr2) -+ > tr(). Obviamente, isso ¢ uma
funcdo totalmente simmétrica em t1,...,t,: T[H(t1) - H(tn)] = T[H(ty1)) - H(ts(n))]
para qualquer permutacao o. Na Eq. (93) temos usado que para uma fungao f totalmente
simétrica vale

/ i) =) / i) @ S / d"t £(t) = n! / 't £ ().
tl""vtne[svt} TESH tw(1)2'"2tw(n) TES, t12-2>tn t12>tn
(A equagao (a) vale por causa da simmetria.) Porém, para grandes |t — s|, os primeiros

termos dessa série ndo sao uma boa aproximacgao: Por exemplo, se H é constante, temos

Ul(t,s) = e~ it=s)H/h _ 1 _ %(t_S)H+... 7

que é uma péssima aproximacao. Isso melhora em situagoes quando H (t) é da forma (88)
e nos “subtraimos” a evolucao livre descrita por Hy:

4.2 Cenario de interacao

Consideramos uma familia H(t) da forma (88). No principio, Hy pode também depender
do tempo. Denotamos por U(t, s) a evolugao temporal para H(t), e denotamos por Uy(t, s)
a evolucad temporal para Hy. A evolucdo temporal no cendrio de interacao é definida por

UL(t,s) = Up(0,t) U(t,s) Uy(s,0). (95)

E simples verificar que e essa familia satisfaz as relacoes (90) e (91). Consequentemente,
ela deve ser a evolugao temporal para alguma familia de Hamiltonianas. Vamos calcula-las:
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Usando as EDO’s (89) e (92) temos

z‘h%UI(t, 5) = Uo(0,0)( — Ho + H(1))U(t, )U(s, 0) (96)
=wl)Ul(t,s), onde (97)
W (t) = Uy(0,t)W (t) Uy(t,0). (98)

Concluimos que a familia U’ (¢, s) é a evolugao temporal para W (t), definido encima.
Observe que no caso quado Hy independe de t, temos Up(t,0) = e~ *“Ho/h ¢ Uy(0,t) =
eitHo/ h, e consequentemente

Wl(t> — eitH()/ﬁ W(t) e—itHo/ﬁ )

Probabilidades de transigao. Sejam ¢, os autovetores de Hy com respetivos auto-
valores E,, Hypn = E,p,. Queremos calcular a probabilidade P;_,,, de transicdo de um
estado inicial y; para um estado final ¢, sob a evolugao temporal completa descrita por
um Hamiltoneano da forma (88), H(t) = Ho+ W (t). Mais explicitamente, seja 1y o estado
do sistema no tempo ¢, evoluindo conforme H (¢). Consideramos que o sistema inicialmente
estd no estado ¢;, Yo = ;. Temos entao

1/% = U(tv O)SOZ 5

onde U(t,s) é a evolugdo temporal para H(t). Queremos calcular a probabilidade de
transicao

Pisyn(t) = (@, ve)* = (00, U8, 0)00)* = [(Uo(t,0)"n, U (£,0)00) . (99)

Na tiltima equagdo escremos U (t,0) = Uy(t,0)U’(t,0), e jogamos o primeiro fator ao outro
lado do produto escalar. Usando Uy(t, 0)*p,, = e'tHo/hp, = ¢itBn/hp  chegamos em

Pin(t) = (0, UL (2, 0)00) . (100)

Como U ¢ a evolucio temporal para W (t) = etHo/m W () e=#Ho/h 4 série de Dyson d&

. + »
(0, UL(t,0)0:) = 6 —;/0 dt' e En=E)/M (o W () gs) + ... (101)

Para n # ¢ concluimos

1 t o 2
Piosu(t) = 75 | /0 dt' e i) (o, W(t)er)| + ... (102)

(mais termos da ordem W?3), onde wy;(t) = (E,, — E;)/h. Essa aproximagao é boa se

t
|7”2| |(pn, W(t')pi)| < 1.
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4.3 Absorgao e emissao induzida
4.4 Regra de ouro de Fermi

Consideramos um Hamiltoneano Hy cuja decomposicao espectral possui uma parte discreta
Hp(Hp) e uma parte absolutamente continua Ha..(Hp). A parte discreta correspondente
aos estados ligados, e a parte H,c(Hp) correspondente aos estados de espalhamento, veja
Teorema 12. Queremos discutir a situacao quando um estado ligado evolui com o tempo,
por uma perturbacao W da dindmica, num estado de espalhamento.

Recordamos que o espaco de estados de espalhamento é gerado por uma BON continua
de autovetores improéprios [3,4] {xx;, k € Q CR",j=1,...,d(k)} do Hamiltoniano H,

n
/Qd”kz Xk, ) Xkl =1, Hxy,j = E(k) - Xk, -
j=1
Pegamos F(k) como uma das coordenadas em (2, fazemos transformagao de varidveis
(k,j) — (E,B) e escrevemos xj; = |E, 3). Com isso, temos

[ e [ @suEmEnE =1, HES=E B,

onde o(E,[3) é a determinante Jacobiana da transformagao, no contexto chamada de
densidade de estados. Os varidveis 8 € §) sao os autovalores de observdveis que completam
{H} para um CSCO.®

Consideramos agora a adigdo de uma perturbacao W,

H=Hy+ W,

e consideramos um estado ¥ que inicialmente é um auto-estado de Hy, ¥g = ¢; com
Hopi = E; - ;. Para I no espectro de Hy e J € ', seja pr s(t) a probabilidade de
encontrar, no tempo ¢, uma valor da energia F € [ e um valor de g € J. Temos

pis(t / dE / 4B o(E. B)|(E, Bloe) 2 (103)

onde ¢y = U(t,0)p;. Usando o raciocino da segao anterior, isso é em primeira ordem em
W
1 sen 2(wt/2) 9
t)~ — [ dE [ dBo(E,3) —————— |[(E i 104
pio(®)= 35 [ 4 [ d50m.0) 2 (B W) (104)

8Por exemplo, para o Hamiltoneano livre, temos Q = R3, d(k) = 1 para todo k € R®, e uma BON
continua de autovetores é dada por xi(r) = (27r)7%eik'r. Em particular, temos
n’K?

2m

/ Pk xe)(xk| =1, Hxe=E(k) xr com E(k)=
R3

(A primeira equacio é o Teorema de Fourier.) Chamamos xx = |E,n) com E = E(k) e n = k/|k| € S*.
A transformagéio de varidveis k — (E,n) resulta em

/OodE " dQ(n) o(E) |E,n)(E,n| =1 |
0 S2

2mE

com densidade de estados o(F) = ™%

, onde d2(n) = senfdfdy é a medida na esfera.
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onde w = (F — E;)/h. Para grandes t, usamos a relagao % — 2mtd(w) = 27thd(E—

E;), e concluimos

27
pro®) =t [ap [ do(e.5) 1B AW (105)

se Biel (e=0se E; €1). Isso é a regra de ouro de Fermi.

5 Teoria de espalhamento

5.1 Secao de choque

Discutimos o espalhamento elastico de duas particulas com massas m; e mo, interagindo
por um potencial da forma V(r; —7r2). Num primeiro momento, a discussao sera classica.
O processo considerado corresponde, no referencial de centro de massa, ao espalhamento
de uma particula com massa m = myms/(m1 + mz) pelo potencial V(r) (o “alvo”).
Supondo que o potencial V seja de curto alvance e concentrado perto da origem, para
tempos muito antes e muito depois do choque, o movimento da particula pode ser suposto
como retilinear (“assintotas entrando e saindo”).

Comegamos com a descrigao classica da experiéncia de collisao. O estado incedente
(t - —o0) é caraterizado pelo momento p e o pardmetro de impacto: Isso é o ponto onde
a assintota entrando perfura um plano S perpendicular a p (antes do alvo). O estado final
(t = 00) é caraterizado pelo angulo sélido da assintota saindo com a assintota entrando, o
qual pode ser identificado com um vetor normalizado n € S2. (A norma |p| do momento
deve ser inalterada pela conservagao da energia.) No principio queremos saber, para cada

Figure 1: Visualizagao de o(AQ)

n € S?, onde a particula deve atravessar o plano S para que ela tenha a direcdo assintética
n depois do espalhamento. Na pratica, em vez de uma direcao fixa n consideramos um
elemento de angulo sélido AQ C S? e perguntamos qual elemento de superficie contida
em S a particula deve atravessar para que ela seja espalhada para dentro de AQ C S2.
A 4rea dessa superficie é a chamada se¢do de choque, em simbolos o(AS), ver figura 1.
(A aplicacao AQ — o(AQ) é a maior informagao sobre o potencial V' que pode ser obtido
por esse tipo de experiéncia.)

Para determinar a secao de choque, a experiéncia é repitida um grande ntimero N de
vezes, com frequéncia constante e com o pardmetro de impacto variando aleatoriamente,
de tal maneira que o fluxo incidente Fi, é homogéneo. Isso é o nimero de particulas que
atravessam S por unidade de drea e de tempo: Para uma pequena superficie AS C S
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e um intervalo de tempo At, seja Ni,(AS, At) o nimero de particulas que atravessam a

superficie AS em At, e

Nin (AS, At)
At

a taxa com qual as particulas atravessam AS. (Suposto independente de ¢.) O fluxo é

definido por

nin(AS) = (106)

P nin(AS) _ Nin(AS, At)7 (107)

|AS] |AS|At
onde |AS| é a drea de AS. (Ele é suposto a ser homogéneo, ou seja, independente de AS.)
Similarmente, seja Nout(rAQ, At) o numero de particulas que sdo detectadas em At
pelo detetor localizado no angulo sélido A), numa grande distancia r da origem — ou
seja, detectadas na superficie rAQ) contida na esfera concentrada na origem com raio r.

Definimos a taxa

Nout (AQ) 1= rlggow
Esperamos que para todo elemento de angulo sélido AQ C S? existe um elemento de
superficie S(AQ) C S tal que toda particula que estd espalhada para dentro de AQ deve
ter atravessado a superficie S(AQ). Dai, vale

Nout (AQ) = nip (S(AQ)) .

Pela definigdo (107) do fluxo, isso é
Nout (AQ) = Fip 0(AQ), (108)

onde o(AQ) = |S(AQ)| é a drea de S(A(f2). Isso é a definigao operacional da segdo de
choque. Ela faz sentido na mecancia quantica também, e nossa tarefa é agora calcula-la
na mecanica quantica para um dado potencial.

Na mecancia quantica, recordamos que a densidade de corrente correspondente corre-
spondente a um estado 1) é dada por

i) = L3 @mver) .

m

Para o estado incedente, a expressao jiy|S| é a derivada temporal da probabilidade que a
particula se encontra na regiao G atras da superficie S.? Essa derivada pode ser escrita
como

. 1
Ay g (NeradGr) — N(Gy))

onde Ny(G4) é o nimero de particulas na regiao G4 no tempo t. Mas a diferénga em
parenteses é justamente o nimero de particulas atravesando a superficie .S no intervalo de
tempo At, a saber Niy (S, At). Temos entdo jin|S| = + nin(9), ou seja,

Nin (S)
1S

N jin = =F,. (109)

9Essa interpretacio segue da relacio de continuidade,
. d
?{ jrda=—-—P(XeGy),
Fren dt

e a hipdtese que a corrente incidente seja perpendicular a superficie S.



24 MQII, 21/01/2022

Pelo mesmo raciocino concluimos, sob a hipdtese que j . (7) tem a diregao radial 7 para
grandes 7:

Nout (AQ) = lim N Jout - da = lim N Jout (1)r2dSY .

r—00 rAQ T—00 AQ

Usando Eq. (109), concluimos que

ou AQ . .ou
o(AQ) = Mout(AQ) = lim wﬂd@,
in r= JAQ  Jin
ou seja,
do T 2 jout(rn)

5.2 Teoria de espalhamento independente de tempo

Na mecéanica quantica, na abordagem independente do tempo, consideramos como estado
incedente uma onda plana com momento p = hh. Desprezaremos o spin; entao o espaco
de estados é H = L?(R3).

Definicao 11 Um estado de uma particula é chamado de

e estado ligado sse para todo € > 0 existe uma regiao G limitada tal que para todo ¢
a probabilidade de encontrar a particula em G é maior o igual a 1 — ¢;

e estado de espalhamento sse para toda regiao limitada GG, a probabilidade de encontrar
a particula em G cai para zero para t — +o0.

Teorema 12 Um estado € ligado se, e somente se, ele estd no subespagco H,(H) gerado
pelos auto-vetores (prdprios) do Hamiltoniano H.

Ele é um estado de espalhamento se, e somente se, ele estd no subespaco Hqc(H)
associado com o espectro absolutamente continuo.

Hac(H) é aquele subespago que possui uma BON continua de auto-vetores improprios do
Hamiltoniano H, (veja [3, Tma. 21]). Para os Hamiltonianos “nao-patolégicas” o chamado
espectro singular-continuo é vazio, e nesse caso H = Hy(H) & Hac(H).

Seja agora o Hamiltoniano da forma Hy + V, onde Hy é o Hamiltoniano livre em
L?(R?). Para uma grande classe de potenciais de curto alcance vale o seguinte:

Teorema 13 Seja V € LY(R3) tal que!”

[ Pa VDV
R

Entdo existe uma BON continua {xk, k € R3} de autovetores generalizados de Hy + V

com autovalor (generalizado) E (k) = h;’fj, tal que para grandes r vale

ikr

k(1) o 5o €T 4 fk,7) = + 007, P =) (111)

750 carateriza a classe de Rollnick. Veja [8] para outras condigdes suficientes.
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Esse fato é implicito no Thm. XI.41 em [7]. O primeiro termo descreve uma onda plana
incidente, e o segundo termo descreve uma onda esférica saindo. A funcé f é chamada de
amplitude de espalhamento. Se o potencial for radial (ou seja, invariante sob rotagoes), ela
é da forma

f(k,’f’) :f<k70)7 k= Hkuv Qié(k:,’l“). (112)

Vamos supor que o nosso Hamiltoneano seja da forma anunciada no Teorema 13. A
evolugao temporal de um estado inicialmente descrito por ¢y = [ d*kA(k) xx é dada,
para grandes r, por

¢t(r) — /d3ktA(k3) Xk:(r) e—itw(k) ~ /dgkA(k) ei(k-r—tw(k))+/ d3kA(k) f(k,’l") ei(kr—tw(k))’

r—>00
T

onde w(k) = hk?/2m. O primeiro termo é um pacote de onda livre, e o segundo termo
descreve para grandes t o estado saindo espalhado pelo alvo V' (e vai para 0 se t — —o0).
A densidade de corrente correspondente a g,

.. h
7= —S(XkVxk)
m
é da forma

. . . . . hk . . bk |f(k,7)]? . _

J = Jin T Jout T Jinter s onde Jin = > Jout(r) = 2 T+ O(T 3)7 (113)
m m r
enquanto que Jief A0 contribui para a segao de choque o(Af2) dado que k/k ¢ AQ.

(Demonstracao na aula.) Com isso, pela Eq. (110) temos

dO’ o . 2]0ut(7“’n,) _ 2
Jq(n) = lim 7 T |f(k,m)|”. (114)

Teorema 6tico.

Série de Born. Vamos agora construir os auto-vetores (generalizados) yg do Teorema 13
para um dado potencial, verificar que eles se comportam como (111) para grandes r, e
calcular a amplitude de espalhamento f.

A equacdo de Schrédinger independente de tempo e com auto-energia E = h2k?/2m,

pode ser escrita como
h2k?

(A + 12)xu(r) = = V(r)xa(r). (115)
Recordamos que a funcao
. -1 ikr
G(r) = 1o © (116)

é uma fungao de Green para o operador A + k2, ie., (A + k3G = 63), ou seja, a EDO
(A + k?)u = h possui a solucdo u = G * h (veja [2]). Isso implica que toda solucio da
EDP (115) é da forma
2]{?2
Xk = X+ Ixg, onde Iy= 5 Gx(Vx) (117)
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e X% é uma solucao da equacao correspondente homogénea, (A+k2) X% = 0. Para descrever
situacoes de espalhamento, pegamos a onda plana,

W) = e

Formalmente, a solucdo da equagao (117) é

o
Xk =X+ > T'X, (118)

n=1

onde I =To---0ol. Isso é a série de Born. Para potenciais centrais, d4 para mostrar
que essa série converge se'!
2m [
—5 drr|V(r)| < 1. (119)
he Jo
Se esse numero é < 1, os primeiros termos sao uma boa aproximagao. (Referéncia?) A
aproximagao com n = 1,

Xk = Xp + IXp (120)

é chamada de aproximacdo de Born. Vamos calcula-la.
Para uma funcao qualquer x, temos

m eik|r—'r/|
T - dS /7‘/ / /
( X)(T) 27['h2 r ‘7’ _ ,r/‘ (T )X(Tl )
m eik’r

12

- B’ e HF TV (2 (r') + O(r 2

| (F)x(r) + 0(r?)

onde n = r/r. (Usamos a expansdo |[r — /| =r —n-r' + O(r~1) para r/r’ — c.) Para
uma onda plana, y = X% = e'*7_ a integral é justamente a tranformada de Fourier do
potencial no ponto k — kn,

V(k—kn) = / &P et F=Fn )y (gl

Resumindo, achamos uma solucdo xx da Equacdo de Schrodinger com energia h2k?/2m
que se comporta como (111), onde a amplitude de espalhamento é dada, em primeira

ordem, por
m A~

55V (k= km). (121)

fB(kv ’I’L) ==
Método de ondas parciais.

5.3 Teoria de espalhamento dependente de tempo

(Equacao de Lippmann-Schwinger...)

1Pois (119) estabelece uma norma para o operador I. Se essa norma for menor que 1, o operador 1 — I

e}

possui o inverso 1 + 3 > | I" pelo argumento padréo da anélise.
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