2 - Dinamica
2.1 A segunda e terceira lei de Newton

Qual ¢ o conteudo fisico da segunda lei de Newton? Esta lei tem realmente um contetido
empirico ou ela simplesmente define for¢a e massa? Uma Unica equagdo que ¢ definicao
de duas grandezas e ainda por cima esperamos que ela tenha algum significado
empirico! Ha fisicos que afirmam que a segunda lei de Newton somente tem sentido
quando ela for acompanhada por uma teoria das forgas. Sem duvida, uma teoria de
forcas aumenta consideravelmente a utilidade da mecanica. Mas as teorias de for¢a nao
definem forca. Eles se referem de novo ao produto de massa e aceleracdo. As leis de
Newton tém conteudo, caso contrario, ndo havia tantas aplica¢des uteis delas. Mas, qual
¢ o conteudo? A formulacdo da mecanica classica com as trés leis de Newton ¢
compacta e elegante, mas ela ndo permite ver com clareza quais partes sdo
simplesmente defini¢des e quais sdo os conteudos empiricos, isto ¢, afirmagdes que
poderiam ser falsas e que precisam de corroboragdo experimental. A primeira lei de
Newton diz respeito aos proprios conceitos de espago e tempo. J4 analisamos estes
conceitos exaustivamente. Agora analisaremos o contetdo fisico da segunda e terceira
lei de Newton.

Consideramos um sistema de N particulas pontuais que podem interagir entre si, mas o
sistema deve ficar longe de influéncias externas. O nimero de particulas pode ser
arbitrariamente grande e podemos até permitir que se acrescentem particulas. A meta ¢ a
elaboracdo de leis que permitam prever o comportamento de sistemas de particulas.
Relacdes matematicas que permitam estas previsdes sdo chamadas de dindmica. A
dindmica de um sistema pode ser extremamente complicada e muitos fatores podem
entrar nas equacdes matematicas. Mas existe certo tipo de particulas pontuais tais que a
dindmica de sistemas destas particulas pode ser formulada inteiramente em termos de
propriedades permanentes das particulas e em termos de dados espago-temporais tais
como posi¢cdes, velocidades etc. . Chamaremos este tipo de particula de particula
elementar ou mais precisamente particula elementar da mecanica cldssica.

A nogao de particula elementar sofre varias mudangas no desenvolvimento da fisica. Na
fisica quantica relativistica Eugene Paul Wigner' deu uma defini¢do famosa de particula
elementar em termos de representagdes irredutiveis do grupo de Poincaré. Mesmo esta
definicdo famosa niao tem um dominio de validade irrestrito. Se perguntarmos um fisico
de particulas o que ¢ uma particula elementar ele pensara logo em quarks, e estes ndo se
encaixam na definicdo de Wigner. Eles sdo simplesmente varidveis dindmicas que
permitem uma descricdo da dindmica em termos simples, entdo algo parecido com o
conceito de particula elementar que estamos propondo aqui na mecanica
classica.Quando falarmos aqui de particula elementar ndo estamos pensando em
particulas elementares da fisica quantica, mas em objetos da mecanica classica que
permitem uma descri¢ao simples da dinamica.

Poderiamos formular neste ponto uma lei empirica que afirma a existéncia de particulas
que permitam uma formulacdo da dindmica somente em termos de propriedades
permanentes das particulas e em termos de grandezas espago-temporais. Mas como a
formulacdo da dindmica ndo esta feita ainda, esta lei seria muito vaga e praticamente

' Eugene Paul Wigner 1902 Budapest — 1, 1995 Princeton. Formado em engenharia quimica, se tornou
um dos fisicos tedricos mais importantes do século XX. Ele introduziu os conceitos de simetria da
mecanica quantica.
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ndo apta para ser corroborada experimentalmente. Entdo ¢ preferivel mencionar a
existéncia de particulas especialmente simples em cada uma das leis subseqiientes que
compdem a teoria da dindmica da mecanica classica.

Lei 13: Existem particulas pontuais tais que as aceleragdes das particulas
de um sistema de N destas particulas ndo podem ser escolhidas
independentemente das posigdes e velocidades. Isto €, as aceleragdes sao
fungdes das posicdes e velocidades. Além disso, estas fungdes sdo
diferenciaveis.

(1) = A (R ()R (1) Py ()5 (£) 5 (1) sy (£))
Ak( )diferenciéveis k=12,....N
(2.1.1)

Esta lei tem enorme importancia pratica. Imagine que preparemos um sistema com
diversas posi¢des e velocidades e medimos as aceleragdes até obtermos um enorme
conjunto de dados. Podemos tentar ajustar fungdes simples a estes dados e usar estas
funcdes de ajuste como uma descrigdo aproximada daquelas fungdes A4, cuja

existéncia ¢ afirmada na lei. Uma vez que temos expressdes confidveis das funcdes 4,

a formula (2.1.1) deixa de ser um sistema de simples igualdades e se transforma em
algo sumamente importante. As N igualdades (2.1.1) se transformam num sistema de
N equagoes diferenciais.

Vale explicar o conceito de equagdo diferencial mais detalhadamente, ja que equagdes
diferenciais sdo usadas para formular as principais leis da fisica. Primeiramente temos
que explicar o conceito de equacdo. Equacao ¢ algo mais do que uma simples igualdade.
Geralmente usamos a palavra equacdo para igualdades que contem algum objeto
desconhecido, chamado de incognita, e a equagdo tem o papel de uma charada. Deve-se
procurar o objeto adequado tal que a igualdade seja valida. Todos conhecemos equagdes
algébricas como as equag¢des quadraticas x° +5x—20=0. Neste caso a incdgnita ¢ um
numero. Mas, podem-se formular equacdes com incdgnitas de diferentes naturezas. Por
exemplo, podemos procurar um vetor desconhecido, uma matriz desconhecida ou
qualquer outro objeto matematico. As incognitas das equagdes diferenciais sdo fungdes.
Uma equagdo diferencial exige a validade de igualdades para todos os valores da
variavel (ou das vaiaveis) independente(s) da funcdo incognita. A equagdo contém
valores da ou das derivadas da fun¢@o incognita (as vezes incluindo a deriva numero
zero, isto € a propria fungdo). O grau mais alto de derivada da incdgnita que aparece na
equacdo ¢ chamado ordem da equacdes diferencial.

Um exemplo excelente de uma equagdo diferencial ¢ fornecido pelas cadernetas de
poupanga. Seja [ (t) o capital investido na caderneta no instante 7. A regra de jogo

da caderneta ¢é: o lucro, isto ¢ a taxa de crescimento do capital, ¢ proporcional ao valor
do capital.

df (1) _
== (1) (2.1.2)

O coeficiente de proporcionalidade ¢ a taxa de juros. Esta ¢ uma equacao diferencial de
primeira ordem. Todos conhecem as solugdes desta equagao:

f(t) = Aexp{n) (2.1.3)
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Aliais pode-se usar esta equacdo diferencial para definir a fungdo exponencial. O que
chama atengdo € o fato que a solu¢do ndo € Unica, pois a constante A4 pode ter qualquer
valor. Entdo a equagdo (2.1.2) tem um numero infinito de solu¢des. Poder-se-ia julgar
uma charada com um nimero infinito de solu¢cdes uma charada fraca e inutil. Mas, ao
contrario, justamente por admitir um nimero infinito de solucdes as equagdes
diferenciais sdo tao uteis. As incognitas do sistema de equagdes diferenciais (2.1.1) sdo
as N fungdes 7 ( ),5( ).fy( ). Cada solugdo deste sistema de equagdes
diferenciais corresponde a um possivel movimento do sistema de N particulas. Um
sistema de N particulas pode-se mover de muitas maneiras diferentes. Todas estas

maneiras podem ser descritas pelo mesmo sistema de equagdes. Entdo ter um numero
infinito de solugdes ¢ justamente o ponto forte deste tipo de charada.

Quando se quer estudar uma unica solucio tem que se especifica-la. Uma maneira de se
fazer isto € por meio de condigdes iniciais. No caso da equacdo da caderneta de
poupanga (2.1.2) teria que especificar o capital inicial, ou seja o valor f (O) . Este valor
¢ igual a constante 4 e a escolha do capital inicial seleciona uma tUnica solu¢do do

conjunto infinito de solu¢des. No caso do sistema de equagdes (2.1.1) teria que
especificar todas as posi¢des das particulas num dado instante, por exemplo no instante

t=0, e também todas as velocidades. Uma N-upla de posigdes <P1, P, ... Py > que
corresponde aos respectivos particulas ¢ chamada de configuragdo do sistema. Entdo

uma condicdo inicial de N particulas consiste da especificacdo da configuragdo junto
com uma especificacdo da taxa de mudanga da configuracao.

Podemos entender que estes dados sdo suficientes para determinar uma solugdo. Com
dados valores de 7(0),7(0).......,7, (0) e ¥,(0),%,(0),......... vy (0) as equagdes
(2.1.1) determinam os valores G, (0),d,(0),......... ,dy (0). Para facilitar a escrita das
formulas dos argumentos subseqiientes vamos expressar todos os vetores numa base
ortonormal  {¢,é,,é,} e escrever o sistema de equagdes (2.1.1) em termos das
componentes dos vetores nesta base
Goa(t) = Ao (5 (051 (8) i (6) 91 (6) 910 (£) v (1))
k=12,...N a=12,3
(2.1.4)
O primeiro indice de cada varidvel numera as particulas e o segundo indice se refere as

componentes na base {¢,é,,é,}. Por exemplo 7 =& 1, + &1, +ér,.

Derivando as equacdes (2.1.4) obtemos

";k.,(x(l) _ u 23:aAk,a(al,lr-"a&N,3=W1,1a~-~a\|lzv,3)

wve(t) +
n=l =1 aE”n’B ‘&I.I:rl,l(t) »»»»»»» \uN,}:vN,;(t)
+iiaAk,a(él,l""'JaaN,S’Wl,l""’WNJ) Xan,[}(t)
n=l p=l \V”’B ‘E.:],]:rl,l(t}""":WNJ:vN}(t)
2.1.5)
Com dados valores de 7,(0),7,(0).......ry5(0),v,(0),v,(0),.cecc. s (0) as
formulas (2.1.4) determinam os valores a,,(0),a,,(0)......,ay,(0). Substituindo de

sua vez, estes valores nas formulas (2.1.5) obtemos os valores das derivadas terceiras
no instante ¢=0. Podemos seguir com este jogo indefinidamente, podemos derivar a
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(2.1.5) e substituir os valores das derivadas terceiras para obter os valores das derivadas
quartas, derivar a derivada da (2.1.5), substituir ,..... ad infinitum. Seguindo desta forma
se determinam as derivadas das fungdes incognitas de qualquer ordem. Agora
esperamos das fungdes, que descrevem um sistema real, que eles sejam fungdes
analiticas, isto ¢ podem ser escritas como séries de Taylor. Como vimos que as

equagdes diferenciais junto com os dado de 7,(0),7,(0) e .1y (0),
v (0),15(0), e ,Vy5(0) determinam todas as derivadas no instante inicial
podemos concluir que as fungdes 7;, (), 7, (+)........ 7y 5 () s@0 determinadas.

Ha toda uma teoria de equacdes diferenciais. Este campo da matematica se ocupa com
quatro questdes: (a) teoremas de existéncia de solucdes, (b) teoremas de unicidade de
solugdo com certas condigdes (por exemplo condi¢des iniciais), (c) técnicas para
encontrar solugdes e (d) investigar a estabilidade de solugdes. Este ultimo ponto
investiga se uma solugdo depende fortemente das condigdes iniciais € esta questdo ¢
ligada ao campo da pesquisa do caos.

Depois desta digressao sobre equacdes diferencias podemos formular a lei 13 de forma
sucinta: existem particulas cujos sistemas tem uma dindmica descrita por um sistema de
equacdes diferenciais de segunda ordem na qual as aceleracdes aparecem de forma
linear. Formulamos esta lei num referencial qualquer. As leis restantes serdo formuladas
num referencial inercial.

Lei 14 (lei de superposicdo): Existem particulas que se encaixam da
categoria das particulas da lei 13 e, num referencial inercial as func¢des ;1,{
podem ser escritas como soma de fungdes que dependem das varidveis de
todos os pares de particulas <k,l> com [#k:

(2.1.6)

Vamos chamar os vetores g, de aceleragdes parciais. A primeira vista, um teste

experimental desta lei parece ser complicado. Mas, de fato isto ndo ¢ tdo complicado.
Quando formulamos a lei 6, que tratava das particulas livres, vimos que a influéncia de
uma particula sobre outra diminui com a distancia. Entdo podemos preparar um sistema
de N particulas de tal forma que duas das particulas, digamos as particulas a e b, fique
muito afastadas dos demais particulas. Estudando as aceleragdes destas particulas
separadas determinamos as fungdes g, e g, . Podemos fazer isto com todos os

pares. Uma vez determinadas estas fungdes podemos testar se para configuragdes gerais
as aceleracdo sdo realmente somas destas aceleragdes parciais previamente
determinadas. Com o truque que separa pares podemos ainda testar as proximas leis:
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Lei 15: Existem particulas que se encaixam na lei 13 e 14 e para os quais
para todos os pares <a,b> de particulas distintas vale que g, e g,, sdo

colineares e apontam em sentidos contrarios.

8w = Mu & com p,,eR, p, <0 (2.1.7)

e os fatores numéricos p, dependem somente das particulas.

Necessariamente temos

1
W, =— (2.1.8)
l"’ba

Lei 16: Para qualquer terna <a,b,c> de particulas, daquelas que se encaixam

nas leis 13,14, el5, com a#b,a#c,b#c vale

gbc

g.ab gca gac gcb gba (219)

Com estas leis empiricas vamos definir uma relagdo ~ no conjunto de particulas:
m

(a) para todas as particulas deve valer a ~ a

(b) Para particulas distintas a, b deve valer
a ~ b < W, = —1 (2.1.10)

m def .

Com a féormula (2.1.8) percebemos imediatamente que esta relagdo ¢ simétrica;
a ~ b = b ~ a.

m m

Agora vamos mostrar que esta relacdo € transitiva: com (2.1.7) e com p,, < 0
podemos escrever a (2.1.9) na seguinte forma:

My, Moy Mye = —1 (2.1.11)
Agora sejam particula a, b, ¢ dadas tal que a ~ b eque b ~ c. Temos que
mostrar que @ ~ c¢.Se a=b ou b=c ou a=caafirmagdo a ~ c¢ ¢ trivialmente

valida. Entdo vamos supor a#b, b#c e a#c, e consequentemente W, , i, €l

existem. Coma ~ b e b ~ ¢ sabemos que n,,=-1 e p,=-1. Entdo a

m m

(2.1.11) toma a forma (—1)x(-1)xp,, =—1. Entdo segue p, =-1 ¢ mostramos que

a ~ c. Entdo arelagdo ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia.
m

m

Veremos agora como as classes de equivaléncia podem ser caracterizadas de forma
elegante. Podemos escrever a formula (2.1.11) como

w,, = — ! (2.1.12)
Mcb“’ac
ecoma (2.1.8)
w, = —tre (2.1.13)
MQC
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Se escolhermos uma particula ¢ como uma referéncia fixa podemos expressar a relacao
a ~ b também da seguinte maneira:

m

a ~ b & p,.=u, (2.1.14)

m
Entdo a particula de referéncia ¢ junto com o nimero negativo p  caracteriza as
classes de equivaléncia. Podemos usar o par <uac,c> como nome da classe de

equivaléncia que contem a particula a. Temos tudo para formar uma grandeza fisica. Os
valores s30 os pares < uac,c> ¢ a soma tem a seguinte definicdo natural:

{a,c)+(B,c) : (a+B,c) (2.1.15)

Podemos usar o valor <—1, c> como unidade e escrever um valor <0L,C> qualquer

cOmo
(a,c) = —a(-lc) (2.1.16)

Esta nova grandeza ¢ chamada de massa da particula. Geralmente usamos a letra m
para esta grandeza e vamos escreve o valor <uac,c> como m,.

Coma (2.1.13) e com esta nova grandeza massa podemos escrever a (2.1.7) na forma

~ m, _
s = —— & (2.1.17)
m

a

Ou, usando nossa defini¢do de produto de grandezas unidimensionais com grandezas,
podemos escrever isto ainda como

magab = _mb gba (2118)

Agora ¢ conveniente introduzir mais uma nova grandeza que ¢ simplesmente uma
abreviagdo do produto de massa e aceleragdo parcial:

Definicio: F, = m,g., (2.1.19)

Vamos dizer: F,, ¢ a for¢a que b exerce sobre a.

Com esta defini¢do as formulas (2.1.1), (2.1.6) e (2.1.18) tomam a forma

m,d, = Y F, (2.1.20)

b#a

F, = -F, (2.1.21)

Estas formulas sdo conhecidas como a segunda e terceira lei de Newton
respectivamente.

Na definicdo de simultaneidade mencionamos que a validade da mecanica classica ¢
restrita. Esta restricdo tem também conseqliéncias para as leis formuladas nesta sec¢ao.
Medindo com muita precisdo e grande resolucdo temporal se percebe que a terceira lei
de Newton ndo ¢ valida. Mas, aqui vamos supor sua validade at¢ o momento de
entrarmos na teoria da relatividade e na teoria de campos com tratamento relativistico.

Definimos o que significa a for¢ca que uma particula elementar exerce sobre outra. Um
par de particulas a, b esta associado de forma permanente a uma funcdo de forca F, .
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Faz parte da nocdo de particula elementar classica, que esta funcdo seja uma
propriedade permanente das duas particulas. Podemos coletar dados que permitam
estabelecer teorias de forcas de tal forma que futuramente ndo precisemos mais
levantamentos enormes de dados para poder conhecer as fungdes Iib. Basta fazer
algumas poucas medidas para decidir de que tipo sdo as particulas a, ¢ b e com a
determinagdo do tipo j& saberemos a expressdo da fungdo F“ab. Naturalmente estas
teorias tornardo a mecanica um instrumento muito mais util para aplicagdes.

As forgas conhecidas entre particulas elementares que podem ser observadas dentro do
contexto da mecanica classica sdo a forca gravitacional, a forca elétrica e forgas de curto
alcance. Com algumas restricdes que discutiremos mais tarde, a for¢ga magnética
também poderia ser contada como forg¢a dentro do contexto da mecanica classica, mas
no momento vamos exclui-la. A forca entre duas particulas elementares classicas a, b
nas respectivas posi¢cdes 7, e 7, pode ser descrita pela seguinte expressao

= mm, . p .
F;b(r r) = —G1—2|3(r —r) + #(Q—Fb) +
0l"a b

(2.1.22)

Nesta expressdio ¢, € ¢, sdo valores de uma nova grandeza que caracteriza as

particulas. Falamos no paragrafo anterior que uma teoria de forgas permite substituir um
enorme levantamento de dados por poucas medidas para estabelecer o tipo de particula
e com o tipo determinado j& saberemos a expressdo da forga. Entdo os pardmetros ¢, e

g, sdo justamente os que especificam o tipo de particula. Eles sdo valores da grandeza
carga elétrica. A constante estranha 4me, ndo precisa nos incomodar no memento, ela
estd associada a maneira como a grandeza carga elétrica ¢ definida.

Os primeiros dois termos da expressdo no lado direito da férmula (2.1.22) tem a mesma
dependéncia espacial. O moédulo da forga cai quadraticamente com a distancia das
particulas. O primeiro termo descreve a atracdo gravitacional. A constante G foi
medido pela primeira vez (1797-1798) por Henry Cavendish’ com um instrumento
construido por John Michell’, embora Cavendish nio expressou seu resultado em
termos de um valor de G, mas em termos da densidade da Terra. O valor medido com
métodos modernos vale

G = 6,67384(80).10"" m’kgs™ (2.1.23).

O terceiro termo do lado direito descreve as forgas de curto alcance. A fungao N

ab >

que

mapeia o espaco-valor de distdncias no espago-valor de modulos de forgas, cai
rapidamente para zero. Tipicamente acima de distancias de um micrometro esta parcela

? Henry Cavendish 1731 —1810. Quimico e Fisico fez importantes descobertas, muitas niio publicadas que
foram encontradas nas suas anotagdes apos sua morte. Descobriu hidrogénio. Ele interpretou calor
mecanicamente.

? John Michell 1724 — 1793. Tebrico e experimentador que trabalhou em diversas areas: astronomia,
geologia, gravitagdo, Optica, eletromagnetismo. Ele foi o primeiro a considerar objetos tdo densos que luz
seria incapaz de escapar destes objetos (estrelas escuras, hoje chamados de buracos negros). Ele também
estava prevendo desvio para o vermelho gravitacional e ele tentou detectar pressdo de radiagdo. Michell
morreu antes de poder fazer a medida da atragdo gravitacional com a balanga que ele construiu e que foi
posteriormente usada por Cavendish.
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comega a ser desprezivel. Hoje sabemos que esta for¢a de curto alcance ¢ na verdade
uma manifestagdo da propria forca eletromagnética. As particulas que consideramos
elementares na mecanica classica frequentemente resultam ser compostas num nivel
mais microscopico. Se as particulas que compdem uma determinada particula sdo
eletricamente carregadas as forgas elétricas destas podem resultar em forgas efetivas de
curto alcance. Na proxima sec¢do discutiremos particulas compostas e forgas efetivas.
Mas, infelizmente ndo poderemos mostrar como as forgas de curto alcance resultam das
forcas elétricas. Esta explicagdo das forcas de curto alcance ultrapassa a validade da
mecanica classica e precisa da mecanica quantica.
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