1.4 Observaveis

Analisamos resultados experimentais em termos de perguntas simples. Agora
sintetizaremos uma quantidade observavel a partir de perguntas simples. Comegcamos
com uma nog¢ao preliminar de observdvel: um observavel é uma cole¢do de perguntas

(A) As perguntas sdo mutuamente excludentes, isto é, para k #/, a propriedade
Ak implica na propriedade nﬁoﬁl .

(B) A menor pergunta que ¢ maior que qualquer Ak € a pergunta trivial que é
sempre verdadeira.

Na representagdo das perguntas A, por subespagos A, de um espago de Hilbert H
estas exigéncias significam:

(A) k#l = A CA’
(B) ®A = H

onde, neste caso, ou simbolo “@®” , que antes usamos para o “ou quantico” significa a
soma direta de subespacos. Alias, na representacdo de propriedades como subespacos
num espaco de Hilbert o “ou quantico” corresponde exatamente a soma direta. A titulo
de exemplo de observavel, vamos imaginar um nimero de contadores de cintilagcdo para
medir a coordenada x da posicdo de uma particula.

Fig. 1.4.1 Medidor da coordenada
x de uma particula com faixas

faixa cintilante cintilantes e fotomultiplicadoras. A
foto-multiplicadora 533 deu um
sinal. aces

O plano x-y € coberto com

faixas longas de material

- —— - cintilante. Se a particula passa
através das faixas ela produzira

\Y . um pulso de luz, isto é, uma
cintilacdo que serd registrado
por uma fotomultiplicadora.
Um resultado de uma medida
fotomultiplicadora ~ serd uma resposta “sim”, isto €
um sinal na fotomultiplicadora

nimero n € uma resposta

“ndo” , isto € sem sinal, em

todas as outras fotomultiplicadoras. Como podemos comunicar este resultado? E claro
que uma maneira seria: “a fotomultiplicadora nimero 533 deu um sinal”. Entretanto,
para entender o significado fisico disto a pessoa que recebesse esta mensagem teria que
conhecer os detalhes do aparato utilizado, quanto espaco os contadores ocupam e como
numeramos os contadores. Portanto, € mais util rotularmos os contadores com valores
com algum significado fisico. Poderiamos usar, por exemplo, a coordenada x do centro
das faixas como rétulos. Ao invés de dizer “ o contador nimero 533 deu um sinal”

poderfamos falar “ medimos x = (0,550£0,025)m” (supondo que as faixas possuam
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Scm de largura e que o centro do contador 533 tenha a coordenada x = 0,550m wews).
Isto nos leva a seguinte definicao:

Um observavel unidimensional .« € uma cole¢do de perguntas simples

excludentes A, A,,A;,A,, A,,..... cuja unido € a pergunta trivial junto com
rotulos a,,a,,a,,.... que sdo valores de algum espaco-valor V de uma

grandeza fisica unidimensional de tal forma que a, #a, = (Ak = nﬁoﬁ,).

Ao invés de dizer que “a pergunta A, foi respondida com um sim” dizemos

“medimos o valor a, .

Se o vetor de estado estiver num dos espagos A, a medida da quantidade observavel

estados gerais os resultados flutuardo. Em qualquer caso podemos medir um valor
médio @ em um nimero grande de experiéncias usando um ensemble de sistemas.

a = D an (1.4.1)

k

onde r, ¢ a freqiiéncia relativa das respostas “sim” da pergunta A,. A previsdo

teorica deste valor
<VJ> = Ya Pr[A,:¥] (1.4.2)
: k

¢ chamada de valor esperado do observdvel 4 .Se a coincide com o valor esperado
podemos ficar contentes.

Seja Vo espago-valor que usamos para os rétulos a, . No exemplo dado das faixas

cintilantes, este seria o valor de distancias espaciais. Podemos definir o produto
tensorial do espaco V +iV (isto é, o espaco V complexificado) com o espago de
Hilbert e definir o produto de operadores p:H—>H e operadores

A H— (V+iV)®H. Com uma base ortonormal {|(pv>,v =12,..... } em H podemos

escrever os operadores nestes espagos na forma

p o= 2PV, A = DA, vy com p, €C, A, eV+iV
N v,u

(1.4.3)
e definir os produtos

pd = Ypudg Vil e = DA [V 44

VUL K VLK

Temos pAd:H —(V+iV)®H e Ap:H —(V+iV)®H . A operagdo de traco pode

ser estendida naturalmente para este tipo de operador:
Tr(Ap) z %AVKpKV (1.4.5)

Esta operagdo resulta num valorem V +iV .Caso .4 e p foram auto-adjuntos o
valor ficaem V.
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Agora podemos substituir a férmula (1.3.17) da probabilidade na férmula (1.4.2) e usar
a linearidade da operagcdo trago para escrever o valor esperado de uma forma
interessante:

(d) = Zk:akTr(ﬂik p.) = Tr((zk:ak@kjpe] (1.4.6)

Nesta formula aparece um operador auto-adjunto que € determinado pela cole¢do de

sao de fato equivalentes, pois a cole¢do pode ser reconstruida a partir do operador. Para
fazer isto basta resolver o problema espectral do operador. Os subespagos A, sdo

justamente os auto-espagos € 0s @, sao os autovalores correspondentes do operador.

Temos que aprimorar o nosso conceito de observavel um pouco mais. Analisando o
exemplo das faixas cintilantes criticamente, percebemos que a associacao da pergunta se
um determinado contador dard um sinal com um tnico valor da coordenada x ndo é
muito correta. Na verdade deveriamos associar a pergunta do contador nimero 533

ndo com o valor 0,550m mas com o intervalo de valores [0,525m;0,575m]". Se

tivéssemos usado um arranjo de faixas cintilantes com a metade da largura teriamos, em
certo sentido, medido o mesmo observdvel, mas com uma resolu¢do melhor. O que
chamamos de observdvel ndo corresponde exatamente a um Unico aparato no
laboratério, mas a uma classe de aparatos. Um aparato mede um dado observédvel com
determinada resolucao e outro pode medir o mesmo observavel um pouco melhor com
mais alta resolucdo. Ambos os aparatos perguntam for intervalos no espago-valor de
uma grandeza. Podemos ainda permitir que se facam perguntas por unides contaveis de
intervalos. No lugar da exigéncia que as perguntas de um observével sejam mutuamente
excludentes devemos exigir que eles sejam compativeis do sentido de formar uma
algebra Booleana. Isto nos leva a seguinte defini¢do de observdvel unidimensional:

Um observével unidimensional .4 com espaco valor V € uma colecdo de
pares de perguntas simples A,

CND=0 = (Acznc‘ioﬁl)) e que Acp,=A.®A, e

e conjuntos Borel CcV tal que

A cop = AC AA o, ¢ tal que AV ¢ a pergunta trivial (sempre verdadeira).

Vamos dizer que, para o conjunto C, o observavel A faz a pergunta A..

Ao invés de dizer que “ a pergunta A foi respondida com um sim” vamos

dizer que “medimos um valor a no conjunto C”.

€,

! Uso aqui *;” para separar os valores no lugar da virgula para nio confundir o separador com a virgula do
ndmero decimal. eheselB
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Na representacdo matemdtica, as perguntas A, correspondem a subespacos fechados
A, ou a projetores ortogonais fPAC neste subespacos. O espago valor V € um espago

linear unidimensional totalmente ordenado. Para aeV seja
= <
I(a) = {xeV|x<q] (1.4.8).
Os projetores ortogonais
&, (a) = f/?w) (1.4.9)
permitem escrever um operador auto-adjunto® .4 em forma de integral de Lebesgue—
Stieltjes3 que representa o observavel:
A = [adt(a) (1.4.10).

def .
4 acV

¢, (a) € a familia espectral do operador e tem a propriedade

a,<a, = ()26, (ay) (1.4.11).
Para os subespacos correspondentes isto significa:
a <a, = Al S AL (1.4.12)

Pontos de crescimento continuo da fungdo valor-operador &, (-) pertencem ao espectro

continuo do operador, pontos de descontinuidade sdao autovalores discretos e regides
onde esta fun¢do € constate ndo pertencem ao espectro.

Os projetores fPAC correspondentes a um conjunto de Borel C podem ser escritos

também como integral de Lebesgue—Stieltjes

[ %c(a)de, (a) (1.4.13)

acV

com a fung¢do caracteristica ). do conjunto C:

1 para acC

= 1.4.14).
XC(a) def . {0 para a¢ C ( )

A probabilidade de medir um valor num conjunto Cé

Pr[gc;e] = Tr( .[xc a)dTr 8 (a )pe) (1.4.15)

acV

e o valor esperado do observavel é

? Na verdade existe aqui uma tremenda complicagio matemética, para muitos observéveis (aqueles com
espectro ndo limitados) o operador nio € definido em todo o espaco de Hilbert. Neste caso precisa do
conceito de operadores essencialmente auto-adjuntos.

Seja f:R — R uma fungio continuae g:R — R uma fungdo monotonicamente crescente. A integral

de Riemann-Stieltjes Ih f(x)dg(x) édefinida como limite das somas Zk f(x, e (x,)-g(x )]

com parti¢des do intervalo [a, b] com max [x - xk] — 0. Este tipo de integral pode ser estendida,
k

k+l1

formando a integral de Lebesgue-Stieltjes, para poder incluir fun¢des f mediveis ndo continuas. A
integral (1.4.10) generaliza esta idéia tendo operadores de projecdo no lugar da fungdo g.

21



(d) = [aarr(c(a)p,) (1.4.16)

acV

Para estados que podem ser representados por um vetor de estado podemos escrever as
formulas (1.4.15) e (1.4.16) também como

Prldcie] = (Vo2 v.) = [xc(a)d(v..€ (a)y,) (1417

acV

() = [ad(v.¢ (a)v,) (1.4.18)

acV

Podemos imaginar que alguém nao gostou dos rétulos de um observavel e queira usar

outros rétulos. Isto pode ser feito com a ajuda de funcdes mediveis”. Seja 4 um
observavel unidimensional com espaco valor V . Segundo nossa defini¢do, podemos

escrever . como uma familia indexada de perguntas .« = {AC}C ) onde chamei
€0

a dlgebra-6 dos conjuntos de Borel em V de o(V). Seja W outro espago valor e

6(W) a dlgebra-6 dos conjuntos de Borel em W. E seja f:V —W uma fungdo

medivel. Entdo podemos definir o observavel f (/g ) como a familia indexada de

perguntas f(ud) = {Zlf_,(D)}D W Se .4 era representado no espago de Hilbert

def .

pelo operador I adé,(a) entdo o observdvel f (x@) serd representado pelo

acV

operador | f(a)d®,(a). Se a fungdo f ndo for injectiva, a formagdo da fungdo de
A
acV

um observavel envolve alem da mera mudanca dos rétulos uma identificacdo de
perguntas, isto €, algumas perguntas A, A,,... que originalmente eram distintas podem

ser substituidas pelo “ou quantico” (JI.? A .

A idéia essencial do observavel era uma cole¢ao de perguntas simples compativeis cuja
unido € a pergunta trivial. Os valores do observavel eram meramente rétulos para
comunicar os resultados das medicdes de forma prética. Entdo podemos considerar o
uso de outros tipos de rétulos. Por exemplo, poderiamos usar valores de uma grandeza
multi-dimensional. Seja V um espacgo-valor de n dimensdes de alguma grandeza de

dimensdo n. Podemos formar um observavel n-dimensional </ que seria uma colegio

de perguntas simples A, e conjuntos Borel ccv tal que
CNnD=Y@ = (AC :ndoAD) ,que Ao, =A-AA, eque Ao ,=A @A, ¢
tal que Zlv ¢ a pergunta trivial (sempre verdadeira). Para poder representar este tipo de
observavel no espaco de Hilbert podemos escolher uma base {b,,b,,.....b,} em V ¢

podemos associar ao observavel A n observdveis unidimensionais

* Aqui medivel ndo no sentido da fisica experimental mas no sentido da teoria matematica de medidas
(volumes, dreas etc.). Uma fun¢des f: M — N que mapeia um espaco de medida M num outro

espago de medida é chamada de medivel se todas as imagens inversas de conjuntos mediveis em N
foram conjuntos mediveis em M.
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Vd(l),ﬂ(z), ..... ,VJ(") da seguinte forma: Para um conjunto Borel B c R o observavel

AW faz a pergunta simples Ag‘) = AR,,]@R%@_W@B@ o.0ms » OU SEJa a pergunta simples

que 0 observéavel A faz para 0 conjunto
(,B = Rb ®Rb,®..® Bh, ®...®RD, ={xev[x=3 xb,x"e B}

Fig. 1.4.2 Exemplo de um conjunto cilindrico ¢ B num espago

bidimensional com k=1e B = [1;1,5] .

Com uma dada base  {b,b,,....b,} o0s observdveis

AW, 4D ,V&(") sdo determinados de forma tnica pelo

observavel . . Por outro lado, o observavel A também é
determinado de forma tnica pelos observaveis AV, 4D 4™ e pela base. A
dlgebra-c em V pode ser gerada por conjuntos da forma 6B NGB, N....NE B, , onde

os B,,...,B, sdo conjuntos de Borel em . Para este tipo de conjunto o observavel

A faz a pergunta Agl)/\ﬁg)/\ ..... /\A(B’? . Os observiveis Vdﬂ(l),ﬁ(z), ..... ,V&(") podem
ser representados no espaco de Hilbert por n operadores auto-adjuntos que comutam.
Os observaveis 4", 4® ... 4" sio componentes de um dnico observével < de n

dimensdes. Podemos também incluir os valores bdsicos b, nos observaveis;

AW z A" Isto é uma questdo de gosto. Observaveis 4" .4 . . 4" que

podem ser considerados componentes de um tnico observavel .4 sdo chamados de
observéveis comesuraveis pois a medi¢do do observdvel .« pode ser considerada uma

medicao simultanea de todos os A o, Jg(z), ..... , A"

Seja W um espaco valor de alguma grandezae f:V — W uma funcdo medivel, onde
V € o espaco valor do nosso observivel n-dimensional A que consideramos no dltimo

paragrafo. Definimos a fun¢ao f (Vg ) do observdvel .4 como o observével que, para

um conjunto Borel Be o(W) faz a pergunta Af"(B)' Os observaveis f (VJ) e A sdo

comesuraveis. Mas a formacao de tal tipo de funcdo de um observavel significa de novo
uma mera altera¢do dos rétulos. Ela ndo traz mais informagao. Ao contrdrio, se f nao

for injectiva, perde-se informacdo. Isto €, medindo f (Vg ) nao vamos obter mais

conhecimento sobre o estado do sistema do que medindo o préprio .« . Por outro lado,
se medirmos um outro observdvel 5 que é comesurdvel com .4 ganharemos em
geral mais informagdes, a ndo ser que 5 € justamente uma funcido de .« . Pode

ocorrer que o proprio .4 ja faz perguntas tdo detalhadas que ndo é possivel melhorar a
informagdo ainda mais. Isto € o caso quando todos os observdveis comesuraveis com

4 podem ser escritas como fungdes de .4 . Neste caso vamos chamar o conjunto de

5 , J. . L. .
Usamos o simbolo ¢ para lembrar da palavra cilindro. Em teoria de processos estocésticos este tipo de
conjunto ¢ chamado de conjunto cilindrico.
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No caso de espectros totalmente discretos esta condi¢do significa que os auto-espacgos
simultdneos dos correspondentes operadores AW 4D g sio todos

unidimensionais e os auto-vetores comuns na dotagdo de Dirac ndo precisam de indices
de degenerescéncia.

Um conjunto de observaveis comesuraveis {ﬂ(l), ﬁ(z), ..... , A (")} € completo

se e somente se todos os observdveis que sdo comesurdveis com O0S
AV 4D g™ podem ser escritos como fungdes dos AV 4D g
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