8.3 Motor, gerador, balanca de Kibble e galvanometro

Ja explicamos a ideia bésica de um motor elétrico na se¢do 6.6 quando discutimos o
torque atuando numa espira de corrente exposta a um campo magnético. Mas a lei de
inducdo introduz um aspecto novo nesta discussdo e devemos estudar motores sob este
ponto de vista.

Para facilitar a andlise, vamos substituir o movimento rotatério, que a maioria dos
motores apresenta, por um movimento em linha reta. Imaginem uma barra condutora
que possa deslizar sem atrito mecanico em dois trilhos horizontais também condutores.
Vamos imaginar imas permanentes muito fortes instalados por baixo do plano formado
pelos trilhos. Estes imds criam supostamente um campo magnético uniforme e
perpendicular ao plano dos trilhos. Uma bateria de eletromotiancia & e resisténcia
interna desprezivel esta ligada nos trilhos. A barra tem uma resisténcia elétrica R e sua
massa vale m. Para facilitar, vamos supor que a resisténcia dos trilhos assim como uma
possivel resisténcia elétrica de contato entre trilhos e barra sejam despreziveis. Esta
hipétese ndo € muito realista, mas ela facilita a andlise sem alterar os aspectos essenciais
que quero discutir.

A figura 8.3.1 mostra este tipo de motor linear esquematicamente. A resisténcia da barra

estd representada como um resistor a parte. A figura mostra ainda uma coordenada x

que caracteriza a posi¢ao da barra e vetores unitarios de uma base ortonormal. O campo

magnético gerado pelo ima permanente € indicado com flechas azuis que entram no

plano de papel, enquanto o vetor unitirio Z é mostrado como flecha que sai voando na
direcdo ao observador.

A
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R I . d L.Q oz Fig. 8.3.1 Esquema de motor linear. A for¢a
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A lei que permite entender os
movimentos da barra € a segunda lei
de Newton. Podemos escrever esta lei na forma unidimensional considerando a forca
magnética como a tnica for¢a que atua na dire¢do x.
rilho?2
d2X A tri ~ R
m = 1& [ dixB (8.3.1)
t

O sentido da integragdo € o mesmo que o sentido positivo da corrente, ou seja, o trilho 1
€ no desenho o trilho superior.

trilhol

Com a férmula (8.3.1) temos um exemplo da necessidade de complementar a mecénica
com uma teoria das forcas. Por enquanto esta igualdade n@o constitui uma descri¢ao da
dindmica da barra, porque o lado direito, ou seja, a for¢a contém incdgnitas cuja relagdo
com a incognita x ainda ndo é conhecida. Estas incdgnitas sdo a corrente / e também

o campo magnético B . Na maioria dos livros que discutem este tipo de problema nem
sequer se considera o campo magnético como incognita. Mas, a todo rigor, ele é uma
incOgnita, pois a corrente I que flui na malha formada pela bateria, pelos trilhos e pela

barra contribui para o campo magnético, e como I é incégnita, B também o é.
A dependéncia do campo magnético da corrente / pode ser calculada com a lei de Biot-
Savart. J4 fizemos este tipo de célculo. Mas isto d4 muito trabalho e neste momento

vamos evitar esta complicacdo com a ajuda de uma boa desculpa. E facil arrumar esta
desculpa; simplesmente vamos supor que os imds permanentes sejam extremamente
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fortes de tal forma que o campo magnético gerado pela prépria corrente possa ser
desprezado. Entdo vamos supor que

B = -B: , B>0, B=const. (8.3.2).
Com esta hipétese a segunda lei de Newton fica com um aspecto mais simples:
d’x
m—s- = II!B 8.3.3).
i (8.3.3)

Mas continua um excesso de incégnitas. Precisamos de mais uma equagdo que
determine /. Ingenuamente poder-se-ia escrever [=E/R. Mas isto estad errado!
Devemos aplicar corretamente a lei das malhas:

do

-€ + RI = ——*" (8.3.4).
dt

Nesta formula @, € o fluxo magnético através da malha formada pela bateria, pelo

trecho dos trilhos até a barra e pela barra. Na avalia¢ao deste fluxo magnético dever-se-
ia também considerar o campo magnético gerado pela prépria corrente. Mas de novo
vamos desprezar esta contribuicdo. Na préxima secdo trataremos justamente da lei de
indu¢do em situacdes nas quais a contribuicdo da prépria corrente é importante. Mas
aqui vamos desprezar esta contribuicdo. Com esta aproximacdo o fluxo magnético é
bem simples:

o = Blx (8.3.5).
Inserindo isto na (8.3.4), obtemos
-&€ + RI = —Bﬁﬂ (8.3.6).
dt
Entdo no lugar do valor £/ R temos
I = £ _ Bldax (8.3.7).
R R dt

Substituindo esta expressdo da corrente na segunda lei de Newton (8.3.3), obtemos
finalmente uma equagao diferencial que descreve a dindmica da barra.

2
m% - (% - %%)fB (8.3.8)

Percebemos que a equacdo poderd ser reduzida a uma equagdo diferencial de primeira
ordem se usarmos a velocidade v =dx/dt como incognita:
dv  EIB B /?

(8.3.9).

v
dt mR mR

Esta equacdo € do tipo inhomogéneo-linear, com uma inhomogeneidade constante.
Entdo, seguindo nossa receita de resolver tal tipo de equacdo, faremos a tentativa de
uma solugdo particular constante: v, = const.. A equagdo (8.3.9) determina o valor desta

constante:

v, = — (8.3.10).
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Para ndo perdermos o habito de sempre olhar nossos passos criticamente, verificamos
rapidamente se a expressdo £//¢B é mesmo uma velocidade. Escrevendo as unidades

destas grandezas, obtemos V/ (m x Vs m’z) =m/s. Isto estd perfeito.

A equacdo homogénea € do tipo da conta bancdria com juros negativos e a solucio é
bem conhecida. Podemos logo escrever a solug¢do geral completa:

& B* (?
v.(t) = — + Aexpi-— t 8.3.11).
¢ (1) B p{ — } ( )

Se supusermos a condigdo inicial v(0)=0, ou seja, a barra partindo do repouso,

v(r) = g%(l—exp{—il;; t}j (8.3.12).

Esta € a conhecida solu¢do do problema do paraquedista ou da esfera caindo num fluido
viscoso. A figura 8.3.2 mostra este comportamento.

obtemos

v Fig. 8.3.2 Velocidade de um motor linear em fungio do
tempo na auséncia de forcas ndo magnéticas.

E interessante analisar a situacdo assintética
para grandes tempos. O limite limv(z) € o
/ f—o0

valor v,. Com a férmula (8.3.9) segue que a

&ns

corrente nesta condicdo vale zero. Podemos

entender este resultado sem resolver nenhuma

equagdo diferencial. Pois se a barra executa um

mR/€B ’ movimento uniforme, a forca atuando sobre a

barra tem que ser nula. Entdo se a forca

magnética for a unica, esta tem que valer zero e consequentemente temos [ =0.

Podemos entender este resultado também usando um argumento energético: com

velocidade constante e sem forca de atrito ou outra forca externa, a bateria ndo precisa

fornecer nenhuma energia e consequentemente deve valer / =0. Durante a fase de
aceleracdo, a bateria fornece energia (Exercicio E 8.2).

Mas como podemos entender que ndo flui corrente numa simples malha com uma
bateria e um resistor? O segredo estd na lei de inducdo: esta malha ndo € simples, a
barra em movimento imersa num campo magnético constitui uma segunda fonte e, na
condicdo v=E// B, esta fonte tem a mesma eletromotancia da bateria. Entdo nesta

condicdo, o circuito equivale ao circuito da figura 8.3.3 e € obvio que ndo flui corrente.

Fig. 8.3.3 Circuito equivalente para o sistema da figura 8.3.1 na condigdo

v=E/IlB.
R
3 & A situacdo muda se acrescentarmos uma forca de atrito mecanico

| | na dinamica do sistema ou uma outra forca. Vamos imaginar que
haja um atrito do tipo viscoso e que amarremos uma corda na

barra que passa por uma roldana e segura uma massa M. A figura
8.3.4. mostra este esquema em vista lateral. A corda com tensdo 7T exercerd uma forca

adicional ﬁc =-Tx sobre a barra. A equagdo da lei das malhas (8.3.7) nao sofre
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nenhuma mudancga por causa destas forcas novas. Mas na equagcdo de Newton teremos
mais dois termos. Entao no lugar da equacao (8.3.8) temos

2
- (5 - B—f@jw a7 (8.3.13)
dt R R dt dt
Fig. 8.3.4 Motor linear
v levantando uma massa M.
m =

Nesta férmula,

+ SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSTE]
LN N NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN -Ndx/dt representa um
termo de atrito viscoso.

Ijl Numa situagdo geral, a
tracio T dependeria da
prépria aceleragdo da

barra. Mas neste momento quero somente considerar um movimento uniforme da barra
e neste caso a tracdo € constante valendo Mg , sendo g a aceleracdo da gravidade. A

condi¢do de movimento uniforme é

0 = (E — ﬁ@jﬁB — n@ - T (8.3.14).
R R dt dt
Desta condicdo obtemos a velocidade
«SIl;B _o7
,+
R n
e com a lei das malhas (8.3.7) obtemos o valor da corrente
2 p2
¢ 2 : BIT
I == - R __ (8.3.16)
R B /" +MR

Para >0 ou T >0 esta corrente ndo € zero e a bateria fornece energia. Nem toda
energia fornecida pela bateria € usada para levantar o peso e para vencer o atrito
viscoso. Uma parte aparece como energia térmica na resisténcia R. No exercicio E 8.3 o
leitor pode avaliar estes balangos de energia.
v Fig. 8.3.5 Gerador elétrico.
m

—

O arranjo da figura 8.3.4
SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS + . ‘] g
I N N NN N RN NN NN R NN NN NN NN N NN N NN N funciona como um motor

elétrico, isto €, como uma

E] maquina que transforma
energia elétrica em energia

mecanica. Podemos fazer

também o inverso. Imaginem que coloquemos a roldana na outra extremidade dos
trilhos como indicado na figura 8.3.5. Nesta configuracdo a forca exercida pela corda

vale F, =+Tx. Considerando de novo apenas o caso de movimento uniforme, obtemos
no lugar da férmula (8.3.16) a seguinte expressao para a corrente:
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2 p2
££RB + BIT
I = — - 8.3.17).
R B> /> +MR ( )

Percebemos que agora a corrente pode ser negativa. Neste caso a bateria seria
carregada. Nesta configuracdo temos uma mdquina que transforma energia mecanica em
energia elétrica.

Fig. 8.3.6 Medida da resisténcia de um motor elétrico.
O instrumento indica um pouco mais que 18,4 Q

Veremos todos estes resultados qualitativamente
com um pequeno motor, porém com um motor
que gira € ndo com um motor linear. A figura
8.3.6 mostra um pequeno motor ligado num
ohmimetro. O motor tem aproximadamente uma
resisténcia de 18,4 . Se ligarmos este motor
numa fonte de 10 V, esperaremos ingenuamente
uma corrente de 0,543 A. Mas a figura 8.3.7
mostra que a corrente € apenas 38 mA quando

deixamos o motor girar livremente.
Sem atrito mecanico esta corrente

seria até exatamente zero. Na figura
8.3.8 tento frear a rotacdo do motor
com um dedo da mdo e notamos que o
valor da corrente aumentou para quase
0,158 A. Na figura 8.3.9 o motor esta
ligado num voltimetro e eu giro o
eixo. Percebe-se uma voltagem
induzida. Entdo neste caso o motor

funciona como gerador. Fig.8.3.7
Motor girando livremente provoca uma

corrente muito aquém do valor 6hmico. —

«—Fig. 8.3.8 O atrito da roda montada no eixo do
motor com o dedo aumenta o valor da corrente.

Fig. 8.3.9
Motor usado
como gerador.
—
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Nas aplicagdes, nem todos os motores sao de rotacdo. Alguns motores sdo realmente
lineares, mas geralmente ndo usam trilhos para transmitir a corrente para o condutor em
movimento. Os alto-falantes sdo exemplos de motores lineares. Neles o condutor mével
¢ um arame de cobre fino enrolado num cilindro de papelao. Este solenoide ¢é
mergulhado numa fenda circular na qual existe um forte campo magnético radial. O
cilindro de papelao estd preso num funil de papelao que possui na parte mais aberta uma
ondulagdo. Esta ondulacdo torna a beirada do funil maledvel. Um suporte segura o funil
nesta beirada. Por causa da ondulacdo da beirada do funil, este pode ser movido pelo
motor linear para frente e para trds movimentando com isto o ar criando ondas
acusticas. No caso dos alto-falantes, os movimentos ndo sdo grandes e a transmissio da
corrente elétrica para o condutor moével € feita com dois arames muito flexiveis
fabricados de uma malha de arames finos de cobre. A figura 8.3.10 mostra o esquema
de um alto-falante. No caso do alto-falante a

3 4 conversao de motor em gerador também pode ser
feita. Estes alto-falantes magnéticos podem
também ser usados como microfones. Nesta
% % funcdo eles sdo geradores. Se o leitor encontrar

5

algum réadio jogado no lixo, ele deve aproveitar a
oportunidade, deve retirar um alto-falante e
desmonti-lo para conhecer os detalhes deste
equipamento.

Fig. 8.3.10 Esquema de um alto-falante magnético:
1.solenoide mergulhado em fenda circular, 2. ima, 3. funil
de papelao, 4. beirada ondulada do funil, 5. suporte externo,
6. fios flexiveis.

Um motor linear muito parecido é usado na
metrologia na tentativa de substituir o antigo
padrio de quilograma por um ancorado em padrdes quinticos de ampere e volt'. Neste
motor o condutor mével também € um solenoide num campo magnético radial. Porém o
solenoide ndo estd preso num funil, ele estd pendurado numa balanga feita com uma
roda’ apoiada em duas cunhas que servem ndo apenas como eixo de giro da roda, mas
sdo também usadas para transmitir a corrente elétrica. Primeiramente os pesos do
solenoide e de seu suporte sdo perfeitamente equilibrados com uma pequena massa m,, .

Depois duas medidas sdo feitas com este motor linear. Na primeira, chamada de modo
estdtico, a for¢a peso que atua sobre uma massa adicional m pendurada no mesmo lado
do solenoide € equilibrada com uma forca magnética. A corrente necessdria para esta
realizacdo de equilibrio é medida com um amperimetro extremamente preciso. A
geometria desta experiéncia € diferente do nosso motor linear feito com uma barra e
dois trilhos. Mas podemos tranquilamente usar as nossas formulas para entender as
experiéncias feitas com esta balanca. O comprimento ¢ da barra corresponde ao

comprimento do fio enrolado no solenoide pendurado. A condicdo de equilibrio é

mg = I/B (8.3.18).

! Kibble, B. P. (1975), Sanders, J. H.; Wapstra, A. H., eds., Atomic Masses and Fundamental Constants 5,
New York: Plenum, pp. 545-51

Stock M.: The watt balance: determination of the Planck constant and redefinition of the kilogram, Phil.
Trans. R. Soc. A 369 (2011), S. 3936-3953

? Na invencio original feita por Bryan Kibble em 1975, a balanca ndo usava uma roda , mas um feixe de
balanga convencional.
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Nesta formula B € o médulo do campo magnético e g € a aceleracdo da gravidade,
que deve ser medida também com extrema precisdo. Numa segunda experiéncia,
chamada de modo de velocidade, com exatamente 0 mesmo campo magnético, a bobina
¢ movida na direcao vertical com uma velocidade constante muito precisamente medida.
Nesta segunda experiéncia ndo ha corrente no solenoide. No lugar da fonte e do
amperimetro, se conecta um voltimetro na bobina. Este voltimetro também deve ser
extremamente preciso e estar extremamente perto da condicao de voltimetro ideal. Este
instrumento indica a eletromotancia magnética induzida na bobina. Esta vale

& = vI/B (8.3.19).

Podemos eliminar o produto ¢B das duas férmulas e obtemos uma expressao para a
massa em termos da aceleracdo da gravidade, da velocidade, da voltagem e da corrente:

m = € (8.3.20)

gV

Pode-se interpretar a juncdo das duas experi€éncias como uma comparagao de uma
poténcia mecanica m g v com uma poténcia elétrica /€ . Como Watt € uma unidade
de poténcia, este equipamento recebeu o nome de balanca de Watt 3, Usa- se também o
nome balanca de Kibble homenageando o inventor Bryan Kibble. As figuras 8.3.11 e
8.3.12 mostram as duas medidas esquematicamente.

Fig. 8.3.11 Balanca de Kibble usada no modo de
equilibrar o peso de uma massa m com forca magnética.
h

Fig. 8.3.12 Balanga de Kibble usada no modo de
velocidade. |

no

motor para o
movimento no
modo de velocidade

o
O

3 Balanca de Watt é um péssimo nome. Poder-se-ia chamar este instrumento de balanga de poténcia, mas
ndo de balanga de Watt. E sinal de ignorancia pensar que uma grandeza ¢é definida pela sua unidade.
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A figura 8.3.13 mostra uma fotografia de tal equipamento.

Fig. 8.3.13: Imagem de uma balanga de Watt montada no National Institute of Standards and
Technology (USA). Fotografia original feita por Richard Steiner. A imagem foi tirada da Wikipedia. A
roda tem um didmetro de 0,61 m. Acima da balanca se vé€ a borda inferior de uma campanula de vécuo.
Durante a experiéncia esta campanula é baixada e a medida € feita em alto vacuo para eliminar forcas de
empuxo e para tornar a medida interferométrica® da velocidade na segunda parte da medida mais precisa.

O nosso modelo simples da barra deslizando em trilhos num campo magnético
constante pode ser usado para entender mais um instrumento de medida. Vamos
substituir a forca de uma corda por uma for¢a eldstica de uma mola espiral como
indicado na figura 8.3.14.

o Fig. 8.3.14
I yL*4Q o

= m Modelo de
galvandémetro.

&

R SPSN .
®®®®®®®®®003)))33:333))

* Interferometria é uma técnica de medir diversas grandezas usando o fendmeno de interferéncia de
ondas. Aqui se usam ondas luminosas.
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Entdo no lugar do termo de tracdo da corda, ou seja, no lugar do ultimo termo na
férmula (8.3.13), vamos colocar uma forga eléstica:

2
px (B, b
dt dt

R R dt

= - k(x—x,) (8.3.21)
Nesta formula « € a constante de mola e a constante x, € determinada pelo

comprimento natural da mola e pela posicdo do suporte da mola. Esta equagdo € a
equacao diferencial de um oscilador harmonico amortecido com posi¢ao de equilibrio

EIB
xequil[hrio = E? xO (8322)’
constante de amortecimento
1 B2 2
_ B r (8.3.23)
2\l mR m
e frequéncia angular ndo amortecida
W, = | (8.3.24).
m

A medicao da posicdo de equilibrio fornece informagdo sobre a eletromotancia € ou
sobre a corrente €/ R . Entdo temos aqui um galvandmetro. Mas este equipamento tem
um comportamento inconveniente. Imagine que comecamos com uma eletromotancia
nula e num determinado instante ligamos uma bateria com eletromotancia € >0. Mas a
barra ndo se deslocard diretamente e de forma rdpida da posi¢do original x, para a

nova posi¢ao de equilibrio descrita pela férmula (8.3.22). Se ot < ®,, a barra oscila em

volta do novo ponto de equilibrio e lentamente a amplitude desta oscilacao diminui. O
observador precisa ter muita paciéncia para finalmente poder medir a nova posicao de
equilibrio. Se o > ®, , o sistema € superamortecido e se aproxima exponencialmente e

de forma lenta do novo ponto de equilibrio. De novo o observador precisa ter muita
paciéncia. A forma mais répida de estabelecer o novo equilibrio € obtida usando valores
dos pardmetros tais que O.=®,, ou seja, na condi¢do de amortecimento critico. Nos

galvandmetros este amortecimento é geralmente obtido pelo ponteiro que sofre atrito
viscoso no ar. Um caso interessante € o nosso multimetro de demonstragdo que usamos
na discussao do divisor de tensdo (fig. 5.7.3) ou na lei de indugdo (fig. 8.1.4). Ele foi
construido com um galvandmetro de espelho. Isto significa que a orientacdo da bobina
giratéria nao € indicada por uma haste longa, mas com a ajuda de um pequeno espelho.
Este espelho gira praticamente sem nenhuma forca de atrito viscoso. Na constru¢do

deste aparato tive que usar o termo B’ /¢*/(2mR) para conseguir um amortecimento

critico. Mas isto impossibilita a alteracdo do fundo de escala ou a transformagao do
galvanOmetro em voltimetro colocando resistores em paralelo ou em série. Entdo eu tive
que usar sempre o mesmo resistor. Para as transformagdes de fundo de escala e a
transformagdo do galvandmetro em voltimetro, eu usei uma eletronica adicional cujo
funcionamento serd discutido numa se¢ao futura.
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Exercicios:
E 8.3.1: O expoente da fung¢do exponencial da férmula (8.3.12) tem que ser um ndmero
puro. Entdo B> (*/ (mR) deve ser o inverso de um tempo. Mostre que esta expressao €

realmente um inverso de um tempo.

E 8.3.2: Considere o motor linear da figura 8.3.1 sem atrito e sem forca externa. Calcule
a energia fornecida pela bateria durante a fase de aceleracdo da barra, ou seja, no

intervalo de tempo [O, o). Compare esta energia com a energia cinética final da barra.

E 8.3.3: Analise as poténcias envolvidas no funcionamento do motor linear em regime
de velocidade constante na presenca da forca viscosa e da forca Mg de uma massa
pendurada no fio da figura 8.3.4.

E 8.3.4: Pense nas possiveis fontes de erro experimental nas medidas de massa com
uma balanga de Kibble. Por que se pendura a massa m no mesmo lado onde estd o
solenoide e ndo no lado oposto?

E 8.3.5: Escreva os pontos de destaque desta secao.
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