7.3 Revisdo do teorema de Stokes
(Esta secao € prevista para o estudo individual do aluno, e ndo para a aula)

Integrais de linha calculadas sobre caminhos fechados que formam beiradas de
superficies orientdveis serdo de suma importancia na compreensdao das leis que
governam o campo magnético. Entdo vamos investigar este tipo de integral mais
detalhadamente.

Ja mencionamos superficies orientdveis na secdo 3.1 e vimos um exemplo de uma
superficie ndo orientdvel. Devemos explicar esta nocdo mais detalhadamente. Imagine
uma superficie regular ou suave no espaco fisico do referencial do laboratorio.
Definiremos a nocao de superficie regular de maneira formal no apéndice A desta secao.
Aqui basta uma ideia intuitiva de uma superficie sem “bicos” que permite definir um
plano tangente em todos os seus pontos. A figura 7.3.1 fornece um exemplo de tal tipo
de superficie.

Em algum ponto P, desta superficie escolhemos um vetor normalizado ﬁpl que seja

ortogonal ao plano tangente neste ponto. Falei escolher. Pois existem dois vetores deste
tipo, um de cada lado da superficie. Os dois diferem por um sinal.

Fig. 7.3.1 Superficie orientdvel com dois vetores de orientagdo. A superficie é fisicamente realizada
pela interface acrilico-ar de uma tigela. Esta superficie € delimitada por uma marca vermelha na beirada
da tigela. Os dois vetores de orientacdo, realizados com pecas torneadas de latdo, apontam quase na
mesma dire¢do devido a proximidade dos lugares onde eles foram colados e pela suavidade da superficie.
Agora imagine que queiramos escolher
também um destes vetores num ponto
vizinho P, muito préximo do primeiro
ponto. De novo teremos duas opg¢des. Mas,
depois da escolha no ponto P, uma das
opgOes € agora mais natural que a outra.
Pois devido ao fato de que os pontos P, e

P, sdo proximos e de que a superficie €
suave, os planos tangentes nestes pontos

terdo quase a mesma orientacao no espaco.
Consequentemente uma das opcdes no

ponto P, fornece um vetor 7, que difere

do vetor ﬁpl muito pouco, enquanto a outra op¢ao corresponde a um vetor que difere do

vizinho 7, drasticamente. A escolha sem mudanga dréstica € a mais natural.

Desta forma podemos tentar cobrir toda a superficie com vetores unitdrios 7, , todos

perpendiculares aos seus respectivos planos tangentes e de tal forma que a associagdo de
pontos com vetores P> 7, defina uma funcdo continua na superficie. Se isto for

possivel, chamaremos a superficie de orientdvel ¢ chamaremos uma escolha entre as
duas opg¢des de uma orientagdo da superficie. O exemplo da fita de Mobius mostra que
nem toda superficie € orientdvel. Na figura 3.1.1 as duas op¢des sdo marcadas com duas
cores, um lado azul e o outro preto. Como podemos ver na figura 3.1.1, hd uma
descontinuidade na coloracdo e ndo € possivel pintar os dois lados opostos com duas
cores diferentes sem criar alguma descontinuidade.
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Caso a superficie S tenha uma beirada S, a orienta¢do da superficie permite definir
uma orientacdo da beirada relativa a orientacdo da superficie. Vamos definir esta
orientacdo relativa da seguinte maneira: imagine uma pequena roda dentada rodando

num ponto P, perto da beirada da superficie com uma velocidade angular ® que
aponta na mesma dire¢cdo ¢ no mesmo sentido do vetor de orientagdo ﬁPB. E vamos

imaginar que na beirada dS exista um corddo de pérolas que pode deslizar ao longo da
beirada. Os dentes da roda dentada encaixam nos espacos entre as pérolas e a roda
moverd o corddo. O sentido deste movimento serd a orientagdo relativa da beirada da
superficie. A figura 7.3.2 mostra este arranjo.

IO ’Qs" ti Fig. 7.3.2 Roda dentada imaginada perto da beirada dS de uma

R\'&:?y ‘t@ superficie orientdvel S. A roda gira com uma velocidade angular

’(’ \\’Q:Q'ff‘ X cujo pseudovetor aponta na dire¢do e no sentido do vetor de
‘\

orientagdo da superficie no lugar da roda. A roda move um cordao
de pérolas na beirada S e define com isto uma orientagio da
beirada.
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Nas consideracdes subsequentes, interessam superficies
a S —= orientdveis que possuem uma beirada em forma de curva

fechada. Seja S uma superficie deste tipo e seja V
algum campo vetorial diferencidvel definido no espago
fisico [E do referencial do laboratério. O objeto do nosso interesse € a integral de linha

cﬁ\?-d? (7.3.1).
a9

Esta grandeza é também chamada de circulagdo do campo V em volta da curva 95 .
Podemos imaginar que andemos de um ponto P, da beirada dS, indo no sentido da

orientacdo da beirada até um ponto vizinho P, , igualmente na beirada 9S, e que
multipliquemos o vetor deslocamento P P, escalarmente pelo vetor 1% (PO) . Anotamos

o resultado desta multiplicacdo. Depois seguimos com o mesmo procedimento até um
ponto P,, e depois para P, etc. até percorrer toda a beirada, voltando ao ponto inicial.

Feito isto somamos todos os produtos
V(P,)-PP+V(P)-PP, +....+V (P, )-PP, (7.3.2).

Esta soma ¢ uma aproximacgdo da integral (7.3.1). Repetindo este procedimento com
deslocamentos cada vez menores € em maior nimero, obtemos a integral (f)aSV-dz no

limite com N — o e max{[BP,[} 0.

Podemos expressar esta integral também como uma integral comum com a ajuda de
uma descrigio paramétrica da curva 9S. Seja Ty (:): [0,1] —dS uma fungdo

diferencidvel com 7, (0)=74(1) que percorre toda a beirada de tal forma que a

derivada  dr,; (A)/d)\ aponte no sentido da orientacdo da beirada 0S para todo
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Ae [O,l]. Com tal fung¢do podemos escrever a integral (7.3.1) como uma integral

comum:
drs (3)

dA 7.3.3).
I (7.3.3)

§v-at = [V(5 ()

Naturalmente pode-se usar também um outro intervalo [a, b] para o parametro de curva

e neste caso a integral se estende de a até b. E também é obvio como se pode
generalizar esta representacio da integral de linha por integrais comuns para curvas que
sdo apenas seccionalmente regulares. Neste caso tem-se que somar vdarias integrais
comuns que tomam conta dos diversos pedagos regulares da curva.

A circulagdo de um campo vetorial tem uma propriedade em comum com a quantidade
de fonte de um campo vetorial. Na se¢do 2.2 vimos que a quantidade de fonte € aditiva.
Expressamos isto com a férmula (2.2.18), a qual eu repito aqui:

para V=V, UV, com V,NV,= vale @]-dﬁz@]-d§+ﬁ>]-d§ (7.3.4).
v Fi v,
De forma semelhante, a circulacdo tem uma propriedade aditiva. Imagine que dividimos
uma superficie orientdvel S em duas partes S, e S,, como indicado na figura 7.3.3.

Fig. 7.3.3 Uma superficie orientada S dividida
em duas partes S, e S, .
Percebemos que as beiradas dS, e dS,

possuem uma parte comum que ndo faz
parte da beirada 9dS. Por outro lado as
partes de dS, e de 9S, que ndo sdo

comuns constituem toda a beirada 9S.
Percebemos ainda que a parte comum ¢é

percorrida na soma das integrais (Jr)a V-di+ Cﬁa V.d/l duas vezes e em sentidos
S) S>
contrérios de tal forma que esta parcela se cancela na soma. Consequentemente vale

§v-ai+§v-ai = §v-ai (1.3.5).
as, as, as
No caso da quantidade de fonte tomamos a propriedade aditiva como motivo para
definir uma densidade. Podemos tentar algo andlogo no caso da circulagdo. Mas, no
caso da circulacdo, esta densidade € uma densidade superficial e a circulacdo depende
certamente também da orientacdo da superficie no espaco. Na sec¢do 2.1 pedi para se
estudar a se¢do subsequente com especial atencdo, pois esta iria abrir muitas portas.
Naquela secdo 2.2 vimos que tal tipo de densidade tem que ser um vetor. Entdao a
densidade superficial de circulagdo deve ser um vetor (também poderia ser um

z

pseudovetor). Esta densidade superficial da circulacdo é chamada de rotacional e é

escrita como rotV . Mas podemos esperar uma dependéncia linear entre circulacido e
vetor superficie somente para superficies infinitesimais. Entdo esperamos poder contar
com uma férmula do seguinte tipo:

para S infinitesimal : S[)V-dz = (rotV)-§ (7.3.6).
as
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Os detalhes desta afirmacdo ndo sdo triviais. Para comecar, ndo é nada 6bvio que a
circulacao (ﬁaSV -d !¢ em volta da beirada de uma superficie infinitesimal § seja uma

funcdo do vetor superficie S.Eem segundo lugar, ndo € trivial que esta funcdo seja
linear. Elucidamos estes detalhes no apéndice B desta se¢do. Aqui vamos simplesmente
assumir que estas afirmacdes sejam verdadeiras.

A partir da relagdo linear (7.3.6) vélida localmente para pedacgos infinitesimais de
superficie, podemos compor a circulacdo em volta da beirada de uma superficie grande
integrando a densidade. Esta recomposi¢ao da circulacdo grande a partir de pedacos
infinitesimais usa a propriedade aditiva da circulagdo.

§v-dai = [[(rotV)-as (7.3.7)
as N

Nesta formula e na (7.3.6) € essencial que as orientagdes da superficie e da sua beirada
sejam relacionadas. A relacdo destas orientacdes serd sempre aquela descrita no inicio
desta sec¢do.

Com uma representacdo explicita da densidade de circulacdo, ou seja, com o rotacional,
a férmula (7.3.7) constitui o teorema de Stokes. Como o teorema de Gauss, ele expressa
uma integral de dimensionalidade N por uma de dimensionalidade N —1. No caso de
Gauss temos N =3 e no caso de Stokes N =2. O teorema fundamental do cédlculo
integral também entra nesta classe de teoremas, no caso, com N =1.

Na secao 2.2 calculamos a divergéncia de um campo vetorial em coordenadas
cartesianas. O leitor deve agora tentar usar ideias andlogas para calcular o rotacional em
coordenadas cartesianas, ou seja, mostrar que

otV = VxV (7.3.8).

Na secdo 3.1 prometemos dar a oportunidade de “reinventar” o teorema de Stokes. Pois
aqui fornecemos as dicas para reinventa-lo.

Exercicios:

E 7.3.1: Calcule a circulagdo de um campo vetorial V diferencidvel em volta de um
retdngulo no plano xy com lados infinitesimais & (na dire¢do x) e € (na diregdo y)
desprezando termos superiores aos termos da ordem &'e'. Depois divida o seu resultado
pela drea do retangulo para obter uma densidade de circulagdo.

Fig. 7.3.4 Decomposi¢io de uma superficie triangular em
componentes X, y € z.

E 7.3.2: A figura 7.3.4 mostra quatro superficies
triangulares que juntas formam uma superficie
fechada. Vamos orientar estas quatro superficies de
tal forma que os vetores superficie apontem todos
y para fora do volume que é embrulhado por esta

superficie fechada. (A) determine as orientagdes

relativas das beiradas dos quatro tridngulos. (B)

v Mostre que a soma das quatro circulagdes de um
campo vetorial qualquer resultam em zero. (C) Mostre que a soma dos quatro vetores
superficie dos quatro triangulos resulta em zero.
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Comentdrio: O fato que deve ser mostrado no item (C) significa que —fc-S’OCB € a
componente x do vetor § ApC > que —&S’OAC é a componente y do vetor S Apc € que

—Z-Sops € sua componente z. Entdo podemos decompor uma superficie como um vetor

em componentes € a componente € a projecdo ortogonal de sombra no plano de
coordenadas perpendicular ao correspondente eixo de coordenadas. O item (B) significa
que podemos compor a circulacdo a partir das circulagdes das componentes.

E 7.3.3: Um ponto A tem as coordenadas esféricas <r, 0, (p> como indicado na figura
7.3.5. A partir do ponto A faremos trés passeios infinitesimais:

(1) De A até o ponto B com coordenadas <r+5, 0, (p> . Depois vamos até o ponto C com
coordenadas <r +9,0+¢, (p> , depois para D com <r, 0+e, (p> e finalmente voltamos para
A.

(2) De A até o ponto F com coordenadas <r, 0,0+ §> Depois vamos até o ponto G com
coordenadas <r+5, 0,0+ C> , depois para B com <r+5, 0, (p> e finalmente voltamos para
A.

(3) De A até o ponto D com coordenadas <r,6+€, (p>. Depois vamos até o ponto E com
coordenadas <r,9+8,(p+ §> , depois para F com <r, 0,0+ §> e finalmente voltamos para

A.

Calcule a circulacdo de um campo vetorial 1%
diferencidvel em volta dos trés trajetos fechados. No

N

trajeto (1) despreze termos de ordem superior 4 B
ordem &'e'. No trajeto (2) despreze termos de 0N\ K
ordem superior a4 ordem &'C'. No trajeto (3) r P

despreze termos de ordem superior & ordem €'C'.
Divida as circulagdes pelas dreas envolvidas nos
trajetos para obter trés densidades de circulagdo.
Use os resultados para escrever o rotacional do
campo em coordenadas esféricas.

’

Fig. 7.3.5 Tustragdo para a determinagdo geométrica do
rotacional em coordenadas esféricas.
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Apéndice A

Uma superficie regular num espaco tridimensional euclidiano [E € um subconjunto
deste espaco que se parece em todos os pontos localmente com um espago
bidimensional euclidiano. Os matemaéticos descrevem esta ideia da seguinte forma:

Uma superficie regular S dentro de um espaco tridimensional euclidiano E ¢é um
subconjunto de E com as seguintes propriedades:

para cada Pe S existem os seguintes itens:

(1) uma vizinhanca V de Pem E ,
(2) um conjunto aberto A c R?,

(3) uma funcao bijetora continua f:A — SNV, cuja inversa é também continua, que é
continuamente diferencidvel e cuja diferencial df (p): R> > [E ¢ injectiva para todos

0s peA.

Este tipo de conjunto nao tem beirada. Para poder incluir beiradas podemos acrescentar
ao conjunto S seus pontos de acumulacdo. Lembramos que um ponto Pel ¢
chamado de ponto de acumula¢do de um conjunto S se e somente se para toda bola

B.(P) deraio €>0 ecentro P aintersec¢io S B, (P) estiver ndo vazia. Vamos
chamar o conjunto que resulta de S acrescentando todos os pontos de acimulo de fecho
de S e vamos escrevé-lo como S . Nas aplicagdes, usaremos somente superficies para
as quais o conjunto S \S , ou seja, o conjunto dos pontos de actimulo que ndo estio em
S forma uma tnica curva fechada seccionalmente regular. Neste caso, o conjunto S\ S
é abeirada dS da superficie.

7.3 Apéndice B
Afirmamos que a circulacdo em volta da beirada de uma superficie infinitesimal € uma
funcdo do vetor superficie. O que significa esta afirmacdo? Poder-se-ia imaginar que

duas superficies no mesmo lugar que possuem o mesmo vetor superficie S, mas que
diferem na sua forma, resultem em valores diferentes de circulagdo. Se fosse assim, a

circulagdo nao seria uma func¢ao do vetor S .
Na investigacdo desta questdo hd um pequeno problema: a afirmac¢do vale apenas para
superficies infinitesimais. Mas uma superficie infinitesimal ndo €, na verdade, uma

Unica superficie, mas € um conjunto infinito de superficies. Quando falamos que para
um valor € infinitesimal e para uma fun¢do f diferencidvel vale

flx+e)-f(x) = f(x)e (7.3.9),
queremos dizer que

imfGre)-f) - e (7.3.10).

e—0 €

Entdo um “valor € infinitesimal” ¢é, na verdade, um conjunto de valores, pois €
precisa poder variar para podermos tomar um limite. No caso de uma superficie
infinitesimal este fato dificulta a tarefa de falar da forma da superficie. O que significa a
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forma de uma superficie infinitesimal se esta consiste em um ndmero infinito de
diferentes superficies?

Antes de enfrentar esta questdo na forma mais geral, investigaremos superficies
retangulares. Consideramos um conjunto de retangulos, todos contendo um mesmo
ponto P como um dos vértices, todos com a mesma orientacdo no espago e todos com
as arestas paralelas, como mostra a figura 7.3.6

Fig. 7.3.6 Colegdo de retangulos com um vértice comum e com arestas
paralelas.

Podemos definir um sistema de coordenadas cartesianas que

P ﬁ tem o ponto P como origem e podemos orientd-lo no espaco
de tal forma que o lado de qualquer um dos retangulos que sai

da origem (no sentido da orienta¢do da beirada) fica no lado

positivo do eixo x e o lado do retangulo que volta para o

ponto P fica no lado positivo do eixo y, como mostra a figura

7.3.7 para um retangulo com lados de comprimentos B
d,,=8¢e d,=¢. “Ic
Fig. 7.3.7 Um dos retangulos da colegio da figura 7.3.6 junto com um pl A

sistema de coordenadas.

O significado do adjetivo “infinitesimal” do € na férmula

(7.3.9) expressa a convencdo de desconsiderar erros de ordem superior 2 ordem €'. Nas
superficies das figuras 7.3.6 e 7.3.7, infinitesimal significa que devemos desconsiderar

erros da ordem superior 2 ordem &' e também erros da ordem superior & ordem €'.
Termos de ordem &'e' sdo mantidos. Como veremos logo, a circulagio de um campo
vetorial V diferencidvel em volta destes retAngulos ndo tem termos de ordem &%,
nem de ordem &'’ e nem de ordem &°¢'. Entdo o primeiro e nico termo que teremos
que considerar é da ordem d'e'.

Entdo vamos avaliar esta circulagdo para algum campo vetorial V. Ela é a soma de
quatro integrais de linha sobre os quatro lados do retangulo:
dlo+ |V-di o+

A
35 V.di = jV-d? n V.di  (13.11)
P

retangulo

P> C—
<i

T C—y

O —y g

Analisaremos primeiramente a integral de linha de P até A. De acordo com o teorema
do valor médio do célculo integral, hd algum ponto intermedidrio no segmento de reta

P-A com coordenadas x; , € [0, 8], yp, =25, =0 tal que

V.di = PA-V(x,,,0,0) (7.3.12).

U — >

O médulo do vetor PA vale |5| Consequentemente esta integral é de ordem &' . A
diferenca entre V(xP_A,O,O) e \7(0, 0,0) também € de ordem &' . Entdo cometemos
somente um erro de ordem &° quando usarmos o valor V(0,0,0) no lugar de

V (xp.4,0,0) na férmula (7.3.12). Com § infinitesimal, temos o direito de escrever
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(0 infinitesimal) (7.3.13).

U C—y >

<
QU
~4
Il

>
>
=
Nt
=

Isto é

V-di = V,(0,0,0)8 (8 infinitesimal) (1.3.14).

U C—y >

C - -
Em seguida investigamos a integral IB V-d (. De novo, podemos usar o teorema do

valor médio. Existe algum ponto no segmento de reta entre o ponto B e C com
coordenadas x,.€[0,8], yy. =€, 75 =0 tal que

V.-di = BC-V(x,.,€,0) (7.3.15).

W —y

O vetor BC tem o médulo de ordem &' e V (Xge» €, 0) difere de \7(0,8,0) por um

vetor também de ordem &' . Entdo cometemos somente um erro de ordem &° se
substituirmos V(xB_C,S,O) por \7(0,8,0) na integral (7.3.15):

V-di = BC-V(0,g,0) (8 infinitesimal) (7.3.16).

W ——

Isto pode ser escrito na forma

V.di = -V (0,¢,0)8 (8 infinitesimal) (7.3.17).

W —y )

A~ - -
Agora vamos juntar as integrais L V-dle IB V-di:

A C
[v-ai + [V-ai = {v.(0,0,0)-V,(0e0)}3 (8 infinitesimal)
P B
(7.3.18)
) ) - A%
Mas a diferenga V,(0,0,0)—V, (0,,0) difere da expressio —g& —=* apenas

y x=0,y=0,z=0

por um erro de ordem superior & ordem €'. Entdo para € infinitesimal temos o direito
de escrever

V.di = -£8 1A (¢ e & infinitesimais) (7.3.19).

V.di+
dy

U C— >
T C—y )

x=0,y=0,z=0
B - — P - —
Analogamente podemos proceder com as integrais .[A V-dle .[C V-d/ e oresultado é

oV,
0x

(¢ e dinfinitesimais) (7.3.20).

P> ey 0

P
V-d'é+j\7-d2 = 8¢
C

x=0,y=0,z=0

Juntando este resultado com o (7.3.19), obtemos para a circulagdo
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- - A%
$ Vdi = e8] _V,
ox dy

retdngulo x=0,y=0,z=0
(7.3.21)
Entdo esta circulagdo depende somente da drea do retdngulo, isto é do produto €9, e
nao da razdo de aspecto do retangulo.

(¢ e dinfinitesimais)

x=0,y=0,z=0

Fig. 7.3.8 Redugdo dimensional de uma curva fechada
no plano xy com fatores 0,5 e 0,25 nas respectivas

Ci 1 direcdo x e y.

/ Para figuras geométricas mais gerais, a
\ questdo levantada no inicio deste apéndice é
7 /

y

X mais complexa. Para ndo ter que enfrentar
uma variedade inextricivel de possiveis
situagdes, vamos nos lembrar que estas

Cos 00 superficies infinites}mais .serﬁo no fim,c.las

= contas usadas para integrais sobre superficies
regulares. Entdo vamos apenas considerar a

seguinte situacdo: Imagine um ponto P numa superficie regular e orientdvel S .Estaé
uma superficie fixa (grande — ndo infinitesimal). A superficie infinitesimal S; (que

<

consiste na verdade de um conjunto de superficies) que investigaremos serda construida
da seguinte forma: Escolhemos um sistema de coordenadas cartesianas que tenha o
ponto P como origem, e cujo eixo z aponta na direcdo e no sentido do vetor de

orientacdo 7, . Entdo o plano xy forma o plano tangente da superficie S no ponto P.

Consideremos agora uma curva fechada C,, seccionalmente regular no plano xy que

d4 uma volta em torno da origem circulando no sentido matemaético positivo, ou seja, de
forma tal que o percurso forme um parafuso direito com o eixo z . Seja

<xl (D), (k)> uma representacdo paramétrica desta curva. Agora sejam & e €
dois parametros infinitesimais. Com estes definimos uma curva C;, no plano xy cuja
representagdo paramétrica € dada por x; (A) = 8x,(A), yx(A) = €y,(X). Ou

seja, a curva C; foi obtida da C,

o |

e
X
QRS
2R
KK
blelede

encolhendo a dltima por um fator & na
direcdo x e por um fator € na direcio
y. A figura 7.3.8 fornece um exemplo
deste tipo de encolhimento.

%
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Fig. 7.3.9 Construgdio de uma superficie

$

infinitesimal S, numa superficie S através de

el
2K
ZRRKS

uma superficie infinitesimal [y, no plano

X
RS
<>
<
L

tangente.
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S35

<2
9299
9
9

%
XX
R
35
oS
35

A curva C; divide o plano xy numa

<
KKK
>
>
<>
<5

%
55
5
%
55

regido interna da curva I, e uma

externa. Os pontos no espaco fisico que t€ém coordenadas x e y de pontos da parte
interna da curva Cj,, e valores arbitrdrios de z formam um bastdo By, . A superficie

infinitesimal que consideraremos serd a intersec¢do da superficie S com este bastio
B, . A figura 7.3.9 ilustra esta constru¢do com um corte no plano xz. Os valores da
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coordenada z dos pontos da beirada 9S;, sdo pequenos de ordem superior a ordem &'
e €. Como a circulagio em volta da curva 9S;, jd é da ordem 3'e' podemos

tranquilamente substituir a curva dS;, pela curva Cs, no cdlculo da circulagdo: entdo
vale
para 3 e ¢ infinitesimais: ~ $V-di = V-di (7.3.22).
S, Cs.

Além disso, nos pontos destas curvas os valores do campo V diferem do campo

oV, aV, avx}
+ Z

y+

W(x.y.2) = V(0,0,0) + x{ PR

av,  dV, aV,
: : “zp + (7.3.23).

+ Ji—x+ +
y{axx ayy 0z

A{avz v, avz}
x ~xXx+—=y+—=2

ox dy 0z

apenas em termos superiores 2 ordem &' ou €'. Na férmula (7.3.23) todas as derivadas
sao calculadas no ponto P, ou seja, na origem de coordenadas. Entdo podemos
substituir este campo no lugar do campo V . A forma de escrever o campo W ndo é
muito elegante. Vamos escrevé-lo com outros simbolos. Vamos chamar as coordenadas
X, y € Z por outros nomes: x=u,, y=u, € Z=U,, € correspondentemente )?zﬁl,
y=u, e Z=iu,.Com este uso de indices podemos transformar a férmula (7.3.23) numa
bem compacta:

- - 3

W(x,y.z) = V(0,0,0) + > iAu, (7.3.24).

i,j=1
Nesta férmula os A; sdo as derivadas
= v, (7.3.25).

v ou,

I uy=uy =1,=0
Agora vamos imaginar que descrevemos a curva Cy, de forma paramétrica com fungdes
e (M), ue (M) com wu (0)=us, (1) e uc,(0)=u,(1) e trivialmente
e, ;(A)=0.0 termo V(0,0,0) ndo contribui para a circulagdo. Entdo temos

du,

1 2 ]
para 8 e ¢ infinitesimais: Cj)V-dﬁ = IZ }ze’ Ajuc dh o (7.3.26).

0Ss, 0 i.j=1

Como a integracao é uma operagao linear, temos

. 2 Ldu,. .
para & e € infinitesimais: (ﬁV-dﬁ ZAUJ d;zel uc&jdk (7.3.27).
=R

0Sse Lj=

Com integragao por partes segue imediatamente que a matriz
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1

o j duci o (7.3.28)
T . d\ Hew o

¢ antissimétrica; M; =—M ;. Consequentemente somente a parte antissimétrica na

matriz A; contribui. Entdo vale

2 1
d e ¢ infinitesimais : (ﬁV-dﬁ = z A A I et ue, dh (7.3.29).
N 0

Temos

du, 1 1
_l;( ) d;f Mc&jd>L = E(Alz_A21)M12+5(A21_A12)M21

ce—,—

%(A21_A12)(M21_M12) = (7.3.30).

1
1du5 1 du .
= (AZI_AIZ).[E dcizuc&l_z d; C&z}dk
0

O integrando da ultima integral é justamente a componente 3 (componente z) do

1. . 4 o
pseudovetor —7; & Alids, a componente 3 é a Unica componente que este
2

pseudovetor tem. Se avangarmos no processo de integragdo por um valor infinitesimal
i, indo de A para A+u , a componente 3 deste pseudovetor multiplicado por W
descreve a drea do tridngulo infinitesimal formado pelo vetor posi¢do 7. (), pelo
vetor infinitesimal de avango 7, (A+u)-7. (A) e
pelo novo vetor posi¢do 7. (A+u).

-

die, Fig. 7.3.10 A interpretagio geométrica do integrando da
W rg (M) X === L formula (7.3.30).

A figura 7.3.10 mostra isto. Entdo a integral na

R4 ultima linha da férmula (7.3.30) é a componente 3
- ;i&(M“ ) do vetor superficie da superficie [y, . Considerando
Cse re(A)
x que os valores das coordenadas z dos pontos da

~ . 1
curva 9dS; sdo pequenos de ordem superior a0 3

e € podemos declarar este vetor como vetor superficie da superficie Sy . Entdo

chegamos ao resultado que

oV,
ox

_9Ve
dy

!

para O e € infinitesimais: qSV-d'é

x=y=z=0 x=y=2=0

De novo notamos que a circulacdo é uma funcio do vetor superficie, e desta vez para
superficies de formas arbitrdrias. Somente temos ainda a restricio a superficies
essencialmente planas, mas na integracao sobre superficies regulares esta restricdo nao
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apresenta problemas, jd que as superficies regulares localmente se aproximam dos
planos.

Temos que investigar ainda a questdo se a circulacdio em volta da beirada de uma
superficie infinitesimal depende de forma linear do vetor superficie. Temos que mostrar
que a circulacdo de uma superficie infinitesimal cujo vetor superficie € a soma de dois

vetores S, e §, € asoma das circulagdes associadas aos vetores S, e S, . Se estes

vetores forem paralelos, a questdo se resolve imediatamente com a propriedade aditiva
da circulacdo. Resta investigar o caso de vetores ndo paralelos. Este caso também
depende da propriedade aditiva da circulacdo, mas a argumentacao ndo € tao direta.

Fig. 7.3.11 Duas superficies infinitesimais formando um “telhadinho”.

Entdo vamos considerar dois
vetores superficie infinitesimais S,

e S, ndo colineares. Como a forma

das superficies associadas a estes
vetores nao importa, podemos
imaginar dois retingulos que
possuem um lado em comum. A
figura  7.3.11 mostra  esta

configuracdo. O vetor 5’1 =S ABCD
representa o retangulo ABCD e o
vetor S,=S,4s representa o

retangulo AEFB. O segmento AB
com comprimento €& € o lado
comum dos retangulos. Os lados
ortogonais a este tém comprimentos da ¢ 0b com valores fixos deae b. & e € sdo os
parametros infinitesimais. Estes retangulos formam um “telhadinho”. Podemos formar
uma superficie fechada F se acrescentarmos ainda o retangulo DCFE e os tridangulos
ADE e BFC. A figura mostra os vetores superficie correspondentes todos com a
orientagdo para o lado externo do volume que estd embrulhado pela superficie fechada

F. A soma destes vetores é zero. Podemos ver isto da seguinte forma. Seja A um
campo vetorial constante. Entdo temos divA=0.Com o teorema de Gauss segue

g{gSA-dE:o
F

Mas esta integral é simplesmente a soma

— — —

A-S uop ¥ AS o +A- Sy +A-S,p +A- Sy (7.3.32).
Com a linearidade do produto escalar segue
A{S nep + Saern + Socr + Sape + Serc] = 0 (7.3.33).

Entio o vetor S Agcp T S aprs T S’DCFE +S e T S’BFC é ortogonal a um vetor arbitrdrio A.
O tnico vetor que € ortogonal a qualquer vetor € o vetor zero. Entdo vale

— — —

SABCD +SAEFB +SDCFE +SADE +SBFC =0 (7.3.34).
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Temos ainda S apg T S’BFC =0. Entdo § apcp T S aprp T §DCFE = 0. Isto significa que o vetor

—

Serep = —Spepe € a soma dos vetores S, =S, p0p € S, =S,

Agora analisaremos as circulacdes
de um campo vetorial diferencidvel

V em volta dos retangulos. A
figura 7.3.12 mostra as orientacdes
relativas das beiradas de todas as
partes da superficie F.

Fig. 7.3.12 Orientagdes das beiradas de
todas as partes da superficie fechada F
relativas  aos  respectivos  vetores
superficie.

Percebemos  que  todos  os
segmentos sdo percorridos duas
vezes € em sentidos contrdrios.
Consequentemente se anula a soma
de todas as circulagdes:
$vai + $vai + $val + $vdi + $Vdi =0
ABCD AEFB DCFE ADE BFC

(7.3.35).

—

A diferenca dos valores do campo V nos pontos do tridngulo ADE e dos pontos
correspondentes do tridngulo BFC é da ordem €'. As circulacdes em volta destes

triangulos sdo da ordem &°. Entdo a soma (JS V-di+ q; V-d{ das circulagdes é da
ADE BFC

ordem €'8* e com & e ¢ infinitesimais esta soma deve ser considerada como zero.

Consequentemente temos

qSV-dE + q;v.dz + q;v.dz -0 (7.3.36).
ABCD AEFB DCFE
Mas vale
<j’> Vdi = - <j’> V-di (7.3.37).
EFCD DCFE

Entdo a féormula € o resultado desejado:

<J5\7-d% + chV-dZ - <j’> V.di (7.3.38).
AABCD AJEFB EFC]?
(5) () (8,+5,)
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