6.2 Revisdo do produto vetorial

Fig. 6.2.1 Construgdo do produto vetorial de dois vetores. Repare que a
figura mostra vetores de diferentes espacos. Se supusermos que os vetores

a e b sdo vetores deslocamento, hd no desenho vetores cujos médulos
sdo distancias (mostrados em preto), hd um vetor do espago dos vetores
com moédulo numérico (vetor unitario mostrado em azul) e ha um vetor
cujo médulo é medido em cm? (mostrado em vermelho). Na figura todos
foram desenhados no espaco dos vetores deslocamento usando alguma
identificagdo, por exemplo, 1> 1cm, lem?>0,5cm.

O produto vetorial que aparece na formula (6.1.12) vai nos
acompanhar até o fim do semestre, e € bom rever suas
propriedades. Primeiramente veremos sua construcao

geométrica. Para formar o produto axb de dois vetores a e b, determinamos uma
reta que € perpendicular ao plano formado pelos vetores. Depois usamos esta reta como

eixo de giro e giramos do vetor a até o vetor b . O sentido do giro ndo importa, mas,
para evitar uma futura multiplicagdo por um valor negativo de um seno, ¢ aconselhdvel
escolher o giro que corresponda a um angulo no intervalo [0, n] . Neste passo do giro é
importante reparar na ordem dos fatores do produto. Temos que girar do fator que se
escreve primeiro no papel até o fator que se escreve depois (escrevendo da esquerda
para a direita como em Portugués). Depois se define um vetor unitario # cuja dire¢do é
a direcdo do eixo de giro, e cujo sentido € tal que o giro junto com um avanco neste
sentido define um parafuso direito. Obtemos finalmente o produto axb multiplicando
este vetor unitario # pelo produto dos médulos de a e b e pelo seno do angulo
de giro.

axb = ﬁ|é”5‘ sen @ (6.2.1)

i e @ estdo indicados na figura 6.2.1. Alunos com vocagao para engenharia certamente

j4 desmontaram e montaram uma por¢ao de aparelhos e sabem em que sentido um
parafuso avanca num determinado giro. Mas os alunos sem esta vivéncia podem
determinar o sentido do vetor unitdrio desta constru¢do com uma regra baseada na
anatomia humana. Curve o dedo indicador da sua mao direita de tal forma que este dedo
acompanhe a seta do giro. Estique seu polegar para ficar perpendicular ao plano
definido pelo seu indicador curvo. Entdo o polegar aponta no sentido do vetor i .

Esta construcdo € relativamente complicada. Calcular o produto algebricamente é mais

facil. Uma vez que se representam os vetores @ € b numa base ortonormal, podemos
calcular o produto a partir dos produtos dos vetores bdsicos. Este produto é
antissimétrico

axb = —-bxa (6.2.2)

Consequentemente todos os produtos XXX, yXy e zZxZ sdo zero. Para falar algo sobre

os demais produtos dos vetores bdsicos, temos que supor algo a respeito da base.
Geralmente usa-se uma base direita. Para definir uma quiralialaale1 ou lateralidade de

" Do grego ye1p (mio).
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uma base ortonormal, os vetores basicos devem ter uma ordem, por exemplo, X como o
primeiro vetor, y como o segundo e Z como ultimo. Entdo uma base é chamada de
direita se um giro por 90° em volta do terceiro vetor bdsico que leva o primeiro vetor
basico para o segundo junto com um avango na dire¢do e no sentido do terceiro vetor
basico define um parafuso direito. A figura 6.2.1 mostra uma base esquerda e uma
direita. Usaremos sempre bases direitas neste curso.

Fig. 6.2.2 Base esquerda e direita de trincas ordenadas de

i i*%*****i vetores ortogonais.
by
i i Para uma base ortonormal direita <fc, 5),2>
i i arrumamos os simbolos X,y e Z num circulo
b ¥ k%  como mostra a figura 6.2.3. A multiplicacio de
Z i i i dois dos vetores basicos na ordem indicada na
¥¥KKk¥k¥k¥¥%k  figura, que chamaremos de ordem ciclica, resulta

esquerda direita no outro vetor bésico, isto €, no vetor que nao é
um dos dois fatores do produto. Se a ordem for
inversa, chamada de anticiclica, resulta o negativo do outro

vetor basico. Por exemplo, temos ZXX = y e ZXy = —X. /\

A

Fig. 6.2.3 Ordem ciclica dos vetores X,y € Z. X y

Para multiplicar dois vetores d e b , €escrevemos estes n
vetores na  base <fc, v, 2> :  d=XatYya,+Za, e z

b= Xb +yb,+2b . Para formar o produto axb , escrevemos simplesmente as
expressdes com 0s vetores basicos no produto (fca)r +ya, +Za, )x ()Acbx +3b,+2b, ) e
multiplicamos todos os pares de termos:

(a,+9a, +2a )x(2b,+5b +2b) =

= Ra XXb +Xa Xyb +..... +2a,%x3b, (6.2.3)
0 —— P —
= =Za.b, =

O resultado pode ser escrito formalmente como um determinante:

N>

S

(6.2.4)

)

Xy
axb = det a, a,
b, b,

S

Veremos quais sdo as propriedades algébricas do produto vetorial. A maioria dos
produtos que usamos na fisica tem as propriedades de distributividade, simetria e
associatividade:

distributividade do produto ©: (a+b)Oc = aQc+bOc

(6.2.5)
a®(b+c) = a®b+abc

simetria do produto®: a®b = bQOa (6.2.6)
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associatividade do produto®: a®(bOc) = (aOb)Oc (6.2.7)

O produto vetorial X € uma verdadeira quimera entre os produtos. A tUnica das trés
propriedades mencionadas que se aplica também para o produtor vetorial é a
distributividade:

Sy

(&+l; X

¢
><(5+E) =

o

XC+bx

QU

~ (6.2.8)
xXb +

o)

X

Q
QY
Qy

Ja4 mencionamos acima que vale a antissimetria (6.2.2) no lugar da simetria para o
produto vetorial. Nem mesmo a associatividade é valida, como podemos ver com

contraexemplos: 2X(2X%) = Zx$=-%, mas (£xZ)x% = 0. Mas hd uma outra
propriedade valida para o produto vetorial que substitui a associatividade. Esta outra
propriedade é conhecida com o nome de identidade de Jacobi’:

ax(bxc) + ex(axb) + bx(exa) = 0 (6.2.9)

Repare que em todos os trés termos a estrutura de produtos e parénteses € a mesma, e

que os vetores a , b e ¢ aparecem ciclicamente permutados nesta estrutura. A
demonstracdo desta propriedade do produto vetorial € simples, mas trabalhosa.

Simplesmente escreva os vetores genéricos d , b e ¢ na base <fc, 5),2>, calcule os trés
termos e some tudo. Vocé obtém um ndmero enorme de termos €, se vocé fizer tudo
com cuidado, verd que na soma tudo se cancela.

Este produto vetorial iterado que aparece na identidade de Jacobi pode ser expresso com
a ajuda do produto escalar. Vocé pode mostrar com cdlculo explicito usando a base
<fc, )A),f> que vale

ax(bxc) = b(a-¢)-c(a-b) (6.2.10).

E 1til memorizar esta relacdo; usd-la-emos frequentemente. Para facilitar a
memorizagdo inventou-se um nome especial para esta identidade: a regra do
bacmenoscab.

Ocasionalmente usaremos também uma combinacdo de produto vetorial e escalar,

El'(l; Xc ) Com a (6.2.4) percebemos que esta expressdo pode ser escrita como 0

determinante
a, ay a,
a-(bxc) = det|b, b, b, (6.2.11).
C, Cy C,

Como os valores de determinantes ndo mudam com uma permutagdo ciclica das linhas

da matriz, concluimos que o valor de a- (b Xc ) nao muda numa permutagdo ciclica dos

? Carl Gustav Jacob Jacobi (10/12/1804 — 18/02/1851) deu contribuicdes importantes sobre funcdes
elipticas, sistemas dindmicos, equacdes diferenciais e teoria dos nimeros.
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vetores @ , b e ¢.No casoem que estes trés vetores sejam vetores deslocamento, ou
seja, classes de equivaléncia de pares ordenados de pontos no espaco fisico, o médulo

do valor de a- (l; Xc ) ¢ o volume do paralelepipedo gerado pelos trés vetores.
Exercicios:
E 6.2.1: Verifique que, com a atribui¢do B, =B,, B_ =B ¢ B =B, as férmulas

(6.1.7) e (6.1.11) fornecem o mesmo relacionamento entre vetor velocidade v e vetor
B[7].

E 6.2.2: Uma particula com carga ¢=1,6x10""C se move com velocidade
1

—

v = 210°ms™ + $2x10°ms”
Calcule a for¢ca magnética que atua sobre esta particula. Se esta particula tiver uma
massa de 1,67 x 107’ kg , qual é a aceleracdo gerada por esta forca?

num campo magnético B = 05T + 22T.

E 6.2.3: Tanto o produto vetorial como o produto escalar sdo lineares nos dois fatores
do produto. Por esta razdo basta mostrar a regra do bacmenoscab para todas as
combinagdes de vetores basicos, isto €, para d = X, b= y, (=2, d=2X, b= XC=7Z, ...
Use isto para mostrar a validade da regra do bacmenoscab. (Obviamente combinagdes
que diferem apenas por permutacgdes ciclicas dos vetores basicos ndo trazem informacgdo
nova e ndo precisam ser verificadas). Depois use a regra do bacmenoscab para
demonstrar a identidade de Jacobi.
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