1.3 A lei de Coulomb

A discussao qualitativa dos fendmenos elétricos nos fez adotar a hipétese da existéncia
de duas substincias responsaveis pelas forcas elétricas. Supomos que as quantidades das
duas podem ser quantificadas numa grandeza que chamamos de carga elétrica de tal
maneira que uma das substancias corresponde a valores negativos desta grandeza e a
outra, a valores positivos. Além disso aceitamos que cargas do mesmo sinal se repelem
e cargas de sinais opostos se atraem. Aceitamos ainda a hipdtese que o médulo destas
forcas diminui com a distancia das cargas.

Agora é preciso encontrar uma descri¢do quantitativa da forga elétrica. A dltima palavra
sobre esta lei quantitativa tem que ser a experiéncia. E preciso medir as forgas
quantitativamente. Mas, antes de partir para uma experiéncia, os pesquisadores ja fazem
umas apostas. Isto pode ajudar na concep¢do da experiéncia e também torna uma
experiéncia mais emocionante. No caso das forcas elétricas estas experiéncias foram
feitas por Charles-Augustin de Coulomb (14/06/1736 — 23/08/ 1806). Nessa época ja se
conhecia a lei que descreve a forga gravitacional e se esperava que a forca elétrica
tivesse uma lei semelhante, com as seguintes caracteristicas:

Propriedade 1.3.1: O moédulo da forca € proporcional ao inverso do quadrado da
distancia entre as cargas.

Propriedade 1.3.2: Trata-se de uma forca central, ou seja, a dire¢ao da for¢a coincide
com a direcao da linha que une as duas cargas.

Nestas afirmacdes pensamos em cargas pontuais. Vimos na sec¢do anterior qual é a
vantagem de considerar apenas pontos'. Entdo, quando falamos de distncia, trata-se da
distancia dos pontos onde se encontram as cargas. E, quando falamos de linha que une
as duas cargas, trata-se da linha que une os pontos de localizac¢do das cargas.

A segunda propriedade (propriedade 1.3.2) pode ser motivada também por um
argumento de simplicidade. Nenhuma dire¢cdo no espaco vazio € privilegiada, mas a
forca, sendo uma grandeza vetorial, tem que ter uma dire¢do. A unica direcdo
privilegiada pela presenca de dois objetos pontuais € a direcdo da linha que une os dois
pontos. Se a forca tivesse qualquer outra direcdo, as cargas pontuais teriam que ter
alguma estrutura interna que definisse direcdes. Entdo a hipétese mais simples é que
eles ndo tenham nenhuma estrutura interna.

As medidas quantitativas contam com algumas dificuldades técnicas. Primeiramente é
preciso ter um medidor de forcas para forcas relativamente pequenas. Coulomb usou
uma balanca de tor¢do para medir pequenas forgcas. Primeiramente ele pesquisou como
reage um objeto pendurado num fio fino de metal quando se aplica um torque. A figura
1.3.1 mostra estas experiéncias esquematicamente. Ele descobriu que o torque 7T
necessdario para modificar a orientac@o de equilibrio por um angulo ¢ era proporcional
ao angulo. Ainda constatou que, para um dado material, a constante de
proporcionalidade era proporcional a quarta poténcia do didmetro do arame e
inversamente proporcional ao comprimento do arame:

4
T = KdT(p (1.3.1)

"Isto deve ter sido um dos pontos de destaque na sua solugdo do exercicio 1.2.3. Se este ponto nio estava
na sua solu¢@o, vocé ndo estudou de forma adequada.
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Coulomb relatou este resultado em 1784. Mais ou menos na mesma época (1783) John
Michell” inventou uma balanca de tor¢do para medir a atracdo gravitacional.

Fig. 1.3.1 Fio de tor¢do com disco pendurado para verificagdo da lei

(1.3.1).
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< Fig. 1.3.2 Balanca de torcdo
usada por Coulomb.

A figura 1.3.2 mostra a balancga
que Coulomb usou para as
medidas  quantitativas  das
forcas elétricas. H4 uma haste
|| horizontal (indicada como
|| #,3) pendurada no fio de
| tor¢do. Nas pontas desta haste
| ha esferas metélicas (g e a).
| Pode-se transferir carga
' elétrica para uma destas esferas
e colocar uma outra esfera (J —
#4,.5) também eletrizada perto
da esfera eletrizada da haste. A

usando a relacao (1.3.1).
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torque que pode ser medido

Fig. 1.3.3 Defini¢do de igualdade de valores
de cargas.

Fora da tarefa dificil de medir estas
forcas com precis@o, ha outro problema
que precisa ser resolvido. Os aspectos
quantitativos englobam também as
quantidades de carga elétrica nas
esferas. Primeiramente temos que
completar a definicdo desta grandeza.

J4 falamos da soma dos valores. Outro item essencial na defini¢do de uma grandeza

2 John Michell (25/12/1724 — 29/04/1793) foi um dos mais geniais cientistas da época, mas, devido a sua
modéstia e devido ao fato de que seus pensamentos eram 100 anos a frente da sua época, seus colegas
deram pouca importancia a seu trabalho e seu nome € pouco conhecido até hoje. Michell foi o primeiro a
considerar a possibilidade de buracos negros e elaborou um método para detecta-los, que € usado pelos
astronomos. Ele foi o primeiro a usar métodos estatisticos em astronomia. Ele pensou em redshift
gravitacional e em pressao de radiacdo. Ele inventou imas artificiais. Michell interpretou terremotos como
ondas mecanicas. Depois da morte de Michell, Henry Cavendish herdou a balanca de tor¢do e executou a
famosa experiéncia gravitacional que é conhecida com o nome de Cavendish e nao de Michell.
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fisica é a prescri¢cdo operacional que determina a igualdade de valores da grandeza.
Podemos definir: duas cargas pontuais tém o mesmo valor de carga, se a for¢a exercida
por uma terceira carga pontual qualquer, que se encontra na mesma situacdo geométrica
relativa as cargas testadas, provoca a mesma for¢a. Compare com a figura 1.3.3.

Nesta defini¢do ndo precisamos conhecer o valor ¢, da terceira carga, mas temos que

ter certeza de que no intervalo de tempo no qual efetuamos a substituicdo da carga 1
pela carga 2 ndo haja alteracdo do valor da carga ¢, . Isto, na pritica, pode ser um

problema. Como cargas do mesmo sinal se repelem, existe uma tendéncia natural das
cargas de um corpo carregado “fugir” deste corpo. Entdo os suportes que seguram o
objeto carregado devem ser de um material isolante com superficies perfeitamente
limpas. As medidas devem ser feitas de preferéncia em dias com ar de baixa umidade
relativa, e a substituicdo geométrica da carga 1 pela carga 2 deve ser feita de forma
rapida.

A soma de valores de carga foi definida na secdo anterior. Para produzir uma sequéncia
conhecida de valores de carga, existe um artificio simples: Imagine uma pequena esfera
metdlica com algum valor desconhecido g, que estd suspensa por um fio

perfeitamente isolante. Agora pegamos uma segunda esfera do mesmo material com
exatamente 0 mesmo didmetro também pendurada por um fio perfeitamente isolante.
Mas esta segunda esfera estd neutra. Em seguida, movendo o suporte do fio, colocamos
as duas esferas em contato. Como cargas do mesmo sinal se repelem, as cargas se
distribuirdo no corpo formado pelas duas esferas de tal forma que elas possam ficar o
mais longe possivel uma da outra. Entdo a esfera que estava originalmente neutra
receberd carga. Pela simetria da configuracdo podemos ter certeza que no estado final as
duas esferas terdo a carga ¢,/2 cada uma. Finalmente podemos afastar a segunda

esfera e geramos um corpo de carga ¢,/2. Repetindo este procedimento diversas

vezes, podemos gerar uma sequéncia de valores de carga: ¢q,, g,/2, ... qox27".

Fazendo isto com a esfera que se introduz na balanga de torcao, ou com a esfera presa
na haste horizontal, pode-se pesquisar como a for¢a depende dos valores das cargas
envolvidas.

O resultado desta pesquisa é: a for¢a é proporcional a cada um dos valores de carga dos
dois corpos envolvidos. Entao segue:

Propriedade 1.3.3: A forca é proporcional ao produto dos valores das duas cargas
pontuais.

As experiéncias de Coulomb confirmaram a afirmacdo de que as forgas elétricas t€m a
propriedade 1.3.1.

A propriedade 1.3.2 também pode ser testada com uma
balanca de tor¢do. Basta que se coloque a esfera externa
fora da linha tangencial ao circulo que tem centro no fio de
torcao e no qual se encontra a esfera da haste. Se a forca for
central, o torque deve diminuir por um fator coso da
projecdo da linha que une as esferas sobre a reta tangencial
(compare figura 1.3.4).

Fig. 1.3.4 Uso da balanga de torgdo para testar se a forga elétrica é ‘
uma forca central.

Contudo as experiéncias com a balanga de torcdo sdo
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extremamente dificeis, e ndo se pode esperar muita precisdo. Também, julgando pela
figura 1.2.2, as cargas ndo eram muito pequenas em comparacdo com as distancias
envolvidas. Hoje temos outros testes muito precisos que confirmam as afirmacdes das
propriedades 1.3.1 — 1.3.3. Num capitulo posterior conheceremos um teste muito
preciso destas afirmacdes.

Estas trés afirmacdes verbais podem ser condensadas numa tnica férmula. Usaremos a
linguagem vetorial para escrever estas propriedades de forma compacta. Primeiramente
vamos descrever as posicoes das duas cargas pontuais no espaco do referencial que
usamos. Isto pode ser feito também com a ajuda de vetores. Escolhemos um ponto fixo
O, chamado de origem, no espago € com este ponto podemos descrever as posi¢oes P,

e P, das cargas com dois vetores de deslocamento:
P - n = OPp
def .

P. - , = OP
2 2 2

(1.3.2)

Estes vetores sdo chamados de vetores posi¢do dos pontos P, e P,. Lembramos que

um vetor deslocamento é uma classe de equivaléncia de pares ordenados de pontos,
sendo a relacdo de equivaléncia definida por
transporte paralelo dos pares de pontos. Na
Fisica III usaremos vetores extensamente, € 0
aluno que ndo tem familiaridade com os
conceitos vetoriais deve dedicar algumas
% horas de intenso estudo para entender estes

conceitos, de preferéncia logo no inicio do

semestre. No apéndice destas notas hd um
0 ensaio sobre geometria e vetores.

P. & A1 ¢
P>

i

Fig. 1.3.5 Vetores posi¢do 7 e 7, das cargase o vetor 7 —F,.

Temos que expressar a distancia entre as cargas e a direcdo da linha que une as cargas
em termos dos vetores posi¢do. A distidncia € simplesmente o modulo do vetor 7, -7, , e

— —

P=F
——2 Com estes elementos
7 -7

podemos descrever a direcdo com o vetor unitrio

podemos finalmente escrever a for¢a que a carga 2 exerce sobre a carga 1:

Propriedade 1.3.3 Propriedade 1.3.2
F‘ = k 9,9, h—r
12 - x N 12 X |a — |
|’i —r 2| h—n

(1.3.3)

S
Propriedade 1.3.1
Esta relacdo € a lei de Coulomb.

Caso as duas cargas tenham o mesmo sinal, a forca € repulsiva e tem 0 mesmo sentido
do vetor 7, —7,. A constante de proporcionalidade k € uma constante dimensional que

conecta o espago de valores de quadrados de carga dividido por quadrados de distancias
com o espaco de mddulos de forga.

Falta definir uma unidade para a grandeza carga. Uma possibilidade é usar a prépria lei
de Coulomb para definir uma unidade. Poder-se-ia formular uma defini¢do do seguinte
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tipo: Duas cargas pontuais de mesmo valor t€ém cada uma a carga unitdria U se a

carga
for¢a que uma exerce sobre a outra quando postas numa distancia de 1 m for 1 N. Com
Nm®
=
carga
de proposta foi feita pelo matematico Johann Carl Friedrich Gauss (30/041777 — 23/021855),
mas usando centimetros e gramas como unidades bdsicas no lugar do metro e do
quilograma. A unidade de carga3 correspondente é chamado de stat-Coulomb (statC) e

esta escolha de unidade o valor da constante k seria: k = 1

De fato este tipo

gem’
1 2 2
statC” s

esta escolha de unidade parece boa. Mas, do ponto de vista experimental, ela ndo € boa.
Como mencionamos, as experiéncias eletrostaticas sdo dificilmente experi€ncias de alta
precisdao porque as cargas naturalmente t€m a tendéncia de “fugir’. O sistema
internacional adotou uma outra unidade de carga que permite mais precisio nas
realizagdes do padrio. Infelizmente ainda ndo temos condi¢des de entender como esta
definicdo de unidade € feita, pois esta usa forcas magnéticas. Entdo, por enquanto,
ficamos somente com o nome desta unidade: ela se chama “Coulomb” e é abreviada
com “C”. Somente quando chegarmos quase no fim do semestre, teremos condi¢des de
entender como o Coulomb € definido. Em termos desta unidade, a constante k& tem o
valor de

com ela a constante k fica na forma k = . Do ponto de vista da teoria,

2
k = 8987551788..x 10° N0 (13.4)
C2
Para muitas aplicagdes € suficiente usar o valor aproximado
2
ko= 9x10° NCT (1.3.5)

que pode ser memorizado muito facilmente por causa do duplo aparecimento da cifra 9
no expoente e na mantissa. Mais tarde conheceremos razdes pelas quais muitas pessoas
preferem escrever a constante k numa forma um tanto estranha:

1

k = 1.3.6
4me, ( )

com

g, = 8,854187817...x 10”C’N'm™ (1.3.7)

Na formula da lei de Coulomb (1.3.3) mantivemos as parcelas que correspondem as
trés propriedades 1.3.1-1.3.3 separadas. Mas, quando fazemos célculos, ndo é preciso
manter esta separacdo e podemos juntar os dois fatores de médulo da diferenca de
vetores posi¢ao:

(1.3.8)

3 ~ . s, . L . . .

De fato Gauss ndo considerava carga elétrica como uma nova grandeza fisica mas ele identificava carga
com uma raiz quadrada de massa, multiplicada por uma raiz quadrada de um volume e dividido por um
tempo, de tal forma que a constante k fica adimensional com o valor 1.
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Repare que o expoente 3, que aparece no denominador, ndo significa que a forga cai
proporcionalmente ao cubo da distancia! Pois no numerador hd o vetor 7 —7 cujo

modulo aumenta com a distancia.

Interrompemos aqui nosso estudo da forca elétrica para um comentdrio sumamente
importante:

No contexto da lei de Coulomb usamos a palavra “proporcional” diversas vezes. E um
erro muito comum confundir “proporcional” com ‘“monotonicamente crescente” e
“inversamente proporcional” com monotonicamente decrescente. Estas nogdes sdo
totalmente diferentes.

Definicaol.3.1: Uma grandeza y ¢ proporcional a uma grandeza x se e somente se
vale
y = Axx (1.3.9)

com algum valor de A que ndo depende de x. Uma varidvel y ¢ dita inversamente
proporcional a x se y for proporcional a x'.

Proporcionalidade ndo tem absolutamente nenhuma ligacdo com crescimento
mondtono. Veja os seguintes exemplos: y=x" cresce monotonicamente, mas aqui y
nao é proporcional a x. Por outro lado com y=-5 x a varidvel y ¢ proporcional a
x, mas y decresce quanto x cresce.

Proporcionalidade € um caso especial de uma no¢do sumamente importante nas ciéncias
quantitativas. Especialmente aqui no estudo do eletromagnetismo, usaremos esta no¢ao
frequentemente. Proporcionalidade € um caso especial de linearidade.

Seja  f:V—>W uma fun¢do que mapeia um conjunto V num conjunto W .
Queremos definir linearidade de uma func¢@o. Mas esta nocdo s6 faz sentido quando os
conjuntos V e W tiverem a estrutura de espacos lineares. Isto significa que dentro
destes conjuntos deve existir uma definicdo de soma de elementos e uma multiplicacdo
de elementos com nimeros com as seguintes propriedades.

V(a.beV): a+b = b+a (1.3.10)
V(a,b,ceV): a+(b+c) = (a+b)+c (1.3.11)
3(0eV)V(acV): a+0 = a (1.3.12)
V(aeV)3I((-a)eV): a+(-a) = 0 (1.3.13)
V(a,pe R)V(aeV): a(fa) = (of)a (1.3.14)
V(aeV): la = a (1.3.15)
V(a,beV)V(aeR): a(a+b) = aa+ab (1.3.16)
V(aeV)V(opeR): (a+B)a = ca+Ba (1.3.17)

Analogamente para o espaco W. Os valores de grandezas fisicas ficam em espacgos
lineares. Os vetores de deslocamento formam um espago linear e hd muitos outros
exemplos importantes de espacos lineares. Entdo podemos agora definir quando uma
funcdo que mapeia um espaco linear em outro espago linear é uma fungao linear.
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Definicaol.3.2: Uma funcdo f:V — W entre dois espacos lineares V e W ¢
chamada de linear se e somente se

V(a,beV)V(a,BeR): f(aa+Bb) = of(a) + Bf(b)  (1.3.18)

Podemos formular esta defini¢do verbalmente de forma bem simples:

Uma funcao ¢é linear se ela se comporta de forma
“simpatica” em relacao a formacao de combinacoes lineares;
pode-se fazer a combinacao linear antes de aplicar a funcao
ou depois, e o resultado é sempre o mesmo.

Repare na semelhanca com outra propriedade de fun¢des. Uma fungao € continua se ela
for “simpatica” em relacdo a formacdo de limites; pode-se tomar um limite antes de
aplicar a fun¢do ou depois, e o resultado € sempre 0 mesmo.

A nogdo de linearidade ¢ fundamental. Por exemplo, ndo faz o menor sentido aprender o
que é uma derivada sem ter entendido a noc¢do de linearidade, pois a derivada € uma
aproximacao linear das variacOes locais de uma fun¢do na vizinhanga de um ponto. Na
Fisica III linearidade aparecerd em muitos pontos estratégicos e peco ao aluno que nao
tem clareza desta no¢@o para praticar com exemplos (vide exercicios no fim da se¢do).

Voltemos as forcas elétricas. Precisamos dizer algo sobre a for¢a que atua numa carga
na presen¢a de vdrias outras cargas. Neste caso a propria mecanica Newtoniana preve
que se devem somar as forcas exercidas por todas as outras cargas. Entdo seja g o

valor de uma carga elétrica que se encontra no ponto 7 *  Na presenca de N cargas
g, nasposi¢cdes 7, com k=1,2,3...N, afor¢a que atua sobre a carga g ¢é

F = kqi@ (1.3.19)
k=1 |r — rk|
Vejamos um exemplo. Vamos considerar que uma carga pontual ¢ esteja no ponto
<x =a,y=al2,z= 0> de um sistema de coordenadas cartesianas e que haja uma carga
¢, no ponto <x =a,y=0,z= 0> € uma carga ¢, na
origem <x =0,y=0,z= O> como mostra a figura 7
1.3.6
Fig. 1.3.6 Disposicio de cargas no exemplo calculado. °q j
al2

A forca que a carga 1 exerce sobre a carga g €
. (*a+3al2+20)—(%a+30+20)
F = kqq S \3/2
(0*+a’/4+07)

e a forca que a carga 2 exerce sobre ¢ ¢é

(1.3.20)

# Usamos aqui uma linguagem abreviada. “No ponto 7 ” deve ser entendido como “no ponto cujo vetor
posicdo é 7.
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. ta+3yal2+20)—(20+350+20
F, = quz( 5 2) \3/2 )
(a’+a*14+07)

(1.3.21)

Nestas férmulas escrevemos, de forma totalmente exagerada, termos do tipo z0 e 0’

somente para deixar claro de onde vem cada expressdo. Voc€ ndo precisa fazer isto nos
seus cédlculos. Chamamos os vetores unitdrios que apontam nas direcoes dos eixos de

A

coordenadas de x, y, Z. E também muito comum escrever estes vetores como i, j, k .

A notacdo que usa os nomes das coordenadas tem a vantagem de poder ser aplicada da
mesma forma para outros sistemas de coordenadas. Por exemplo, com um sistema de

coordenadas esféricas r,0,¢ temos analogamente vetores basicos 7,0,( usando a
nota¢do com a mesma logica.

Limpando as férmulas (1.3.20) e (1.3.21) destas “sujeiras” “20” e “0°” obtemos:

F > (1.3.22)
a
~ kqq ()?8+)74)
F, = e 2 P (1.3.23)
Entdo a forga total serd
- kg |.8q, .(4q
Fou = — {x 53,22 +y( 53,22 +4qu} (1.3.24)

Agora vamos imaginar que ¢g=-1uC , ¢, =+luC e g, =+11,18uC =5"%uC e
a =1cm. Neste caso temos
_ 9.10°Nm® «(-107°C)
= £8.10°C+$ 8:10°C} =
total 10_4 m2C2 { y }
= —x720N - 3$720N

(1.3.25)

Eotal

O modulo desta forca é

=1018N. Isto é uma for¢a enorme. Podemos concluir

que uma carga de um micro-Coulomb ¢ uma quantidade de carga gigante se for
comparada com as cargas das nossas experiéncias da secao 1.2. E interessante comparar
este médulo com a soma dos médulos das forgas parciais:

| + |B| = 360N + 805N = 1165N (1.3.26)

Esta soma ¢é consideravelmente maior que o moédulo da forgca total. Por que esta
diferenga? Compare com o exercicio E 1.3.2.

Terminamos esta secio com um comentdrio importante. A verificacdo experimental da
lei de Coulomb feita pelo Coulomb e também a verificagdo muito mais precisa que
conheceremos mais tarde tratam exclusivamente de cargas em repouso. Entdo podemos
supor a validade desta lei somente para este caso. De fato futuramente veremos que as
forgas que atuam sobre cargas em movimento sdo consideravelmente mais complicadas.
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Exercicios:

E 1.3.1: Quando giramos um objeto por um angulo o em torno de um eixo, pares de
pontos marcados no objeto se transformam em outros pares de pontos. Cada par de

pontos <A, B> define um vetor deslocamento AB . Desta maneira um giro joga vetores
em vetores. Esta fungdo € linear?

E 1.3.2: O médulo de um vetor € uma funcdo que associa a cada vetor um valor escalar
f(d@)=|a|. Esta fungdo ¢ linear?

E133: f:R—>R com f(x)=A+Bx élinear?

E 1.3.4: O sol (considerado infinitamente distante) projeta sombra de pontos marcados
com pequenos objetos opacos. Coletamos estas sombras num plano. Um par de pontos
no espago ¢ projetado num par de pontos no plano. Desta forma pode-se definir uma
funcdo que mapeia vetores do espago tridimensional para vetores no plano. Esta funcdo
¢ linear?

E 1.3.5: Trés cargas pontuais se encontram nos vértices de um triangulo equildtero de
lado a. O centro do tridngulo estd na origem de um sistema de coordenadas cartesianas e
o plano do tridngulo fica no plano x-y. Uma das cargas estd no eixo-y € as outras
simetricamente nos quadrantes IIl e IV, como mostra a figura. A carga no eixo-y assim
como a carga no quadrante IIl tém o valor +Q e a carga no quadrante IV tem o valor
-Q . Calcule a forca que atua sobre uma carga ¢ na origem de coordenadas. Escreva o

seu resultado de forma vetorial usando a base 1, j,k ou X, y,7Z.

E 1.3.6: Escreva os pontos de destaque da se¢do 1.3.
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