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Prefacio

A area de modelagem estatistica de regressao recebeu um grande impulso
desde a criagdo dos modelos lineares generalizados (MLGs) no inicio da dé-
cada de 70. O crescente interesse pela area motivou a realizacao de varios
encontros informais no inicio dos anos 80, a maioria deles na Inglaterra, até
que em 1986 foi realizado na cidade de Innsbruck na Austria o “Ist Inter-
national Workshop on Statistical Modelling”(1st IWSM). Esse encontro tem
sido realizado anualmente sendo que o tltimo (27th IWSM) aconteceu em
julho de 2012 em Praga, Republica Checa. O 28th IWSM sera realizado em
julho de 2013 em Palermo, Italia. No Brasil a area comecou efetivamente a
se desenvolver a partir de meados da década de 80 e em particular apos a 1%
Escola de Modelos de Regressao (IEMR) realizada na Universidade de Sao
Paulo em 1989. As demais escolas ocorreram desde entao a cada dois anos
sendo que as duas tltimas (11EMR e 12EMR) foram realizadas em 2009 e
2011 nas cidades de Recife e Fortaleza, respectivamente.

Este texto comecou a ser desenvolvido a partir de 1994 quando a dis-
ciplina Modelos Lineares Generalizados passou a ser ministrada regular-
mente no programa de pos-graduacao em Estatistica do IME-USP. Uma ver-
sao preliminar deste texto foi publicada em 2004 no IME-USP. O texto é

direcionado para alunos que tenham cursado um semestre de inferéncia es-
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tatistica e que tenham conhecimentos de regressao linear. Portanto, trata-se
de um segundo curso de modelagem estatistica de regressao com um enfoque
inferencial bésico e varias aplicagoes. O texto tem sido também utilizado na
disciplina Tépicos de Regressdo ministrada aos alunos do tultimo ano do
Bacharelado em Estatistica do IME-USP.

No Capitulo 1 introduzimos a classe dos modelos lineares generalizados
juntamente com alguns conceitos basicos. Em seguida discutimos a estimacao
dos parametros, propriedades assintoticas dos estimadores de maxima veros-
similhanca e a aplicagao de alguns testes estatisticos mais conhecidos. Uma
revisao abrangente de métodos de diagnostico é apresentada na sequéncia, em
que definimos pontos de alavanca e discutimos analise de residuos, métodos
de delecao de pontos e influéncia local, dentre outros procedimentos. Discu-
timos também a selecao de modelos. Sempre que possivel as metodologias
sao apresentadas em separado para os modelos normais lineares e posterior-
mente estendidas para toda a classe dos MLGs. O capitulo é concluido com
a analise de 6 conjuntos de dados através de MLGs apropriados.

O Capitulo 2 é dedicado aos modelos com resposta gama e resposta
normal inversa para a andlise de dados assimétricos positivos. Inicialmente
abordamos os modelos com resposta gama e apresentamos alguns resultados
inferenciais e técnicas de diagnostico. Trés conjuntos de dados sao analisados.
Em seguida, alguns modelos usualmente aplicados em Econometria sao dis-
cutidos e um exemplo ¢é apresentado. Em seguida sao discutidos modelos com
resposta normal inversa, alguns resultados teéricos sao apresentados e 2 con-
juntos de dados sao analisados. No final do capitulo discutimos MLGs duplos,
em que a média e a dispersao sao ajustados simultaneamente. Apresentamos
o processo de estimacao conjunto, alguns procedimentos de diagnoéstico e um
exemplo ilustrativo.

No Capitulo 3 discutimos modelos para a analise de dados binéarios,

com énfase para os modelos logisticos lineares. Inicialmente uma revisao de
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procedimentos tradicionais para a analise de tabelas de contigéncia 2 x 2 é
apresentada. Duas aplicacoes sao descritas nesta primeira parte do capitulo.
Em seguida abordamos o modelo logistico linear. Alguns procedimentos sao
revisados, tais como selecao de modelos, analise de dados retrospectivos, qua-
lidade do ajuste e técnicas de diagnoéstico. Quatro conjuntos de dados sao
analisados. Discutimos no final do capitulo modelos de dose-resposta, sobre-
dispersao e modelos logisticos aplicados na analise de dados emparelhados e
mais quatro aplicagoes sao apresentadas.

No Capitulo 4 abordamos alguns modelos para a anélise de dados de
contagem, com destaque para modelos com resposta de Poisson e modelos
com resposta binomial negativa. Inicialmente apresentamos uma revisao de
metodologias tradicionais para a analise da tabelas de contingéncia do tipo
2 x 2 com dados de contagem. Uma aplicacao é apresentada. Em seguida dis-
cutimos modelos de Poisson para a analise de dados de seguimento e modelos
log-lineares de Poisson. Dois exemplos sao apresentados. Na sequéncia sao
derivados modelos com resposta binomial negativa para a analise de dados
de contagem com sobredispersao. Um processo iterativo para a estimacao
dos parametros, resultados assintoticos e metodologias de diagnoéstico sao
apresentados, bem como 3 aplicagoes. Modelos log-lineares com resposta de
Poisson sao comparados com modelos log-lineares com resposta multinomial,
sendo 2 conjuntos de dados analisados. Finalmente, fazemos uma breve rese-
nha dos modelos com excesso de zeros e discutimos, em particular, os modelos
truncados em zero ou modelos de Hurdle e os modelos inflacionados de zeros.

O Capitulo 5 é dedicado aos modelos de quase-verossimilhanca e as
equagoes de estimagao generalizadas. Iniciamos o capitulo com a introdu-
¢ao do conceito de quase-verossimilhanca. Em seguida sao apresentados os
modelos de quase-verossimilhanca para respostas independentes juntamente
com o processo de estimagao, alguns resultados assintoticos e técnicas de

diagnostico. Trés aplicagoes sao apresentadas. Na sequéncia derivamos as
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equagoes de estimacao generalizadas para a anélise de dados correlacionados
nao gaussianos. Apresentamos o processo de estimacao, alguns resultados
assintoticos e metodologias de diagnostico. Esse subtopico é ilustrado com 3
aplicagoes.

No Apéndice A sao descritos os conjuntos de dados usados nas aplica-
¢Oes e nos exercicios propostos e no Apéncide B sao descritas as subrotinas
em R para o desenvolvimento dos procedimentos de diagnostico para os prin-
cipais MLGs e EEGs.

No final de cada capitulo sao propostos exercicios teoricos e aplicados,
num total de 105 exercicios, e ao longo do texto sao apresentados progra-
mas especiais e subrotinas em R, particularmente na analise dos exemplos.
Procuramos diversificar as aplicagoes com conjuntos de dados das diversas
areas do conhecimento, tais como Agricultura, Biologia, Ciéncias Atuari-
ais, Ciéncias Sociais, Economia, Engenharia, Geografia, Medicina, Nutricao,
Pesca e Odontologia. Alguns conjuntos de dados sao oriundos de trabalhos
desenvolvidos no Centro de Estatistica Aplicada (CEA) do IME-USP.

A pagina na Web onde estao disponiveis informacgoes sobre este texto,
os conjuntos de dados utilizados nos exemplos e exercicios e alguns programas
especificos em R estd no seguinte enderego:

http://www.ime.usp.br/~giapaula/textoregressao.htm.

Finalizando, gostariamos de agradecer aos alunos que cursaram as
disciplinas Modelos Lineares Generalizados e Topicos de Regressdo e
muito contribuiram com suas sugestoes para o aprimoramento dos primeiros
manuscritos.

Sao Paulo, fevereiro de 2013
Gilberto A. Paula

e-mail:giapaula@ime.usp.br
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Capitulo 1

Modelos Lineares Generalizados

1.1 Introducao

Durante muitos anos os modelos normais lineares foram utilizados na ten-
tativa de descrever a maioria dos fenémenos aleatorios. Mesmo quando o
fenémeno sob estudo nao apresentava uma resposta para a qual fosse razoa-
vel a suposicao de normalidade, algum tipo de transformacao era sugerida
a fim de alcangar a normalidade procurada. Provavelmente a transformagao
mais conhecida foi proposta por Box e Cox (1964), a qual transforma o valor
observado y (positivo) em
_ { L}\_l se A#0

logy se A =0,
sendo A uma constante desconhecida. O objetivo da transformacao de Box
e Cox, quando aplicada a um conjunto de valores observados, é produzir
aproximadamente a normalidade, a constancia de varidncia e também a li-

nearidade E(Z) = n, em que n = (1 + fax2 + -+ - + Bpz,. No entanto, isso
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raramente ocorre para um unico valor de A (Box e Draper, 1987).

Com o desenvolvimento computacional ocorrido na década de 70, al-
guns modelos que exigiam a utilizacao de processos iterativos para a esti-
magao dos parametros comegaram a ser mais aplicados, como por exemplo
o modelo normal nao linear. Todavia, a proposta mais interessante e po-
demos dizer inovadora no assunto foi apresentada por Nelder e Wedderburn
(1972), que propuseram os modelos lineares generalizados (MLGs). A ideia
bésica consiste em abrir o leque de opgoes para a distribuicao da variavel
resposta, permitindo que a mesma pertenca & familia exponencial de distri-
buigoes, bem como dar maior flexibilidade para a relacao funcional entre a
média da variavel resposta e o preditor linear 7. Assim, por exemplo, para
dados de contagem, em vez de aplicarmos a transformagao ,/y no sentido
de buscarmos a normalidade dos dados e constancia de variancia, podemos
supor que a distribuicao de Y é Poisson e que a relagao funcional entre a
média de Y e o preditor linear é dada por logu = n. Essa relacao funcional
¢é conveniente, uma vez que garante para quaisquer valores dos parametros
do preditor linear um valor positivo para p. Similarmente, para proporgoes,
podemos pensar na distribuicao binomial para a resposta e numa relacao
funcional do tipo log{p/(1— i)}, em que p é a proporcao esperada de suces-
sos. Nelder e Wedderburn propuseram também um processo iterativo para a
estimacao dos parametros e introduziram o conceito de desvio que tem sido
largamente utilizado na avaliacao da qualidade do ajuste dos MLGs, bem
como no desenvolvimento de residuos e medidas de diagnostico.

Intimeros trabalhos relacionados com modelos lineares generalizados fo-
ram publicados desde 1972. Um aplicativo, GLIM ( Generalized Linear Interac-
tive Models) (ver Aitkin et al., 1989), foi desenvolvido para o ajuste dos MLGs

e hoje outros aplicativos, tais como o S-Plus (http://www.insightful.
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com), R (http://www.r-project.org), SAS(http://www.sas.com), STATA
(http://www.stata.com), MATLAB (http://www.mathworks.com) e SUDAAN
(http://www.rti.org/sudaan) apresentam rotinas para o ajuste dos MLGs.

Os modelos de quase-verossimilhanca, que estendem a ideia dos MLGs
para situacoes mais gerais incluindo dados correlacionados, foram propos-
tos por Wedderburn (1974). Os modelos de dispersao (Jorgensen, 1983)
ampliam o leque de opgoes para a distribuicao da variavel resposta. Liang
e Zeger (1986) estendem os modelos de quase-verossimilhanca propondo as
equagoes de estimacao generalizadas (EEGs) que permitem o estudo de va-
ridveis aleatorias correlacionadas nao gaussianas. Os modelos nao lineares de
familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989 e Wei, 1998) admitem preditor
nao linear nos parametros. Temos ainda os modelos aditivos generalizados
(Hastie e Tibshirani, 1990) que supdem preditor linear formado também por
fungoes semiparamétricas e os modelos lineares generalizados mistos (Bres-
low e Clayton, 1993 e McCulloch e Searle, 2001) que admitem a inclusao de
efeitos aleatérios gaussianos no preditor linear. Recentemente, Lee e Nelder
(1996, 2001) estenderam o trabalho de Breslow e Clayton propondo modelos
lineares generalizados hierarquicos em que o preditor linear pode ser formado
por efeitos fixos e efeitos aleatorios nao gaussianos. Muitos desses resulta-
dos sdo discutidos no livro de Lee, Nelder e Pawitan (2006). Extensoes de
MLGs para séries temporais, anélise de dados de sobrevivéncia, modelos de
espago de estado e outros modelos multivariados sao descritas, por exemplo,
em Fahrmeir e Tutz (2001). Referéncias de texto no assunto sao os livros de
McCullagh e Nelder (1989) e Cordeiro (1986).

Neste capitulo introduzimos os modelos lineares genralizados e apre-
sentamos varios resultados relacionados com estimacgao, teste de hipoteses,

métodos de diagnostico e selecao de modelos na classe dos MLGs.
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1.2 Definicao

Sejam Yi,...,Y, variaveis aleatorias independentes, cada uma com funcao

densidade ou func¢ao de probabilidades na forma dada abaixo

[ (yi; 0, ¢) = exp[d{wif; — b(0;)} + c(vi, D)) (1.1)

Podemos mostrar sob as condi¢oes usuais de regularidade

8logf(YZ»; 0;, <Z5) _
E{ o0, } -0
g [Plosf (Vb 0)] | [ logf (Yis60)1
] -

Vi, que E(Y;) = p; = V(0;) e Var(Y;) = ¢~ 'V (i), em que V; = V() =
du;/df; é a fungao de variancia e ¢~! > 0 (¢ > 0) é o parametro de dispersao
(precisao). A fungao de variancia desempenha um papel importante na fami-
lia exponencial, uma vez que a mesma caracteriza a distribuicao. Isto é, dada
a funcao de variancia, tem-se uma classe de distribuicoes correspondentes, e
vice-versa. Para ilustrar, a fungao de variancia definida por V' (u) = pu(1— pu),
0 < p < 1, caracteriza a classe de distribui¢coes binomiais com probabili-
dades de sucesso p ou 1 — . Uma propriedade interessante envolvendo a

distribuicao de Y e a fungao de varidncia é a seguinte:

VoY —p) —4 N0,V (n), quando ¢ — oco.

Ou seja, para ¢ grande Y segue distribuicao aproximadamente normal de
média u e variancia ¢~V (u). Esse tipo de abordagem assintotica, diferente
da usual em que n é grande, foi introduzida por Jergensen (1987).

Os modelos lineares generalizados sdo definidos por (1.1) e pela parte

sistematica

g(ps) = i, (1.2)
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1.2 Defini¢ao

em que 7; = x! 3 é o preditor linear, 8 = (f1,...,5,)", p < n, ¢ um
vetor de pardmetros desconhecidos a serem estimados, x; = (z;1,..., ;)7
representa os valores de variaveis explicativas e g(-) ¢ uma fun¢ado mono6tona
e diferenciavel, denominada funcao de ligacao. Apresentamos a seguir as

distribui¢oes mais conhecidas pertencentes a familia exponencial.

1.2.1 Casos particulares

Normal

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuigao normal de média p e variancia

0%, Y ~ N(u,0%). A fungao densidade de Y é expressa na forma

1 1 21

—exp{—g (= )} = expll sy = ) = 5

2
Yy
g 5 {log27c? + ﬁ}]’

em que —00 < f1,y < oo e a2 > 0. Logo, para 0 = u, b(0) = 60%/2, p =02 e
c(y, ¢) = $logp/2m — ‘%ﬁ obtemos (1.1). Verificamos facilmente que a funcao

de variancia ¢ dada por V(u) = 1.

Poisson

No caso de Y ~ P(u), a func¢ao de probabilidades fica dada por

e " [yl = exp{ylogu — p — logy!},
em que g > 0 ey = 0,1,.... Fazendo logu = 0, b(#) = ¢, ¢ = 1 e
c(y, ) = —logy! obtemos (1.1). Segue portanto que V() = p.
Binomial

Seja Y* a proporcao de sucessos em n ensaios independentes, cada um com

probabilidade de ocorréncia p. Assumimos que nY* ~ B(n, ). A fungao de
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probabilidades de Y* fica entao expressa na forma

(e =g = oo fuos( 1) mtos (2 ) + o1 = o
ny* ny* 1—pn

em que 0 < p,y* < 1. Obtemos (1.1) fazendo ¢ = n, 0 = log{p/(1 — u)},
b(#) = log(1+¢%) e c(y*, ¢) = log(¢i*). A fungao de variancia aqui fica dada
por V(p) = p(l — p).

Gama

Seja Y uma variavel aleatéria com distribuigao gama de média u e coeficiente
de variacdo ¢~'/2, denotamos Y ~ G(u, ¢). A funcdo densidade de Y é dada

por

¢
ﬁ (%) xp <_%> d(logy) = expl¢{(—y/u) —logu} —logl'(¢) +
plog(dy) — logy],

em que y >0, ¢ >0, u>0eT(p) = [Tt e "dt é a fungao gama. Logo,
fazendo 6 = —1/p, b(0) = —log(—0) e c(y, ¢) = (¢ — 1)logy + plogd —logT' ()
obtemos (1.1).
Para 0 < ¢ < 1 a densidade da gama tem uma pole na origem e decresce
monotonicamente quando y — co. A exponencial é um caso especial quando
= 1. Para ¢ > 1 a funcao densidade assume zero na origem, tem um
méaximo em y = 1 — /¢ e depois decresce para y — 0o. A X3 é um outro
caso especial quando ¢ = k/2 e p = k. A distribuicdo normal é obtida
fazendo ¢ — oo. Isto é, quando ¢ é grande Y ~ N(u, ¢~V (1)). Temos que
¢ =E*(Y)/Var(Y) é o inverso do coeficiente de variagao de Y ao quadrado,
ou seja, ¢ = 1/(CV)?, em que CV = /Var(Y)/E(Y). A fungdo de variancia

da gama ¢ dada por V(i) = p?.



1.3 Ligagoes canodnicas

Normal inversa

Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicao normal inversa de média p e
parametro de precisao ¢, denotada por Y ~ NI(u, ¢) e cuja fungao densidade
¢ dada por
@'/ { ¢(y—u)2} [ { y 1} 1{ 3 ¢
eXpy ———=——5—— ¢ =€xp |[¢p —=— + — p — = log(2my° /@) + = ¢ | .
/2my3 2p2y 2 p) o 2 (2my7/9)
em que y > 0, 4 > 0. Fazendo 6 = —#, b)) = —(—20)"2 e c(y,¢) =

tlog{p/(2my®)} — % obtemos (1.1). A normal inversa se aproxima da normal

quando ¢ — oo. Ou seja, para ¢ grande temos que Y ~ N(p, o~V (u)). A

fungao de variancia fica aqui dada por V(i) = p?.

Na Tabela 1.1 apresentamos um resumo dessas distribuicoes.

Tabela 1.1

Principais distribuigoes pertencentes a familia exponencial.
Distribuigao b(0) 7 o) V()
Normal 0%/2 1 o2 1
Poisson e? logu 1 0
Binomial log(1 +€) log{u/(1— )} n p(l — )
Gama —log(—0) —1/p 1/(CV)? u?
N.Inversa —v—20 —1/2u? 0] T

1.3 Ligacoes candnicas

Supondo ¢ conhecido, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhan¢a de um MLG

com respostas independentes pode ser expresso na forma
L(B) = o{witi — b(0:)} + > c(yi. 9).
i=1 i=1

Um caso particular importante ocorre quando o pardmetro canonico (6) coin-

cide com o preditor linear, isto é, quando 6; =1, = Z§:1 x;;35. Nesse caso,

7
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L(B) fica dado por

L(B) = Z oy Z ri8; — b(z zi0;)} + Z (yi, ¢).

Definindo a estatistica S; = ¢ > ., Yiz;;, L(8) fica entéo reexpresso na forma

L(B) =) 58 — ¢Z b<Z iiB;) + Z (yi, @)

j=1
Logo, pelo teorema da fatorizagdo a estatistica S = (S1,...,S5,)T é suficiente
minimal para o vetor 3 = (01, ..., 5,)7. As ligagdes que correspondem a tais

estatisticas sao chamadas de ligacoes candnicas e desempenham um papel
importante na teoria dos MLGs. As ligagoes candnicas mais comuns sao

dadas abaixo.

Distribuicao Normal Binomial Poisson =~ Gama  N. Inversa

Ligagdio ~ p=1 log{ﬁ}zn logu=mn pt=n p?=n

Uma das vantagens de usarmos ligagoes candnicas é que as mesmas
garantem a concavidade de L(3) e consequentemente muitos resultados as-
sintoticos sao obtidos mais facilmente. Por exemplo, a concavidade de L(3)
garante a unicidade da estimativa de méaxima verossimilhanca de 3, quando
essa existe. Para ligagdes ndo canonicas Wedderburn (1976) discute condi-

gOes para a existéncia da concavidade de L(3).
1.3.1 Outras ligacoes
Ligacao probito

Seja p a proporgao de sucessos de uma distribuicao binomial. A ligacao

probito é definida por
() =,

em que ®(-) é a fung¢do de distribuigdo acumulada da normal padrao.

8
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Ligacao complemento log-log

A distribui¢ao do valor extremo (logaritmo da exponencial) tem fun¢ao den-

sidade dada por
fy) = exp{y — exp(y)},

em que —oo < y < 00. Logo, a funcao de distribuicao acumulada fica dada

por

F(y) =1 — exp{—exp(y)}.

o
— 7 . ——
——— Logistica pd
— — - V.Extremo /
[oe]
®
O
=
>
L
<
o
N
N
o
=R
-3 -2 1 0 1 2 3
y

Figura 1.1: Funcao de distribuicao acumulada das curvas logistica e do valor
extremo.

O modelo binomial com ligacao complemento log-log é definido tal que

pu=1—-exp{—exp(n)},
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ou, equivalentemente,
log{—log(1 — p)} =n.
A ligacao logito é definida de forma similar. A funcao densidade da
distribuicao logistica é dada por

_ exp(y)
S e

em que —oo < y < oco. Dai segue que a funcao de distribuigao acumulada
fica expressa na forma ,

e

F(y) = ET)

O modelo logistico binomial é obtido substituindo F(y) por u e y por n na
expressao acima. Como no caso binomial o paradmetro de interesse sempre
é uma probabilidade, fica muito razoavel que fungoes de distribuigoes acu-
muladas sejam utilizadas para gerarem novas ligagoes e consequentemente
novos modelos. Na Figura 1.1 apresentamos a F'(y) da distribuigao logistica
e da distribui¢ao do valor extremo para valores de y variando no intervalo

[—3, 3]. Temos que a curva logistica é simétrica em torno de F(y) = 1/2,

enquanto que a curva do valor extremo apresenta comportamentos distintos

para F(y) <1/2e F(y) > 1/2.

Ligacao de Box-Cox

Uma classe importante de ligacoes, pelo menos para observagoes positivas, é

a classe de ligacoes de Box-Cox definida por

n=(u*=1)/X

para A # 0 e n = logu para A — 0. A ideia agora ¢é aplicarmos a transfor-

macao de Box-Cox, definida na Secao 1.1, na média da variével resposta ao

10
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20

10

Figura 1.2: Ligacao de Box-Cox para alguns valores de \.

invés de transformarmos a prépria variavel resposta. Temos na Figura 1.2 o
comportamento de y para alguns valores de A e para n variando no intervalo

0, 10].

Ligacao de Aranda-Ordaz

Uma outra transformagao importante foi proposta por Aranda-Ordaz (1981)

para dados binarios. A transformagao é dada por

nzlog{(l_ﬂz#},

em que 0 < g < 1 e a é uma constante desconhecida. Quando o = 1 temos a
ligacao logito n = log{u/(1—p)}. Quando o — 0 temos {(1—p) ™ *—1}/a —
log(1—p)~! de modo que n = log{—log(1— )} e obtemos portanto a ligagao

11
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1.0

0.8
!

0.6

0.4

0.2

Figura 1.3: Ligacao de Aranda-Ordaz para alguns valores de a.

complemento log-log. Na Figura 1.3 temos o comportamento de i para alguns
valores de . Em muitas situacoes praticas o interesse pode ser testarmos
se o modelo logistico é apropriado, Hy : @ = 1, contra a necessidade de uma
transformacao na ligagao, Hy : o # 1.

Os MLGs sao ajustados no aplicativo R através do comando glm. Para
ilustrarmos uma aplicacao, vamos supor que temos interesse em ajustar um
modelo de Poisson com ligacao canonica e que a varidvel resposta é deno-
tada por resp com variaveis explicativas covl e cov2. Podemos mandar os
resultados do ajuste para um arquivo (objeto no R), por exemplo com nome
fit.poisson, através do comando

fit.poisson = glm( resp ~ covl + cov2, family=poisson).
Com o comando

summary (fit.poisson)

podemos obter um resumo dos resultados do ajuste.

12



1.4 Funcao desvio

1.4  Funcao desvio

Sem perda de generalidade, vamos supor que o logaritmo da funcao de ve-

rossimilhanca seja agora definido por
Lpy) = > Ll vi),
i=1

em que p; = g 1(n;) e n; = x1' B. Para o modelo saturado (p = n) a fungao

L(p;y) é estimada por
Liy;y) = Y L(yi ).
i=1

Ou seja, a estimativa de méxima verossimilhanca de p; fica nesse caso dada
por fi; = y;. Quando p < n, denotamos a estimativa de L(p;y) por L(f;y).
Aqui, a estimativa de maxima verossimilhanca de pu; sera dada por ji; =
g~ (i), em que 7 = x] .

A qualidade do ajuste de um MLG ¢ avaliada através da fungao desvio

D*(y; i) = ¢D(y; 1) = 2{L(y;y) — L(i; )},

que é uma distancia entre o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca do mo-
delo saturado (com n parametros) e do modelo sob investiga¢ao (com p pa-
rametros) avaliado na estimativa de maxima verossimilhanga B Um valor
pequeno para a funcao desvio indica que, para um ntmero menor de para-
metros, obtemos um ajuste tao bom quanto o ajuste com o modelo saturado.
Denotando por 0; = 0;(f1;) e 0; = 0;(1;) as estimativas de maxima verossimi-
lhanga de 6 para os modelos com p parametros (p < n) e saturado (p = n),
respectivamente, temos que a fungao D(y; ) fica, alternativamente, dada

por
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Apresentamos a seguir a fungao desvio para alguns casos particulares.
O desvio no R sai com o nome deviance ap6s o ajuste do modelo e o ntimero
de graus de liberdade correspondente é dado por n—p. Denotamos D(y; 1) =
S d*(yi; fu) em que d*(y;; fu;) sera denominado componente do desvio nao

escalonado.

Normal

Aqui 0; = pu;, logo 61 = e éz = [1;. O desvio fica portanto dado por
D(y; o) =2 {yily: — i) + f17/2 = 47 /2 = > (i — fus)?,
i=1 i=1

que coincide com a soma de quadrados de residuos.

Poisson

Nesse caso temos 6; = logu;, o que implica em 0; = logy; para y; > 0 ¢
0, = logfi;. Assim,
D(y; p) = 2Z{yi10g(yi/ﬂi) — (i — ) }-
i=1

Se y; = 0 0 i-ésimo termo de D(y; 1) vale 2;. Resumindo, temos o seguinte
resultado para o modelo de Poisson:

&y i) = 2{yilog(vi/ i) — (yi — fu1)} se yi > 0;

A 2/1; se y; = 0.

Binomial

No caso binomial em que assumimos Y; ~ B(n;, ;), ¢ = 1,...,k, obtemos

0; = log{y;/(n; — y:)} e 6, = log{/;/(1 — f1;)} para 0 < y; < m;. Logo, o
desvio assume a seguinte forma:
k

D(y; p) = QZ[%lOg(yz‘/niﬂz‘) + (ni — yi)log{(1 — yi/mi) /(1 = f1;) }].

=1

14
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Todavia, quando y; = 0 ou y; = n;, 0 i-ésimo termo de D(y; f1) vale —2n;log(1—
;) ou —2n;logji;, respectivamente. Portanto, os componentes do desvio no

caso binomial assumem as seguintes formas:

yilog(yi/nifii) + (ni — yi)log{(1 — yi/n:) /(1 = fu)} se 0 <yi <ny;

d*(yi; i) = § —2nilog(1 — fi;) se v = 0;
—2n;logjl; se Y = n;.

Gama

No caso gama, éz =—1/y; e él = —1/j1;. Assim, segue que o desvio (quando

todos os valores sdo positivos) pode ser expresso na forma
D(y; ) = QZ{—IOg(yz‘/ﬂi) + (yi — fi) [ fui}-
i=1

Se algum componente de y; é igual a zero o desvio fica indeterminado. Mc-

Cullagh e Nelder (1989) sugerem substituir D(y; ft) nesse caso por
D*(y; ) = 2¢C(y) + 2¢ i logfi; + 2¢ i Yi/ i,
i=1 i=1
em que C(y) ¢ uma fungao arbitraria, porém limitada. Podemos, por exem-
plo, usar C(y) = > vi/(1 + ;).
Normal inversa

Para esse caso 0; = —1/2y2 e 0; = —1 /212, A funcao desvio fica entao dada

por

D(y; p) = Z(yz — [13)* [ (yiiss).

=1
1.4.1 Resultados assintoticos

Embora seja usual compararmos os valores observados da fun¢ao desvio com

os percentis da distribuicao qui-quadrado com n — p graus de liberdade,

15
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em geral D(y; 1) nao segue assintoticamente uma X?pr- No caso binomial
quando k é fixo e n; — oo para cada i, D(y; f1) segue sob a hipotese de que o
modelo é verdadeiro uma X%_p- Isso nao vale quando n — oo e n;u; (1 — ;)
permanece limitado. Para o modelo de Poisson, quando u; — oo para todo
i, temos que D(y;ft) ~ x5_,. No caso normal, como é conhecido para o
fixo, D(y; i) ~ 0*x;_,. Lembre que E{x?} = r, assim um valor do desvio
proximo de n—p pode ser uma indicagao de que o modelo esta bem ajustado.
Em geral, para os casos em que D*(y; fx) depende do parametro de dispersao

¢~ 1, o seguinte resultado (Jorgensen, 1987) para a distribuigao nula da fungao

desvio pode ser utilizado:
D*(y; 1) ~ x;_,, quando ¢ — oc.

Isto é, quando a dispersao é pequena, fica razoavel compararmos os valores

observados de D*(y; 1) com os percentis da thp. Em particular, para o caso
: : : n 5 N2/ 2 2

normal linear, o resultado acima diz que » ;" (y; — fi;)°/0” ~ x;_, quando

0% — 0. No caso do modelo gama, o desvio estard bem aproximado por uma

qui-quadrado com n — p graus de liberdade a medida que o coeficiente de

variacao ficar proximo de zero.

1.4.2 Analise do desvio

Vamos supor para o vetor de parametros 3 a particao 3 = (87, 81)7, em que
B, € um vetor g-dimensional enquanto 3, tem dimensao p—q e ¢ é conhecido
(ou fixo). Portanto, podemos estar interessados em testar as hipoteses Hy :
B, = 0 contra H; : B, # 0. As fungoes desvio correspondentes aos modelos
sob Hy e H; serdao denotadas por D(y; i) e D(y; ft), respectivamente, em

que fi é a estimativa de maxima verossimilhanca sob Hy. A estatistica da

16
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razao de verossimilhancas fica nesse caso dada por

Erv = ¢{D(y; ") — D(y; )}, (1.3)

isto é, a diferenga entre dois desvios. Como é conhecido, sob a hipétese nula,

Srv ~ Xg quando n — oco. De forma similar, podemos definir a estatistica

{D(y; £°) — D(y; )} /q
D(y;)/(n—p) ~

cuja distribuigao nula assintética ¢ uma Fy ,—,) quando o denominador de

F=

(1.4)

(1.4) é uma estimativa consistente de ¢! (ver, por exemplo, Jorgensen,
1987). A vantagem de utilizarmos (1.4) em relacdo a (1.3) é que a esta-
tistica F ndo depende do parametro de dispersao. O resultado (1.4) também
¢é verificado quando ¢ — oo e n é arbitrario. Quando ¢ é desconhecido a
estatistica da razao de verossimilhancgas assume uma expressao diferente de
(1.3). A estatistica F acima fica, no caso normal linear, reduzida & forma

conhecida dada abaixo

n

F = (qu)_l{Z(yi — a)? — Z(yz — 1)},

i=1
em que s> = > (yi — f1;)?/(n — p) é o erro quadratico médio do modelo
com p parametros. A forma da estatistica F dada em (1.4) pode ser obtida,
em particular, quando testamos uma hipotese de igualdades lineares num

modelo de regressao normal linear.Como ilustracao, vamos supor o modelo
y = X8+ W+ +¢,

em que € ~ N(0,0%I,), X ¢ uma matriz n x p, I, é a matriz identidade
de ordem n, W é aqui uma matriz n X ¢, ambas de posto completo, B =

(Br,--,Bp)T ey =(7,-..,7)". Vamos supor as hipoteses
Hy: CO =0 contra H; : CO # 0,

17
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em que 8 = (87,47)” e C é uma matriz k x (p + ¢) de posto completo. O
acréscimo na soma de quadrados de residuos devido as restricoes em Hy é
dado por

ASQ(CH = 0) = (COT{C(Z"Z)"'CT}(Ch),

em que 0 = (ZTZ)'Z7y ¢ Z = (X, W). A estatistica F para testarmos H,

fica entao dada por
ASQ(CO =0)/k

D(y;p)/(n—p—4q)
em que D(y;ft) é o desvio do modelo completo com p + ¢ parametros e
ASQ(CO = 0) = D(y; 1°) —=D(y; f1), com D(y; 1) sendo o desvio do modelo
sob Hy. Portanto, F assume a forma
{D(y; &") — D(y; 1)} /k
D(y;p)/(n—p—4q) °

e segue, sob Hy, uma distribuicao F'y, (,—p—q). No caso de testarmos Hy : v = 0

F=

F=

contra Hy : 4 # 0, a matriz C tem dimensao g x (p + ¢) com a i-ésima linha
tendo o valor 1 na posicao p+1 e zeros nas demais posi¢oes. Essa formulagao
pode também ser aplicada quando testamos a inclusao de novas covariaveis
num modelo de regressao normal linear.

Para ilustrarmos o uso das diferencas de desvios para hipoteses em mo-
delos encaixados, vamos supor um MLG com dois fatores, A e B. O fator A
com n(A) niveis e o fator B com n(B) niveis. Descrevemos na Tabela 1.2 os
possiveis testes envolvendo os dois fatores. Em particular, se o interesse é tes-
tarmos a inclusao do fator B dado que o fator A ja esta no modelo, devemos
comparar a diferenca ¢{D(y; ft4) — D(y; fta, )} com os niveis criticos da
distribui¢ao qui-quadrado com {n(B) — 1} graus de liberdade. Alternativa-
mente, podemos comparar o valor observado da estatistica F correspondente

com os niveis da distribuicao F com {n(B) — 1} e {n — n(A) — n(B) + 1}
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graus de liberdade. No caso normal linear construimos a tabela ANOVA utili-
zando a estatistica F no lugar da diferenga entre desvios. A vantagem disso
é o fato do parametro de dispersao ¢! nao precisar ser estimado. Através
do comando anova() o R fornece uma tabela ANODEV para os ajustes colo-
cados como objetos. Por exemplo, vamos supor que os objetos fitl.reg,
fit2.reg e fit3.reg correspondam aos ajustes de um MLG com um, dois
e trés fatores, respectivamente. Entao, o comando
anova(fitl.reg,fit2.reg,fit3.reg)

fornece uma tabela ANODEV comparando os trés fatores.

Tabela 1.2
Andlise do desvio (ANODEV) supondo dois fatores na parte sistemdtica.
Modelo Desvio  Diferenca G.L. Testando

Constante Dy
Dy —Da4 n(A) —1 A ignorando B
Do — Dp n(B) —1 B ignorando A

+A D4

Da—Duaysp n(B)—1 B|A ignorando AB
+B Dp

Dp —Daip n(A) —1 A|B ignorando AB
+A+B Daip
DA+B_DAB {n(A)—l}X AB’A+ B
{n(B) — 1}
+A+B+AB  Dugg

Como aplicagao do ANODEV, vamos considerar o exemplo descrito na
Secao 1.12.2 em que um modelo logistico linear é ajustado para explicar a
ocorréncia de cancer de pulmao em pacientes com processo infeccioso pulmo-

nar. A parte sistemética do modelo é representada abaixo
1+ SEXO + IDADE + HL + FF,

em que 1 denota a presenca de intercepto no modelo, SEXO (1:feminino,

0:masculino), IDADE (em anos) e HL e FF s@o dois fatores com 4 niveis
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cada um representando a intensidade de dois tipos de célula. Na Tabela 1.3

resumimos alguns resultados.

Tabela 1.3
Andlise do desvio referente ao exemplo sobre processo
infeccioso pulmonar.
Modelo  Desvio Diferenca G.L. Testando
Constante 236,34 - - -

+ SEXO 235,20 1,14 1 SEXO

Y

+ IDADE 188,22 46,98 1 IDADE | SEXO

+HL 162,55 25,67 3 HL|SEXO +
IDADE

+FF 15740 5,15 3 FF|SEXO +

IDADE + HL

Para calcularmos os niveis descritivos das diferencas apresentadas na
Tabela 1.3, usamos o comando pchisq(dv,q) do R. Por exemplo, para cal-
cularmos o nivel descritivo referente ao efeito do fator SEXO, fazemos

1 - pchisq(1.14,1)

e obtemos P = 0,285. Similarmente, para testarmos a inclusao de FF dado
que ja temos no modelo 1+SEXO+IDADE+HL, fazemos

1 - pchisq(5.15,3)

e obtemos P = 0, 1611, indicando que o fator FF é nao significativo a 10%.

1.5 Funcao escore e informacao de Fisher
1.5.1 Escore e Fisher para 3

Vamos considerar a particio 8 = (87, ¢)” e denotarmos o logaritmo da

fungao de verossimilhanca por L(@). Para obtermos a funcao escore para o
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1.5 Fungao escore e informagao de Fisher

parametro 3 calculamos inicialmente as derivadas

- d6; dp; O, db(6;) db; dy; O,
aL(e)/aﬁj:Zqﬁ{ i On (0;) db; du 77}

vi dp; dn; B; df; dp; dn; 0B;

- Z(b{yl Ndpa/dm)ai; — Vi (dps/dii )i }

= ;¢{\/%(yi —Mz’)%}’

em que w; = (du;/dn;)*/V;. Logo, podemos escrever a fungao escore na forma

matricial

OL(0)
B

em que X é uma matriz n x p de posto completo cujas linhas serao de-

Us(0) = = pX WAV 12 (y — ),

notadas por x!,i = 1,...,n, W = diag{wy,...,w,} é a matriz de pesos,

V =diag{Vy,...,V,}, y = (yl,...,yn)T ep= (..., pun)t.
Para obtermos a matriz de informacao de Fisher precisamos das deri-

vadas

- d20; [ du;\”
LO O3 = D (=) (%) rya

d9 d g d,uz
+ ¢Z d d szj i ¢Z dﬂz( ) LT,

cujos valores esperados ficam dados por
d/h
duz m)

(dpi/dn;
= —¢Z %L‘j%e
i=1

%

n
= —¢E WilijZig-
i=1

E{0°L(6)/08;08,} = —¢Z
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1.5 Fungao escore e informagao de Fisher

Logo, podemos escrever a informagao de Fisher para 8 na forma matricial
B 0?1(0)
0B03"

Em particular, para ligagdo candnica (0; = n;), essas quantidades to-

Kss(0) =E { } = ¢X"WX.

mam formas simplificadas
Us = ¢X'(y — p) e Ky =9X"VX,

respectivamente. Se particionarmos o vetor de parametros tal que B8 =
(Br{, B2T)T, a funcao escore e a matriz de informagao de Fisher ficam para
o parametro (3;, respectivamente, dadas por Ug, = ¢XTW2V-12(y — )
e Kgp = 0XTWX,.

1.5.2  Escore e Fisher para ¢

A funcao escore para o parametro ¢ fica dada por

IL()

Uy(0) = 90

n

= Z{yiei —0(0;)} + Z (yi, ),
i—1 i=1
em que c(y;,¢) = de(y;, ¢)/d¢. Para obtermos a informagao de Fisher
para ¢ temos que calcular 9?L(0)/0¢* = >_"_ " (yi, ¢), em que ”(y;,¢) =
d*c(y;, ¢)/d¢*. Assim, a informacao de Fisher para ¢ fica dada por

Kou(60) = = > E{ (Y, 0)}.

1.5.3  Ortogonalidade

Temos que 92L(0)/0Bd¢p = S_1_ | \/w;V; ' (y; — u:)x,. Portanto, verificamos
facilmente que 3 e ¢ sao ortogonais, isto é, Kg4(0) = E[—0%L(0)/080¢] = 0.
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1.5 Fungao escore e informagao de Fisher

Logo, segue que a matriz de informacao de Fisher para @ é bloco diagonal
sendo dada por Ky = diag{Kpp, Kss}. A func@o escore para 6 fica dada

por Uy = (Ug, U,)T. Discutimos a seguir alguns casos particulares.

1.5.4 Casos particulares

Normal

A fungao de varidncia no caso normal ¢ dada por V(u) = 1 (du/df = 1).
Logo, w = (df/dn)*. Em particular para ligacao candnica (# = 1), obtemos

w = 1. Assim,
Us=0X"(y—p) e Kgz =0 2X"X,

como é conhecido. Temos ainda o resultado

n n

Us = Z(%Mz - %) + ZC’(%, ),

i=1 i=1
em que ¢ (y;, ¢) = 1/2¢ — y?/2. Dai segue que c”’(y;, ¢) = —1/2¢* e portanto
Koo = = 2 E{"(Yi, )} = n/2¢”.

Poisson

Aqui a fungao de variancia ¢ dada por V() = p. Logo, w = u(df/dn)?. Para
ligacdo canonica (logu = 1) os pesos sao as proprias médias, isto é w = p.
Em particular, para ligagao raiz quadrada (/& = 1), obtemos w = 1. Assim,
U =XITV12(y — ) e Kgg = XTX.

Binomial

No caso binomial, a fun¢ao de variancia é definida por V(u) = p(1 — p),

em que 0 < p < 1. Portanto, temos w = pu(1 — u)(df/dn)?*. Por convengao
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1.5 Fungao escore e informagao de Fisher

assumimos que w = nu(1 — u)(df/dn)? e $ = 1. No caso de ligagao canodnica
(log{p/(1 — u)} = n) os pesos sdo as variancias das binomiais, isto ¢ w =

nu(l — w). As matrizes Ug e Kpgg ficam nesse caso dadas por
Uy =X"(y—p) e Kgg=X"VX,

em que X ¢ uma matriz k X p, y = (y1, .-, yn)?, o = (nipiy, ..., npir)’ e

V = diag{nipu (1 — 1), .., nepir(1 — pix) }-

Gama

Para o caso gama V(i) = pu?. Logo, w = p?(df/dn)?*. Em particular, para
um modelo log-linear (logu = n), obtemos du/dn = p, o que implica em
w = 1. Assim, Ug = ¢XTV~2(y — p) e Kz = ¢XTX, similarmente ao
caso normal. Para ligacio candnica, w = p?. A funcdo escore para ¢ fica
dada por

Us == > (L tlogi) + ¢y 9),

i=1 i=1
em que ¢ (y;,®) = logy; +logp + 1 — (¢) e (o) = T"(¢)/T(¢) é a fun-
cao digama. Dai segue que ¢’(y;,¢) = 1/¢ — ¢'(¢) e portanto Ky =
=2 E{"(Yi, )} = n{o!(#)— 1}/, em que ¥/ () = dyp(¢)/d¢ é a fungao

trigama.

Normal inversa

Nesse caso a funcao de variancia é dada por V(u) = p3. Assim, w =

w3(df/dn)?. Pode ser muito razoédvel aplicarmos aqui um modelo log-linear,
uma vez que as respostas sao sempre positivas. No entanto, diferente dos mo-
delos log-lineares com resposta de Poisson, os pesos aqui sao inversamente
proporcionais as médias, isto ¢ w = p~!. Em particular para ligacao cano-

nica, w = p3, e portanto U = ¢X T (y — p) e Kgg = ¢X7VX. Temos ainda
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1.6 Estimacao dos parametros

o resultado "

Yi 1 /
Up=D (55——)+Q o)
SRR AR
em que c(y;, ¢) = 1/2¢—1/2y;. Dai segue que ¢’(y;, §) = —1/2¢? e portanto

Kys = — > E{"(Yi, ¢)} = n/2¢°.

1.6  Estimacao dos parametros

1.6.1 Estimacao de 3

O processo iterativo de Newton-Raphson para a obtencao da estimativa de
méxima verossimilhanca de 3 ¢ definido expandindo a funcao escore Ug em

torno de um valor inicial ,8(0), tal que
Uy U + U (8- ),

em que U% denota a primeira derivada de Upg com respeito a BT, sendo
Us/'(0) e U/(BO), respectivamente, essas quantidades avaliadas em 5(0). Assim,

repetindo o procedimento acima, chegamos ao processo iterativo
B = B {(~Up) U,

m =20,1,.... Como a matriz —Ug pode nao ser positiva definida, a aplicagao
do método escore de Fisher substituindo a matriz —UJ pelo correspondente
valor esperado Kgg pode ser mais conveniente. Isso resulta no seguinte pro-

cesso 1terativo:

I@(mﬂ) — Ig(m) + {Kgﬁl}(m)Uém)’

m = 0,.... Se trabalharmos um pouco o lado direito da expressao acima,

chegaremos a um processo iterativo de minimos quadrados reponderados
B(m-i—l) _ (XTW(m)X)_lXTW(m)Z(m), (15)
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1.6 Estimacao dos parametros

m=0,1,...,em que z =n + W /2V~12(y — u). A quantidade z desem-
penha o papel de uma varidvel dependente modificada, enquanto W é uma
matriz de pesos que muda a cada passo do processo iterativo. A convergén-
cia de (1.5) ocorre em geral num namero finito de passos, independente dos
valores iniciais utilizados. E usual iniciarmos (1.5) com n® = g(y).

Apenas como ilustracao, para o caso logistico binomial, obtemos w =
nu(1—p) e variavel dependente modificada dada por z = n+(y—npu) /nu(l — u).
Lembrando, para o modelo normal linear nao é preciso recorrermos ao pro-
cesso iterativo (1.5) para a obtencdo da estimativa de méxima verossimi-

lhanca. Nesse caso, B assume a forma fechada
B=X"X)"'X"y.

Observamos que o lado direito de (1.5) ndo depende de ¢. Portanto, para

obtermos 3 nao é preciso conhecermos ¢.

1.6.2 Estimagao de ¢

Igualando a fungao escore Uy a zero chegamos a seguinte solugao:

n

S 8) = 5Dy i) — Sl — b0},

i=1
em que D(y; 1) denota o desvio do modelo sob investigagao. Verificamos que
a estimativa de méxima verossimilhanca para ¢ nos casos normal e normal

inversa, igualando Uy a zero, é dada por

n
D(y; ft)’

Para o caso gama, a estimativa de maxima verossimilhanga de ¢ sai da equa-

b=

cao
2n{logé — ()} = D(y; fr).
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1.6 Estimacao dos parametros

A equagao acima pode ser resolvida diretamente pelo R através do comando
require (MASS) (Venables e Ripley, 1999). Como ilustra¢do, vamos supor
que os resultados do ajuste sejam guardados em fit.model. Entao, para
encontrarmos a estimativa de maxima verossimilhanca de ¢ com o respectivo
erro padrao aproximado devemos usar os comandos

require (MASS)

gamma . shape (fit.model) .

Um outro estimador consistente para ¢ (de momentos) que nao envolve

processo iterativo é baseado na estatistica de Pearson, sendo dado por

(n—p)

(;Aﬁ — )24 "
DERE

A suposicao aqui é que B tem sido consistentemente estimado. O R solta a

estimativa ¢ = (n — p)/D(y; ft) que ndo é consistente para ¢.

1.6.3 Distribuicao assintotica

Para mostrarmos que 3 e ¢ sao assintoticamente normais e independentes

vamos usar os resultados abaixo
E(U@) =0 e Var(Ug) == K@g,

com as fungoes escore de 3 e ¢ sendo, respectivamente, expressas nas formas

Uz =", Uy, em que

Uis = o/ wiVi M (yi — pa)xs e Ug = ZUz‘¢,
=1

com U;p = {yiti — b(6;)} + (i, #). Portanto, para n grande, temos que
Uy ~ Np;11(0,Kpgg). Em particular, assintoticamente Uz ~ N,(0,Kgzs) e
Uy, ~ N(0,Kyp) e Ug e Uy sao independentes.
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Expandindo Uy, em série de Taylor em torno de 8 obtemos
U, = Uy + Uy(6 - 0),

em que U} = 90Uy /00" . Assim, como 6 ¢ o estimador de maxima verossimi-

lhanca de 8 temos que Uy = 0 e daf segue a relacao

6=0+ (-U,) U,

Supondo que para n grande —Uj, = Ky (para ligagao canonica Kgp = —U’ﬁ),
entao obtemos

6=0+K, Uy,

ou seja, para n grande 8 ~ N,,1(0,K;,}). Como Ky = diag{Kzs, Ky}
entdo assintoticamente segue que 3 ~ N, (83, K/gg) ep ~ N(0, K;;) efBed
sao independentes. Demonstragoes mais rigorosas desses resultados podem
ser encontradas, por exemplo, em Fahrmeir e Kaufmann (1985) e Sen e Singer

(1993, Cap. 7).

1.7 Teste de hipoteses

1.7.1 Hipoteses simples

Buse (1982) apresenta de uma forma bastante didatica a interpretacao geo-
métrica dos testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald para o caso de
hipoteses simples. Apresentamos a seguir as generalizagoes para os MLGs.

Vamos supor, inicialmente, a seguinte situagao de hipoteses simples:

Hy:B8=p3" contra H;: 8 # 3°,

em que B° é um vetor p-dimensional conhecido e ¢ é também assumido

conhecido.
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Teste da razao de verossimilhancas

O teste da razao de verossimilhancas, no caso de hipéteses simples, é usual-
mente definido por

Erv = 2{L(B) - L(8")}.
Essa estatistica pode também ser expressa, para os MLGs, como a diferenca

entre duas fungoes desvio

Erv = o{D(y; 1) — D(y; iv)},

em que i1’ = g~ 1(7°), #° = XB". Em particular, para o caso normal linear,

obtemos {ry = {> 1 (i — 49)° — Doiy (Wi — 1)}/ o>

Teste de Wald

O teste de Wald ¢ definido, nesse caso, por
&w =8 - B°]"Var™'(8)[B - B8,
em que Var(fi') denota a matriz de varidncia-covariancia assintoética de B

estimada em (3. Para os MLGs, Var(8) = K~'(3). Assim, a estatistica de

Wald fica reexpressa na forma
sw = 0[B8 - 81 (XTWX)[8 - 8.

Em particular, para o caso de p = 1, o teste de Wald ¢é equivalente ao teste
2 usual .
YU
Var(p)
Um problema com a estatistica de Wald, especialmente quando n(3) é nao
linear em 3, é a dependéncia de &y com a parametrizagao utilizada. Isto
é, duas formas diferentes e equivalentes para n(3), podem levar a diferentes

valores de &y .
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Teste de escore

O teste de escore, também conhecido como teste de Rao, é definido quando

~

Us(B) = 0 por
Esp = Ug(B°) Vary(8)Us(8°),

em que Vary(3) denota que a variancia assintotica de 3 esta sendo estimada

sob Hg. Para os MLGs temos que
Esp = ¢ ' Ug(B%) (XTWX) 'Us(8"),

em que Wy é estimado sob Hy, embora tenha a forma do modelo em H;. A
estatistica de escore pode ser muito conveniente em situagoes em que a hipo-
tese alternativa é bem mais complicada do que a hipotese nula. Nesses casos,
somente seria necessario estimarmos os parametros sob H; quando o modelo
em Hjy fosse rejeitado. Novamente, ilustrando o caso normal linear, temos que
tatistica d fi f = (y - XB°)'X(X"X)?
a estatistica de escore fica expressa na forma g = (y B
XT(y — X3% /0% Observamos que, nesse caso, as estatisticas &ry e &y

coincidem com &gp.

Teste F

A estatistica F, que foi definida em (1.4), assume a seguinte forma para o

caso de hipoteses simples:

{D(y; °) = D(y; i)} /p
D(y;)/(n—p) '

que para ¢ — oo e sob Hy segue uma I, ,_,). Esse resultado vale também

F =

para n — oo quando colocamos no denominador da estatistica F uma esti-
mativa consistente para ¢~'. Uma propriedade interessante das estatisticas

Erv, Esr e F é o fato de serem invariantes com reparametrizagoes. Isso pode
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ser muito tutil na construcao de regides de confianca para os parametros. A
estatistica F' tem a vantagem adicional de nao depender do parametro de
dispersao ¢~'. Como essa estatistica pode ser obtida diretamente de funcoes
desvio, talvez seja a mais conveniente para uso pratico. Assintoticamente e
sob a hipotese nula, temos que gy, Ew e Esp ~ X

Uma regiao assintotica de confianca para 3 baseada no teste de Wald

e com coeficiente de confianga (1 — «), é dada por
8:(B-B) (X'WX)(B - B) < & 'x;(1 - )],

em que X;(l — ) denota o percentil (1—«) de uma distribuigao qui-quadrado
com p graus de liberdade. Como essa regiao pode depender da parametri-
zagao utilizada quando 7 é nao linear (ver, por exemplo, Ratkowsky, 1983),
pode ser mais conveniente, nesses casos, construirmos a regiao utilizando
uma das estatisticas invariantes. Em particular, se a estatistica da razao de

verossimilhangas for escolhida, a regiao assintética fica dada por

[8:2{L(B) — L(B)} < x2(1 — a)].

Se estamos interessados num subconjunto 3; ¢-dimensional, a regiao assin-
totica de confianga utilizando as estatisticas de Wald e da razao de verossi-

milhancas ficam, respectivamente, dadas por
B: (B, = B) Var(B,)(B, — B) < ¢ 'x5(1 — a)]
[8:2{L(B) — L(B, B2(8))} < x5(1 — )],
em que (3 é aqui ¢g-dimensional e BQ(ﬂ) é a estimativa de méaxima verossimi-

lhanga de 3, dado B (ver, por exemplo, Seber e Wild, 1989).
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1.7.2 Modelos encaixados

¢ conhecido

Vamos supor novamente a particio 3 = (87, 82)T definida na Secdo 1.4.2 e
as seguintes hipoteses: Hy : B; = BY contra Hy : B, # BY. Para esse caso
temos
Erv = o{D(y; °) — D(y; 1)},

em que 1’ é a estimativa de maxima verossimilhanca do MLG com parte
sistemética n = 7Y +ny, em que 7y = Y0 ;6] e gy = Y0 B A
quantidade 7} desempenha o papel de um offset (parte conhecida no pre-
ditor linear), conforme a nomenclatura de modelos lineares generalizados.
Para ilustrarmos a utilizagao do offset, vamos supor um modelo de Poisson
com ligacao log-linear, resposta resp, covariaveis covl e cov2 e offset dado
por logt0. Para ajustarmos o modelo e armazenarmos os resultados em
fitl.poisson devemos fazer

fitl.poisson = glm(resp ~ covl + cov2 + offset(logt0),
family= poisson).
Esse tipo de recurso é muito utilizado em estudos de seguimento em que cada
individuo é observado durante um tempo diferente (vide Exemplo 1.12.4).
Como ilustracao, vamos supor um MLG com distribui¢ao normal inversa,
ligacao candnica e preditor linear dado por 1 = B; + [Bacovse + [F3covs e que
o interesse é testarmos Hy : f2 = b, em que b é uma constante diferente
de zero, contra Hy : 85 # b. Os ajustes correspondentes a Hy e H; sao,
respectivamente, dados por

fitl.ni = glm( resp ~ cov3 + offset(b*cov2),
family=inverse.gaussian)

fit2.ni = glm( resp ~ cov2+cov3d, family=inverse.gaussian).
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Logo, de (1.4), a estatistica F para testarmos Hg : o = b contra Hy : By # b
fica dada por

dl = deviance(fitl.ni)

d2 = deviance(fit2.ni)

F = (dl - d2)/(d2/(n-3)).
Em particular, o offset desaparece para b = 0. O ajuste, nesse caso, fica
simplesmente dado por

fitl.ni = glm( resp ~ cov3, family=inverse.gaussian).

Teste de Wald
Para testarmos Hy, a estatistica de Wald fica expressa na forma
§w = [Bl - ,Bg]T\A/ar_l(Bl)[Bl - :3?]7

. . AT AT
em que (3; sai do vetor B = (3,,083,)". Usando resultados conhecidos de

algebra linear, mostramos que a variancia assintotica de Bl ¢ dada por
Var(B,) = ¢~ [X{ WM, WX,

em que X sai da partigdo X = (X1, X3), sendo portanto nxq, Xy é nx(p—q),
M, =1, — Hy e Hy = W2X,(XYWX,) ' XTW1/2 ¢ a matriz de projecao
ortogonal de vetores do R" no subespaco gerado pelas colunas da matriz

W!/2X,. Em particular, no caso normal linear, temos as simplificacoes Hy =
X5 (XIX,) X7 e Var(B,) = o?[XT (I, — Hy)X4] .

Teste de escore

A funcdo escore pode ser expressa na forma Ug = ¢/2XTW2rp, em que

rp = ¢/2V1/2(y — ) é conhecido como residuo de Pearson. Observamos
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que rp tem a mesma distribui¢ao de Y, no entanto, E(rp) = 0 e Var(rp) =

I,. O teste de escore é definido por

A0, . A0
§sr = Uﬁl (/6 )TvarU(BI)Uﬁl (ﬁ )7
~0 ~ 0T

em que U, (8) = IL(B)/0B, = oXTW'AV 2 (y —p), B = (B]",B, )" e
A0

B, ¢ a estimativa de maxima verossimilhan¢a de 3, sob o modelo com parte
sistematica n = 7)) + 15, isto &, sob Hy, em que 7} = X;8) ¢ 0, = X,03,.
Se trabalharmos um pouco mais a expressao para Var(,@l), chegaremos ao

seguinte resultado:
Var(8,) = ¢~ (RTWR) ™,

em que R =X; — X,C e C = (XITWX,) ' XIWX,. Aqui C ¢ uma matriz
n X g cuja j-ésima coluna é o vetor de coeficientes da regressao linear (com
pesos W) da j-ésima coluna de X; sobre X5. Assim, R pode ser interpretado
como sendo uma matriz n x ¢ de residuos. A j-ésima coluna de R corresponde
aos residuos ordinérios da regressao linear (com pesos W) da j-ésima coluna
de X; sobre Xy. Assim, o teste de escore fica reexpresso na forma (vide

Cordeiro, Ferrari e Paula, 1993)
Esn = Th WX, (RTWRo) ' XTI W, 5,

com as quantidades rp,, Wg e f{o sendo avaliadas em BO.

Para ilustrarmos o calculo da estatistica de escore, vamos supor um
MLG com preditor linear dado por n = [y + facovy + [zcovs + [ycovy e
que o interesse é testarmos Hg : 3 = B4 = 0. As matrizes X; e Xy serao
entdo dadas por X; = [covy , covy| e Xo = [1, covy|. Se temos um modelo
de Poisson, por exemplo com ligagao canonica, entao como ja vimos w = p.
Logo, Wy = diag{/%, ..., i%}, em que /%, ..., /i° sdo os pesos sob Hy, ou seja,

os pesos do modelo ajustado de Poisson com preditor linear n = 51 + fSacovs.
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Portanto, precisamos apenas fazer esse ajuste e dai computamos Wy, Ry,
Ir'p, e finalmente {gz. Chamando no R os pesos por w, Wy por W, I'p, por rp

e Ry por R, os passos para o calculo de gz sao dados abaixo

X1 = cbind(cov3 , cov4d)
X2 = cbind(1 , cov2)
fit.poisson = glm( resp ~ cov2, family=poisson)

rp = resid(fit.poisson, type=‘‘pearson’’)

fit.poisson$weights

diag(w)

solve (t (X2) %*%W%h*%X2)
Cl = AY%*%t (X2) %xhWh*hcov3
C2 = AYx%t (X2)%xhWh*lhcova

C = cbind(C1 , C2)
R = X1 - X2%*%C
SR = solve(t (R)%*/W)*%R)
SR = t(rp)h*hsqrt (W) %*%X1%*%SRY* %t (X1) hx%sqrt (W) f*%rp .
Em particular, para o caso normal linear, C = (XIX,) 'XIX, e rp =

(y — w)/o. Logo, &sp = o *(y — pi°)" Xy (RTR) ' X[ (y — i), em que
R =X, — Xo(XTX,)'XTX, = (I, — Hy)X;. Aqui, também as estatisticas
da razao de verossimilhancas e de Wald coincidem com a estatistica de escore.
Isso em geral vale para o modelo normal linear.

A estatistica de Wald fica, analogamente ao caso anterior, dada por
Sw = ¢[B1 - B?]T[RTWR] [B1 - ﬁ(ﬂ

O calculo de R segue os mesmos passos descritos para o calculo do teste de
escore, com a unica diferenca de que os pesos sairao do ajuste do modelo com

todos os parametros. As mudangas nos comandos sao as seguintes:
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1.7 Teste de hipoteses

fitl.poissom = glm( resp ~ cov2 + cov3 + cov4,

family=poisson)

w

W

fitl.poisson$weights

diag(w) .

Sob Hy e para grandes amostras, temos que gy, & e Egg ~ xi-

¢ desconhecido

No caso de ¢ ser desconhecido e o interesse for testarmos Hy : 3, = ﬁ? con-
tra Hy : B, # ,3?, as estatisticas {gry, Esr e & assumem formas diferentes
daquelas apresentadas para o caso de ¢ ser conhecido. Em particular, deno-
tamos por ngSO e gg as estimativas de méaxima verossimilhanca de ¢ sob Hy e
Hy, respectivamente. Para facilitarmos a notagao da estatistica £zy usamos
o resultado c(y, ¢) = d(¢)+ ¢a(y) +u(y) valido para algumas distribui¢oes da
familia exponencial dada em (1.1) (por exemplo normal, gama e normal in-
versa), em que a(-), d(-) e u(-) sdo fungoes diferenciaveis. Assim, a estatistica

da razao de verossimilhancas fica expressa na forma
Eny = 2{ot(f1) — $°t(i°)} + 2n{d() — d(6°)},

em que t(pu) = > o {vithi — b(0;) + a(y;)} e 6; = O(p;). Para o modelo

gama, por exemplo, temos que ¢t(p) = > {log(yi/mi) — yi/1i} e d(¢) =
¢logp — logl'(¢). A estatistica de Wald fica, por sua vez, dada por

o A~ -1 =~ o
w = [B)— Btl)]Tvar (B1)[B; — 5(1)]
= ¢[B, - B)"R"WR)[B, — B]].
J4 a estatistica de escore assume a forma

AO o~ o ~0
(s = Upg,(6)"Varg(8,)Upg, (6)
= 5 WX, (REWRo) ' XTW %k,
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1.7 Teste de hipoteses

P ~0 A 0T »
em que tp, = \/ OV (y — i) e 0 = (B ,¢°)7T ¢ a estimativa de méaxima
verossimilhanca de 6 sob Hy. As trés estatisticas seguem assintoticamente e

sob Hy uma distribuicao x;.

1.7.3 Modelo de anélise de variancia

Vamos supor o modelo de anélise de variancia balanceado com um fator e
dois grupos
g(pij) = a+ B,

emquet = 1,2, j=1,....m, 4 =0, By = B e ¢ é conhecido. Vamos
considerar as hipoteses Hy : 8 = 0 contra H; : 8 # 0. Aqui X5 é um vetor
2m x 1 de 1's enquanto X; é um vetor 2m x 1 com 0's nas m primeiras
posicoes e 1’s nas m restantes. Daif segue que XWX, = m(w; + wy),
XITWX,| = mws, C' = wy/(wi + wy) e consequentemente

MW Ws
(w1 + we) ’

em que w; € wy sao os pesos correspondentes aos dois grupos. A estatistica

RT"WR =

de escore fica entao dada por

2
2 (=

j=1
em que f%Qj, j =1,...,m, sao os residuos estimados de Pearson, sob Hy, cor-
respondentes ao segundo grupo, sendo dados por 7, = ¢'/*(yy; — i°)/ V2
Em particular, sob a hip6tese nula, i° = 7. Assim, obtemos a simplificagao
om , —\2
§srn =~ (1 = 92)°, (1.6)
2V

em que ¥; € Yo sao as médias amostrais correspondentes aos dois grupos e

Vo = V() é a fungao de variancia sob a hipotese nulal.

1o caso binomial tomar g; = y;/m e V(g) = 4(1 — 3)
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1.7 Teste de hipoteses

Similarmente, podemos mostrar que a estatistica de Wald fica dada

por
. Qsmd)ld& 52

§w = (on + ) (1.7)

Y

em que [ denota a estimativa de maxima verossimilhanca de 3. Mostramos
na Tabela 1.4 como ficam as expressoes das estatisticas {ggr € &y para alguns

casos da familia exponencial.

Tabela 1.4
Ezxpressoes para as estatisticas de escore e de Wald.
Distribuicao §sr Sw
Normal ooz (U1 — T2)° 5oz /3°
Poisson 55 (I — To)? %Bz
. . 2m a2 B2 yi(m—y1)y2(m—y2)
Binomial y(2m—y) (yl yQ) m y1(m—y1)+y2(m—ys2)
m [ — — m(§172)? A
Gama ;%(yl — Ja)? %52
. m [/ — _ m(G1752)° A
Normal inversa ‘Q%(yl — )2 ¢(g§!ﬁg2§)) (2

1.7.4  Regressao linear simples

Vamos supor agora um MLG com parte sistematica na forma linear simples
g(ﬂz) :O{—{—BJ?Z, = 1a"'7n7

e as hipoteses Hy : f = 0 contra Hy : 8 # 0 com ¢ conhecido. Nesse caso
obtemos R; = (x; Y 1 wi — > o wixi)/>rw; e REFWR = Y7  w;R?.

Consequentemente, Ry = z; — 7 ¢ REWoRo = @o > i (2 — T)%  Aqui,

também obtemos ° = .
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1.7 Teste de hipoteses

A estatistica de escore fica portanto dada por

_ oSl n 0y

{sp = = - (1.8)
Vo 2im(@i—2)?
em que Vo = V(7).
Similarmente, obtemos para a estatistica de Wald
§w =03 Wik, (1.9)
i=1

em que B é a estimativa de 3 sob H;.

1.7.5 Hipoteses restritas

Podemos ter interesse, em algumas situagoes praticas, em testarmos hipote-
ses na forma de igualdades lineares, isto é, Hy : C8 = 0 contra H; : C3 # 0,
em que C é uma matriz £ X p de posto completo. A estimativa de méa-
xima verossimilhanga sob a hipoétese alternativa coincide com a estimativa
de méaxima verossimilhanca irrestrita B, no entanto, obtermos a estimativa
de maxima verossimilhanca sob Hy pode ser mais complexo, requerendo o uso
de algum procedimento iterativo. Nyquist (1991) propoe um processo ite-
rativo para a obtencao da estimativa de méaxima verossimilhanca em MLGs

com parametros restritos na forma CB8 = 0. O processo iterativo é dado

abaixo
/8((;m+1) _ B(m+1) _ (XTW(m)X)—lcT{C(XTW(m)X)_lcT}_ch(erl)’
m=20,1,..., em que B(mﬂ) ¢ (1.5) avaliado na estimativa restrita ﬁgm) A

matriz de variancia-covariancia assintotica de 3, é dada por

Var(3,) = ¢ {(X"WX) I, — CT{C(X"WX)'CcT}'C(XTWX) 1.
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1.8 Bandas de confianca

Os testes estatisticos assumem formas similares aos testes do caso irrestrito.
Em particular, quando ¢ é conhecido, o teste da razao de verossimilhancas

fica dado por
Erv = o{D(y; i°) — D(y; 1)},
em que 1’ denota aqui a estimativa de maxima verossimilhanca de p sob

Ho : C3 = 0. J4a, o teste de escore, assume a forma
Esn = ¢ Us(B,)" (X"WoX) 'Up(B,),

em que Wy é aqui avaliado em BC. Finalmente, o teste de Wald fica dado

por
w = [CA— 0" [Var(CB)|'[CB — 0]
— ¢8 CT[C(XTWX) CT]LCp.
Sob Hj e para grandes amostras, as estatisticas &gry, Ew e Esr seguem uma
distribuigao x3i. A distribui¢ao nula assintotica dos testes acima para o caso
Ho : CB8 = 0 contra H; — Hy, em que H; : CB8 > 0, é uma mistura de

distribuigoes do tipo qui-quadrado. Fahrmeir e Klinger (1994) discutem esse

tipo de teste em MLGs (ver também Paula, 1997).

1.8 Bandas de confianca

1.8.1 Modelo normal linear

Uma banda de confianca de coeficiente 1 —a pode ser construida para p(z) =
z'3,Vz € IRP (ver, por exemplo, Casella e Strawderman, 1980). Temos que
B — B ~ N,y(0,02(XTX)"1). Logo, uma banda de confianca de coeficiente
1 — a para a média u(z),Vz € IRP, fica dada por

2B+ 0\/co{z" (XTX)'2}'/? vz € IRP,
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

em que ¢, ¢ tal que PT{XIQJ <o} =1— a. E importante observarmos que z
é um vetor p X 1 que varia livremente no IRP enquanto X é uma matriz fixa

com os valores das varidveis explicativas.

1.8.2 Extensao para os MLGs

Uma banda assintética de confianca de coeficiente 1 — o pode ser também
construida para u(z) = g 1(z73),Vz € IRP (Piegorsch e Casella, 1988) ge-
neralizando os resultados da secao anterior. Assintoticamente temos que
B — B~ N,y (0,6 {(X"WX)'). Logo, uma banda assintotica de confianca

de coeficiente 1 — o para o preditor linear z73,Vz € IRP, fica dada por

2B+ o e {2 (XTWX)'2}'/2, vz e R,

em que ¢, é tal que PT{XIQ) < ¢y} =1—a. Aplicando a transformagao g~ '(-)
podemos, equivalentemente, encontrar uma banda assintotica de confianca

de coeficiente 1 — a para p(z), dada por
g 2" B £ /o lea{z" XTWX)'2}?] vz € RP.

Lembramos que z é um vetor p x 1 que varia livremente no IR?, enquanto X
é uma matriz fixa com os valores das variaveis explicativas. As quantidades

W e ¢ devem ser estimadas consistentemente.

1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

1.9.1 Introducao

Uma etapa importante na analise de um ajuste de regressao é a verificagao
de possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, especialmente

para o componente aleatério e para a parte sistematica do modelo, bem
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

como a existéncia de observagoes discrepantes com alguma interferéncia des-
proporcional ou inferencial nos resultados do ajuste. Tal etapa, conhecida
como andlise de diagnostico, tem longa data, e comegou com a analise de
residuos para detectar a presenca de pontos aberrantes e avaliar a adequacao
da distribuicao proposta para a variavel resposta. Uma referéncia importante
nesse topico é o artigo de Cox e Snell (1968) em que é apresentada uma forma
bastante geral de definir residuos.

Belsley, Kuh e Welsch (1980) e Cook e Weisberg (1982) discutem a
padronizagao de residuos para o caso normal linear. Pregibon (1981) propoe
o componente do desvio como residuo na classe dos modelos lineares generali-
zados e sugere uma padronizac¢ao que é comprovada por Cordeiro (1982)(ver
também McCullagh, 1987) que usa as aproximagoes propostas por Cox e Snell
(1968). McCullagh (1987) apresenta uma outra forma de padronizacao para
o componente do desvio em que procura corrigir os efeitos de assimetria e
curtose. Atkinson (1981) propoe a construgao por simulagao de Monte Carlo
de uma banda de confianga para os residuos da regressao normal linear, a qual
denominou envelope, e que permite uma melhor comparagao entre os residuos
e os percentis da distribuigdo normal padrao. Williams (1984,1987) discute,
com base em estudos de simulagao, a aproximagao da forma padronizada
proposta por Pregibon (1981) encontrando fortes evidéncias de concordéan-
cia entre a distribuicao empirica do componente do desvio padronizado e a
distribui¢do normal padrao para varios MLGs. Williams (1987) também dis-
cute a construgao de envelopes em MLGs. Davison e Gigli (1989) estendem
a proposta de Cox e Snell (1968) e definem uma forma geral de padronizagao
para o componente do desvio, mesmo quando a funcao de distribuicao acu-
mulada ndo é expressa em forma fechada. Fahrmeir e Tutz (1994) estendem

o trabalho de McCullagh (1987) para modelos mais gerais, ndo pertencentes
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

a familia exponencial de distribuigdes. Paula (1995) apresenta uma forma
padronizada para o componente do desvio em MLGs com parametros restri-
tos e verifica, através de estudos de simulagao, forte concordancia na maioria
dos modelos estudados entre a distribui¢ao empirica do residuo padronizado
e a distribuicao normal padrao, generalizando para parametros restritos os
resultados de Williams. De Souza e Paula (2002) usam o método proposto
por Davison e Gigli (1989) a fim de obterem uma forma padronizada para o
componente do desvio em modelos de regressao von Mises, os quais tém sido
aplicados na analise de dados circulares. A construgao de envelopes com o
residuo proposto é também discutida no trabalho. Svetliza e Paula (2003),
Ortega, Paula e Bolfarine (2007), Leiva et al. (2007) e Barros, Paula e Leiva
(2008) estudam a distribui¢ao empirica do residuo componente do desvio,
respectivamente, em modelos nao lineares com resposta binomial negativa
e modelos para analise de dados de sobrevivéncia log-gama generalizados e
Birnbaum-Saunders com dados censurados.

Um outro topico importante na analise de diagnostico é a deteccao de
observagoes influentes, isto é, pontos que exercem um peso desproporcional
nas estimativas dos parametros do modelo. Durante a década de 70 surgiram
varias propostas relacionadas com a influéncia das observagoes nas estimati-
vas dos coeficientes do modelo normal linear. O estudo da diagonal principal
da matriz de projecao H = X(X?X)~*X apresentada por Hoaglin e Welsch
(1978), em que X denota a matriz modelo, motivou a definicdo de pontos
de alavanca que receberam esse nome por terem um peso desproporcional no
proprio valor ajustado. Esses pontos em geral sao remotos no subespago ge-
rado pelas colunas da matriz X, ou seja, tém um perfil diferente dos demais
pontos no que diz respeito aos valores das variaveis explicativas. Dependendo

da localizagao, tais pontos podem exercer forte influéncia nas estimativas dos
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

coeficientes da regressao. Extensoes da definicao de pontos de alavanca para
modelos normais nao lineares sdo dadas em St. Laurent e Cook (1992). Wei,
Hu e Fung (1998) estendem a definigao de pontos de alavanca para modelos
bastante gerais cuja variavel resposta seja continua. Nessa generalizacao sao
incluidos outros métodos de estimagao, além de maxima verossimilhanca,
e outros enfoques tais como enfoque bayesiano. Paula (1999) discute pon-
tos de alavanca em modelos normais lineares com parametros restritos, com
extensoes para os MLGs.

A delecao de pontos talvez seja a técnica mais conhecida para ava-
liar o impacto da retirada de uma observacao particular nas estimativas da
regressao. A distancia de Cook(1977), originalmente desenvolvida para mo-
delos normais lineares, foi rapidamente assimilada e estendida para diversas
classes de modelos. Por exemplo, Moolgavkar, Lustbader e Venzon (1984)
estendem a metodologia para regressao nao linear com aplicacoes em estudos
emparelhados, Ross (1987) discute a geometria da dele¢ao de casos em regres-
sao nao linear, Cook, Penia e Weisberg (1988) comparam o afastamento pela
verossimilhanca com medidas tradicionais de delecao de pontos tais como
a distancia de Cook e o DFFITS;, esse tltimo proposto por Belsley, Kuh
e Welsch (1980) e Paula e Peres (1988) discutem a delecdo de pontos em
MLGs com parametros restritos. Davison e Tsai (1992) e Cordeiro e Paula
(1992) estendem a metodologia para modelos cuja distribuigdo nao pertence a
familia exponencial de distribui¢bes. Galea, Riquelme e Paula (2000) investi-
gam a metodologia em modelos elipticos multivariados. Algumas referéncias
nesse topico sdo, dentre outras, os textos de Carvalho e Dachs (1982), Cook e
Weisberg (1982), Atkinson (1985) e Chattergee e Hadi (1988). Um problema
que pode ocorrer com a delecao individual de pontos é o que se denomina

masking effect ou seja, deixar de detectar pontos conjuntamente discrepan-
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tes. Embora esse procedimento de delecao multipla de pontos nao seja muito
popular, provavelmente em virtude do custo computacional envolvido, exis-
tem varios procedimentos robustos para a deteccao de pontos discrepantes,
muitos dos quais com um custo computacional relativamente baixo (ver, por
exemplo, Fung, 1993; Pena e Yohai, 1999). Como em geral esses procedimen-
tos tém sido desenvolvidos para modelos lineares, abre-se uma perspectiva
de pesquisas em classes mais abrangentes, tais como os MLGs.

Contudo, uma das propostas mais inovadoras na area de diagnodstico
em regressao foi apresentada por Cook (1986) que propoe avaliar a influéncia
conjunta das observagoes sob pequenas mudancas (perturbagoes) no modelo
ou nos dados, ao invés da avaliacao pela retirada individual ou conjunta de
pontos. Essa metodologia, denominada influéncia local, teve uma grande
receptividade entre os usuarios e pesquisadores de regressao, havendo inu-
meras publicacoes no assunto em que a metodologia é aplicada em classes
particulares de modelos ou estendida para situa¢oes mais gerais.

As metodologias descritas acima serao inicialmente derivadas para o
modelo normal linear classico sendo estendidas em seguida para os MLGs.

Vamos considerar, portanto, o modelo de regressao normal linear

Vi = B+ Boxoi + ... 4 Bpxpi + €,

i=1,...,n, em que o0s erros €,s sao variaveis aleatorias independentes nor-

malmente ditribuidas de média zero e varidncia constante o2.

1.9.2 Pontos de alavanca

O residuo para a i-ésima observacao pode ser definido como uma func¢ao do
tipo r; = r(y;, f1;) que procura medir a discrepancia entre o valor observado e

o valor ajustado da i-ésima observacao. O sinal de r; indica a direcao dessa
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discrepancia. A definicao mais usual de residuo é dada por r; = y; — ji;
(residuo ordinério), todavia ha outras formas de definir residuo que veremos
mais adiante. O vetor de residuos ordinérios ¢ definido por r = (ry,...,7,)7.
Logo, da regressao normal linear segue quer = y—p =y—Hy = (I, —H)y,
em que H = X(XTX)™!XT ¢ a matriz de projecao ortogonal de vetores do
R™ no subespaco gerado pelas colunas da matriz X.

A matriz H é simétrica e idempotente e é conhecida como matriz hat,
uma vez que faz g = Hy. Por ser idempotente, temos que posto(H) =
tr(H) = > hy = p. O elemento h; = x] (X7X) 'x; desempenha um
papel importante na construcao de técnicas de diagnoéstico. Adicionalmente,
temos que % < hj < % (ver, por exemplo, Cook e Weisberg, 1982), em que
¢ ¢ o ntimero de linhas de X idénticas a x!. O i-ésimo valor ajustado fica
entao dado por

Yi = hiyi + Z hijiy (1.10)

1#]

e pelo fato da matriz H ser idempotente

> b = ha(l = hy).

J#i
Em particular, h;; = 1 implica em gy; = y;, todavia a reciproca nao é necessa-
riamente verdadeira. Logo, para valores altos de h; predomina na expressao
(1.10) a influéncia de y; sobre o correspondente valor ajustado. Assim, é
muito razoavel utilizar h;; como uma medida da influéncia da i-ésima obser-
vagao sobre o proprio valor ajustado. Temos também que h;; = 9y;/0y;, ou

seja, h;; corresponde & variacao em ; quando y; é acrescido de um infinité-

simo.
Supondo que todos os pontos exercam a mesma influéncia sobre os
' . L. tr(H
valores ajustados, podemos esperar que h;; esteja proximo de S _ p
n n

Convém entao examinar, por exemplo, aqueles pontos tais que h;; > %p, que
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sao conhecidos como pontos de alavanca ou de alto leverage e geralmente
estao localizados em regioes remotas no subespago gerado pelas colunas da
matriz X. Esses pontos podem ser também informativos com relagao a B
Uma outra maneira de entendermos h;; é construindo a matriz Jacobi-
ana de alavancas (ver, por exemplo, St. Laurent e Cook, 1993; Paula, 1999)
quando a i-ésima observacao ¢é perturbada de modo que o novo valor obser-
vado seja dado por y;(b) = y; + b, em que b é uma constante real. O novo

vetor de valores ajustados fica dado por
y(b) = X(X"X)"' X y(b),

em que y(b) = (y1,---,¥i—1,% + b, Yit1,---,Yn)’. A matriz Jacobiana de
alavancas é definida por

1
) =i

{y(0) -y},

e representa a variagao no vetor de valores ajustados sob uma variacao infi-

nitesimal no i-ésimo valor observado. Podemos verificar que
J(b) = X(XTX)'XTf = Hf,

em que f é um vetor n x 1 de zeros com o valor 1 na ¢-ésima posicao. Portanto,
temos que h;; representa a variagao no valor predito da ¢-ésima observacao
quando o valor observado é acrescido de um infinitésimo.

Para ilustrarmos como sao obtidos os valores h;; no R, vamos supor um
modelo normal linear de variavel resposta resp, fatores A e B e covariaveis
covl e cov2 e que os resultados do ajuste sao armazenadas em fit.model.
Esse modelo pode ser ajustado de duas formas

fit.model = 1m( resp ~ A + B + covl + cov2)

ou, alternativamente, como um MLG
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fit.model = glm( resp ~ A + B + covl + cov2,
family=gaussian) .
E claro que a primeira maneira é mais simples. Para gerarmos a matriz
modelo (incluindo a constante) fazemos
X = model.matrix( ~ A + B + covl + cov2).
Assim, temos em X a matriz modelo correspondente. O céalculo da matriz
de projecao H pode ser feito seguindo os passos descritos abaixo
H = X% * %solve (t (X) % * %X) % * %t (X) .
Logo, podemos obter h;; extraindo os elementos da diagonal principal de H
h = diag(H).
Outras maneiras mais ageis de extrairmos os elementos hl;s de uma regressao
linear sao através dos comandos
h
h

Im.influence(fit.model)$hat
hat (X,T) .

Para construirmos um grafico de indices para h;;, a fim de detectarmos pontos
de alavanca, fazemos

plot(h, xlab=‘‘Indice’’, ylab= ‘‘Alavanca’’).

1.9.3 Residuos

Dos resultados descritos na segao anterior segue que E(r) = (I, -H)E(Y) =0
e Var(r) = o%(I, — H). Isto ¢, r; tem distribuicio normal de média zero e
variancia Var(r;) = 0%(1 — hy;). Além disso, a covariancia entre r; e r;, i # j,
fica dada por Cov(r;,r;) = —c?hy;.

Como os s tém variancias diferentes, devemos expressé-los em forma
padronizada a fim de conseguirmos uma comparabilidade entre os mesmos.

Uma defini¢ao natural seria dividirmos r; pelo respectivo desvio padrao. Ob-
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temos assim o residuo studentizado

T

s(1—ha)1 2"

ti yeeay 1,

em que 52 = Y1, r2/(n — p).

No entanto, como r; nao é independente de s?, t; ndao segue uma dis-
tribuigao ¢ de Student como se poderiamos esperar. Cook e Weisberg (1982)
L,
(n —p —1)/2. Logo, temos que E(¢;) = 0, Var(t;) = 1 e Cov(t;,t;) =
—hij/{(1 = hy;))(1 — hy;)}*/2,i < j. O problema da dependéncia entre 7; e 52

mostram que ¢?/(n — p) segue uma distribui¢do beta com parametros

pode ser contornado substituindo s? por s%i), o erro quadratico médio cor-
respondente ao modelo sem a i-ésima observagao. O indice (i) indica que a

1-ésima observacao foi excluida. Podemos mostrar que

n—p)s? (n—p—1)sf r?
_ ()

7

o2 o2 o2(1 — hy)’

e dai segue pelo teorema de Fisher-Cochran (ver, por exemplo, Rao, 1973,

p.185) a independéncia entre s?i) e r2. Além disso, obtemos

n 2
rA
(n=p= sy =D 1t = s
(4) ; I (1= hy)
e dai segue, apos alguma algebra, que
—p—t2
By = (l) . (1.11)

Assim, fica facil mostrarmos que o novo residuo studentizado

/r',
t; = -
S(Z){l — hii}l/Q

segue uma distribuicdo t,_,_1. Se ainda substituimos (1.11) na expressao

acima mostramos que t; ¢ uma transformacgao monétona de ¢,
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O residuo t; pode ser calculado pela sequéncia de comandos

lms = summary(fit.model)

s = lms$sigma

r = resid(1ms)

ti = r/(s*(1-h)" .5).
Logo, o residuo ¢! fica dado por

tsi = tix((n-p-1)/(n-p-ti”~ 2))"~ .5.
Devemos substituir n e p pelos respectivos valores numéricos.

Vérias quantidades do modelo linear ajustado podem ser obtidas dire-
tamente no R através do uso de algumas fungoes apropriadas (ver Spector,
1994), as quais sao tteis na aplicagao das técnicas de diagnostico. Resumimos

na Tabela 1.5 alguns casos.

Tabela 1.5
Quantidades vteis para diagndstico obtidas no R.

Simbolo  Descrigao Funcao Elemento

h Alavanca Im.influence() hat

J&; Coeficientes coef()

r Residuos resid()

S Desvio padrao summary () sigma
amostral

S(i) Desvio padrao Im.influence() sigma
sem observacao 1

,@(i) Coeficiente sem  Im.influence() coef
observacao @

(XTX)~!  Covariancia de 3 summary() cov.unscaled
sem s>

Como ilustragao, vamos supor um ajuste com resultados no objeto
fit.model e que o interesse é obtermos a estimativa do desvio padrao da

variavel resposta Y; sem considerarmos a i-ésima observagao. Aplicamos
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em R a fungdo 1m.influence(fit.model)$sigma e obtemos um vetor de
dimensao n com todas as estimativas do desvio padrao de Y; excluindo cada
observagao correspondente. Como veremos a seguir o residuo t; pode ser
interpretado como uma estatistica para avaliarmos se a i-ésima observagao ¢é

aberrante.

1.9.4 Outra interpretagao para t;‘

Vamos supor que o i-ésimo ponto é suspeito de ser aberrante. Essa hipotese

pode ser testada através do modelo
Yj = Br+ Boxaj + ...+ Bpxp; + wiy + €y, (1.12)

Jj=1,...,n,em que w; =1 para j =1 e w; = 0 em caso contrario.
Usando resultados da Se¢ao 1.4.2 podemos mostrar que, sob a hipotese

Hy : v = 0, o acréscimo na soma de quadrados de residuos é dado por
D(y; /AJ'O) —D(y; i) = ﬁQ(l — hy),

em que 4 = r;(1 — hy) ' e r; = y; — x2B. Assim, uma vez que D(y; i°) =

2

(n — p)s®, a estatistica F para testarmos Hy : v = 0 contra H;y : v # 0 fica

dada por R
(1 — ha)

{=ps2= Ot in-p=1)

Assintoticamente a estatistica F segue, sob Hy, distribuicao qui-quadrado

F—

com 1 grau de liberdade. Trabalhando um pouco a expressao acima chegamos

ao seguinte resultado:

F = T?(n—p—l) )
21 —hy)(n—p—t3)

Portanto, valores altos para |tf| indicam, significativamente, que o i-ésimo

ponto é aberrante.
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

1.9.5 Influéncia

Vamos supor ¢ conhecido. Entao, o logaritmo da funcao de verossimilhanca

fica agora expresso na forma
Ls(B) = > 6,L;(8), (1.13)
j=1

em que L;(3) denota o logaritmo da fungao de verossimilhanca correspon-
dente & j-ésima observacao e d; ¢ um tipo de perturbacao, definida tal que
0 <4; < 1. Quando §; = 1,Vy, significa que nao ha perturbacao no modelo
e quando ¢; = 0 significa que a j— ésima observacao foi excluida.

A estimativa de minimos quadrados para 3 fica, supondo a estrutura
(1.13), dada por

B; = (XTAX)'X"Ay,

em que A = diag{dy,...,d,}. Em particular, quando apenas a i-ésima ob-
servagao ¢ perturbada, isto ¢, quando §; = d e §; = 1 para j # ¢, obtemos

H 7 (1—(5)7’1
B5—B—{1—(1—5)hii}

Para ¢ = 0, significando que o i-ésimo ponto foi excluido, (1.14) fica

(XTX) x;. (1.14)

expressa na forma simplificada

. i
(1= hy)
que é bastante conhecida da regressao normal linear (ver, por exemplo, Cook
e Weisberg, 1982).

A medida de influéncia mais conhecida é baseada na regiao de confianca

(XTX) x;, (1.15)

para o parametro 3,
(B - IB)T<XTX) (B - /6) < p52Fp,(n—p)<@)a
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

que para o caso de p = 2 é um elipséide no R? centrado em B Tal medida,

conhecida como distancia de Cook, é definida por

b (BB (XTX)(B - By)
6 — 2 Y
ps

(1.16)

e mede quanto a perturbacio § = (dy,...,d,)7 afasta BJ de B, segundo a
métrica M = XTX. Por exemplo, se Ds > F), ,_)(1 — ), significa que
a perturbacao estd deslocando o contorno do elipséide para um contorno
correspondente a um nivel de significancia menor do que «.

Em particular, quando o i-ésimo ponto é excluido, a distancia de Cook

fica expressa na forma

(B — By (XTX)(B - By)
ps?

_ T 2 hy 1

2 hm l

' (1 - hii)p‘

Portanto, D; serd grande quando o i-ésimo ponto for aberrante (¢; grande)

Di:

e/ou quando h;; for proximo de um. A distancia de Cook pode ser calculada
da seguinte maneira:
di = (ti® 2)*h / (p*(1-h)).

A distancia D; podera nao ser adequada quando r; for grande e h;; for pe-
queno. Nesse caso, s> pode ficar inflacionado e ndo ocorrendo nenhuma
compensacao por parte de h;, D; pode ficar pequeno. Uma medida suposta-
mente mais apropriada foi proposta por Belsley, Kuh e Welsch (1980), sendo
definida por

DFFITS, = 73] hii 1/2
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

O DFFITS; é calculado conforme abaixo
dfit = abs(tsi)*(h/(1-h))"~ .5.
Como o valor esperado de h;; ¢ £, é razoavel darmos mais atencao aqueles

pontos tais que

1/2
DFFITS, > 2{ P } .
(n —p)

Aparentemente D; e DFFITS; seriam medidas de influéncia competitivas,
uma vez que DFFITS,; parece ser mais adequada para avaliar a influéncia
nas estimativas dos coeficientes de um ponto aberrante com h;; pequeno. No
entanto, como mostram Cook, Pefia e Weisberg (1988) D; e DFFITS,; me-
dem coisas diferentes. Ambas podem ser expressas a partir da medida mais
geral de influéncia denominada afastamento pela verossimilhanca (likelihood
displacement) proposta por Cook e Weisberg (1982). A medida D; mede
essencialmente a influéncia das observagoes nos parametros de posicao, en-
quanto DFFITS; tem o proposito de medir a influéncia das observagoes nos
parametros de posicao e escala. Como é pouco provavel que um ponto com
r; alto e h;; pequeno seja influente nas estimativas dos coeficientes, o uso
de D; nao compromete a deteccao de observagoes influentes. Cook, Pena e
Weisberg observam também que DFFITS; nao ¢ um medida completa de in-
fluéncia nos parametros de posicao e escala simultaneamente, podendo falhar
em algumas situacoes. Uma medida mais geral nesse caso é proposta pelos
autores.

Atkinson (1985) propds uma outra medida de influéncia que é um

aperfeicoamento do DFFITS;,

_ BNV
A= floop he LTy
p (1—hy)

o4




1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

Aqui, quando o experimento for balanceado, isto é, todos os h,s forem iguais,
obtemos A; = [tf|. A vantagem de A; é que a mesma pode ser utilizada em

graficos normais de probabilidades.
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ot

X X
() (d)

Figura 1.4: Ilustragao de pontos aberrantes, influentes e de alavanca.

1.9.6 Ilustracao

As Figuras 1.4a-1.4d ilustram as diferencas entre pontos aberrantes, de ala-
vanca e influentes. Na Figura 1.4a temos os pontos alinhados sem nenhum
tipo de perturbagao. Na Figura 1.4b perturbamos o ponto #3 fazendo-o

aberrante. Note que a exclusao do mesmo (reta pontilhada) altera apenas
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

o intercepto, isto é, os valores ajustados. E um ponto que nio estd muito
afastado dos demais, logo tem um valor para h;; relativamente pequeno. Ja
na Figura 1.4c, perturbamos o ponto #5 de modo que o mesmo fique mais
afastado no subespaco gerado pelas colunas da matriz X. E um ponto de
alavanca, todavia a eliminagao do mesmo nao muda praticamente nada nas
estimativas dos parametros. Como é um ponto com h;; relativamente alto, as
variancias dos valores ajustados dos pontos proximos ao mesmo serao mai-
ores do que as variancias dos valores ajustados correspondentes aos demais
pontos. Finalmente, na Figura 1.4d, perturbamos novamente o ponto #b5
fazendo-o agora influente e também alavanca. O mesmo, além de mudar a
estimativa da inclinacao da reta ajustada, continua mais afastado do que os
demais.

As possiveis situagoes discutidas acima, quando detectadas num ajuste
de regressao, devem ser examinadas cuidadosamente antes de qualquer deci-
sao. Encontrarmos razoes que expliquem o fato dos pontos terem um com-
portamento atipico com relagao aos demais pontos podem ajudar-nos a en-
tendermos melhor a relagao entre as variaveis explicativas e o fendmeno sob
investigacao como também a tracarmos uma estratégia de utilizacao do mo-
delo ajustado, que nao necessariamente implica na eliminagao de tais pontos
que deve ser o tltimo recurso a ser utilizado. Mudancas na distribuicao pos-
tulada para a variavel resposta, inclusao, eliminacao ou mesmo transforma-
¢ao de variaveis explicativas ou uso de métodos robustos (vide, por exemplo,

Venables e Ripley, 1999, Cap.8) podem atenuar a influéncia de observagoes.

1.9.7 Influéncia local

Um dos métodos mais modernos de diagnostico foi proposto por Cook (1986).

A ideia bésica consiste em estudar o comportamento de alguma medida parti-
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

cular de influéncia segundo pequenas perturbagoes (influéncia local) nos
dados ou no modelo. Isto é, verificar a existéncia de pontos que sob modifica-
¢oes modestas no modelo causam variagoes desproporcionais nos resultados.

Podemos, por exemplo, querer avaliar a influéncia que pequenas mu-
dancas nas variancias das observacoes causam nas estimativas dos parame-
tros. Nesse caso, podemos utilizar a distancia de Cook como medida de
referéncia. Por outro lado, se o interesse é estudarmos a influéncia local das
observagoes no ajuste, a sugestao de Cook é perturbarmos as covariaveis ou a
variavel resposta e utilizarmos alguma medida adequada para quantificarmos
a influéncia das observagoes. Como ilustragao, vamos supor que uma variavel
explicativa que representa uma distancia particular é perturbada localmente
e detectamos através de uma medida de influéncia que pontos com distan-
cias altas produzem variagoes acentuadas na medida adotada. Isso sugere
que a variavel explicativa sob estudo é bastante sensivel para valores altos,
podendo nao ser uma boa preditora nesses casos.

Mais de 400 artigos foram publicados no assunto nos ultimos 20 anos.
Por exemplo, na classe de erros normais, Lawrence (1988) investiga a aplica-
¢ao de influéncia local em modelos lineares com parametros na transformacao
da resposta, Beckman, Nachtsheim e Cook (1987) apresentam estudos de in-
fluéncia em modelos de anélise de variancia com efeito misto, Tsai e Wu
(1992) investigam influéncia local em modelos autoregressivos de la. ordem
e modelos heteroscedasticos e Paula (1993) aplica influéncia local em modelos
lineares com restrigoes nos parametros na forma de desigualdades lineares.
Saindo da classe de erros normais temos, por exemplo, o trabalho de Pettitt
e Bin Daud (1989) que investigam influéncia local em modelos de Cox com
riscos proporcionais, Escobar e Meeker (1992) adaptam influéncia local numa

classe paramétrica de modelos para analise de sobrevivéncia, O’Hara Hines,
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

Lawless e Carter (1992), Kim (1995) e Pan, Fang e von Rosen (1997) aplicam
métodos de influéncia local em regressao multivariada. Mais recentemente,
Galea, Paula e Bolfarine (1997), Liu (2000), Galea, Paula e Uribe-Opazo
(2003), Osorio, Paula e Galea (2007) e Russo, Paula e Aoki (2009) apresen-
tam estudos de influéncia local em modelos de contornos elipticos, enquanto
Kwan e Fung (1998) aplicam a metodologia em andlise fatorial, Gu e Fung
(1998) em analise de correlagao canonica, Paula (1996) em modelos proprios
de dispersao e Ortega, Bolfarine e Paula (2003) em modelos log-gama gene-
ralizados com dados censurados. Svetliza e Paula (2003) discutem influéncia
local em modelos com resposta binomial negativa. Esses tltimos modelos
tém sido muito usados para corrigir problemas de sobredispersao, frequen-
temente encontrados em modelos com resposta de Poisson. Galea, Leiva e
Paula (2004), Leiva et al. (2007) e Barros, Paula e Leiva (2008) aplicam a
metodologia de influéncia local em modelos Birnbaum-Saunders comumente
utilizados em confiabilidade e anélise de dados de sobrevivéncia. Uma discus-
sao interessante a respeito do uso de influéncia local é apresentada por Fung
e Kwan (1997). Os autores mostram que o afastamento pela verossimilhanga
¢ uma medida de influéncia invariante com mudancas de escala nos dados,

fato que nao ocorre com outras medidas de influéncia propostas.

Curvatura normal

Para formalizar o método de influéncia local vamos denotar por L(8) o lo-
garitmo da funcao de verossimilhanca do modelo postulado e @ um vetor
r-dimensional. No caso de MLGs podemos ter 8 = (87,¢)" er = p+ 1
ou simplesmente 8 = (3 quando ¢ for conhecido. Seja é um vetor g x 1
de perturbagoes, restritas a um conjunto aberto £ C IRY. Em geral temos

q = n. As perturbagoes sao feitas no logaritmo da verossimilhanga de modo
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

que o mesmo assume a forma L(6|§). Denotando o vetor de nao perturbagao
por dy, assumimos que L(0|dy) = L(0). A fim de verificarmos a influéncia
das perturbacoes na estimativa de méxima verossimilhanca 9, consideramos

o afastamento pela verossimilhanga
LD(8) = 2{L(8) — L(65)},

em que 05 denota a estimativa de méxima verossimilhanga sob o modelo
L(60]9). Com a defini¢ao acima temos que LD(§) > 0.

A ideia de influéncia local consiste basicamente em estudarmos o com-
portamento da fungao LD(§) em torno de 8. O procedimento procura seleci-
onar uma diregao unitaria £, || £ ||= 1, e entao estudar o grafico de LD(d¢+a¥f)
contra a, em que a € IR. Esse grafico é conhecido como linha projetada. Em
particular, temos que LD(dy) = 0, assim LD(dy + a£) tem um minimo local
em a = 0. Cada linha projetada pode ser caracterizada por uma curvatura
normal C,;(€) em torno de a = 0. Essa curvatura ¢é interpretada como sendo
o inverso do raio do melhor circulo ajustado em a = 0. Uma sugestao é
considerarmos a direcao £,,,, que corresponde & maior curvatura denotada
por Cy_ ... Por exemplo, o grafico de £,,,, contra a ordem das observagoes
pode revelar quais observagoes que sob pequenas perturbagoes exercem uma
influéncia desproporcional em LD(§). Cook(1986) usa conceitos de geome-
tria diferencial para mostrar que a curvatura normal na direcao £ assume a
forma

Co(0) = 216" ATL_ AL,
em que —i;éé ¢ a matriz de informacao observada de Fisher enquanto A é
uma matriz r x ¢ com elementos A;; = 9°L(8|8)/6,85;, avaliados em 6 = @
ed=0p,i=1,...,rej=1,...,q

Temos que o maximo de £/Be, em que B = AT(—téé)_lA, corres-

ponde ao maior autovalor (em valor absoluto) de B. Portanto, C,___ corres-
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ponde ao maior autovalor da matriz B e £,,,, denota o autovetor correspon-
dente.

Assim, o gréfico de |€,,.«| contra a ordem das observagoes pode revelar
aqueles pontos com maior influéncia na vizinhanga de LD(dy). Tais pontos
podem ser responsaveis por mudangas substanciais nas estimativas dos para-
metros sob pequenas perturbacoes no modelo ou nos dados. Seria, portanto,
prudente olharmos com mais cuidado esses pontos a fim de entendermos
melhor a influéncia dos mesmos e consequentemente tentarmos propor uma
forma segura de usarmos o modelo ajustado. Quando C,,_, nao for muito
maior do que o segundo autovalor, pode ser informativo olharmos também
os componentes do segundo autovetor. E provavel, nesse caso, que o segundo
autovetor destaque algum tipo de influéncia particular das observagoes nas
estimativas. O maior autovalor da matriz B pode ser obtido pelo comando
abaixo

Cmax = eigen(B)$vall1l].

De forma similar, o autovetor correspondente padronizado e em valor abso-
luto é obtido com os comandos

lmax = eigen(B)$vec[,1]

lmax = abs(lmax).

Graficos alternativos, tais como de C,, contra a ordem das observagoes, em
que £; denota um vetor n X 1 de zeros com um na i-ésima posi¢ao tém sido
sugeridos (ver, por exemplo, Lesaffre e Verbeke, 1998; Zhou e Zhang, 2004).
Nesse caso devemos padronizar C; = C;/ Z?Zl C;. Uma sugestao ¢ olharmos
com mais atencao aqueles pontos tais que C; > 2C, em que C = Z?:l C;/n.
Por outro lado, se o interesse esta num subvetor 8; de 8 = (87,02)7, entdo a

curvatura normal na dire¢ao £ fica dada por Cp(6:) = 2|£TAT(£9TG} —-B,)A¢|,
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B _ 0 0
1= OLQT;éQ ’

com —ﬂéQéQ denotando a informacgao de Fisher observada para 6,. O gréfico

sendo

do maior autovetor de AT(LGTé1 — Bj)A contra a ordem das observagoes
pode revelar os pontos com maior influéncia local em 6,. Outras formas de

extragao de graficos sdo propostas por Poon e Poon (1999).

Ponderacao de casos

Para ilustrar uma aplicagao particular consideramos o modelo normal linear

com o2 conhecido e esquema de perturbacao ponderacao de casos, em que
1 n
L(8]6) = 552 Z 8i(yi — x; B)?
i=1

com 0 < §; < 1. A matriz A nesse caso fica dada por X7 D(r)/0? em que
D(r) = diag{ry,...,r,} com r; = y;—7;. Logo, desde que Lgg = —o~2(XTX)

a curvatura normal na dire¢ao unitaria £ fica dada por
2 7
Ci(B) = €' D)D),

com H = X(XTX)"!XT. Portanto, £y ¢ 0 autovetor correspondente ao
maior autovalor (em valor absoluto) da matriz B = D(r)HD(r). Se tomar-
mos a direcao £; correspondente a i-ésima observagao, a curvatura normal
assume a forma simplificada C; = %hiirf . Os graficos de indices de £,,,, €
C; podem revelar aquelas observa¢oes mais sensiveis ao esquema de pertur-
bacao adotado.

Calculos similares para o desconhecido levam ao seguinte A = (AT, AT

em que A; = XTD(r)/6% e Ay = r®@7/26* com rPT = (v2, ... 72) e

r'n
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—Ly; = diag{X"X /5% n/26*}. Logo, a curvatura normal na dire¢ao uni-

taria £ fica dada por
2
Cu(0) = — L5{D(r)HD(r) 4+ rPr®7T /20621 0]
o

Quando o interesse ¢ verificarmos a influéncia local das observagoes na
estimativa de um coeficiente particular §; devemos considerar a curvatura

normal Cy(3,) = 2/€"B#|, em que
B =D(r)X{(X"X)™! - B;}X"D(r)

sendo B; = diag{0, (X2X,)"!} com X, saindo da particio X = (X, X3).
Aqui X; é um vetor n x 1 correspondente & variavel explicativa sob estudo e
Xy é uma matriz n X (p — 1) correspondente as demais variaveis explicativas.

Cook (1986) mostra que £,.x, nesse caso, assume a forma

v Corp v Corps
em que vy, ..., v, sao os residuos ordinarios da regressao linear de X sobre as
colunas de Xy, ou seja, o vetor v = (vy,...,v,)" édado por v = (I, —H,) Xy,
H, = X3(X2X,)'X?. Aqui, a matriz B tem posto m = 1. Logo, ha
apenas um autovalor diferente de zero. Nesse caso, podemos tanto utilizar o
procedimento descrito acima para calcularmos £,,,,, como obté-lo diretamente
sem precisar calcularmos a matriz Hy. Como ilustracao, vamos supor que os
resultados do ajuste estao armazenados em fit.model. Para extrairmos o
vetor r precisamos fazer
r = resid(fit.model).

Se o modelo tem as covariaveis covl e cov2 além dos fatores A e B, o vetor
L., correspondente, por exemplo & covariavel covl, sai de

fit = Im( covl ~ A + B + cov2 - 1)
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v = resid(fit)
Imax = v*r

tot = t(1lmax)%*%1lmax

lmax = lmax/sqrt(tot)

1max abs (1lmax) .

1.9.8 Grafico da variavel adicionada

Vamos supor novamente o modelo de regressao dado em (1.12), em que w
¢ agora uma variavel adicional qualquer. Definindo Z = (X, w), podemos
mostrar facilmente que a estimativa de minimos quadrados de 8 = (BT7 ~)*
¢ dada por @ = (Z7Z)"'Z"y. Em particular obtemos, apés alguma algebra,

que
. wI(I,-Hy wlr
7= Wi, -Hw (1, -Hw

Isto é, & é o coeficiente da regressao linear passando pela origem do vetor de

residuos r = (I,, — H)y sobre o novo residuo v = (I, — H)w, dado por

¥y = (UTV)’lvTr
= {71, -H)I, - Aw} 'w’(I, - )1, - H)y
w1, -H)y
 WI(I, -Hw’

Portanto, um grafico de r contra v pode fornecer informacoes sobre a evidén-
cia dessa regressao, indicando quais observagoes que estao contribuindo para
a relacao e quais observagoes que estao se desviando da mesma. Esse gréfico,
conhecido como grafico da variavel adicionada, pode revelar quais pontos que
estao influenciando (e de que maneira) a inclusao da nova variavel no modelo.

Para ilustrarmos a construgao do grafico da variavel adicionada, vamos

supor novamente o modelo com duas covariaveis e dois fatores. O grafico da
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variavel adicionada para avaliarmos a influéncia das observac¢oes no coefici-
ente de covl, pode ser construido com os comandos

fit = Im( resp ~ cov2 + A + B)

r = resid(fit)

fitl = 1m( covl ~ cov2 + A + B)

v = resid(fit1)

plot(v,r, xlab= ‘“‘residuo Vv’’, ylab= ‘‘residuo r’’).

1.9.9 Técnicas graficas

Geralmente para detectarmos pontos suspeitos de serem aberrantes e/ou in-
fluentes recorremos aos seguintes graficos: (i) pontos aberrantes, o grafico
de tf contra a ordem das observagoes; (ii) heteroscedasticidade, o grafico de
t¥ contra g; (valores ajustados); (iii) pontos influentes, graficos de D;, C;,
DFFITS;, hi; ou |[€pay| contra a ordem das observagoes; (iv) falta de algum
termo extra, grafico de t; contra g; ou contra as covariaveis que estao ou nao
foram incluidas no modelo, (v) correlacao entre as observagoes, grafico de ¢}
contra o tempo ou contra a ordem em que ha suspeita de correlacao, e (vi)
afastamentos da normalidade, grafico normal de probabilidades. Esse ultimo
é o grafico de t(;) contra os valores esperados das estatisticas de ordem da

normal padrao, Zéi)s. Temos que

E(Zp) = o™ (;1—?1//551) :

em que O(+) ¢ a funcdo de distribuigao acumulada da N(0, 1). H& também o
grafico meio-normal de probabilidades, definido como sendo o gréafico de |tz;.)|

contra os valores esperados de |Z(;|. Temos a aproximagao

4+ 1/2
B(|Zw|) = o~ ntit+1/2
2n+9/8
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1.9 Técnicas de diagnostico: Modelo normal linear

Em particular, o grafico de A; contra E(|Z;|) pode ser indicado para detec-
tarmos simultaneamente pontos aberrantes e/ou influentes. O grafico normal
de probabilidades com a reta ajustada pode ser construido com os comandos
dados abaixo

qqnorm(tsi , ylab= ‘‘Residuo Studentizado’’)

qqline(tsi).
O comando qqline() traga uma reta unindo os pontos formados pelo pri-
meiro e terceiro quartis dos residuos e da distribuicao normal padrao. Devido
a dificuldade de avaliarmos se o grafico normal de probabilidades se afasta
efetivamente da reta ajustada, a construcao de um tipo de banda de con-
fianca para os residuos pode ser muito 1util para detectarmos afastamentos
sérios da normalidade. Esse grafico pode também ser informativo sobre a
existéncia de pontos discrepantes ou mesmo sobre a falta de homogeneidade
de variancias. Todavia, como a distribui¢cao conjunta dos residuos t’(ki)’ s é bas-
tante complicada e o uso simples das variancias dos t}'s para a construgao
de tais bandas pode introduzir algum viés no calculo do coeficiente de confi-
anga, Atkinson (1985) sugere a construgao de um tipo de banda de confianga
através de simulacoes, a qual denominou envelope. O procedimento con-
siste basicamente em gerarmos residuos que tenham média zero e matriz de

variancia-covariancia (I, — H). Descrevemos o método nos passos seguintes:

1. Geramos n observagoes N(0, 1) as quais sdo armazenadasemy = (y1,...,Yn)

N

. Ajustamos y contra X e obtemos r; = y; — 9;, ¢ = 1,...,n. Temos que

E(Tz) = 0, Var(ri) =1- h“ (§ COV(T’Z‘,TJ') = —hl],

3. Obtemos tf = r;/{1 — hu}?, i=1,...,n;

I

. Repetimos os passos (1)-(3) m vezes. Logo, teremos os residuos gerados

* N S
tii=1,....,nej=1....,m.
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

*

5. Colocamos cada grupo de n residuos em ordem crescente, obtendo iy

1=1,....,.nejg=1,....,m;

6. Obtemos os limites t>(ki)l = min; t(;); e ta)s = max; t’&.)j. Assim, os limites

co, . , ~ * *
correspondentes ao i-ésimo residuo serao dados por tiyr € tis-

A sugestao de Atkinson (1985) é gerar m = 19 vezes. Desse modo, a
probabilidade do maior residuo de um envelope particular exceder o limite
superior fica sendo = 1/20. Adaptamos um programa descrito em Everitt
(1994) para geragao dos envelopes de um modelo de regressao normal linear
considerando m = 100. Para rodarmos o programa ¢é preciso apenas colocar-
mos o modelo ajustado em fit.model. Dai, devemos fazer

source (‘‘envel_norm’’)

em que envel_norm ¢ o nome do arquivo externo onde deve estar o programa

para geragao dos envelopes (ver Apéndice B).

1.10 Técnicas de diagnoéstico: Extensao para os MLGs

1.10.1 Pontos de alavanca

Como ja foi mencionado na Secao 1.9.2 a ideia principal que esta por tras
do conceito de ponto de alavanca (ver, por exemplo, Hoaglin e Welsch, 1978,;
Cook e Weisberg, 1982; Emerson, Hoaglin e Kempthorne, 1984; St. Laurent
e Cook, 1992 e Wei, Hu e Fung, 1998) é de avaliarmos a influéncia de y;
sobre o proprio valor ajustado ;. Essa influéncia pode ser bem representada
pela derivada 0y;/dy; que coincide, como foi visto na Segao 1.9.2, com h;; no
caso normal linear. Wei, Hu e Fung (1998) propuseram uma forma bastante
geral para obtencdo da matrix (9y /0y ),x» quando a resposta é continua e

que pode ser aplicada em diversas situagoes de estimac¢ao. No caso de MLGs
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

para ¢ conhecido a matriz 9y /0y’ pode ser obtida da forma geral

oy .
GL = oyT {Dpg(—Lgs) 'Lgy}s,

em que Dg = 0p/0p, Lﬁﬁ = 0’L(B)/0B08" e tﬁy = 0’L(B)/0BdyT. Te-
mos que

Ds;=NX e Lg, = ¢X"VIN,

em que N = diag{du,/dn,...,du,/dn,}. Se substituirmos —Lgs pelo seu

valor esperado ¢(X?WX), obtemos aproximadamente
GL = NX(X"WX) ' X"V~'N.
Assim, o elemento (/}i“ pode ser expresso na forma
GL; = oxX (XTWX) x;,

em que w; = (dp;/dn;)*/V;. Em particular, para ligagao canénica em que
—Ti55 = $(XTVX) obtemos exatamente GL = VX (XTVX)~1XT.

Outra definicao de pontos de alavanca que tem sido muito utilizada na
classe dos MLGs, embora nao coincida exatamente com a expressao acima,
exceto no caso de resposta continua e ligacao canonica, é construida fazendo
uma analogia entre a solugao de maxima verossimilhanca para B num MLG
e a solugcao de minimos quadrados de uma regressao normal linear ponde-
rada. Considerando a expressao para B obtida na convergéncia do processo

iterativo dado em (1.5), temos que
B =X"'WX)'X"Wz,

com z = ) + W/2V~1/2(y — i), Portanto, B pode ser interpretado como

sendo a solucdo de minimos quadrados da regressao linear de W'/2z contra as
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

colunas de W1/2X. A matriz de projecao da solugao de minimos quadrados

da regressao linear de z contra X com pesos W fica dada por
H=W"2X(X"WX)'XTW'/?2,

que sugere a utilizacao dos elementos hi; da diagonal principal de H para
detectarmos a presenca de pontos de alavanca nesse modelo de regressao
normal linear ponderada. Essa extensao para MLGs foi proposta por Pre-
gibon (1981). Podemos verificar facilmente que hi = éiii, ou seja, para
grandes amostras GL e H coincidem. No caso de ligagao candnica essa igual-
dade vale para qualquer tamanho amostral. Como em geral hi; depende de
f1;; sugerimos para detectar pontos de alavanca o grafico de fz” contra os
valores ajustados.

Moolgavkar, Lustbader e Venzon (1984) estendem a proposta de Pre-
gibon para modelos nao lineares e sugerem o uso dos elementos da diagonal
principal da matriz de projecao no plano tangente a solucao de maxima ve-
rossimilhanca ,u,(B) para detectar pontos de alavanca. Hosmer e Lemeshow
(1989) mostram, contudo, que o uso da diagonal principal da matriz de pro-

jecao H deve ser feito com algum cuidado em regressao logistica e que as

interpretacoes sao diferentes daquelas do caso normal linear.

1.10.2 Residuos

A defini¢ao de um residuo studentizado para os MLGs pode ser feita analoga-
mente a regressao normal linear como veremos a seguir. Todavia, nao neces-
sariamente as propriedades continuam valendo. Assim, torna-se importante
a definicao de outros tipos de residuo cujas propriedades sejam conhecidas
ou pelo menos estejam mais proximas das propriedades de t;.

Uma primeira proposta seria considerarmos o residuo ordinario da so-

lugao de minimos quadrados da regressao linear ponderada de z contra X,
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

que é definido por

=Wz —q) =V 2y — ).

[a)

Se assumirmos que Var(z) = W1¢~!, temos aproximadamente Var[r*] =
o~ YT, — ﬂ) Logo, podemos definir o residuo padronizado

ts — o2y — ﬂi),
Vi(1 — hii)
em que hy é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H. Fica
facil mostrarmos que r* = (I, — I:I)Wl/ 2z, isto é, H desempenha o papel de
matriz de projecao ortogonal local, como na regressao normal linear em que
W ¢ identidade.

No entanto, na pratica, 1) nao é fixo nem conhecido, bem como z nao
segue distribuicao normal. Uma implicacao desse fato é que as propriedades
de tf nao sdo mais verificadas para tg,. Williams (1984) mostra através de
estudos de Monte Carlo que a distribuigao de tg, é em geral assimétrica,
mesmo para grandes amostras.

Outros residuos cujas distribui¢oes poderiam estar mais préximas da
normalidade tém sido sugeridos para os MLGs. Por exemplo, o residuo de

Anscombe
0 wl) — (i)}
Z V2(ja;)Y ()

em que 9 (-) é uma transformagao utilizada para normalizar a distribuigao de

Y

Y. Para os MLGs essa transformacao é definida por

v = [ VB

Em particular, para os principais MLGs o residuo de Ascombe é descrito na

tabela dada abaixo.
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

Distribuicao
Normal Binomial Poisson Gama N. Inversa
V() p [PA =) VdE St 3ut? logp

Contudo, os residuos mais utilizados em modelos lineares generalizados

sao definidos a partir dos componentes da funcao desvio. A versao padroni-
zada (ver McCullagh, 1987; Davison e Gigli, 1989) é a seguinte:

tp = d* (ys; i) _ oV 2d(y;; ;)
em que d(y;; fl;) = i\/i{yi(éz‘ - éz) + (b(éz) - b(éi))}l/? O sinal de d(y;; ft:)

é 0o mesmo de y; — f1;. Williams (1984) verificou através de simulagoes que

a distribuigao de tp, tende a estar mais préxima da normalidade do que as
distribuigoes dos demais residuos. McCullagh (1987, p. 214) mostra para os
MLGs que a distribuicao de probabilidades de
d*(Ys; pi) + psi/6
V1+ (1403 — 9p4:) /36

é aproximadamente N(0, 1), em que p3; e py; sdo os coeficientes de assime-

tria e curtose de 0L(n;)/0n;, respectivamente, e d*(Y;; p;) € o i-ésimo com-
ponente do desvio D*(y; ft) avaliado no parametro verdadeiro. Podemos
mostrar usando resultados de Cox e Snell (1968) que E{d*(Y;; )} = 0 e
Var{d*(Y;; u;)} = 1 — hy;, em que os termos negligenciados sao de O(n™1).
Esses resultados reforcam o uso da padronizacao m para d*(y;; [l;)-
Um quarto residuo foi definido por Williams (1987) e pode ser inter-

pretado como uma média ponderada entre tg, e tp,,

Williams (1987) verificou também através de simulagoes e para alguns MLGs
que t¢, tem esperanca ligeiramente diferente de zero, variancia excedendo um,

assimetria desprezivel e alguma curtose.
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

O R solta os residuos d; = d(y;; ji;) e #p, sem o termo ¢'/2. Precisamos,
portanto, para padroniza-los, calcular os correspondentes iAz;Zs bem como ex-
trair qg nos casos em que ¢ # 1. Inicialmente, ilustramos como calcular hii.
Vamos supor um modelo com duas covariaveis e dois fatores e que os resul-
tados do ajuste sao armazenados em fit.model. A matriz X é obtida com
um dos comandos abaixo

X

X

model .matrix( ~ covl + cov2 + A + B)

model .matrix(fit.model) .
Em V podemos armazenar a matriz V. Os elementos da diagonal principal
de V devem ser obtidos dos valores ajustados do modelo, os quais por sua
vez sao extraidos através do comando fitted(fit.model). Como exemplo,
a matriz com as fungoes de variancia estimadas seria obtida para um modelo
de Poisson da forma seguinte:
Vv
V'

fitted(fit.model)
diag(V).

Em particular, a matriz W também depende dos valores ajustados, no en-
tanto, como é a matriz de pesos, podemos obté-la diretamente fazendo

w = fit.model$weights

W = diag(w).

Assim, uma vez obtida a matriz W podemos obter os elementos izu

com os comandos

H = solve(t (X)%*%Wh*%X)
H = sqrt (W) %x%X%*LHl*%t (X) %x%sqrt (W)
h = diag(H).

Armazenando em fit a estimativa ¢ (o R solta ¢~ '), os componentes do
desvio e os residuos studentizados sao obtidos da seguinte maneira:

rd = resid(fit.model, type= ‘‘deviance’’)
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1.10 Técnicas de diagnostico: Extensao para os MLGs

td = rd*sqrt(fi/(1-h))

rp = resid(fit.model, type= ‘‘pearson’’)
rp = sqrt(fi)*rp

ts = rp/sqrt(l - h).

Lembrando que para ligagoes canonicas W e V coincidem.

1.10.3 Influéncia

Supondo ¢ conhecido, o afastamento pela verossimilhanca quando elimina-

mos a i-ésima observagao é denotado por

LD; = 2{L(B) - L(B,)},

sendo portanto uma medida que verifica a influéncia da retirada da i-ésima
observagao em (3. Nao sendo possivel obtermos uma forma analitica para
LD;, é usual utilizarmos a segunda aproximacao por série de Taylor em torno

de B Essa expansao leva ao seguinte resultado:
LD; = (8 — B)"{~Lgs(B)} (B - B).

Substituindo —]:55(,3) pelo correspondente valor esperado e 3 por B(i), ob-

temos
LD; = ¢(8 — B(i))T(XTWX) (B - B(i))- (1.17)
Assim, teremos uma boa aproximagao para LD; quando L(3) for aproxima-
damente quadratica em torno de B
Como em geral nao é possivel obtermos uma forma fechada para B(i),
a aproximagao de um passo tem sido utilizada (ver, por exemplo, Cook e
Weisberg, 1982), que consiste em tomarmos a primeira itera¢ao do processo

iterativo pelo método escore de Fisher quando o mesmo é iniciado em (3.
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Essa aproximagao, introduzida por Pregibon (1981), é dada por
A1 o . Al .
B =B+ {~Lss(8)} 'Ly (B),

em que L;)(B) ¢ o logaritmo da funcdo de verossimilhanca sem a i-ésima

observacao. Substituindo novamente —ng(@) por K(B) obtemos

A1 o Tp A wi¢! - _
Bu=B8— Izl_—ﬁ”)(XTWX) % (1.18)

e, finalmente, substituindo a expressdo acima em (1.17) temos que

LDy i 3.
(1 — hy) '

A distancia de Cook aproximada fica facilmente obtida com o comando

LD = hx(ts™ 2)/(1 - h).

A validade da aproximacao de um passo tem sido investigada por al-
guns pesquisadores. A constatagao é que a mesma em geral subestima o
verdadeiro valor de LD;, no entanto é suficiente para chamar a atencao dos

pontos influentes.

1.10.4 Influéncia local

A metodologia de influéncia local pode ser facilmente estendida para a classe
de MLGs. Em particular, se considerarmos ¢ conhecido e perturbacao de
casos em que L(B|0) = > 6;,L;(B8) com 0 < §; < 1, entao a matriz A
assume a forma

A = /oXTW'2D(ip),
em que D(ip) = diag{ip,,....7p} ¢ ip = VoY — fu)/VVi é o i-ésimo
residuo de Pearson estimado. Assim, se substituirmos —tgﬁ por ¢(XTWX)

temos que a curvatura normal na dire¢ao unitéria £ assume a forma
Ce(B) = 2/¢"D(kp)HD(£p)e).
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Se o interesse é calcularmos a curvatura normal na dire¢ao £; da i-ésima
observacao, entao podemos avaliar o grafico de indices de C; = 2}3”%

Em particular, o vetor £,,,, para avaliarmos a influéncia local das ob-
servagoes nas estimativas dos parametros ¢ o autovetor correspondente ao

maior autovalor da seguinte matriz n X n:

Para obtermos £,,,,, a maneira mais simples é construirmos a matriz B e
extrairmos o seu autovetor correspondente ao maior autovalor. Os comandos
sao os seguintes:

B = diag(rp)%*% H %%} diag(rp)

Cmax = eigen(B)$vall[1l]
lmax = eigen(B)$vec[,1]
lmax = abs(lmax).

Por outro lado, se temos interesse em detectar observagoes influentes na
estimativa de um coeficiente particular, associado por exemplo & variavel

explicativa Xy, o vetor £,,,, fica dado por

o 1T py UnT P,
max ~ I~ ) —~ | >
Cgmax Cemax
em que vq,...,0, sao agora obtidos da regressao linear de X; contra as

colunas de Xy com matriz de pesos \7, isto é v = V1/2X1 - Vl/ng(XQT
VX,) ' XIVX;,
Para ligacao nao canoénica os resultados continuam valendo desde que

a matriz observada de Fisher seja substituida pela matriz de informacao de

Fisher.
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1.10.5 Grafico da variavel adicionada

Apresentamos a seguir a versao do grafico da variavel adicionada para os
MLGs. Vamos supor um MLG com p parametros, 31, . .., 3,, ¢ conhecido, e
que um parametro adicional v esta sendo incluido no modelo. O interesse é
testarmos Hy : v = 0 contra H; : v # 0.

Seja n(B, ) o preditor linear com p + 1 parametros, isto é

n(B,7) = X"'B+~Z.

A funcao escore para v é dada por

U, = OL(B,) _ ¢1/2ZTW1/2I‘p,
dy
em que Z = (z1,...,2,)". De resultados anteriores temos que

Var(y) = ¢ ZTW'PMW!/2Z] 1,

em que M = I,, — H. Logo, Var(y) = ¢ {(RTWR)™! com R =7 — XC e
C = (XTWX) ' XTWZ.
Portanto, a estatistica de escore para testarmos Hyg : v = 0 contra

H; : v # 0 fica dada por
£SR _ (f‘Pwl/2Z)2/(ZTWI/QMW1/2Z),

em que W, p e M sio avaliados em (3 (sob Hy). Sob Hy, £sr ~ X% quando
n — oo.

Wang (1985) mostra que a estatistica de escore acima coincide com
a estatistica F' de uma regressao linear ponderada para testar a inclusao da
varidvel Z no modelo. Nessa regressao linear, o grafico da variavel adicionada

é formado pelos residuos #p e v = ¢V/2(I, — HYW'/2Z. O residuo v pode
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ser obtido facilmente apds a regressao linear ponderada (com pesos \xf) de
Z contra X. Temos que ¥ = (vTv) 'v'r,

Logo, o gréafico de Tp contra v pode revelar quais observagoes estao
contribuindo mais na significancia de . A principal dificuldade para cons-
truirmos o grafico da variavel adicionada em MLGs ¢ a obtenc¢ao do residuo
v, uma vez que o residuo rp é obtido facilmente como ja vimos anterior-
mente. Para ilustrarmos o calculo de v num modelo particular, vamos supor
que temos duas covaridveis e dois fatores e que o interesse é construirmos o
grafico da variavel adicionada correspondente & covariavel covl. Precisamos
inicialmente ajustar o modelo com os dois fatores e a outra covariavel e calcu-
lar a matriz W cujos valores serao armazenados em W. Lembrando que W
é a matriz estimada de pesos. Supondo, por exemplo, que temos um modelo
de Poisson com ligagao candnica, os passos para construirmos o grafico sao
os seguintes:

fit.poisson = glm( resp ~ cov2 + A + B, family=poisson)

fit.poisson$weights

=
Il

diag(w)

rp = resid(fit.poisson, type =‘‘pearson’’)

X = model.matrix(fit.poisson)

H = solve (t (X)%*%W/*%X)

H = sqrt (W) %x%X%+hH*%t (X) %x%hsqrt (W)

v = sqrt (W) %*%covl - HYxY%sqrt (W) %xYcovl

plot(v, rp, xlab="‘Residuo v’’, ylab=‘‘Residuo rp”’’).

1.10.6 Técnicas graficas

As técnicas graficas mais recomendadas para os MLGs s@o as seguintes: (i)

gréaficos de tp, contra a ordem das observagoes, contra os valores ajustados e
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contra as variaveis explicativas, ou contra o tempo ou alguma ordem em que
hé suspeita de correlagao entre as observagoes; (ii) grafico normal de proba-
bilidades para tp, com envelope, (iii) grafico de Z; contra 7); para verificarmos
a adequagao da fungao de ligagdo (uma tendeéncia linear indica adequacao da
ligagao) e (iv) graficos de LD;, C; ou [€,,4,| contra a ordem das observagoes.
Os envelopes, no caso de MLGs com distribuicoes diferentes da normal, sao
construidos com os residuos sendo gerados a partir do modelo ajustado (ver,
por exemplo, Williams, 1987). No Apéndice B sao relacionados programas

para gerar envelopes em alguns MLGs.

1.11  Selecao de modelos

1.11.1 Modelo normal linear

Existem varios procedimentos para a selecao de modelos de regressao, em-
bora nenhum deles seja consistente, ou seja, mesmo para amostras grandes
selecione com probabilidade um as variaveis explicativas com coeficiente de
~ ~ . . . ~ . 2
regressao nao nulo. Os procedimentos mais conhecidos sao maior Ry, me-
nor sf), Cp, forward, backward, stepwise e AIC (ver, por exemplo, Neter et
al., 1996, Cap. 8), além de outros métodos que usam computagao intensiva.

Alguns desses métodos serao descritos brevemente a seguir.

Método forward

Iniciamos o método pelo modelo p = . Ajustamos entao para cada variavel

explicativa o modelo

p=a+ Bz, (7=1,...,9).

Testamos Hy : 3; = 0 contra H; : 3; # 0. Seja P o menor nivel descritivo

dentre os ¢ testes. Se P < Pg, a variavel correspondente entra no modelo.
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Vamos supor que X; tenho sido escolhida. Entao, no passo seguinte ajusta-

mos os modelos

M:a—{_ﬁl'xl_‘_ﬁjx% (j:27aQ)

Testamos Hy : 3; = 0 contra Hy : 3; # 0. Seja P o menor nivel descritivo
dentre os (¢ — 1) testes. Se P < Py, a variavel correspondente entra no

modelo. Repetimos o procedimento até que ocorra P > Pg.

Método backward

Iniciamos o procedimento pelo modelo
M:O‘_’_lel'f‘"'_f'ﬁqxq‘

Testamos Hy : 8; = 0 contra H; : §; # 0 para j = 1,...,¢. Seja P o maior
nivel descritivo dentre os ¢ testes. Se P > Pg, a variavel correspondente sai
do modelo. Vamos supor que X; tenho saido do modelo. Entao, ajustamos
o modelo

U:a+ﬁ2x2+"'+6qxq-

Testamos Hy : §; = 0 contra Hy : 8; # 0 para j = 2,...,¢q. Seja P o
maior nivel descritivo dentre os (¢ — 1) testes. Se P > Pg, entao a variavel
correspondente sai do modelo. Repetimos o procedimento até que ocorra

P < Ps.

Método stepwise

E uma mistura dos dois procedimentos anteriores. Iniciamos o processo com
o modelo y = a. Apos duas varidveis terem sido incluidas no modelo, ve-
rificamos se a primeira nao sai do modelo. O processo continua até que
nenhuma variével seja incluida ou seja retirada do modelo. Geralmente ado-

tamos 0,15 < Py, Pg < 0,25. Uma sugestao seria usar Py = Pg = 0, 20.
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1.11 Selecao de modelos

Método de Akaike

O método proposto por Akaike (1974) basicamente se diferencia dos procedi-
mentos anteriores por ser um processo de minimizacao que nao envolve testes
estatisticos. A ideia bésica é selecionarmos um modelo que seja parcimonioso,
ou em outras palavras, que esteja bem ajustado e tenha um niimero reduzido
de parametros. Como o logaritmo da funcdo de verossimilhanga L(3) cresce
com o aumento do niimero de parametros do modelo, uma proposta razoavel

seria encontrarmos o modelo com menor valor para a fungao

AIC = —L(3) + p,
em que p denota o nimero de parametros. No caso do modelo normal linear

podemos mostrar que AIC fica expresso, quando o2 ¢ desconhecido, na forma

AIC = nlog{D(y; t)/n} + 2p,

n

em que D(y; fu) = >°7  (yi — f1:)*.

1.11.2 Extensao para os MLGs

Os métodos de selecao de modelos descritos na secao anterior podem ser
estendidos diretamente para os MLGs. Algumas observagoes, contudo, sao
necessarias. Nos casos de regressao logistica e de Poisson o teste da razao
de verossimilhancas, pelo fato de ser obtido pela diferenca de duas fungoes
desvio, aparece como o mais indicado. Para os casos de regressao normal,
normal inversa e gama o teste F, por nao exigir a estimativa de méaxima
verossimilanca do parametro de dispersao, é o mais indicado. Isso nao impede
que outros testes sejam utilizados. Ja o método de Akaike pode ser expresso
numa forma mais simples em fungao do desvio do modelo. Nesse caso, o

critério consiste em encontrarmos o modelo tal que a quantidade abaixo seja
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minimizada

AIC = D*(y; o) + 2p,

em que D*(y; i) denota o desvio do modelo e p o nimero de paréme-
tros. Os métodos stepwise e de Akaike estao disponiveis no R. O método
stepwise esta disponivel apenas para modelos normais lineares. O comando
stepwise ¢ definido por stepwise(Xvar, resposta), em que Xvar denota
a matriz com os valores das variaveis explicativas e resposta denota o ve-
tor com as respostas. Para rodarmos o critério de Akaike precisamos usar
antes o comando require (MASS). Uma maneira de aplicarmos o critério de
Akaike é partindo do maior modelo cujos resultados sao guardados no objeto

fit.model. Dai, entao, devemos usar o comando stepAIC(fit.model).

1.12  Aplicagoes
1.12.1 Estudo entre renda e escolaridade

O conjunto de dados descrito na Tabela 1.6, extraido do censo do IBGE de
2000, apresenta para cada unidade da federacao o nimero médio de anos de
estudo e a renda média mensal (em reais) do chefe ou chefes do domicilio.
Esses dados estao também armazenados no arquivo censo.dat. Para lermos
os dados no R e coloca-los num arquivo com o mesmo nome externo, devemos
fazer

censo.dat = scan(‘“‘censo.dat’’, what=list(uf="“ *’,
escolar=0, renda=0)).

Propomos inicialmente um modelo normal linear simples em que Y

denote a renda e X a escolaridade. O modelo fica portanto dado por

yi=a+Br;+e€, i=1,...,27,
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com a suposigao de que €¢; ~ N(0,0?), sendo os erros mutuamente indepen-
dentes. Estamos supondo que a amostra da Tabela 1.6 é um corte transversal,
isto é, as informacoes sobre renda e escolaridade das unidades da federagao
sao referentes a um determinado instante do tempo. Nesse caso, 0s erros sao
devidos a variabilidade da renda (dada a escolaridade) nos diversos instantes
do tempo. Assumimos que a relacao funcional entre y; e x; € a mesma num

determinado intervalo do tempo.

Tabela 1.6
FEscolaridade e renda média
domaciliar no Brasil em 2000.
RR 5,7 68 AP 6,0 683
AC 45 526 RO 49 662
PA 47 536 AM 55 627
TO 45 520 PB 3,9 423
MA 36 343 RN 45 513
SE 43 462 PI 3,5 383
BA 41 460 PE 46 517
AL 3,7 454 CE 4,0 448
SP 6,8 1076 RJ 7,1 970
ES 57 722 MG 54 681
SC 63 814 RS 6,4 800
PR 6,0 782 MT 54 775
GO 5,5 689 MS 57 731

DF 8,2 1499

As estimativas dos parametros (erro padrao) sao dadas por & = —381, 28
(69,40) e B =199, 82 (13,03), indicando que o coeficiente angular da reta é
altamente significativo. Essa estimativa pode ser interpretada como o incre-
mento esperado na renda média domiciliar de uma unidade da federacao se

o tempo de escolaridade médio domiciliar naquela unidade for acrescido de
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Figura 1.5: Reta ajustada do modelo aditivo-normal e gréaficos de diagnostico
para o exemplo sobre renda e escolaridade.

um ano.

A estimativa de o é dada por s = 77,22, enquanto que o coeficiente
de determinacao foi de R? = 0,904. O ajuste do modelo e a exibicao dos
resultados podem ser obtidos com os comandos abaixo

attach(censo.dat)

fitl.censo = lm(renda ~ escolar)

summary(fitl.censo).
Ou, alternativamente, transformando o arquivo censo.dat num arquivo do
tipo data.frame, através dos comandos

censo.dat = data.frame(censo.dat)
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fitl.censo = 1lm(renda ~ escolar, data=censo.dat)

summary(fitl.censo) .
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Figura 1.6: Curva ajustada do modelo multiplicativo-gama e graficos de
diagnostico para o exemplo sobre renda e escolaridade.

Pela Figura 1.5 onde sao apresentados alguns graficos de diagnostico,
além da reta ajustada aos dados, notamos uma forte discrepancia do Distrito
Federal que aparece como ponto de alavanca, influente e aberrante. Além
disso, notamos pela Figura 1.5d indicios de heteroscedasticidade, ou seja, um
aumento da variabilidade com o aumento da escolaridade. Isso pode também

ser notado na Figura 1.5a. Assim, podemos propor um modelo alternativo,
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por exemplo, com efeitos multiplicativos conforme dado abaixo
i = e“TPTies =1 ..., 27,

com a suposi¢ao de que €¢; ~ G(1,¢), sendo os erros mutuamente indepen-
dentes. Podemos ajustar esse modelo no R através dos comandos
fit2.censo = glm(renda ~ escolar, family=Gamma(link=log))

summary(fitl.censo).

Tabela 1.7
Estimativas de algumas quantidades com todos os pontos e quando
as observacoes mais discrepantes sao excluidas do modelo gama.

Estimativa  Com todos Excluido Excluido Excluidos
os pontos DF MA DF e MA

& 4,98 (0,068) 5,00 (0,078) 5,03 (0,067) 5,06 (0,077)

15} 0,28 (0,013) 0,27 (0,015) 0,27 (0,012) 0,26 (0,015)

¢ 192(52) 188(52) 223(62) 223(63)

Na Figura 1.6 temos o ajuste do modelo gama aos dados bem como
alguns graficos de diagnostico que destacam DF como ponto de alavanca e
MA como ponto influente.

Na Tabela 1.7 temos uma anélise confirmatoria e verificamos poucas
variagoes nas estimativas dos parametros com a eliminagao dessas unidades
da federagao. Finalmente, na Figura 1.7 temos os graficos normais de pro-
babilidades para os modelos com efeitos aditivos (Figura 1.7a) e com efeitos
multiplicativos (Figura 1.7b) e notamos uma melhor acomodacao e distri-

buicao dos pontos dentro do envelope gerado no segundo caso. Pelo valor
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Figura 1.7: Graficos normais de probabilidades para os modelos ajustados

aditivo-normal (a) e multiplicativo-gama (b) aos dados sobre renda e escola-
ridade.

da estimativa do parametro de dispersao concluimos que o modelo gama
aproxima-se bem de um modelo normal heteroscedéstico.

Portanto, o modelo final ajustado fica dado por

j = ehosH028s
Desse modelo podemos extrair a seguinte intrepretacao: e’ = e%28 = 1,32(32%)
é o aumento relativo esperado para a renda se aumentarmos em 1 ano a es-

colaridade média.

1.12.2 Processo infeccioso pulmonar

Utilizaremos agora os dados referentes a um estudo de caso-controle realizado
no Setor de Anatomia e Patologia do Hospital Heliopolis em Sao Paulo, no
periodo de 1970 a 1982 (Paula e Tuder, 1986) (ver arquivo canc3.dat).
Um total de 175 pacientes com processo infecioso pulmonar atendido no

hospital no periodo acima foi classificado segundo as seguintes variaveis: Y,
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tipo de tumor (1: maligno, 0: benigno); IDADE, idade em anos; SEXO (0:
masculino, 1: feminino); HL, intensidade da célula histiocitos-linfocitos (1:
ausente, 2: discreta, 3: moderada, 4: intensa) e FF, intensidade da célula
fibrose-frouxa (1: ausente, 2: discreta, 3: moderada, 4: intensa). Para ler os
dados do arquivo canc3.dat e armazena-los num arquivo do R com o mesmo
nome, fazemos

canc3.dat = scan(‘‘canc3.dat’’, what=1list(tipo=0, idade=0, sexo0=0,
hl=0, ff=0)).
Devemos informar o sistema que as variaveis SEXO, HL e FF sao qualitativas,
isto é, devemos transformé-las em fatores. Os comandos sao os seguintes:

attach(canc3.dat)

sexo = factor(sexo)

sexo = C(sexo,treatment)

hl = factor(hl)
hl = C(hl,treatment)
ff = factor(ff)
ff = C(ff,treatment).

O comando C(sexo,treatment), que é optativo, cria uma variavel binaria
que assume valor zero para o sexo masculino e valor um para o sexo feminino.
Analogamente, o comando C(hl,treatment) cria variaveis binéarias para os
niveis discreto, moderado e intenso do fator HL. O mesmo faz o comando
C(ff,treatment) para o fator FF. Essa maneira de transformarmos todo
fator de k niveis em k — 1 varidveis binérias, denominado casela de referéncia,
é padrao em MLGs, porém pode nao ser a modelagem mais conveniente em
outras situacoes de interesse pratico. A casela de referéncia seria, nesses dois
casos, o nivel ausente.

Vamos considerar, como exemplo, a aplicagao do modelo logistico ape-
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nas com os efeitos principais
Pr{Y =1]n} = {1+ exp(-n)} ",

em que 1 = B + BIDADE + B3SEXO + S0, BuHL; + 0, B5iFF;, com
SEXO, HL; e FF; sendo variaveis binarias correspondentes aos niveis de
SEXO, HL e FF, respectivamente. Assumimos que B4 = 51 = 0. Uma
observagao importante é que devido ao fato da amostragem ter sido retros-
pectiva, o uso do modelo acima para fazermos previsoes somente é valido se
corrigirmos a estimativa da constante, 5, (ver, por exemplo, McCullagh e
Nelder, 1989, p. 113). Discutimos isso na Segao 3.6.6. Para ajustarmos o
modelo acima, os passos sao dados abaixo
fitl.canc3 = glm( tipo ~ sexo + idade + hl + ff,

family=binomial)

summary (fitl.canc3).

Tabela 1.8
Estimativas dos parametros referentes ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre processo infeccioso pulmonar.

Efeito Estimativa Efeito  Estimativa Efeito  Estimativa

Constante -1,850(1,060) HL(2) -0,869(0,945) FF(2) -0,687(0,502)
Sexo 0,784(0,469) HL(3) -2,249(0,968) FF(3) -1,025(0,525)
Idade 0,065(0,013) HL(4) -3,295(1,466) FF(4) 0,431(1,123)

As estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) sdo apresen-
tadas na Tabela 1.8. O desvio do modelo foi de D(y; fx) = 157,40 (166 graus
de liberdade), indicando um ajuste adequado. Como podemos observar, ha
indicios de que a chance de processso infecioso maligno seja maior para o
sexo feminino do que para o sexo masculino. Notamos também que a chance

de processo maligno aumenta significativamente com a idade e ha indicagoes
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de que tanto para a célula FF quanto para HL a chance de processo maligno
diminui & medida que aumenta a intensidade da célula. Esse exemplo sera

reanalizado no Capitulo 3.

1.12.3 Sobrevivéncia de bactérias

Descrevemos na Tabela 1.9 (Montgomery, Peck e Vining, 2001, pgs. 201-202)
o nimero de bactérias sobreviventes em amostras de um produto alimenticio

segundo o tempo (em minutos) de exposigdo do produto a uma temperatura
de 300°F.

Tabela 1.9
Numero de bactérias sobreviventes e tempo de exposi¢ao.
Namero 175 108 95 82 71 50 49 31 28 17 16 11
Tempo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Na Figura 1.8a apresentamos o grafico do nimero de bactérias sobre-
viventes contra o tempo de exposicao. Notamos uma tendéncia decrescente
e quadrética. Supondo que as amostras do produto enlatado submetidos a
temperatura de 300°F' tém o mesmo tamanho, podemos pensar, em principio,
que Y; ~ P(u;), com Y; denotando o nimero de bactérias sobreviventes na
1-ésima amostra ¢ = 1,...,n. Como para u; grande é razoavel assumirmos
que Y; segue uma distribui¢do aproximadamente normal (ver Secao 4.2.1),

propomos inicialmente os seguintes modelos:
Y; = a+ ftempo; +¢€; e

y; = a4 Stempo; + 'ytempo? + €,

em que ¢ ~ N(0,02). As estimativas dos parametros sao apresentadas na
Tabela 1.10. Pelos graficos de envelope (Figuras 1.8b e 1.8¢) notamos indicios

de que a distribuicao dos erros pode estar incorrretamente especificada. A
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maioria dos residuos assume valor negativo. Notamos a presenca de um
ponto aberrante, observacao #1. Uma outra tentativa seria aplicar a resposta
a transformacao raiz quadrada que é conhecida no caso da Poisson como
estabilizadora da varincia além de manter a aproximagao normal (ver Segao

4.2.1). Logo, podemos pensar em adotar os seguintes modelos alternativos:
VUi = a + Btempo; +¢€; e

Vi = o+ [tempo; + ytempo? + €;,

em que ¢; ~ N(0,0%). As estimativas dos paraAmetros sao apresentadas na

Tabela 1.10.

Tabela 1.10
Estimativas de algumas quantidades para os modelos com resposta
transformada ajustados aos dados sobre sobrevivéncia de bactérias.

Parametro Linear-Y Quadratico-Y Linear-vY Quadratico-vY’
! 142,20(11,26)  181,20(11,64) 12,57(0,38) 13,64(0,51)
I6] -12,48(1,53) -29,20(4,11) -0,82(0,05) -1,27(0,18)
v 1,29(0,31) 0,04(0,01)
R? 86,9% 95,5% 96,1% 97,8%

Notamos uma melhora na qualidade do ajuste, particularmente no se-
gundo caso. Porém, ainda hé indicios pelos graficos de envelope (Figuras
1.8d e 1.8e) de violagao nas suposi¢oes para os modelos, além da presenga da
observagao #1 como ponto aberrante. Decidimos, entao, propor um modelo

log-linear de Poisson em que assumimos
Yi ~ P(pi) e logu; = a + Btempo;.

As estimativas dos parametros sao apresentadas na Tabela 1.11.
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Tabela 1.11
Estimativas dos pardametros do modelo
de Poisson ajustado aos dados sobre
sobrevivéncia de bactérias.
Parametro Estimativa E/E.Padrao

a 5.30 88.34
3 20,23 223,00
Desvio 8,42 (10 g.1.)

Pelo grafico de envelope (Figura 1.8f) nao ha evidéncias de que o mo-
delo esteja mal ajustado. Notamos também que a observacao #1 foi acomo-
dada dentro do envelope gerado. Parece, portanto, que esse tltimo modelo
é o que melhor se ajusta aos dados dentre os modelos propostos. O modelo

ajustado fica entao dado por

em que x denota o tempo de exposicao. Logo, se diminuirmos de uma unidade

o tempo de exposicao a variacao no valor esperado fica dada por

iz = 1)

~

=% =1,259.
fi(x)

Ou seja, o numero esperado de sobreviventes aumenta aproximadamente

25,9%.

1.12.4 Estudo seriado com ratos

O exemplo a seguir provém de um estudo seriado com um tipo de tumor
maligno para avaliar a influéncia da série (passagem do tumor) na morte

(caquexia) de um certo tipo de rato (ver Paula, Barbosa e Ferreira, 1989;
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Figura 1.8: Diagrama de dispersao e graficos normais de probabilidades re-
ferentes aos modelos ajustados aos dados sobre sobrevivéncia de bactérias.

Paula et al., 1992). Os dados estao descritos no arquivo canc4.dat. Um
total de 204 animais teve o tumor inoculado num determinado momento da
série. Para cada animal, além do grupo de passagem, foram observadas as
variaveis presenca de MASSa tumoral, caquexia e o tempo de observagao (em
dias). Esses dados s@o resumidos na Tabela 1.12. Para inserirmos os dados
diretamente no R e armazené-los no arquivo canc4a.dat, devemos fazer

cancda.dat = scan(what=1ist(obs=0,rd=0))

1: 6 2597 13 3105 8 2786

2: 12 1613 3 411 1 232.

Agora, precisamos introduzir os fatores grupo de passagem e massa tumoral
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fnames = list(gp=c(‘‘PO-P6’’, ¢P7-P18”’, ‘P19-P28"),
mt=c (‘‘sim’’, ‘‘nao’’)).
Para informarmos o sistema a ordem em que os dados foram lidos, podemos
usar o comando fac.design. Em seguida, fazemos o emparelhamento
rato.design = fac.design(c(3,2), fnames, rep=1)
attach(canc4a.dat)
rato.df = data.frame(obs,rd,rato.design).
As informacgoes completas sobre os dados estao armazenadas no arquivo
rato.df. Para uma verificagao basta bater
rato.df.
Podemos agora (opcionalmente) criar uma matriz modelo no padrao dos
MLGs
attach(rato.df)

gp = C(gp,treatment)

mt

C(mt,treatment) .

Vamos supor que O;;, o nimero de ratos caquéticos no nivel ¢ de massa
tumoral e grupo de passagem j, segue uma distribui¢ao de Poisson de média
Nijtij, i =1,2ej=1,2,3. Temos que \;; denota a taxa de caquexia (ntmero
médio de mortes por unidade de tempo) e ¢;; o total de ratos-dias no nivel

(4,7). Consideramos inicialmente o modelo de Poisson com parte sistematica
loghij = a+ B; + 1,

em que §; = 0 e v; = 0, que equivale a suposicao de tempos exponenciais
como serd visto na Secao 4.2.2. Com essa notagao, « serd o efeito correspon-
dente a classe PO — P6 com desenvolvimento de massa, o a diferenca entre
os efeitos dos grupos sem e com o desenvolvimento de massa tumoral, v, a
diferenca entre os efeitos das classes P7 — P18 e PO — P6 e 3 a diferenga
entre os efeitos das classes P19 — P28 e PO — P6. Em particular, quando
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expressamos os valores esperados de mortes para t;; na forma de um modelo
log-linear, teremos um offset dado por logt;;. Ou seja, o modelo que iremos
ajustar no R tem parte sistemética dada por logu;; = logt;; + o + B; + ;.

Logo, precisamos definir o offset no ajuste.

Tabela 1.12
Numero de ratos caquéticos (0) e ratos dias de
observagao (R-D) segqundo o grupo de passagem
e o desenvolvimento de massa tumoral.

Massa Grupo de passagem
tumoral PO-P6 P7-P18 P19-P28
Sim O 6 13 8
R-D 2597 3105 2786
Nao O 12 3 1
R-D 1613 411 232

Os passos sao os seguintes:

logt0 = log(rd)

cancda.fit = glm( obs ~ gp + mt + offset(logt0),
family=poisson)

summary (cancda.fit).

As estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) sao dadas
por & = —5,875 (0,312), 42 = 0,334 (0,365), 43 = —0,040 (0,434) e
By = 0,860 (0,343). O desvio do modelo ¢ dado por D(y; &) = 0,84 com
2 graus de liberdade. Pelas estimativas acima notamos que o fator grupo
de passagem nao é significativo. O ajuste do modelo sem esse efeito levou
as estimativas @ = —5,750 (0,192) e By = 0,802 (0,315) com um desvio de
D(y; ft) = 1,99 (4 graus de liberdade). Logo, o teste da razao de verossimi-
lhangas para testar Hy : 79 = v3 = 0 vale 1,99 — 0,84 = 1,15 com 2 graus de

liberdade, o que implica em nao rejeitarmos a hipdtese Hy. Assim, o modelo
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adotado inclui somente o efeito massa tumoral. Temos que (3, é significati-
vamente diferente de zero. A estimativa BQ = 0,802 indica que os ratos que
desenvolvem massa tumoral (tumor maligno) sobrevivem mais do que os ra-
tos que nao desenvolvem o tumor! Esse resultado pode parecer em principio
contraditério, todavia devemos lembrar que todos os ratos tiveram tumor
inoculado mas nem todos desenvolveram massa tumoral. Assim, pode ser
razoavel pensarmos que aqueles ratos que nao desenvolveram massa tumoral
na verdade teriam resistido muito para que a mesma nao se desenvolvesse,
levando os mesmos a algum tipo de esgotamento e consequentemente a um
tempo médio de vida menor do que o tempo médio dos ratos em que o tumor
se desenvolveu.

Uma maneira alternativa de avaliarmos a suposic¢ao de distribuicao de
Poisson para O;; com média A;;t;; € através da inclusao do termo logt;; como

covariavel, em vez de offset. Isto é, supormos a parte sistematica
logpi; = a + dlogt;; + Bi +;

Assim, podemos testar Hy : 6 = 1 contra Hy : § # 1. A nao rejeicao
de Hy indica que a suposigao de distribuicao de Poisson para O;; parece ser
razoavel. No exemplo acima obtemos o = 1,390(0, 439), o que nos leva a nao

rejeitarmos Hy.

1.12.5 Consumo de combustivel

No arquivo reg2.dat(Gray, 1989) sdo apresentadas as siglas dos 48 esta-
dos norte-americanos contiguos juntamente com as seguintes variaveis: taxa
(taxa do combustivel no estado em USD), licenga (proporgao de motoristas
licenciados), renda (renda percapita em USD), estradas (ajuda federal para

as estradas em mil USD) e consumo (consumo de combustivel por habitante).

94



1.12 Aplicacoes

O interesse nesse estudo é tentar explicar o consumo de combustivel pelas

variaveis taxa, licenga, renda e estradas. O modelo proposto é o seguinte:
y; = a + [rtaxa; + folicenca; + fBarenda; + Siestradas; + €,

em que y; denota o consumo anual de combustivel (por habitante) no i-
ésimo estado, enquanto ¢; sao variaveis aleatérias independentes normalmente
distribuidas de média zero e variancia o?. Ajustamos o modelo acima no R
e mandamos os resultados para o objeto fitl.reg2. Dai entao aplicamos
o método de Akaike para selecionarmos o submodelo com menor AIC. Para
tal, aplicamos os comandos

require (MASS)

stepAIC(fitl.regl).
A variavel estradas foi eliminada. Os resultados do modelo selecionado sao

apresentados na Tabela 1.13.

Tabela 1.13
Estimativas dos pardmetros referentes
ao modelo normal linear ajustado aos
dados sobre consumo de combustivel.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 307,33 1,96
Taxa -29,48 -2,78
Licenca 1374,77 7,48
Renda -0,07 -4,00
52 65,94

R? 0,675

Portanto, podemos dizer que para cada aumento de uma unidade na

renda, o consumo médio de combustivel diminui 0,07 unidades. Para cada

95



1.12 Aplicacoes

oY
8 i oTX
e esD
oNV
Y
3
« 4
g o °
S
= L]
= g | . b oo
o L4 e ©
° o ® o o .0 .
oo e® o g oo
5 | o o -
g O .
IS . %° %o . e 4
[
T
0 10 20 30 40
Indice
(@
o\WY
< 4
o
=]
T N e @
= L]
S |® % o @ g ®
5 o".....'.... ® o
e e oo = cooe
7o O
@
23
<If' m
0 10 20 30 40
Indice

Figura 1.9: Graficos de diagnostico referentes ao modelo normal linear ajus-

(©)

Distancia de Cook

Residuo Studentizado

0.3

0.2

0.1

0.0

e\WY

[ ] L ]
o e o
e Y’y s S TS
(0] 10 20 30 40
Indice
(b)
o\WY
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P
° % °® & oo ® ¢
° L] .‘: as.‘..‘b. .
° of e

400 500 600 700

Valor Ad'ustado
(d)

tado aos dados sobre consumo de combustivel.

aumento de 1% na porcentagem de motoristas licenciados o consumo médio

de combustivel aumenta 13,75 unidades, e para cada aumento de 1% no

imposto do combustivel o consumo médio diminui 29,48 unidades.

Na Figura 1.9 temos alguns graficos de diagnostico e como podemos
notar ha um forte destaque para o estado de WY, que aparece como influente
(Figura 1.9b) e aberrante (Figura 1.9c). Outros estados, tais como CT, NY,
SD, TX e NV (Figura 1.9a) aparecem como remotos no subespaco gerado pelas

colunas da matrix X, embora nao sejam confirmados como influentes. Nao
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hé indicios pela Figura 1.9d de heteroscedasticidade.

Pelo grafico de envelope (Figura 1.10a) nao ha indicios fortes de afas-
tamentos da suposi¢ao de normalidade para os erros, apesar da influéncia no
grafico do estado de WY. O grafico de envelope sem esse estado (Figura 1.10b)
confirma esse suposicao.

Analisando os dados referentes ao estado de WY notamos que o mesmo
tem uma taxa de 7% (abaixo da média de 7,67%), uma renda percapita anual
de USD 4345 (ligeiramente acima da média de USD 4241,83), uma proporgao
de motoristas licenciados de 0,672 (acima da média de 0,570), porém um
consumo médio de combustivel muito alto 968 (quando a média nacional
era de 576,77). Talvez as longas distancias do estado tenham obrigado os
motoristas a um consumo alto de combustivel. A eliminacao desse estado
muda substacialmente algumas estimativas, embora nao mude a inferéncia. A
estimativa da variavel licenga cai 13,2%, a estimativa do intercepto aumenta
27,8%, o s cai 17,1% e o R? aumenta 4,1%. As demais estimativas nao
sofrem grandes variagoes. A inclusao de alguma variavel que leve em conta a
densidade demogréafica de cada estado, conforme sugerido por Gray (1989),

poderia explicar melhor o estado de WY pelo modelo proposto.

1.12.6 Salario de executivos

Vamos considerar agora os dados descritos no arquivo salary.dat sobre o
salario anual (em mil USD) de uma amostra aleatéria de 220 executivos
(145 homens e 75 mulheres)(Foster, Stine e Waterman, 1998, pgs. 180-188).
O salério sera relacionado com as seguintes variaveis explicativas: sexo (1:

masculino; 0: feminino), anos de experiéncia no cargo e posi¢ao na empresa
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Figura 1.10: Gréaficos normais de probabilidades com todos os pontos (a) e
sem o estado de WY (b), referentes ao modelo normal linear ajustado aos
dados sobre consumo de combustivel.

(varia de 1 a 9), quanto maior o valor mais alta a posi¢ao. Apresentamos a

seguir a comparacao dos salarios médios segundo o sexo.

Sexo Amostra Média E.Padrao
Masculino 145 144,11 1,03
Feminino 75 140,47 1,43

Diferenca Teste-t valor-P
Estimativa 3,64 2,06 0,04
E.Padrao 1,77

O valor-P indica diferenca ao nivel de 5%. Ignorando as demais variaveis

notamos que os executivos ganham em média mais do que as executivas.

Pela Figura 1.11 notamos indicios de aumento do salario com o au-

mento da posicao e com o aumento da experiéncia para ambos os sexos,

sugerindo inicialmente um modelo linear do tipo

y; = a + Pisexo; + Paexper; + Psposic; + €,
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Figura 1.11: Graficos de dispersao entre salério e as variaveis explicativas
experiéncia e posicao.

em que y; denota o salario do i-ésimo executivo da amostra. Vamos supor
ainda que ¢; sao erros independentes e normalmente distribuidos de média
zero e variancia o2

Aplicando o método AIC nenhuma varidvel é retirada do modelo. As
estimativas sao apresentadas na Tabela 1.14. Notamos portanto que na pre-
senca de experiéncia e posicao as mulheres ganham em média mais do que
os homens. Quando essas variaveis sao ignoradas, ocorre o contrario, como
foi visto na analise descritiva. Experiéncia e posi¢ao sao variaveis importan-
tes e devem também permanecer no modelo. Vamos verificar a seguir se é

possivel incluirmos alguma interacao de la. ordem. Essas interacoes sao de
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interesse e também interpretaveis. Por exemplo, presenca de interagao entre
os fatores sexo e experiéncia significa que a diferenca entre os salarios médios
de executivos e executivas nao é a mesma a medida que varia o tempo de

experiéncia.

Tabela 1.14
Estimativas dos pardametros referentes
ao modelo normal linear ajustado aos

dados sobre salario de executivos.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 115,262 82,25
Experiéncia -0,472 -4,17
Sexo -2,201 -2,04
Posigao 6,710 21,46
R? 0,71

S 6,77

Tabela 1.15
Testes F para avaliar a inclusao
de cada interacao de 1a. ordem no
modelo normal linear ajustado aos
dados sobre saldrio de executivos.

Interacao F-valor  valor-P
Sexo*Exper 1,615 0,20
Sexo*Posicao 0,001 0,97
Exper*Posicao 7,594 0,00

Na Tabela 1.15 sao apresentados os valores da estatistica F bem como o
valor-P correspondente para testar a auséncia das interagoes sexo*experiéncia,
sexo*posicao e experiéncia*posicao, respectivamente, dado que estao no mo-
delo constante + sexo + experiéncia + posi¢ao. Portanto, sera incluida no
modelo apenas a interagao experiéncia*posigdo. As estimativas do modelo

final com a interacao experiéncia®*posicao sao apresentadas na Tabela 1.16.
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Figura 1.12: Graficos de diagnostico referentes ao modelo normal linear ajus-
tado aos dados sobre salério de executivos.

Na Figura 1.12 s@ao apresentados graficos de diagnostico. Algumas
observagoes aparecem como pontos de alavanca (Figura 1.12a), trés observa-
goes sao destacadas como possivelmente influentes (Figura 1.12b) e nao ha
indicios de pontos aberrantes e heteroscedasticidade (Figuras 1.12¢ e 1.12d).
Retirando as observac¢oes mais influentes, #4 e #30, notamos variagoes des-
proporcionais em algumas estimativas, embora nao ocorram mudancas infe-
rencias. Esses pontos causam variagoes, respectivamente, de -14% e 11% na
estimativa do coeficiente de sexo. A observagao #4 é uma executiva com
salario anual de USD 139 mil, posigao 7 e 13,9 anos de experiéncia (salario

relativamente baixo para essa posigao e experiéncia) e a observacao #30 é
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de um executivo com salario anual de USD 110 mil, posicao 2 e 2,4 anos de

experiéncia (menor salario entre os executivos).

Tabela 1.16
Estimativas dos pardmetros referentes
ao modelo normal linear final ajustado
aos dados sobre saldrio de executivos.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 108,042 36,48
Experiéncia 0,336 1,07
Sexo -2.811 -2.58
Posicao 8,096 13,73
Exper*Posicao -0,135 -2,75
R? 0,72

S 6,67

Residuo Studentizado

Percentil da N(0,1)

Figura 1.13: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo normal
linear final ajustado aos dados sobre salario de executivos.
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O modelo final ajustado é portanto dado por

y = 108,042 + 0,336 x exper — 2,811 X sexo

48,096 x posic — 0, 135 X posic X exper.

Por exemplo, desse modelo, qual o salario previsto para executivos com

5 anos de experiéncia e posigao 47
e Executiva: USD 139,406 mil
e Executivo: USD 136,595 mil.

O modelo ajustado para o grupo de mulheres é dado por
g = 108,042 + 8,096 x posic + (0,336 — 0, 135 x posic) x exper.

Examinando a equagao acima notamos que as executivas com posicao alta
e muita experiéncia tendem a ganhar menos do que executivas com posicao
alta e menos experiéncia. Isso quer dizer que aquelas executivas que perma-
neceram menos tempo no cargo tendem a ganhar mais do que aquelas que
ficarem mais tempo no cargo. Mesmo resultado para os homens.

Notamos neste exemplo a importancia da interacao na interpretagao
dos resultados. Ignorando as varidveis posicao e experiéncia temos que o
salario médio dos executivos ¢ significativamente maior do que o salario médio
das executivas. Porém, quando essas variaveis entram no modelo ocorre
o contrario, para uma mesma posicao € mesma experiéncia as executivas
ganham em média mais. Pela Figura 1.13 notamos que nao ha indicios de

afastamentos da suposicao de normalidade para os erros.
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1.13 Exercicios

1. Se Y pertence a familia exponencial de distribuicoes, entao a funcao

densidade ou func¢ao de probabilidades de Y pode ser expressa na forma

f(y;0,6) = exple{yd — b(0)} + c(y; 9)],

em que b(-) e ¢(+;-) s@o fungdes diferenciaveis. Supondo ¢ conhecido
seja L(0) = logf(y; 6, ¢) o logaritmo da funcao de verossimilhanga. Se

L(0) é pelo menos duas vezes diferenciavel em 6 mostre que

IL(h) J?L(6) aL(H)\?
( 90 ) 0 e { 902 B
2. Supondo agora ¢ desconhecido mostre que E(U,) = 0 para as distri-

bui¢oes normal, normal inversa e gama.

3. Considere a distribuicao estavel cuja densidade é dada por

f(y;0,0) = a(y, )exp[p{0(y + 1) — Ologh}],

em que § > 0, —oo < y < 00, ¢t > 0 é o parametro de disper-
sao e a(+, ) € uma fungdo normalizadora. Mostre que essa distribuigao
pertence & familia exponencial. Encontre a funcao de variancia. Ob-
tenha a funcao desvio supondo uma amostra de n variaveis aleatorias

independentes de médias p; e parametro de dispersao ¢~ 1.

4. Considere a seguinte fungao densidade de probabilidade:

fly:0,0) = — 021y, )

WGXP[¢{90 +(1— 6%,

emque 0 < 0 <1, —oo <y < o0, d* >0 ¢&o parametro de disper-

sao e a(-,-) é uma fungdo normalizadora. Mostre que essa distribuigao
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pertence a familia exponencial. Encontre a funcao de variancia. Ob-
tenha a funcao desvio supondo uma amostra de n variaveis aleatorias

independentes de médias p; e parametro de dispersao ¢~ 1.

5. Mostre que a distribuigao logaritmica, com fungao de probabilidades

fy;p) = p¥/{—ylog(1 = p)},

em que y = 1,2,... e 0 < p < 1, pertence a familia exponencial.
Calcule e V(u). Obtenha a fungao desvio supondo uma amostra de

n variaveis aleatorias independentes de parametros p;.

6. (Paula e Cordeiro, 1986). Suponha o MLG em que Y; ~ FE(u;, ¢) e
parte sistematica dada por g(u;; A) = 1; = x1 3, com ) escalar des-
conhecido. Encontre as fungoes escore Ug e Uy, as funcoes de in-
formacao de Fisher Kgg, Kgy e Ky e descreva o processo iterativo
escore de Fisher para obter a estimativa de maxima verossimilhanca de
0 = (87, \)T. Como iniciar o processo iterativo? Sugestdo de notacio:

A =0n/0)\ em quen = (ny,...,0.)%.

7. Supor o modelo normal linear com parte sisteméatica dada por n; =
B1(x1; — 1) + Pa(xe; — Ta). Sabe-se que a correlagdo amostral entre
e xy é dada por corr(zy, ) = > (x1; — T1) (@ — Ta)/(n — 1)s152,
em que S; e So Sao os respectivos desvios padrao amostrais de xq e xs.
Calcule a correlacao corr(Bl, Bg) Discuta e tente explicar a relagao

entre as duas correlagoes. Use o fato de que det(X7X)™! > 0.
8. Suponha o modelo de anéalise de variancia com erros normais
Yij = o+ B + €,

em que €; ~ N(0,6%), i =1,...,pej=1,...,n;. Supor f; = 0.
Mostre que Var(r;;) = o*(1 — 1/n;).
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9.

10.

11.

Considere o modelo normal linear
T .
yi:Xi/6+6iaz:1>"'7n7

em que ¢; sao erros mutuamente independentes tais que ¢; ~ N(0, 0?).
Considere uma nova observacao y(z) (que nao esta na amostra) e que
satisfaz y(z) = z” B + ¢, em que € ~ N(0,0?). Mostre que um intervalo

de confianca de coeficiente 1 — « para y(z) pode ser dado por

[9(2) £ top(1 — %)5{1 +27(XTX) 2}V,

o

em que §(z) = 273, thp(l — ) & o percentil (1 — §) da distribuigao t
de Student com n — p graus de liberdade e s? é o erro quadréatico médio

do modelo ajustado.

Suponha agora o modelo de regressao normal linear simples
yi:Oé—FﬂfEi—FEi, z:l,,n

Mostre a equivaléncia entre as estatisticas &gy, & e Egr para testar

Hy : 8 =0 contra H; : 8 # 0. Supor o2 conhecido.

Um critério tradicional para a validagao de modelos de regressao normal
linear é através da estatistica PRESS, definida por A = S (Wi—906))%
em que ) = X;f,@(i) denota o valor predito para a i-ésima observagao
quando esta nao é considerada no ajuste. O critério é selecionar o

ajuste com menor valor para A. Mostre que

em que r; = y; — §; e hy = x1 (XTX) x,.
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12.

13.

14.

Suponha duas populagdes normais com médias y; e g, mesma vari-
ancia, e que amostras independentes de tamanhos n; e ny foram, res-
pectivamente, obtidas das duas populagoes. Para o modelo com parte
sistematica u; = o+ [ e uy = a — [, mostre que a estatistica F para
testar Hy : B = 0 contra H; : 8 # 0 pode ser expressa na forma

simplificada
(n —2)™22(g; — i)
(v — 9)* — M2 (g — 72)?

em que ¥, y1, Y2 Sao as respectivas médias amostrais.

F =

(Paula e Sen, 1995). Suponha um MLG com ligagdo canonica e parte
sisteméatica dada por g(p1;) = a1 +p6x; e g(pg;) = as+pfxj, j=1,...,7.
Interprete esse tipo de modelo. Obtenha a matriz X correspondente.
Como fica o teste de escore para testar Hy : f = 07 O que significa

testar Hy?

Sejam Yj;, ¢ = 1,2,3 e j = 1,...,m, varidveis aleatorias mutuamente
independentes tais que E(Y;;) = w;;, Var(Y;;) = Vi;¢~! e parte sistema-
tica dada por g(p1;) = @, g(pe;) = a+ A e g(us;) = a — A. Responda

as seguintes questoes:

(i) como fica a matriz modelo X?

(ii)) O que significa testar Hy : A = 07 Qual a distribui¢ao nula

assintotica das estatisticas Egy, Ew e Esr?

(iii) Calcular a variancia assintética de A, Var(A).

(iv) Mostre que a estatistica do teste de escore para testar Hy : A = 0
contra H; : A # 0 fica dada por

¢m (i - y_s)2_

Esp = 27
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15.

16.

17.

18.

Mostre (1.14) e (1.15). Use o seguinte resultado de algebra linear:

A~U) (VTA*)
1+ VTA-IU

(A+UVT) =

em que A é uma matriz nao singular e U e V sao vetores coluna. Mostre
primeiro que XTAX = XX —(1-6)x;x! e XTAy = XTy—(1-0)x;,

em que A é uma matriz de 1’s com ¢ na i-ésima posicao.

(Cook e Weisberg, 1982). Suponha o modelo de regressao dado em
(1.12). Mostre que 4 ~ N(v,02/(1 — hy;)). Mostre também que, sob a

hipétese Hy : v # 0, a estatistica F' tem uma distribui¢ao Fy ,—p—1)(A),

172(1—hii)

R— é o parametro de nao centralidade. Comente

em que A =
sobre o poder desse teste para 0 < h; < 1. Use o resultado: se Y ~

Np(p, 0%1) entdo y'y/o* ~ x5 (A), em que A = g’ p/o”.

(Pregibon, 1982). Mostre que a estatistica de escore para testar que o i-
ésimo ponto é aberrante num MLG com ¢ conhecido e parte sistematica

g(p;) = x] B & dada por t% , em que

sendo fi;, Vie hy = c&ixiT(XTVAVX)*IXi avaliados em B Qual a dis-
tribuicao nula assintotica de t%i? Como seria interpretado o grafico de
t%i contra a ordem das observagoes? Sugestao : chame n = X3 + 7z,
em que z é um vetor n X 1 de zeros com 1 na i-ésima posicao, calcule

Var(y) e U, e teste Hy : v = 0 contra H; : v # 0.

Mostrar que a expressao para AIC no modelo normal linear com o2

desconhecido pode ser escrita na forma equivalente
AIC = nlog{D(y; ft)/n} + 2p,
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19.

20.

n

em que D(y; 1) = D> 00 (v — ﬂz)2

No arquivo reg3.dat sao descritas as seguintes varidveis referentes a
50 estados norte-americanos: (i) estado (nome do estado), (ii) pop
(populagao estimada em julho de 1975), (iii) percap (renda percapita
em 1974 em USD), (iv) analf (proporgao de analfabetos em 1970), (v)
expvida (expectativa de vida em anos 1969-70), (vi) crime (taxa de
criminalidade por 100000 habitantes 1976), (vii) estud (porcentagem
de estudantes que concluem o segundo grau 1970), (viii) ndias (nimero
de dias do ano com temperatura abaixo de zero grau Celsus na cidade
mais importante do estado) e (ix) area (area do estado em milhas

quadradas).

O objetivo do estudo é tentar explicar e variavel expvida usando um
modelo de regressao normal linear dadas as variaveis explicativas percap,

analf, crime, estud, ndias e dens, em que dens=pop/area.

Inicialmente faga uma analise descritiva dos dados, por exemplo com
boxplots de cada uma das variaveis que serao consideradas no estudo
e com diagramas de dispersao com as respectivas tendéncias entre as
variaveis explicativas e a variavel resposta. Comente essa parte descri-
tiva. Posteriormente, ajuste o modelo de regressao normal linear com
todas as variaveis explicativas e através do método AIC faca uma sele-
cao de variaveis. Uma vez selecionado o modelo faga uma analise de
diagnostico e apresente as interpretacoes dos coeficientes estimados do

modelo final.

(Neter et el., 1996, p. 449). No arquivo vendas.dat sao descritas in-
formacoes a respeito das vendas no ano anterior de um tipo de telhado

de madeira em 26 filiais de uma rede de lojas de construcao. As varia-
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21.

veis estao colocadas na seguinte ordem: (i) telhados, total de telhados
vendidos (em mil metros quadrados), (ii) gastos, gastos pela loja com
promogdes do produto (em mil USD), (iii) clientes, nimero de clien-
tes cadastrados na loja (em milhares), (iv) marcas, nimero de marcas
concorrentes do produto e (v) potencial, potencial da loja (quanto
maior o valor maior o potencial). Um dos objetivos do estudo com
esse conjunto de dados é tentar prever o nimero esperado de telhados
vendidos dadas as variaveis explicativas. Faga inicialmente uma anéa-
lise descritiva construindo, por exemplo, os diagramas de dispersao de
cada variavel explicativa contra a variavel resposta telhados. Calcule
também as correlagoes entre as variaveis. Use os métodos stepwise e
AIC para selecionar um modelo de regressao normal linear. Se o mo-
delo selecionado for diferente pelos dois métodos, adote algum critério
para escolher um dos modelos. Interprete os coeficientes estimados do
modelo selecionado. Faga uma analise de diagnostico para verificar se
existem afastamentos sérios das suposigoes feitas para o modelo e se

existem observacgoes discrepantes.

(Wood, 1973). No arquivo reg4.dat estao os dados referentes a pro-
ducao de gasolina numa determinada refinaria segundo trés variaveis
observadas durante o processo e uma quarta variavel que é uma combi-
nacao das trés primeiras. A resposta é o numero de octanas do produto
produzido. A octanagem é a propriedade que determina o limite ma-
ximo que a gasolina, junto com o ar, pode ser comprimida na camara
de combustao do veiculo sem queimar antes de receber a centilha vinda
das velas. As melhores gasolinas tém uma octanagem alta. Em gran-
des refinarias, o aumento de um octana na produgao de gasolina pode

representar um aumento de alguns milhoes de dolares no custo final
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22.

23.

da producao. Assim, torna-se importante o controle dessa variavel du-
rante o processo de producao. Use o método AIC para selecionar as
variaveis explicativas significativas. Faca uma analise de diagnodstico

com o modelo selecionado. Comente.

(Narula e Stangenhaus, 1988, pgs. 31-33). No arquivo imoveis.dat
sao apresentados dados relativos a uma amostra de 27 imoveis. Na
ordem sao apresentados os valores das seguintes variaveis: (i) imposto
do imével (em 100 USD), (ii) area do terreno (em 1000 pés quadrados),
(iii) area construida (em 1000 pés quadrados), (iv) idade da residéncia
(em anos) e (v) prego de venda do imével (em 1000 USD). Ajuste um
modelo normal linear do prego de venda contra as demais variaveis. Use
o método AIC para selecionar as variaveis explicativas. Faca uma ané-
lise de diagnostico com o modelo selecionado. Interprete os coeficientes

estimados.

(Ryan e Joiner, 1994, p. 299). No arquivo trees.dat é apresentado
um conjunto de dados que tem sido analisado sob diversos pontos de
vista por varios pesquisadores (ver, por exemplo, Jgrgensen, 1989). As
variaveis observadas s@o o didmetro (d), a altura (h) e o volume (v) de
uma amostra de 31 cerejeiras numa floresta do estado da Pensilvania,
EUA. A relagao entre diametro, altura e volume de uma arvore depende

da forma da mesma e pode-se considerar duas possibilidades

1
= —7nd*h
V=T
para forma cilindrica e
1
v=—7d’h
12

para forma conica. Em ambos os casos a relagao entre logv, logd e logh
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24.

25.

¢ dada por
logv = a + blogd + clogh.

Supor inicialmente um modelo linear em que ¢ ~ N(0,0?). Faga uma
analise de diagnostico e verifique se é possivel melhorar o modelo, por

exemplo incluindo algum termo quadréatico.

(Ruppert, 2004). No arquivo capm.dat estao os seguintes dados: Thill
(taxa de retorno livre de risco), retorno Microsoft, SP500 (retorno do
mercado), retorno GE e retorno FORD de janeiro de 2002 a abril de
2003. Todos os retornos sao diarios e estao em porcentagem. Faca
inicialmente os diagramas de dispersao entre os excessos de retorno
(yrt — 7p) de cada uma das empresas Microsoft, GE e FORD e os
excessos de retorno do mercado (7., — ), em que y,, denota o retorno
da acao da empresa, 7, € o retorno do mercado e 7y, indica a taxa livre
de risco durante o t-ésimo periodo. Posteriormente, ajuste o seguinte

modelo de regressao:

Yrt — T = @+ B(rpe — Tpe) + €,

em que € ~ N(0,0%). Verifique a significancia do parametro o e com-
pare e interprete as estimativas intervalares para (. Faga uma anélise

de diagnoéstico para cada modelo ajustado.

O conjunto de dados descrito na tabela abaixo refere-se a um estudo
cujo objetivo foi tentar prever o preco de venda de um imoével (em mil
USD) dada a area total (em pés quadrados) numa regidao de Eugene,
EUA (Gray, 1989). Esses dados estdo armazenados no arquivo externo

regl.dat.

Tente inicialmente ajustar uma regressao normal linear para explicar

o preco dada a renda. Faca uma analise de diagnostico e proponha
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algum modelo alternativo (se for o caso) a fim de reduzir as eventuais
influéncias de observacoes discrepantes bem como afastamentos de su-
posigoes feitas para o modelo. Interprete as estimativas obtidas para

os coeficientes do modelo proposto.

Area 800 950 910 950 1200 1000 1180 1000
Preco 30,6 315 333 459 474 489 516 53,1

Area 1380 1250 1500 1200 1600 1650 1600 1680
Preco 54,0 54,3 552 552 56,7 57,9 585 59,7

Area 1500 1780 1790 1900 1760 1850 1800 1700
Preco 60,9 60,9 624 630 645 660 66,3 675

Area 1370 2000 2000 2100 2050 1990 2150 2050
Preco 684 684 687 696 70,5 747 750 753

Area 2200 2200 2180 2250 2400 2350 2500 2500
Preco 79,8 80,7 80,7 83,4 840 86,1 870 903

Area 2500 2500 2680 2210 2750 2500 2400 3100
Preco 96,0 1014 1059 111,3 1125 1140 1152 117,0

Area 2100 4000
Preco 129,0 165,0
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Capitulo 2

Modelos para Dados Positivos
Assimétricos

2.1 Introducao

A classe de modelos para a andlise de dados positivos assimétricos é bas-
tante ampla incluindo distribui¢oes conhecidas para os erros, tais como gama,
normal inversa, Weibull, Pareto, log-normal e Birnbaum-Saunders (ver, por
exemplo, Leiva, Barros e Paula, 2009). Essas distribuigdes tém sido particu-
larmente aplicadas na anéalise de tempos de sobrevivéncia (ou duragdo) com
forte énfase nas areas médica e de engenharia (ver, por exemplo, Lawless,
2003). Todavia, dados positivos assimétricos tém sido também comuns em
outras areas do conhecimento, como por exemplo pesca, meteorologia, finan-
as, seguros e atudria (ver, por exemplo, Boland, 2007; Jong e Heller, 2008).
Um componente importante no estudo de dados de sobrevivéncia é a possi-
bilidade de incorporacao nas analises de observacoes para as quais nao foi

possivel observar a falha (dados censurados). Com os recentes avangos tecno-
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logicos ocorridos principalmente na fabricagao de equipamentos, os tempos
até a ocorréncia de falhas estao ficando cada vez mais longos, aumentando
assim a porcentagem de dados censurados. Isso também pode ser notado na
area médica com os avancos nos tratamentos e medicamentos. Todavia, a
inclusao de dados censurados nos modelos envolve um tipo de anélise mais es-
pecifica que esté além das metodologias discutidas neste texto. Sugerimos ao
leitor mais interessado consultar textos de anélise de dados de sobrevivéncia,
como por exemplo os livros de Cox e Oakes (1978), Lawless (2003), Collett
(2003), Colosimo e Giolo (2006) e Barros, Paula e Leiva (2009). Portanto,
neste capitulo trataremos apenas dados positivos assimétricos nao censura-
dos sob modelos com resposta gama e normal inversa, os quais ja foram

introduzidos no Capitulo 1.

2.2 Distribuicao gama

Conforme assumido na Secao 1.2.1 vamos supor que Y ¢é uma variavel ale-
atoria com distribuicio gama de média u e coeficiente de variacdo ¢ /2,

denotamos Y ~ G(u, @), e cuja fungao densidade é expressa na forma

flyisp,0) = ﬁ <%>¢exp (—%) d(logy)

= explo{(—y/n) — logu} — logl'(¢) + plog(¢y) — logyl,

emquey >0,¢ >0 u>0el(¢) = [t e dt ¢ a fun¢do gama. Na
Figura 2.1 temos a densidade da distribuicao gama variando o parametro
de dispersao para p fixado. Podemos notar que & medida que ¢ aumenta a
distribuigao gama fica mais simétrica em torno da média. Pode ser mostrado
que a medida que ¢ aumenta Y se aproxima de uma distribui¢ao normal de
média p e variancia p?¢~'. Portanto, a distribuicio gama torna-se atrativa

para o estudo de varidveis aleatorias assimétricas e também simétricas em que
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2.2 Distribuicao gama

a variancia depende de forma quadratica da média. Os momentos centrais
de Y sao expressos na seguinte forma:

— )l
B -y = 0

para r = 1,2,.... Assim, expandindo logY” em série de Taylor em torno de
i até 2% ordem obtemos

Ly

1
logV 1 (Y —p) — —
og ogu+u( t) 22

Portanto, para ¢ grande temos que
E(logY) = 1 ! E(Y — p)?
= (0] —_—— —
g g 202 M

1 L

= (0] _—

= logu— (20)7" e

Var(logY) = ¢

Ou seja, a transformacao logY estabiliza a varidncia a medida que o coefi-
ciente de variacao de Y fica pequeno. Uma outra transformacao dada por
3{(Y/u)'/* — 1} se aproxima da distribuicio normal padrdo no caso gama

(vide McCullagh e Nelder, 1989, p. 289).

A fungao de sobrevivéncia e a funcao de risco sao quantidades usuais

na analise de dados de sobrevivéncia sendo definidas, respectivamente, por

S(t) = Pr{Yy >t} e
P <Y >
M) = tim r{t < <5t+5|Y_t}'
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Figura 2.1: Densidades da distribui¢cao gama para alguns valores do parame-
tro de dispersao e supondo p = 1.

Em particular, temos que a fun¢ao de risco pode ser expressa na forma
h(t) = f(t)/S(t) com f(y) denotando a fungdo densidade de Y. No caso
da distribuicao gama de média p e parametro de dispersao ¢! a funcao de
sobrevivéncia ¢ expressa (ver, por exemplo, Collett, 2003, pgs. 197-198) na

forma
S<t> -1- I)\t(¢>7

em que I (¢) é a funcdo gama incompleta, dada por

1 At ot
[)\t((b)zm/o u?~te™"du,

com A = ¢/p. A fungao de risco h(t) para a distribuigdo gama é crescente
para ¢ > 1 e decrescente para ¢ < 1. Em particular, quando t — oo temos

que h(t) — A
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2.3 Modelos com resposta gama

2.3 Modelos com resposta gama

Vamos supor que Yi,...,Y, sao variaveis aleatérias independentes tais que

Y ~ G(ui, ¢). Ou seja, estamos assumindo que essas variaveis possuem

médias diferentes e mesmo coeficiente de variacdo ¢~ /2. Ademais, vamos
supor que g(p;) = m; com 1; = x1 B3, x; = (wi1,...,Ty)" contendo valores
de varidveis explicativas e 3 = (1, ..., 3,)" sendo o vetor de parametros de

interesse. As ligagdes mais usadas no caso gama sao identidade (u; = n;),
logaritmica (logju; = 1;) e reciproca (u; = n; '), esta tltima sendo a ligacdo
canodnica. O processo iterativo para estimacao de 3, como foi visto na Secao

1.6.1, é dado por
B(erl) _ (XTw(m)X)—lew(m)Z(m)’

m = 0,1,..., variavel dependente modificada z = n + W~1/2V~1/2(y — ),
n-= (nlv' .- 7nn)T7 y = (y17' . ’yn)T7 © = (/*Lla s 7Mn)T7 V= diag{,ulv s 7/1%}
e W = diag{wi, ... ,w,} com w; = (dpi/dn)? /.

E interessante notarmos que sob ligacdo logaritmica os pesos do pro-

A~ 2
cesso iterativo para obtencao de B ficam dados por w; = % = 1, de modo

7

que o processo iterativo assume a forma simplificada
I@(m—H) _ (XTX)_IXTZ(m),

em que z = (21,...,2,)7 com z; = n; = (y; — pi) /s € p; = exp(n;). A vari-
ancia assintética de B fica dada por Var(8) = ¢~ 1(X”X)~'. Em particular,
se as colunas da matriz X sdo ortogonais, isto ¢ X7X = I,, em que I, é a
matriz identidade de ordem p, entao Var(Bj) =¢le Cov(Bj, Bg) = 0, para
Jj # L, ouseja, B e 5’@ sao assintoticamente independentes.

Portanto, a ligagao logaritmica tem um atrativo especial de possibilitar

o desenvolvimento de experimentos ortogonais como sao bem conhecidos em
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modelos de regressao normal linear. Podemos escolher formas apropriadas
para a matriz X, de modo que XX = I,, e assim obtermos estimativas
mutuamente independentes e de varidncia constante para os coeficientes do
preditor linear. Myers, Montgomery e Vining (2002, Cap.6) discutem expe-
rimentos ortogonais em MLGs e apresentam alguns exemplos. As ligagoes
identidade (1 = n), raiz quadrada (\/p = 1)) e arcoseno (sen™',/u = 1) pro-
duzem o mesmo efeito em MLGs com resposta normal, Poisson e binomial,
respectivamente.

Se aplicarmos para ¢ suficientemente grande a transformagao logarit-
mica na resposta e ajustarmos E(logV;) = x! 3, estaremos fazendo logu; =
xI'B+2¢71, ou seja, a menos da constante 2¢~! estaremos obtendo as mesmas

estimativas para 3 de um modelo com resposta gama e ligagao logaritmica.

2.3.1 Qualidade do ajuste

Como foi visto na Secao 1.4 o desvio de um modelo gama é dado por

D*(y; 1) = ¢D(y; it) em que
D(y; i) = 2 Z{log(ﬂz‘/yi) + (yi — fua)/ i}, (2.1)

com fi; = g () e 7 = X;‘FB Pode ser mostrado facilmente para ligagao
logaritmica que o termo >  (y; — ft;)/ft; = 0 se a parte sistematica 7;
contém um intercepto. Nesse caso, a funcao desvio fica dada por D*(y; 1) =
203" log(fi/yi). Como ¢ é desconhecido devemos estima-lo, por exemplo,
através de maxima verossimilhanca que equivale a resolvermos a seguinte
equacao:
2n{log — ¥(¢)} = D(y; fr),

em que Y(¢) = I"(¢)/T'(¢) é a fungao digama (vide Segao 1.6.2), ou entdo

utilizarmos a estimativa consistente ¢~ = (n — p)~* 320 (i — 1)/ fi2 que
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sera discutida no Capitulo 5. Supondo que o modelo postulado esta correto
temos, para ¢ grande, que o desvio D*(y; 1) segue distribuigao qui-quadrado
com (n — p) graus de liberdade. Assim, valores altos para o desvio podem
indicar inadequacao do modelo ou falta de ajuste.

Quando todas as observagoes sao positivas o desvio D*(y; fx) deve ser
utilizado para avaliar a qualidade do ajuste e estimacao de ¢. Contudo, se
pelo menos uma observagao for igual a zero D*(y; 1) torna-se inapropriado.
A estimativa para ¢ nesse caso fica indeterminada. Como foi mencionado na

Secao 1.4, McCullagh e Nelder (1989) sugerem substituir D*(y; fx) por
D*(y; f1) = 20{C(y) + > _logfu; + Y vi/jui},
i=1 i=1

em que C(y) é uma fungao arbitraria, porém limitada. Se a parte sisteméatica

do modelo contém um intercepto o desvio acima fica dado por D*(y; 1) =

20{n + C(y) + > i, logiu;}.

2.3.2 Técnicas de diagnostico

O residuo componente do desvio padronizado assume para os modelos gama

a forma

2
= i%{logw/y» = (g — ),

K44

em que y; > 0 e h; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H = W2X(XTWX) ' XTW'2 com w; = (du;/dn;)?/p?. Em particular
quando ha um intercepto em 7); o residuo componente do desvio tp, assume
a forma reduzida

b, = +— 22 (g / )}

V2
V1 — hy
Estudos de simulacao indicam que o residuo ¢p, se aproxima da normalidade,

particularmente para ¢ grande.
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Quando a i-ésima observacao é excluida a distancia de Cook aproxi-

mada fica dada por

A

LD, — ohi; (yz - ﬂi)2‘
(1 =hy)?

Graficos de tp, e h;; contra os valores ajustados fi; como também graficos de

indices de LD; sao recomendados para a analise de diagnostico.

2.4 Aplicagoes
2.4.1 Comparacao de cinco tipos de turbina de aviao

Apresentamos na Tabela 2.1 (ver Lawless 1982, p. 201) os resultados de um
experimento conduzido para avaliar o desempenho de cinco tipos de turbina
de alta velocidade para motores de aviao. Foram considerados dez motores
de cada tipo nas analises e foi observado para cada um o tempo (em unidades
de milhdes de ciclos) até a perda da velocidade. Esses dados estao disponiveis

no arquivo turbina.dat.

Tabela 2.1
Tempo até a perda da velocidade de cinco
tipos de turbina de avido.
Tipo de turbina
Tipol Tipo Il Tipo III Tipo IV Tipo V

303 3,19 3,46 5838 6,43
553 4,26 5,22 6,74 997
560 447 5,69 6,90 10,39
930 4,53 6,54 6,93 13,55
0,92 4,67 9,16 721 14,45
12,51 4,69 9,40 8,14 14,72
12,95 578 10,19 8,59 16,81
1521 6,79 10,71 980 18,39

16,04 9,37 12,58 12,28 20,84
16,84 12,75 13,41 25,46 21,51
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Denotaremos por Tj; o tempo até a perda da velocidade para o j-
ésimo motor de tipo i, ¢ = 1,...,5e 5 = 1,...,10. Na tabela abaixo sao
apresentadas as médias, desvios padrao e coeficientes de variacado amostrais

para os cinco tipos de turbina.
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Figura 2.2: Densidade aproximada para o tempo até a perda da velocidade
para todos os tipos de turbina de aviao.

Estatistica Tipol TipolIl Tipo III Tipo IV Tipo V
Média 10,69 6,05 8,64 9,80 14,71
D.Padrao 4,82 2,91 3,29 5,81 4,86
C. Variacao 45,09% 48,10%  38,08%  59,29% 33,04%

Ignorando o tipo de turbina temos na Figura 2.2 a densidade aproxi-
mada para o tempo até a perda da velocidade. Se assumirmos que T;; ~

G(u, @) obtemos as estimativas de maxima verossimilhanga 1 = 9,98 (0, 73)
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Figura 2.3: Boxplots sobre desempenho dos quatro tipos de turbina de aviao.

e é = 4,01 (0,77), confirmando pela estimativa de ¢ a assimetria a direita
para a distribuicao do tempo até a perda da velocidade. Contudo, pelos
boxplots correspondentes aos tempos dos cinco grupos (ver Figura 2.3) no-
tamos que as médias parecem diferir com o tipo de turbina, enquanto os
coeficientes de variagao parecem variar menos do que os desvios padrao. Isso
sugere que uma distribuicao gama de médias diferentes e coeficiente de vari-
acao constante pode ser apropriada para explicar o tempo médio até a perda
da velocidade.

Vamos assumir entao que 7;; segue uma distribuicao gama de média
;e parametro de dispersao ¢~!. A fim de facilitarmos as interpretacoes
dos resultados ou mesmo fazermos comparacoes com o modelo normal li-
near, vamos propor um modelo gama com ligacao identidade, sendo a parte

sistematica dada por
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em que 3; = 0. Para ajustarmos o modelo no R devemos fazer o seguinte:
turbina = scan("turbina.dat", list(tipo=0, tempo=0))
attach(turbina)
tipo = factor(tipo)
fitl.turbina = glm(tempo ~ tipo, family=Gamma(link=identity))

summary (fitl.turbina).

As estimativas de maxima verossimilhanga ficam dadas por i = 10,693 (1, 543),

A

By = —4,643 (1,773), B5 = —2,057 (1,983), By = —0,895 (2,003) e B5 =
4,013 (2,623) indicando para o tipo II um tempo médio de sobrevivéncia
significativamente menor do que o tipo I ao nivel de 5%. Para o tipo V no-
tamos um tempo médio maior do que o tipo I enquanto que os outros trés
tipos apresentam tempos médios pouco diferentes do tipo 1. Esses resultados
confirmam a analise descritiva apresentada na Figura 2.3. O desvio do mo-
delo foi de D*(y; 1) = 8,861 x 5,804 = 51,43, com 45 graus de liberdade,
que leva a P = 0,236 e indica um ajuste adequado.

A estimativa de méxima verossimilhanga (erro padrao aproximado)
do parametro de precisao é dada por gg = 5,804 (1,129), indicando que as
distribuicoes dos tempos até a perda da velocidade nao devem ser muito
assimétricas. Podemos tentar avaliar através de um teste apropriado se os
indicios observados pelas estimativas individuais das médias sao verificados
conjuntamente. Vamos, entao, tentar agrupar os tipos I, III e IV. As hipote-
ses apropriadas sao dadas por Hy : 84 = 3 = 0 contra Hy : 54 # 0 ou 83 # 0
do grupo IV. Como QAS ¢ relativamente alto podemos aplicar a estatistica F
dada na Segao 1.7. Sob Hy obtemos D(y; fx) = 9,091 para 47 graus de liber-
dade e sob a hipotese alternativa D(y; 1) = 8,861 para 45 graus de liberdade.
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A estatistica F fica dada por

(9,091 — 8,861)/2
8,861 /45
= 0,584,

F —

que leva a P = 0,562, ou seja, pela nao rejeicao de Hy. As novas estimativas
sio dadas por i = 9,71 (0,81), By = —3,66 (1,19) e 5 = 5,00 (2,27).
Obtemos ¢ = 5,66 (1,10) e D*(y; fr) = 51,47 para 47 graus de liberdade
com P = 0, 30.
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Figura 2.4: Grafico da distancia de Cook aproximada referente ao modelo
gama ajustado ao dados sobre desempenho de turbinas de aviao.

Na Figura 2.4 temos o grafico de indices da distancia de Cook apro-
ximada. Notamos um forte destaque para a observagao #49 seguida da ob-
servacao # 47 que correspondem, respectivamente, aos valores 25,46 e 12,75
para o tempo até a perda da velocidade de um dos motores de tipo IV e

tipo II. O valor 25,46, como mostra o boxplot correspondente na Figura 2.3
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destoa dos demais tempos. A eliminagao dessa observagao aumenta a signi-
ficancia marginal de (4, embora esse efeito continue nao significativo a 10%.
Nao ha mudangas inferenciais nos demais resultados.

O grafico normal de probabilidades com envelope para os componentes
padronizados do desvio é apresentado na Figura 2.5. Notamos, pelo grafico,
que nao hé indicios de afastamentos sérios da suposi¢ao de distribuicao gama
para os tempos até a perda da velocidade dos motores, bem como para a
suposicao de homogeneidade do coeficiente de variacao para os cinco grupos.
A sequéncia de comandos para construirmos os graficos de diagnodstico e

normal de probabilidades é descrita no Apéndice B.

Componente do Desvio

Percentil da N(0,1)

Figura 2.5: Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo gama ajus-
tado aos dados sobre desempenho de turbinas de aviao.

Portanto, podemos concluir neste exemplo que nao existe diferenca

significativa entre os tipos I, III e IV, enquanto os tipos Il e V aparecem
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de forma significativa com o menor e maior tempo médio até a perda da

velocidade, respectivamente.

0.002 0.003 0.004
| |

Densidade

0.001
|

0.0
1

0] 200 400 600

cpue

Figura 2.6: Densidade aproximada da cpue para todas as embarcacoes.

2.4.2  Espinhel de fundo

O espinhel de fundo é definido como um método de pesca passivo, sendo
utilizado em todo o mundo em operagoes de pesca de diferentes magnitu-
des, da pesca artesanal a modernas pescarias mecanizadas. E adequado para
capturar peixes com distribuicao dispersa ou com baixa densidade, além de
ser possivel utilizéd-lo em &reas irregulares ou em grandes profundidades. E
um dos métodos que mais satisfazem as premissas da pesca responsavel, com
alta seletividade de espécies e comprimentos, alta qualidade do pescado, con-
sumo de energia baixo e pouco impacto sobre o fundo oceanico. No arquivo
pesca.dat estao parte dos dados de um estudo sobre a atividade das frotas

pesqueiras de espinhel de fundo baseadas em Santos e Ubatuba no litoral
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paulista (vide Paula e Oshiro, 2001). A espécie de peixe considerada é o
peixe-batata pela sua importancia comercial e ampla distribuicao espacial.
Uma amostra de n = 156 embarcagoes foi analisada no periodo de 1995 a
1999 sendo 39 da frota de Ubatuba e 117 da frota de Santos. As varia-
veis consideradas para cada embarcacao sao as seguintes: frota (Santos ou
Ubatuba), ano (95 a 99), trimestre (1 ao 4), latitude' (de 23,25° a 28,25°),
longitude? (de 41,25° a 50,75°), dias de pesca, captura (quantidade de peixes
batata capturados, em kg) e cpue (captura por unidade de esforgo, kg/dias
de pesca). Um dos objetivos desse estudo é tentar explicar a cpue pelas varié-
veis frota, ano, trimestre, latitude e longitude. Estudos similares realizados
em outros paises verificaram que é bastante razoavel supor que a cpue tem
distribui¢ao assimétrica a direita, como é o caso da distribuigao gama (vide,

por exemplo, Goni, Alvarez e Adlerstein, 1999).

cpue
100 200 300 400 500 600

|
H T
[ S

Santos Ubatuba

Frota

Figura 2.7: Boxplots da cpue segundo a frota.

!distancia ao Equador medida ao longo do meridiano de Greenwich
2distancia ao meridiano de Greenwich medida ao longo do Equador
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cpue
100 200 300 400 500 600

1995 1996 1997 1998 1999

Ano

Figura 2.8: Boxplots da cpue segundo o ano.

Para lermos o arquivo pesca.dat no R devemos fazer o seguinte:

pesca = source("pesca.dat", list(frota=0, ano=0, trimestre=0,
latitude=0, longitude=0, diaspesca=0, captura=0, cpue=0))

frota = factor(frota)

ano = factor(ano)

trimestre = factor(trimestre).
Antes de propormos um modelo para tentar explicar a cpue média pelas va-
riaveis explicativas, vamos apresentar uma analise descritiva dos dados. Na
Figura 2.6, em que temos a distribuicao da cpue para todas as embarcagoes,
podemos notar uma assimetria acentuada & direita confirmando constata-
¢oes de estudos anteriores. Ja nas Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 sao apresentados
os boxplots da cpue segundo os fatores frota, ano e trimestre. Notamos
uma superioridade da frota de Santos em relacao a frota de Ubatuba, porém

poucas diferencas entre os niveis dos fatores ano e trimestre, embora o ano
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cpue
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Figura 2.9: Boxplots da cpue segundo o trimestre.

de 97 tenha uma mediana um pouco superior aos demais anos.

Frota Estatistica 95 96 97 98 99
Média 229,37 193,19 262,67 210,29 197,22
Santos D.Padrao 148,07 132,55 153,60 122,95 103,45
C. Variacao 64,55% 68,61% 58,48% 5844% 52,45 %
n 19 8 17 27 46
Média 47,08 96,09 210,56 174,43 140,85
Ubatuba D. Padrao 4,73 59,19 77,51 99.16 71,59
C. Variacao 10,05% 61,60 % 36,81% 56,85%  50,83%
n 3 12 6 5 13

Pela Figura 2.10 notamos que a frota de Santos prefere latitudes e

longitudes maiores do que a frota de Ubatuba. Pelos diagramas de dispersao

entre cpue e latitude e cpue e longitude apresentados na Figura 2.11 ha

indicios de um ligeiro crescimento da cpue com a latitude, porém nao esta

bem definida a tendéncia da cpue com a longitude.
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Na tabela dada a seguir sao apresentadas as médias, desvios padrao e

coeficientes de variagao amostrais para as frotas de Santos e Ubatuba refe-

rentes ao periodo 95-99.

: © ;
I : 2 :
~ :
~ :
— © :
: < :
: (<] :
@ S :
© : '
S N 2 : :
= > :
i 5 —_— —
— 3 <
w <
3N
<
N : Y]
— <

Santos Ubatuba

Santos

Ubatuba

Frota

Frota

Figura 2.10: Boxplots da latitude e longitude segunda a frota.
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Figura 2.11: Diagramas de dispersdo da cpue contra latitude (a) e contra

longitude (b).

Portanto, a suposicao de coeficiente de variagdo constante parece ser
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bastante razoavel para a frota de Santos. Para a frota de Ubatuba as esti-
mativas de 95 e 97 destoam das demais, porém devemos levar em conta para
essa frota que as amostras sao pequenas.

Como todas essas analises sao marginais, nao levando em conta a pre-
senca das outras variaveis, somente através de um modelo apropriado é que
poderemos conhecer o efeito de cada varidvel explicativa na presenca das
demais. Definimos entao Yz, como sendo a cpue observada para a i-ésima
embarcacao da j-ésima frota, (Santos, j = 1; Ubatuba j = 2), no k-ésimo
ano e (-ésimo trimestre (k, ¢ = 1,2, 3,4). Vamos supor que Y;;xe ~ G(pi ke, @)

com parte sistematica dada por
logpijee = a + B + Y + 0¢ + o1 Latitudeyjre + d2Longitude; ., (2.2)

em que f3j, v € 0y denotam, respectivamente, os efeitos da j-ésima frota, k-
ésimo ano e (-ésimo trimestre. Como estaremos assumindo parametrizacao
casela de referéncia teremos as restricoes 1 = 0, 1 = 0 e #; = 0. Temos
ainda que latitude;;;, e longitude;;;, denotam, respectivamente, a latitude e
longitude da i-ésima embarcacao da frota j no k-ésimo ano e trimestre £.

Ajustamos aos dados o modelo gama com parte sistematica dada por
(2.2) e aplicando o método de Akaike (vide Segao 1.11.2) retiramos o fator
trimestre, permanecendo no modelo os fatores frota e ano além das variaveis
quantitativas latitude e longitude. Para ajustarmos o modelo e aplicarmos o
método AIC devemos aplicar os seguintes comandos:

attach(pesca)

fitl.pesca = glm(cpue ~ frota + ano + trimestre + latitude
+ longitude, family=Gamma)

summary(fitl.pesca)

require (MASS)

stepAIC(fitl.pesca).
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O procedimento stepAIC assume que o parametro ¢ é constante, ou seja,
nao muda de um modelo para o outro. Como isso em geral nao é satisfeito
devemos aplicar algum procedimento alternativo a fim de confirmarmos o
modelo escolhido pelo método AIC. Fizemos isso através da estatistica da

razao de versossimilhancgas, confirmando a retirada do fator trimestre.

Tabela 2.2
Estimativas dos parametros referentes ao modelo
gama ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 6,898 3,00
Latitude 0,204 2,81
Longitude -0,150 -1,97
Frota-Ubatuba -1,359 -3,68
Ano96 -0,064 -0,26
Ano97 0,141 0,74
Ano98 -0,043 -0,25
Ano99 -0,009 -0,06
FrotaUb*Ano96 0,806 1,77
FrotaUb*Ano97 1,452 3,20
FrotaUb*Ano98 1,502 3,32
FrotaUb*Ano99 1,112 2,76
¢ 3,67 9.17

O teste da razao de verossimilhancas para incluirmos a interacao entre
os dois fatores que permaneceram no modelo, frota e ano, foi de £y = 14, 26
para 4 graus de liberdade e obtemos P = 0,0065. Portanto, a interacao
serd incluida no modelo. As estimativas do modelo final que inclui os efeitos
principais latitude, longitude, frota e ano além da interacao entre ano e frota
sao apresentadas na Tabela 2.2 e o desvio do modelo foi de D*(y; 1) =
162,66 com 144 graus de liberdade e P = 0, 14, indicando um modelo bem
ajustado. Notamos que a medida que aumenta a latitude aumenta a cpue,

ocorrendo tendéncia contraria a medida que aumenta a longitude. Logo, para
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latitudes altas e longitudes baixas (dentro dos limites amostrais), esperamos
valores maiores para a captura por unidade de esforco. Com relacao a frota
e ano, como foi incluida interacao entre esses fatores, a interpretacao das
estimativas deve ser feita com um pouco mais de cuidado. Para isso, exibimos
na Figura 2.12 os valores esperados da cpue fixando latitude e longitude
nos valores, respectivamente, 26° e 46°. Notamos pela figura que até 96 os
valores preditos para a frota de Ubatuba nessas latitude e longitude sao bem
menores do que os valores preditos para a frota de Santos. Contudo, a partir
de 97 as diferencas entre os valores preditos para as duas frotas diminuem.
Os valores preditos para a frota de Santos variam pouco no periodo 95-99,

diferentemente dos valores preditos para a frota de Ubatuba.
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Figura 2.12: Estimativas da cpue média para as frotas de Santos e Ubatuba
segundo o ano de operacgao fixando-se a latitude em 26° e a longitude em 46°
através do modelo gama.
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Figura 2.13: Graficos de diagnodstico referentes ao modelo gama ajustado aos
dados sobre espinhel de fundo.

Os gréaficos de diagnostico (Figura 2.13) nao apresentam pontos de ala-
vanca ou aberrantes, nem indicagoes de que a ligacao utilizada é inadequada.
Contudo, duas observagoes aparecem com destaque no grafico de influéncia,
as embarcagoes #17 e #8. A embarcacao #8 é da frota de Ubatuba e ob-
teve uma cpue de 350 numa latitude de 24,25° (abaixo da latitude média
de 26,22°) e longitude de 45,25° (proxima da longitude média de 46,28°) no
ano de 98. Ja a embarcacao #17 é da frota de Santos, obteve uma cpue
de 450 numa latitude de 24,75° e longitude de 46,25° no ano de 99. Ambas
embarcacgoes alcancaram cpues bastante altas em latitudes relativamente bai-

xas, contrastando com a tendéncia apresentada pelo modelo. A eliminagao
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das embarcagoes individualmente e em conjunto altera algumas estimati-
vas porém nao muda as conclusoes inferenciais. Todos os efeitos continuam
marginalmente significativos ao nivel de 10%. O gréafico normal de probabi-
lidades com envelope gerado (Figura 2.14) nao apresenta indicios de que a

distribuicao gama seja inadequada para explicar a cpue.
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Figura 2.14: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo gama
ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

2.4.3 Aplicacao em seguros

A fim de ilustrarmos uma aplicacdo na area de seguros, vamos considerar
parte dos dados descritos em de Jong e Heller (2008, pgs. 14-15) referentes aos
valores pagos de seguros individuais (em doélares australianos) por danos com

acidentes pessoais no periodo de julho de 1989 a junho de 1999. As analises

136



2.4 Aplicacoes

serao restritas ao periodo de janeiro de 1998 a junho de 1999, um total de
769 seguros pagos. Além do valor pago ao segurado serao consideradas as
seguintes variaveis explicativas: legrep, representacao legal (0: nao, 1: sim)
e optime, tempo operacional para pagamento do seguro. Essa tltima varidvel
assume valores no intervalo (0, 100) e por exemplo um valor 23 significa que
23% dos seguros foram pagos antes do seguro em analise. Como estamos
considerando apenas parte dos dados (referentes aos tltimos 18 meses), os
valores de optime irao variar de 0,1 a 31,9. O subconjunto de dados analisado

esta descrito no arquivo insurance.dat.
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Figura 2.15: Diagrama de dispersao entre o valor pago de seguro e o tempo
operacional para os grupos sem representacao legal (a) e com representagao
legal (b).

Na Figura 2.15 temos o diagrama de dispersao entre o logaritmo do

valor pago e o tempo operacional para os grupos sem representacao legal
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(Figura 2.15a) e com representagao legal (Figura 2.15b) e as tendéncias ajus-
tadas de forma nao paramétrica. Notamos pela Figura 2.15a um crescimento
aproximadamente quadrético do logaritmo do valor pago com o tempo opera-
cional, contudo a variablidade parece ser maior para valores baixos do tempo
operacional. Ja para os individuos com representagao legal (Figura 2.15b),
notamos que o logaritmo do valor pago cresce linearmente com o tempo ope-
racional enquanto a variabilidade se mantém aproximadamente constante.
Notamos também que os valores pagos de seguro sao em geral maiores para

o grupo com representacao legal.
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Figura 2.16: Distribuicao do valor do seguro para os grupos sem representa-
¢ao legal (a) e com representagao legal (b).

Na Figura 2.16 temos a distribui¢ao aproximada do valor pago de se-
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guro para os dois grupos, sem representagao legal (Figrua 2.16a) e com re-
presentagao legal (Figura 2.16b). Em ambos os graficos podemos notar que a
distribuigao é fortemente assimétrica a direita, sugerindo distribui¢oes gama
ou normal inversa para explicar o valor pago de seguro.

Vamos denotar por Y;; o valor pago de seguro para o j-ésimo individuo
do i-ésimo grupo (¢ = 0, sem representagao legal e i = 1 com representagao
legal) e j = 1,...,n; sendo ng = 227 e n; = 542. Conforme sugerido pelas

Figuras 2.16a e 2.16b assumiremos inicialmente Y;; ~ G(u;;, ¢;) tais que

logpo; = o+ ﬁlooptimej + ﬂgooptimei e
logp; = a1+ Brioptime;.
Tabela 2.3

Estimativas dos pardametros referentes
aos modelos com resposta gama ajustados
aos dados sobre sequro.

Parametro Estimativa E/E.Padrao
Qg 7,223 44,13
Bio 0,204 6,72
B20 -0,005 -5,08
®o 0,78 12,55
oy 8,805 140,50
B 0,023 5,48
ol 2,22 17,66

As estimativas dos modelos propostos, que foram ajustados separa-
damente, sao descritas na Tabela 2.3. Notamos pelas estimativas que as
tendéncias observadas nas Figuras 2.15a e 2.15b foram confirmadas de forma
significativa. Contudo, pelos gréaficos normais de probabilidades (Figura 2.17)
notamos indicios de afastamentos da distribuicdo gama para o valor pago de

seguro, principalmente para o grupo com representacao legal. Para o grupo
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sem representacao legal notamos que os menores valores do seguro foram
superestimados pelo modelo. Os desvios dos dois modelos foram, respectiva-
mente, de D*(y; ft) = 270,43 com 224 graus de liberdade e D*(y; 1) = 581, 72
com 540 graus de liberdade. Embora as estimativas de ¢g e ¢, sejam relati-
vamente pequenas, ha indicios pelos valores dos desvios que os modelos nao

estao bem ajustados.
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Figura 2.17: Grafico normal de probabilidades para os modelos com resposta
gama ajustados aos dados de seguro para os grupos sem representacao legal
(a) e com representagoa legal (b).

Analisando os graficos da distancia de Cook (Figura 2.18a) e residuo
componente do desvio contra os valores ajustados (Figrua 2.18b) apenas para
o grupo sem representacao legal, notamos que nao hé indicios de observacoes
aberrantes, contudo algumas observacoes aparecem como possivelmente in-

fluentes. Essas observagoes em geral correspondem a valores altos para o
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valor pago de seguro. A eliminacao das 10 observagoes com mais detaque

na Figura 2.18a nao muda a inferéncia, todos os coeficientes continuam alta-

mente significativos, porém a estimativa de 8;y aumenta quase 20%.
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Figura 2.18: Graficos de diagnoéstico para o modelo com resposta gama ajus-
tado aos dados de seguro para o grupo sem representacao legal.

Para o grupo com representacao legal a utilizagao de outras ligagoes ou

mesmo outras distribui¢oes sao alternativas a fim de tentarmos melhorar a

qualidade do ajuste. Paula et al. (2012) comparam ajustes de modelos com

resposta gama com modelos com resposta log-Birnbaum-Saunders (log-BS)

e log-Birnbaum-Saunders-t (log-BS-t) para explicar o valor pago de seguro

para o grupo com representacao legal, obtendo um ajuste satisfatério com

os modelos log-BS-t. Essa distribuicao acomoda melhor as observagoes aber-

rantes que correspondem a valores altos de seguro.
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2.5 FElasticidade

O modelo log-linear com resposta gama pode ser utilizado para a estima-
¢ao da elasticidade entre a demanda de um produto e seu prego unitario.
Como ilustracao, vamos supor que Y denota a demanda e X o prego unité-
rio. E usual em Econometria (ver, por exemplo, Gujarati, 2006, Secao 6.4)
assumirmos que

Y = fzP2et, (2.3)

sendo v um erro aleatério, em geral assumido N(0,0?). Isso implica em e*

. . . .o~ L 1. 2 A 2 2
seguir distribui¢do log-normal de média e’ /2 e variancia ¢ (¢ — 1). Em
vez de uma log-normal podemos assumir, alternativamente, e* ~ G(1, ¢).

Assim, teremos que a média de Y dado x fica dada por

lu(x) = le/@?

ou seja logu(x) = logf; + falogr, um MLG com resposta gama e ligagao
logaritmica.

Para entendermos a elasticidade entre a demanda e o prego do produto,
vamos supor que o pre¢o aumente r X 100% de modo que o novo prego seja
dado por xy = (1 4+ r)x, para 0 < r < 1. O novo valor esperado para a

demanda fica dado por
_ B2
p(ry) = By
e a razao entre as demandas médias assume a forma

/L({L‘N) _ eﬁzlog(lJrr)
p()

(1+ r)ﬁ?

Para r pequeno temos a aproximacao

wn) o .
) (1+175,),
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de modo que se o prego aumentar 1% (r = 0,01) a demanda aumenta £5,%,

()

O parametro 5 é conhecido como elasticidade entre a demanda e o preco do

ou seja,

produto.

2.5.1 Modelo de Cobb-Douglas

O modelo (2.3) pode ser estendido para duas ou mais variaveis explicativas
as quais poderao representar outros tipos de preco ou mesmo algum tipo
de insumo. Em particular, o modelo de Cobb-Douglas (ver, por exemplo,
Gujarati, Exemplo 7.3) considera a seguinte equagao para explicar a demanda

de um produto pelos insumos de mao de obra e capital:
Y = B alPer, (2.4)

em que Y denota a demanda, x5 o valor do insumo de mao de obra, x3 o
valor do insumo de capital e u o erro aleatorio. Para 3 fixado (x4 fixado) o
parametro B2 (f3) mede a elasticidade parcial entre a demanda e o insumo
de mao de obra (capital). A soma [+ f3 mede os retornos de escala, ou seja,
se By + B3 = 1 significa que os retornos sao proporcionais, dobrando o uso
de insumos a demanda esperada aumenta duas vezes, triplicando os insumos
h& aumento de trés vezes para a demanda esperada, e assim por diante.
Se (B + B3 < 1 os retornos de escala serao menores, dobrando os insumos
esperamos demanda menor do que o dobro, e se 5 + 53 > 1 os retornos
de escala serao maiores, dobrando os insumos esperamos que a demanda
aumente mais que duas vezes.

Para mostrarmos esses resultados suponha que os novos insumos de

mao de obra e de capital sejam dados por 1y = rz; e xoy = 1y, OU S€ja,

143
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aumentam r vezes. Assim, a nova demanda esperada serd dada por

(TN, 2an) = Ba(raze)??(ras)®
— T(ﬂ2+63)51f52$'§3

— 7”32+”63,u(:v1, :ch),

em que pu(ry,x2) € a demanda esperada inicial. Logo, se 5 + 3 = 1 entao
w1y, xan) = ru(xy, z2), ou seja, a demanda esperada aumenta r vezes. Por
outro lado, se 8y + B3 < 1 teremos que u(xin, xon) < ru(z1,x2), OU Seja, a
demanda esperada aumenta menos que r vezes e se 35 + 3 > 1 teremos que
a demanda esperada aumenta mais que r vezes, u(z1y, Tan) > ri(T1, Ta).
Obviamente que existem varias distribui¢oes candidatas para explicar

“ sendo as distribui¢oes gama e normal inversa as candidatas naturais na

e
classe dos MLGs. Podemos também assumir que logu tenha distribui¢ao nor-
mal. Contudo, somente através de uma analise de diagnostico é que podemos

avaliar a adequacao de cada distribuicao.

2.5.2 Aplicacao

Como ilustragao vamos considerar um experimento aleatorizado descrito em
Griffiths, Hill e Judge (1993, Se¢ao 11.8.1¢) em que a produtividade de milho
(libras/acre) é estudada segundo vérias combinagoes de nitrogénio e fosfato
(40, 80, 120, 160, 200, 240, 280 e 320 libras/acre). Os dados estao descritos
no arquivo milho.dat. Nas Figuras 2.19a e 2.19b temos os diagramas de
dispersao entre a produtividade de milho e as quantidades de nitrogénio e
fosfato, respectivamente, e conforme podemos notar nessas figuras hé indicios
de uma tendéncia crescente da produtividade com o aumento dos insumos.
Notamos também um aumento da variabilidade com o aumento das quanti-

dades de nitrogénio e fostato, sugerindo que a suposicao de distribuicao gama
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ou normal inversa para logu no modelo de Cobb-Douglas pode levar a um
ajuste adequado.

Denotaremos por Y; a produtividade de milho dada a combinagao
(214, T9;) de nitrogénio e fosfato correspondente a i-ésima condigao experi-
mental (i = 1,...,30). Vamos entao supor que Y; ~ G(u;, @) com parte
sistematica dada por logu, = a + Silogz; + Bologws;.
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Figura 2.19: Diagramas de dispersao entre a quantidade de nitrogénio e a
produtividade de milho (a) e a quantidade de fosfato e a produtividade de
milho (b).

As estimativas sao descritas na Tabela 2.4, e como podemos notar os
coeficientes sao altamente significativos, confirmando as tendéncias observa-
das na Figura 2.19. Na Figura 2.20a temos o grafico normal de probabilidades
que nao apresenta observagoes aberrantes nem indicios de afastamentos da

distribui¢ao assumida para os erros. Pelo gréfico da distancia de Cook (Fi-
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2.6 Distribui¢ao normal inversa

gura 2.20b) a observacdo #1 aparece com mais destaque. Reajustando o
modelo sem essa observagao notamos variacoes importantes nas estimativas
dos coeficientes 31 e (o, respectivamente. Porém a inferéncia nao muda, es-
ses coeficientes continuam sendo altamente significativos. A estimativa de
¢ sugere que a suposicao de distribuicao log-normal para os erros também
pode levar a um ajuste adequado, embora o modelo gama contemple a pos-

sibilidade de heteroscedasticidade.

Tabela 2.4
Estimativas dos parametros referentes ao
modelo de Cobb-Douglas ajustado ao dados
sobre produtividade de milho.

Parametro Estimativa E/E.Padrao
a 0,469 1,67
Bi 0,350 8,30
B2 0,410 10,07
) 46,59 11,99

A fim de verificarmos como ocorrem os retornos de produtividade de
milho com as aplicagoes de fosfato e nitrogénio vamos encontrar uma estima-
tiva intervalar para (3 + (5. Temos que \A/ar(/éﬁ + 62) = 0,003143, assim uma
estimativa intervalar de coeficiente de confian¢a de 95% fica dada por [0,35
+ 0,41 + 1,96*,/0,003143] = [0,52; 0,87 que nao cobre o valor 1,0. Por-
tanto, dobrando as aplica¢oes de insumos de nitrogénio e fosfato os retornos

esperados de produtividade devem aumentar menos do que duas vezes.

2.6 Distribuicao normal inversa

Vamos supor que Y é uma variavel aleatoria com distribuigao normal inversa

de média p e parametro de dispersao ¢!, denotamos Y ~ NI(u, ¢), cuja
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Figura 2.20: Grafico normal de probabilidades (a) e distancia de Cook (b)
referentes ao modelo de Cobb-Douglas ajustado aos dados do experimento
sobre produtividade de milho.

funcao densidade é expressa na forma

- S y _¢(?J—M)2}
fly;p,0) = \/Wep{ 22y

— exp [gb {—2%2 + %} - % {log(%y?’/eﬁ) + gH :

em que y > 0, 4 > 0. Na Figura 2.21 temos a densidade da distribuicao
normal inversa variando o parametro de precisao para p fixado. Notamos
que a medida que ¢ aumenta a distribuicao normal inversa fica mais simé-
trica em torno da média. Podemos mostrar que & medida que ¢ aumenta
Y se aproxima de uma distribuicao normal de média u e variancia ¢!
Similarmente & distribuigdo gama, a normal inversa torna-se atrativa para
o estudo de variaveis aleatorias assimétricas e também simétricas em que a

variancia depende de forma cibica da média. Uma discussao sobre as su-
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2.6 Distribui¢ao normal inversa

posicoes tedricas para a construcao da distribuicao normal inversa pode ser

encontrada, por exemplo, em Leiva, Barros e Paula (2009, Cap. 2).
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Figura 2.21: Densidades da distribui¢ao normal inversa para alguns valores
do parametro de dispersao e supondo p = 2.

A funcao de sobrevivéncia da distribuigao normal inversa de média u
e parametro de dispersao ¢! (ver, por exemplo, Collett, 2003, pp. 198-199)
é dada por

S(t) = o{(1 —tp )/ gt! — exp(2¢/p)P{—(1 +tu™")\/pt~1}.

A fungdo de risco é dada por h(t) = f(t)/S(t) em que f(y) denota a fungao
densidade da NI(u, ¢).
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2.7 Modelos com resposta normal inversa

Sejam Y7, ..., Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ NI(u;, ¢).
Estamos assumindo que essas variaveis possuem médias diferentes e mesma
dispersdo ¢~!. Ademais, vamos supor g(u;) = n; em que 7; = x. 3 com x; =
(241, ..., 2)" contendo valores de variaveis explicativas e 8 = (B, ..., 53,)"
sendo o vetor de parametros de interesse. As ligagbes mais usadas no caso
normal inversa sao identidade (u; = n;), logaritmica (logu; = n;) e reciproca

quadratica (u; = n; ?), esta tltima sendo a ligacdo canonica.

2.7.1 Qualidade do ajuste

Como foi visto na Sec¢ao 1.4 o desvio de um modelo com resposta normal
inversa é dado por D*(y; ft) = ¢D(y; ft) em que

D(y: fr) = Y (yi — fu)*/ (wifi}), (2.5)

i=1
com f; = g (), H; = XlTB ey; > 0. Como ¢ é desconhecido devemos
estima-lo, por exemplo através de maxima verossimilhanca, cuja solucao é
dada por ¢ = n/D*(y; ft). Supondo que o modelo postulado esta correto
temos, para ¢ grande, que o desvio D*(y; 1) segue distribuigao qui-quadrado
com (n — p) graus de liberdade. Assim, valores altos para o desvio podem

indicar inadequacao do modelo ou falta de ajuste.

2.7.2 Técnicas de diagnostico

O residuo componente do desvio padronizado para os modelos com resposta
normal inversa assumem a forma

V20 (yi — )
1— hy BiYi

tp, =
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em que y; > 0 e h; é o 1-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H = W2X(XTWX)"'XTW'2 com w; = (du;/dn;)?/p. Na expressio
para tp, no caso da distribui¢ao normal inversa o sinal do residuo é o mesmo
de (y; — f1;). Estudos de simulagao indicam que o residuo ¢p, se aproxima da
distribuicao normal, particularmente para ¢ grande.

Similarmente aos modelos com resposta gama podemos obter uma ex-
pressao aproximada para a distancia de Cook quando a i-ésima observagao é

excluida. Essa expressao fica dada por

¢ilu‘ (yz - ﬂz‘)2
(1—hy)?

LD, =

Aqui também sao sugeridos graficos de tp, e h;; contra os valores ajustados

i1; e graficos de indices de LD;.

2.8 Aplicagoes
2.8.1 Comparacao de cinco tipos de snack

Vamos considerar nesta secao parte dos dados de um experimento desenvol-
vido no Departamento de Nutricao da Faculdade de Satide Piblica da USP
em que 5 formas diferentes de um novo tipo de snack, com baixo teor de
gordura saturada e de acidos graxos, foram comparados ao longo de 20 se-
manas. Neste novo produto a gordura vegetal hidrogenada, responsavel pela
fixacao do aroma do produto, foi substituida, totalmente ou parcialmente,
por Oleo de canola. As formas sao as seguintes: A (22% de gordura, 0%
de 6leo de canola), B (0% de gordura, 22% de 6leo de canola), C (17% de
gordura, 5% de 6leo de canola), D (11% de gordura, 11% de 6leo de canola)
e E (5% de gordura, 17% de 6leo de canola). O experimento foi conduzido

de modo que nas semanas pares 15 embalagens de cada um dos produtos A,
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2.8 Aplicagoes

B, C, D e E fossem analisadas em laboratério e observadas diversas variaveis
(ver Paula, de Moura e Yamaguchi, 2004). Em particular, vamos estudar o
comportamento da textura dos produtos através da forca necessaria para o
cisalhamento. Os dados referentes a esta variavel estao disponiveis no arquivo
snack.dat.

Para lermos o arquivo snack.dat no R devemos fazer o seguinte:

snack = source("snack.dat", list(cisalhamento=0, grupo=0,

semana=0))

grupo = factor(grupo) .
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Figura 2.22: Boxplots da for¢a de cisalhamento segundo o grupo e para
todas as semanas.

Notamos pela Figura 2.22, em que sao apresentados os boxplots da
forga de cisalhamento segundo o grupo e para todas as semanas, que o0s

grupos A e C possuem os maiores valores, enquanto o grupo C tem valores
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intermediarios e os grupos D e E tém os menores valores. Nota-se uma
assimetria a direita na distribuicao da forca de cisalhamento para todos os
grupos. Esssas tendéncias sao confirmadas pela tabela dada a seguir em que
sao apresentadas as médias, desvio padrao e coeficiente de variagao para a

forga de cisalhamento para cada grupo.

Estatistica  Grupo A Grupo B Grupo C Grupo D Grupo E
Média 66,201 55,294 61,632 51,027 50,257
D.Padrao 18,707 13,143 19,601 10,960 11,402
C. Variacao  28,20%  23,80%  31,80% 21,50%  22,70%
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Figura 2.23: Boxplots da forca de cisalhamento segundo a semana e para
todos os grupos.

Ja na Figura 2.23, em que sao apresentados os boxplots para todos os

grupos ao longo das 20 semanas, uma tendéncia crescente é observada até a
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14% semana seguida de um decrescimento até a tltima semana. Verificamos
também, para cada semana, que a distribuicao da forca de cisalhamento
mostra-se assimétrica a direita sugerindo uma distribuicao gama ou normal
inversa. Esssas tendéncias sao confirmadas pelo gréafico de perfis para a forca
de cisalhamento (vide Figura 2.24) e pela tabela dada a seguir em que sao
apresentadas as médias, desvio padrao e coeficiente de variacao para a forca

de cisalhamento para cada semana.

Estatistica Semana 2 Semana 4 Semana 6 Semana 8 Semana 10
Média 50,95 44,66 50,08 55,57 60,15
D.Padrao 13,12 9,76 15,97 16,28 14,72

C. Variacao 25,80% 21,90% 31,90% 29,30% 24,50%

Estatistica  Semana 12 Semana 14 Semana 16 Semana 18 Semana 20
Média 57,84 71,57 65,18 60,37 52,45
D.Padrao 13,61 20,17 16,95 10,25 12,58
C. Variacao 23,50% 28.,20% 26,00% 17,00% 24.00%

Assim, denotaremos por Y, a forca de cisalhamento referente a k-
ésima réplica do i-ésimo grupo na j-ésima semana, para k = 1,...,15, j =
2,4,6,...,20 e i =1(A),2(B),3(C),4(D) e E(5). A fim de compararmos as
duas distribuigdes assimétricas vamos supor que Yji ~ G(uij, @) € Yijp ~

NI(pij, ¢) com parte sistematica dada por
[i; = o + B; + yisemana; + Pygsemanai, (2.6)

em que $; = 0. Portanto « é o efeito da forma A, controlando pela semana,
e o+ f; (i=2,3,4,5) sao os efeitos das demais formas B, C, D e E, respecti-
vamente. Estamos supondo a mesma tendéncia para os cinco tipos de snack.
Alternativamente poderiamos incluir interagao entre grupo e semana, possi-

bilitando o ajuste de tendéncias separadas para cada grupo.
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Figura 2.24: Perfis da forca de cisalhamento segundo as semanas e os grupos.

Para ajustarmos o modelo (2.6) com resposta normal inversa sem in-
teragao devemos fazer o seguinte:

sl

s2

Semana

slxsl

fitl.snack = glm(cisalhamento ~ grupo + sl + s2,
family=inverse.gaussian(link=identity))

summary (fitl.snack) .

Abaixo seguem os comandos para o ajuste com interacao

fit2.snack = glm(cisalhamento ~ grupo + sl + s2 + slxgrupo
+s2%grupo, family=inverse.gaussian(link=identity))

summary (fit2.snack) .

Este é um exemplo em que ha uma ligeira superioridade da distribuigao

normal inversa em relagao a distribuicao gama. Embora a fun¢ao de variancia
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da normal inversa seja ciibica enquanto para a gama temos fungao de varian-
cia quadratica, nem sempre é possivel diferenciarmos de forma clara os dois
ajustes. Notamos pela Figura 2.25 que o gréfico de residuos de Pearson con-
tra os valores ajustados apresenta uma tendéncia sistematica crescente sob
o modelo gama, que ¢ amenizada sob o modelo com erros normal inversa.
Os dois modelos ajustam-se muito bem aos dados como podemos notar pelo
valor do desvio do modelo gama D*(y; 1) = 756,87 (753 g.l.) com P=0,35
e pelo gréafico normal de probabilidades para o modelo com resposta normal

inversa apresentado na Figura 2.26.
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Figura 2.25: Graficos do residuo de Pearson contra os valores ajustados refe-
rentes aos modelos gama (a) e normal inversa (b) ajustados aos dados sobre
snacks .

Na Tabela 2.5 sao apresentadas as estimativas sob o modelo com res-
posta normal inversa. Todos os efeitos sao altamente significativos, em par-
ticular o efeito de semana na forma quadratica. Controlando esse efeito, a

maior forga média de cisalhamento ocorre com o produto sob a forma A (au-
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séncia de 6leo de canola) e a menor for¢a média de cisalhamento ocorre com

as formas D e E, confirmando-se as tendéncias observadas na Figura 2.22.
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Figura 2.26: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo com res-
posta normal inversa ajustado aos dados sobre snacks.

Na Figura 2.27 temos os valores preditos para os 5 grupos ao longo
das 20 semanas. A estimativa do parametro de precisao indica que a distri-
buigao da forga de cisalhamento em cada grupo, fixando o tempo, é apro-
ximadamente normal. Contudo, a varidncia depende da média. A forma
cubica para a variancia mostrou-se ligeiramente superior a forma quadratica.
Outras formas para ajustarmos a variancia podem ser testadas, como por
exemplo, através de modelos de quase-verossimilhanca que serao discutidos
no Capitulo 5. O paralelismo entre as curvas apresentadas na Figura 2.27
é devido a nao inclusao de interagao entre semana e grupo. Alternativa-

mente, poderfamos incluir uma fungao para cada grupo, ou entao, o efeito
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semana poderia ser controlado através de fungdes ndo paramétricas (ver, por

exemplo, Wood, 2006).

Tabela 2.5
Estimativas dos parametros referentes ao
modelo com resposta normal inversa
ajustado aos dados sobre snacks.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 50,564 26,32
Grupo B -10,916 -6,41
Grupo C -5,459 -3,03
Grupo D -15,357 -9,42
Grupo E -16,596 -10,30
Semana 2,727 8,18
Semana? -0,091 -5,90
) 1005 -

Algumas observagoes foram detectadas como possivelmente influentes
(vide Figura 2.28): #2 (2% semana, grupoB), #8 (2% semana, grupo B), #10
(2% semana, grupo B), #311 (22 semana, grupo C), #465 (2% semana, grupo
D) e #744 (ultima semana, grupo E). Embora os valores preditos para a
for¢a de cisalhamento dessas amostras estejam abaixo da média, os valores
observados sao em geral altos quando comparados com os valores dos grupos e
das semanas correspondentes. Também o fato de 5 dessas observacoes terem
ocorrido logo na segunda semana pode ser um indicio de alguma dificuldade
inicial com o experimento. A eliminagao dessas 6 observagoes do total de
744 observagoes leva a algumas variacoes desproporcioanis. Por exemplo, as
estimativas dos efeitos dos grupos B e C diminuem por volta de 8%. Todavia,

nao ocorrem mudancas inferenciais importantes.
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Figura 2.27: Valores preditos para a forca média de cisalhamento para as 5
formas de snacks através do modelo com resposta normal inversa.

2.8.2 Projecao de vendas

Whitmore (1986) (ver também Faraway, 2006, Cap. 7) apresenta um con-
junto de dados em que o valor verdadeiro para as vendas é relacionado com
o valor projetado para as vendas de 20 produtos. Os dados estao descritos
na Tabela 2.6. Como as vendas tendem a ter uma variablidade maior para
valores mais altos e os dados sao positivos, a suposicao de erros normais com
variancia constante nao parece ser razoavel. Whitmore (1986) sugere uma
distribuicao normal inversa para a resposta Y; que denota o total de vendas
reais para o i-ésimo produto e que u; = E(Y;) é relacionada com x;, o i-ésimo
valor projetado, de forma linear p; = Sx;, ou seja, uma regressao linear pas-
sando pela origem. O diagrama de dispersao dos dados é descrito na Figura
2.29, juntamente com as retas ajustadas sob erros gama e normal inversa.

Notamos que as retas ajustadas sao similares.
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Figura 2.28: Grafico da distancia de Cook contra os valores ajustados re-
ferente ao modelo com resposta normal inversa ajustado aos dados sobre
snacks.

Tabela 2.6
Vendas projetadas e reais de
vdrios produtos.
Projetada Real Projetada Real

5959 5673 027 487
3534 3659 353 463
2641 2565 331 225
1965 2182 290 257
1738 1839 253 311
1182 1236 193 212
667 918 156 166
613 902 133 123
610 756 122 198
549 500 114 99

Como podemos notar pelos graficos do residuo de Pearson contra os

valores ajustados (Figura 2.30) os dois ajustes ndo parecem adequados, em-
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Figura 2.29: Modelos ajustados aos dados sobre vendas projetadas sob erros
gama e normal inversa.

bora a suposicao de erros gama seja mais razoavel do que normal inversa. Por
exemplo, as estimativas para o modelo gama sao dadas por 5’ = 1,089(0,051)
e QAS = 24,94(7,83). Assim, notamos pela estimativa de 5 que o total proje-
tado de vendas é um bom preditor do total real vendido e a estimativa de
¢ indica que a distribui¢ao do total real de vendas (dado o total projetado)

pode ser aproximada por uma normal heteroscedastica.

2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

Eventualmente o coeficiente de variagao pode nao ser constante variando com
as observagoes. Smyth (1989) introduziu os modelos lineares generalizados
duplos com modelagem conjunta da média e do parametro de precisao (ou
dispersao) e desenvolveu um processo de estimagao baseado no método de

méxima verossimilhanga que descreveremos a seguir. Contudo, outros mé-
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Figura 2.30: Graficos do residuo de Pearson contra os valores ajustados re-
ferentes aos modelos com resposta gama (a) e normal inversa (b) ajustados
aos dados sobre vendas projetadas.

todos alternativos de estimacgao, tais como méxima verossimilhanca restrita,
foram propostos mais recentemente com o intuito de reduzir o viés das es-
timativas de méxima verossimilhanca, particularmente dos coeficientes do
componente de dispersao. Uma discussao a respeito desses métodos pode ser
encontrada em Smyth, Huela e Verbyla (2001).

A fim de formalizarmos os MLGs duplos vamos supor que Y7,...,Y,
sao variaveis aleatorias independentes com fungao densidade ou funcao de

probabilidades expressa na forma
f(y;0i, ¢i) = exploi{ydi — b(0:) } + c(y, ¢i)],

em que c(y, ;) = d(¢;) + ¢ia(y) + u(y). Essa decomposi¢ao, como vimos

na Secao 1.7.2, vale somente para as distribui¢coes normal, normal inversa e
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

gama da familia exponencial. Além disso, vamos supor que
9(m) =m=x{B e h(¢;) =X\ =z,

em que X; = (i1, ..., Tp)" ez, = (2i1,...,2,)" contém valores de varidveis
explicativas e 8 = (B1,...,8,)" e v = (11,...,7,)" sdo os parametros a
serem estimados.

Seja 8 = (B",4")T, entdo o logaritmo da funcao de verossimilhanca
fica dado por

n

L) = > [¢i{yibi — b(0:)} + d(d:) + dialys) + ulys)]

i=1

= D _{0iti +d(60) +ulw)}, (27)

em que t; = y;0; — b(6;) + a(y;). Portanto, se 6; for fixado a expressao (2.7)
coincide com o logaritmo da funcao de verossimilhanca de um modelo da
familia exponencial com respostas independentes T7,...,T,, (valores obser-
vados t1,...,t,), parAmetros canonicos ¢, ..., ¢, e parametro de dispersao

igual a 1. Pelas propriedades da familia exponencial segue que
i, = B(T}) = —d'(¢7) e Var(T}) = —d"(6y).

Essas quantidades sao descritas na Tabela 2.7 para as distribuigoes normal,
normal inversa e gama. Os resultados acima podem ser obtidos, alterna-
tivamente, aplicando-se condigoes usuais de regularidade no logaritmo da
verossimilhan¢a dado em (2.7).

Conforme observado por Verbyla (1989) para as distribui¢oes normal

e normal inversa se chamarmos D; = —2T; (i = 1,...,n) segue que

E(D) = ¢t ¢ Var(D) = 20

14
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

em que v = % Portanto, a expressao (2.7) pode ser interpretada para os
modelos com resposta normal e normal inversa como um MLG de respostas
independentes D, ..., D, com distribuicio gama de médias ¢;',..., ¢ ",
respectivamente, e parametro de dispersao ! = 2. Assim, para 6; fixado,
os parametros da dispersao podem ser estimados alternativamente através
de um MLG com respostas independentes gama, funcao de ligagao h(-) e

parametro de dispersao igual a 2.

Tabela 2.7
Derivacao de algumas quantidades para distribuicoes da familia exponencial.
Normal Normal inversa Gama
ti vitts — 5(0F +y7) —{vi/20F + 7+ Qu) T log(yi/ ) — i/
d(9) Hlogg Llogg dlogo — logI'(9)
d'(¢) (2¢)7" (2¢)7" (1+1logg) — ¥ ()
d"(¢) -(2¢%)" -(2¢%)! ¢ —¢'(¢)

2.9.1 Estimacao

A funcao escore e a matriz de informacao de Fisher para 3 podem ser obtidas

facilmente seguindo os passos da Segao 1.5.1. Assim, obtemos

Us = XTeWYAV12(y — ) e
Kgs = XTdWX,

em que X é uma matriz nxp delinhasx! (i = 1,...,n), W = diag{w1, ..., wp}
com pesos w; = (du;/dn;)*/V;, V = diag{ Vi, ..., V,.}, ® = diag{¢1,...,dn},
Y= un)" e = (1, )"
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

Para obtermos a fun¢ao escore para o parametro =, calculamos inici-

almente a derivada

oL(6) /0, — d@ Ly

do; ON;
2(6) 2% }

dX; Oy

>{as
{ z,]t +d'(¢;) ébz)z,-j}

{t: + d'(64)},

- Zh )

em que h'(¢;) = d\;/d¢;. Portanto, em forma matricial obtemos

U, = ZTHW_l(t — M),

em que H, = diag{h/(¢1), ..., M (¢n)}, t = (t1,..., tn) epr = (E(T1),...,E(T,)"
= (=d'(¢1), ... —d(¢n))"
Para obtermos a matriz de informacao de Fisher para o parametro ~y

precisamos das derivadas

21(0) /0,00 = Z{h,z” 000 G~ W) 1+ 6} ]

- Z{Z”Z”},z 00 o+ do)

e cujos valores esperados ficam dados por

82
E{ a%aw} Z {h’ ¢Z }QZUzze

Logo, em forma matricial obtemos
K, =Z"PZ,

em que P = V., H? V, = diag{—d"(¢1),..., —d"(¢n)}. Devido a ortogona-

lidade entre os parametros 6; e ¢;, segue diretamente a ortogonalidade entre
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

B e v. Assim, a matriz de informagao de Fisher para @ é bloco diagonal
Koy = diag{Kps, K, }.

Similarmente aos MLGs podemos desenvolver um processo iterativo
escore de Fisher para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanga ,3

e 7. Apos algumas manipulagoes algébricas obtemos o proceso iterativo

B = (XTMWMIX) XTI GIWmy ) (2.8)
NmH) (T pm)Z) Lz T plm) ) (2.9)

em que y* = X8+ WAV 12 (y — ), 2* = Zy + VIIH, (t — pp) e
m = 0,1,2,..... Conforme mencionado por Smyth (1989) o processo ite-
rativo (2.8)-(2.9) pode ser resolvido alternando-se as duas equagoes até a
convergéncia. Pode-se iniciar o processo iterativo (2.8) com as estimativas
do MLG com ¢; comum a todas as observagoes.

Sob as condigoes de regularidade apresentadas na Segao 1.6.3 temos que
para n grande 3 ~ Np(,B,KEé) ey ~ Nq('y,K;vl), respectivamente. Além
disso, devido & ortogonalidade entre 3 e 7 segue a independéncia assintotica

entre B e .

2.9.2 Meétodos de diagnostico

Faremos nesta subse¢ao uma adaptagao de alguns procedimentos de diagnos-

tico para a classe dos MLGs duplos.

Residuos

Na classe dos MLGs duplos podemos definir desvios para a média e para a
precisao, respectivamente. O desvio para a média assume a mesma expressao
da classe dos MLGs em que somente a média é ajustada, com ¢; no lugar

de ¢. Denotaremos esse desvio por Di(y; i, @) = >0 di*(yi; fu, ¢i), em
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

que di2(yi; fii, &) = 204[ys(0; — 60;) + {b(0;) — b(6;)}]. Para ¢; grande Vi o
desvio Di(y; [, ¢) pode ser comparado com os percentis da distribuigao qui-

quadrado com (n — p) graus de liberdade. Para o modelo normal heterosce-

dastico o desvio para a média fica dado por D*(y; 1, @) = S_7 05 2 (yi — ;)%

i=17;
Na pratica deveremos substituir ¢; por ¢; = h=1(\;) = z74.

O residuo Studentizado, no modelo normal heteroscedastico, assume a

forma
P Yi = Yi
em que hy = 62xT(XT®X)"'x; com ® = diag{o;>, ...,0,2}. Para os

demais MLGs duplos o residuo componente do desvio para a média fica dado
por
P di (ys; fi, 9i)
Dli - = )
1 — hy

em que di(yi; i, le) = 41/ di?(ys; s, ¢fl), o sinal continua sendo o mesmo de

(yi — 1) e hy; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
I = & " WX (XTdWX) 1XT ¢ *Wi/2,

ou seja,

hii = diox (XT®WX) 'x;.
Sugerimos o grafico normal de probabilidades para tp,, e o grafico de tp,,
contra os valores ajustados.

Denotaremos por D}(y; o, ) = >0 dy(yi b, i;) o desvio para a pre-
cisiio, em que d5?(yi; i, ) = 2(t:(d: — 8) + {d(&:) — d(B:)}], & & solucio para
¢; sob 0 modelo saturado sendo dada por d'(¢;) = —t;. Para os modelos com
resposta normal e normal inversa temos que ¢; = —(2t;)~!. Ja para modelos

com resposta gama ¢; € a solucio da equacio {1)(¢;) —logg; + 1} = t;. Aqui
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

também para ¢; grande Vi o desvio D}(y; gAb, p) pode ser comparado com 0s
percentis da distribui¢ao qui-quadrado com (n — ¢) graus de liberdade.
O residuo componente do desvio para a precisao fica dado por
tp, = d5(yi; dis i)
21 /1 __ f“ 9
em que d5(yi; dis i) = £/ d52(yi; bi, fui), o sinal sendo o mesmo de {f; +

d'(¢;)} e 74 ¢ 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
R =P'°Z(2"PZ)'Z2"P'?,
ou seja,
P = pizt (ZTPZ) 'z,

Note que p; = —d"(¢;){h'(¢;)} 2. Por exemplo, para ligacao logaritmica
temos que h(¢;) = logg; entdo h'(¢;) = ¢;' e portanto p; = —¢2d”(¢;).
Assim, para os modelos com resposta normal e normal inversa segue que p; =
¢?(2¢7)~ = 3 e para os modelos com resposta gama p; = ¢;{¢;¢'(¢;) — 1}.

Sugerimos o grafico normal de probabilidades para tp,, e o grafico de

tp,; contra os valores ajustados.

Influéncia

Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parametros que modelam a
média podemos usar a medida de influéncia LD; definida na Se¢ao 1.10.3 com

ggi no lugar de ngS, que sera definida por

B
LD =< —"% %2,
7 {1—}11”} S;

Vit — )

(1= ha)

em que

tg =

7



2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

Gréaficos de indices de LD? e }AL“ contra os valores ajustados sao recomendados.
Para avaliar a sensibilidade da estimativa 4 quando a i-ésima obser-
vagao ¢ deletada usaremos uma aproximacao de um passo, que é obtida de
forma similar & aproximagao de uma passo ,3(2-) descrita na Secao 1.10.3, dada
por A )
Yy =3 — (ZTPZ)_AlZi{ti 4: d/<¢i)}7 (2.10)
W (di)(1 = 74)

em que 7 ¢ o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz R.

Uma medida para avaliar a influéncia nas estimativas dos parametros

da precisao fica dada por

LDZ = (’AY(I') - ’AY)T(ZTPZ)(’?(Z‘) - ’3’)

em que

W (6)v/Di(1 — 7ar)
ti+d' () |
V61— 7)

Graficos de indices de LD] e 7;; contra os valores ajustados sdo recomendados.

Para os modelos com resposta normal e com resposta normal inversa

o residuo t7, assume a forma

b — ti+ (20:) 7!
Y (V) VTR

e para modelos com resposta gama obtemos

, _ dit {1+ losd —v(d)}
VIV (B — 671 — i)
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

Verbyla (1993) apresenta uma aproximagao de uma passo para Y
para o caso normal usando um esquema de perturbacao especifico para mo-
delos normais heteroscedasticos. Para obtermos a aproximagao apresentada
em (2.10) usamos a ponderagao de casos usual para MLGs. Estudos sobre a
qualidade da aproximagao apresentada em (2.10) ainda nao foram desenvol-

vidos.

2.9.3 Aplicacao

Pela anélise descritiva apresentada na Secao 2.8.1 sobre o comportamento
da forca de cisalhamento dos cinco tipos de snack ao longo das 20 sema-
nas e também pelo grafico de perfis para a forga de cisalhamento (Figura
2.31) nota-se que o coeficiente de variagao nao parece ser constante. Assim,
a modelagem dupla da média e da precisao pode levar a um ajuste mais
satisfatorio para o modelo com resposta gama. Dessa forma vamos supor
que Yiji ~ G(uij, ¢ij), em que Y, denota a forga de cisalhamento referente
a k-ésima réplica do i-ésimo grupo na j-ésima semana, para k = 1,...,15,
J=2,4,6,...,20 e i =1(A),2(B),3(C),4(D) e E(5), com parte sistematica
dada por

Hij = Bo + Bi + Bﬁsemanaj + B7semana§ e
loggi; = 70+ 7 + Yesemana; + yrsemana’,
em que f; = 0 e 3 = 0. Portanto [y e 7y sao os efeitos da forma A,

controlando-se pela semana, na média e na precisao, respectivamente, en-
quanto By + B; e v + 7 sao os efeitos das demais formas B, C, D e E na
média e precisao, respectivamente.

O MLG duplo pode ser ajustado no R através dos seguintes comandos:

require(dglm)
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

fit3.snack = dglm(cisalhamento ~ grupo + sl + s2,
~ grupo + sl + s2, family=Gamma(link=identity))

summary (fit3.snack) .

0.35
|

CV do Cisalhamento

0.15
|

5 10 15 20

Semanas

Figura 2.31: Perfis do CV da forga de cisalhamento segundo as semanas e os
grupos.

Observarmos que a library dglm faz o ajuste de log(¢; '), ou seja da
dispersao, sendo necessario fazermos as adaptagoes nos modelos com resposta
gama e normal inversa para obtermos log(¢;), ajuste da precisdo. Em par-
ticular no caso de modelos normais heteroscedasticos tem-se diretamente o

. d l 2 2 ’ PN .
ajuste de logo;, em que o} é a variancia.
Na Tabela 2.7 sao apresentadas as estimativas com os respectivos erros

padrao dos parametros da média e da dispersao.
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2.9 Modelagem simultanea da média e da dispersao

Tabela 2.7
Estimativas dos pardametros referentes ao MLG duplo com resposta
gama ajustado aos dados sobre snacks.

Meédia Dispersao
Efeito Estimativa E/E.Padrao Estimativa  E/E.Padrao
Constante 36,990 11,53 1,560 7,27
Grupo B 210,783 26,40 0,477 2,95
Grupo C -3,487 -1,98 0,050 0,31
Grupo D -14,829 -9,18 0,815 2,05
Grupo E -15,198 -9,54 0,817 2,06
Semana 9,198 9,88 0,155 3,91
Semana? -0,189 -8,88 -0,005 -2,99

Distancia de Cook
3
o
o

0.05
|

0.00
1

Figura 2.32: Grafico da distancia de Cook para as estimativas dos coeficientes
da média referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado aos dados
sobre snacks.
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Figura 2.33: Grafico da distancia de Cook para as estimativas dos coeficientes
da dispersao referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado aos dados
sobre snacks.

Podemos notar pelas estimativas dos parametros da média as mesmas
tendéncias observadas na Figura 2.22 para o modelo com resposta normal
inversa. O grupo A tem a maior média para a forga de cisalhamento enquanto
os grupos D e E tém as menores médias. Com relagao as estimativas dos
parametros da dispersao nota-se que a variabilidade (no sentido do coeficiente
de variac¢ao) depende do tempo de forma quadratica e que os grupos A e C
apresentam maior variabilidade enquanto os grupos D e E apresentam as
menores variabilidades. Essas tendéncias estao de acordo com os gréficos das
Figuras 2.22, 2.23 e 2.24.

Nota-se ainda que os mesmos efeitos que sao significativos para os para-
metros da média sao também significativos para os parametros da dispersao.
Apenas trés observagoes, #430, #595 e #744, aparecem como possivelmente
influentes nos parametros da média e da dispersao, como pode ser observado

pelas Figuras 2.32 e 2.33. A eliminagao desses pontos nao muda a inferén-
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Componente do Desvio

Percentil da N(0,1)

Figura 2.34: Grafico normal de probabilidades para o residuo componente
do desvio para a média referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado
aos dados sobre snacks.

cia. Pelos graficos normais de probabilidades para o residuo componente do
desvio para a média e para a dispersao apresentados nas Figuras 2.34 e 2.35,

respectivamente, nao ha indicios de inadequagao do MLG duplo.

2.10 Exercicios

1. Seja Y ~ G(u, ¢) e considere a variavel aleatoria logY . Use a condigao

de regularidade E(U,) = 0 para mostrar que E(logY’) = logu — log¢ +
¥(¢), em que Uy = IL(x, ¢)/0¢.

2. Seja Y ~ NI(u, ¢) e considere a variavel aleatoria Y 1. Use a condigao
de regularidade E(Uy) = 0 para mostrar que E(Y ™) = ' + ¢!, em
que Uy = L (11, 6)/09.

3. Considere o logaritmo da fungao de verossimilhanca dado em (2.7).
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Componente do Desvio
-2

-4

-6
L

-3 -2 -1 (o] 1 2 3

Percentil da N(0,1)

Figura 2.35: Grafico normal de probabilidades para o residuo componente do
desvio para a dispersao referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado
aos dados sobre snacks.

Obtenha E(T;) e Var(7;) a partir das condi¢oes usuais de regularidade
E{0L(6)/0¢:} = 0 e E{0°L(6)/0¢7} = -E{(0L(6)/0¢:)*}.

4. Mostre que o desvio da distribuigao gama para o caso i.i.d., ou seja
Y ~ G(u, ¢), é dado por D*(y; ft) = 2n¢log(y/y), em que § é a média

geométrica das observacdes, isto ¢ § = (T, 1;)"/™.

5. Sejam Yj, ..., Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ NI(p;, @)
com parte sistemética dada por g(u;) = n; = x! 3. (i) Calcule a es-

timativa de méxima verossimilhanca de ¢ e Var(¢). (ii) Mostre que o

critério de Akaike equivale a minimizar

AIC = nlog {D(y; P } + 2p,
n

em que D(y; @) = >0 (ys — )/ (i)
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6. Sejam Y; ~ FE(u1,01), i = 1,...,m, e Y; ~ FE(ug,¢2), i = m +
1,...,n, varidveis aleatorias mutuamente independentes. Encontre a
estimativa comum de méxima verossimilhanca para ¢, e ¢ sob a hipo-

tese Hy : ¢1 = ¢. Particularize para os casos gama e normal inversa.

7. (Lawless, 1982, p. 338). Na tabela abaixo sdo apresentados os re-
sultados de um experimento em que a resisténcia (em horas) de um
determinado tipo de vidro foi avaliada segundo quatro niveis de volta-
gem (em kilovolts) e duas temperaturas (em graus Celsus). Esses dados
estao também disponiveis no arquivo vidros.dat. Na primeira coluna
do arquivo tem-se o tempo de resisténcia, na segunda coluna a volta-
gem( 1: 200kV, 2: 250kV, 3: 300kV e 4: 350kV) e na terceira coluna a
temperatura (1: 170°C e 2: 180°C). Seja Y;;x o tempo de resisténcia da
k-ésima amostra de vidro submetida a i-ésima temperatura e a j-ésima

voltagem.

Faca inicialmente uma anélise descritiva dos dados, por exemplo apre-
sentando os perfis médios da resisténcia segundo a voltagem para os
dois niveis de temperatura. Cacule também para cada casela algumas
medidas descritivas tais como média, desvio padrao e coeficiente de

variagao. Comente.

O interesse principal desse estudo é comparar as resisténcias médias,
denotadas por p;;, 1 = 1,2 ¢ j = 2,3,4. E usual neste tipo de es-
tudo assumir respostas com alguma distribuicao assimétrica. Assim,
vamos supor que Y, ~ G(puij, ¢). Considere inicialmente uma repa-
rametrizagao tipo casela de referéncia sem interagao, em que 11 = «,

=+ B, por =a+7v ey =a+y+ B j =234
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Voltagem (kV)
Temperatura (°C) 200 250 300 350
170 439 572 315 258

904 690 315 258
1092 904 439 347
1105 1090 628 588

180 959 216 241 241
1065 315 315 241
1065 455 332 435
1087 473 380 455

Verifique se é possivel incluir a interagao entre voltagem e tempera-
tura. Procure responder com o modelo final de que forma os niveis
de voltagem e temperatura afetam o tempo médio de resisténcia dos
vidros. Apresente, por exemplo, os perfis médios ajustados e interprete

a estimativa de dispersao. Faca também uma anélise de diagnostico.

8. Sejam Y;, i = 1,...,n, varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢ao nor-

mal inversa de média p e parametro de precisao ¢.

(i) Como fica a estatistica da razao de verossimilhangas para testar

Ho: ¢ =1 contra Hy : ¢ # 17

(ii) Qual a distribuigdo nula assintotica da estatistica do teste?

9. Sejam Y7, ...,Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ G(u;, ¢)
com parte sistematica dada por logu; = By + 51(x; — ). Responda aos

itens abaixo:

(a) como fica a matriz de informagao de Fisher para 8 = (8, 81, ¢)T

e a variancia assintotica de Sy, 51 e ¢7
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(b) Como fica o teste de escore para testar Hy : ¢ = 1 contra Hy : ¢ #
17

(c) Mostre que a estatistica do teste de escore para testar as hipoteses
Ho: By = 1,81 = 0 contra Hy : By # 1 ou 7 # 0 pode ser expressa

na forma

e, (D = D) — o))
éSR - 02 (y ) + Z?:l(xi _ 1—:)2

Qual a distribuicao nula assintética de {gr?
10. Supor Vi, ..., Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ FE(u, ¢;)
com logg; = a + vz;. Responda as seguintes questoes:
(i) como fica a matriz modelo Z7

(ii) Calcule a variancia assintotica de 4.

(iii) Como fica a estatistica de escore para testar Hy : v = 0 contra
H; : v # 07 Qual a distribui¢ao nula assintotica da estatistica do

teste?

11. Sejam Y7,...,Y,, varidveis aleatorias independentes tais que Y; ~ NI(u;, @)
com j; ' = a. Encontre & e Var(&). Como fica a estatistica de Wald
para testar Hy : @ = 1 contra H; : a # 1?7 Qual a distribui¢ao nula

assintotica da estatistica do teste?

12. Supor Yy, ..., Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ NI(y;, ¢)
e i =1 com = a+ fB(z; —T), em que T = n Tty
1 =1,...,n. Responda as seguintes questoes:
(i) como fica a matriz modelo X?

(ii) Calcule as variancias assintoticas Var(a) e Var(3). Calcule Cov(é, )

e comente.
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13.

14.

15.

(iii) Como fica a estatistica de Wald para testar Hy : § = 0 contra
H; : B # 0?7 Qual a distribui¢ao nula assintotica da estatistica do

teste?

(Cordeiro, Paula e Botter, 1994). Sejam Y;,i = 1,..., n, variaveis ale-
atorias independentes com distribui¢ao gama de média p; e parametro
de precisao ¢. Mostre que a estatistica da razao de verossimilhancas

para testar Hy : ¢ = 1 contra Hy : ¢ # 1 vale

Erv = 2n[logd — logl(¢) — (6 — D){1 — ¥ (9)}],

em que I'(¢) é a fun¢ao gama e ¥(¢) é a fungao digama. Use o resultado
log(¢) — ¥(¢) = D/2, em que D = > D(yi; f1;)/n denota o desvio

médio do modelo correspondente.

Supor Y;; variaveis aleatérias mutuamente independentes tais que Y;; ~
G(pi, @) parai=1,2ej=1,...,m, sendo logu; = a—f elogus = a+
B. (i) Obtenha a matrix modelo X. (ii) Expresse em forma fechada as
estimativas de maxima verossimilhanca & e 3. (iii) Calcule as variancias
assintoticas Var(a) e Var(8) e mostre que Cov(d, §) = 0. (iv) Como
fica o teste de escore para testar Hy : § = 0 contra Hy : § # 07 Qual a

distribui¢ao nula assintotica da estatistica do teste?

No arquivo energy.dat estao descritos os dados referentes ao consumo
de energia em 53 domicilios (Montgomery, Peck e Vining, 2001, pgs.
175-178) em que o total de energia consumido num determinado més
(em kilowatts-hora) é utilizado para explicar a demanda de energia
na hora de pico. Faga inicialmente uma analise descritiva dos dados.
Use um modelo de regressao normal linear (com erros homocedéasticos)

para explicar a demanda média no horario de pico através do consumo
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16.

17.

mensal de energia. Proponha, alternativamente, modelos com erros
heteroscedasticos. Compare os ajustes e interprete os coeficientes esti-

mados do modelo escolhido.

No arquivo restaurante.dat estao descritos os faturamentos anuais
bem como os gastos com publicidade (em mil USD) de uma amostra
aleatoria de 30 restaurantes (Montgomery, Peck e Vining, 2001, pgs.
197-200). O objetivo principal é tentar relacionar o faturamento médio
com o gasto com publicidade. Inicialmente faca uma analise descritiva

dos dados, em particular o diagrama de dispersao entre as variaveis.

Tente ajustar inicialmente um modelo de regressao normal linear entre
faturamento e gastos e verifique através das técnicas de diagnostico
se existem afastamentos sérios das suposicoes feitas para o modelo.
Ajustar modelos com erros gama e normal inversa e um modelo normal

heteroscedastico. Compare os resultados.

(Myers, Montgomery e Vining, 2002, p. 192). A fim de avaliar-se a
qualidade de um determinado filme utilizado em méquinas fotogréficas,
o tempo de duragao do filme (em horas) é relacionado com a densidade
méaxima do filme sob trés condi¢oes experimentais conforme descrito

na tabela abaixo e também no arquivo dfilme.dat.

Tempo Dy Tempo Dy Tempo Daa

(72°C) (82°C) (92°C)

72 3,95 48 3,52 24 3,46
144 3,27 96 3,35 48 2,91
216 2,89 144 2,50 72 2,27
288 2,95 192 2,10 96 1,49

360 2,34 240 1,90 120 1,20
432 2,14 288 1,47 144 1,04
504 1,77 336 1,19 168 0,65
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18.

19.

Faca um diagrama de dispersao entre o tempo de duracao e a densidade
maxima para cada condigao experimental e proponha um modelo com
resposta gama para ajustar esses dados. Aplique métodos de diagnos-

tico e interprete as estimativas do modelo selecionado.

Considere novamente os dados descritos na Tabela 2.6 sobre a rela-
¢ao entre o valor real e o valor projetado das vendas de 20 produtos.

Considere agora um modelo normal heteroscedatico tal que
yi = Bz + & e logo; =y + 7w,

com €; ~ N(0,c?). Verifique a adequagiao desse modelo através de mé-

todos de diagnoéstico.

(Feigl e Zelen, 1965). Apresentamos a seguir um conjunto de dados
em que pacientes com leucemia foram classificados segundo a auséncia
ou presenga de uma caracteristica morfologica nas células brancas. Pa-
cientes classificados de AG positivo foram aqueles com a presenca da
caracteristica e pacientes classificados de AG negativo nao apresenta-
ram a caracteristica. E apresentado também o tempo de sobrevivéncia
do paciente (em semanas) apos o diagnostico da doenga e o ntumero de
células brancas (WBC) no momento do diagnostico. Esses dados estao

descritos no arquivo sobrev.dat.

Supondo que o tempo de sobrevivéncia apds o diagnostico segue uma
distribuicao gama, proponha um modelo para explicar o tempo médio
de sobrevivéncia dados log(WBC) e AG(=1 positivo, =0 negativo).
Faca uma anélise de diagnostico com o modelo ajustado e interprete as

estimativas.
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AG Positivo AG Negativo
WBC Tempo WBC Tempo

2300 65 4400 o6
750 156 3000 65
4300 100 4000 17
2600 134 1500 7
6000 16 9000 16
10500 108 5300 22
10000 121 10000 3
17000 4 19000 4
5400 39 27000 2
7000 143 28000 3
9400 26 31000 8
32000 26 26000 4
35000 22 21000 3
100000 1 79000 30
100000 1100000 4
52000 5 100000 43
100000 65

20. O arquivo claims.dat contém uma amostra aleatoria de 996 apolices
de seguros de veiculos extraidas do livro de de Jong e Heller (2008) re-
ferente ao periodo 2004-2005. As variaveis do arquivo estao na seguinte
ordem : (i) valorv (valor do veiculo em 10000 dolares australianos),
(ii) expos (exposicao do veiculo), (iii) nsinistros (ntmero de sinistros
no periodo), (iv) csinistros (custo total dos sinistros em dolares aus-
tralianos), (v) tipov (tipo do veiculo em 11 categorias), (vi) idadev
(idade do veiculo em 4 categorias), (vii) sexoc (sexo do condutor prin-
cipal), (viii) areac (area de residéncia do condutor principal) e (ix)

idadec (idade do condutor principal em 6 categorias).

Faca inicialmente uma anélise descritiva dos dados e procure agrupar

em um numero menor de categorias algumas variaveis categoricas. Con-
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sidere como variavel resposta cmsinistros = csinistros/nsinistros.
Aplique numa primeira etapa modelos com resposta gama e normal
inversa com ¢ constante. Faca uma analise de diagnostico. Numa se-
gunda etapa, se necessario, aplique modelos duplos com resposta gama
e normal inversa. Faga também uma anélise de diagnoéstico. Para o

modelo final selecionado interprete os coeficientes estimados.
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Capitulo 3

Modelos para Dados Binarios

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos modelos para a analise de dados com resposta
binéria, isto é, que admite apenas dois resultados. Comumente é chamado de
sucesso o resultado mais importante da resposta ou aquele que pretendemos
relacionar com as demais variaveis de interesse. E comum encontrarmos situ-
agoes praticas em que esse tipo de resposta aparece. Como ilustracao, seguem
alguns exemplos: (i) o resultado do diagnostico de um exame de laboratoério,
positivo ou negativo; (ii) o resultado da inspegao de uma pega recém fabri-
cada, defeituosa ou nao defeituosa; (iii) a opinido de um eleitor a respeito
da implantagao do voto distrital, favoravel ou contrario; (iv) o resultado de
um teste de aptidao aplicado a um estudante, aprovado ou reprovado; (v)
o resultado de uma promocao de uma rede de lojas enviando para cada cli-
ente um cupom com desconto, cupom utilizado ou cupom nao utilizado num

determinado periodo etc. Ha também situagoes em que apenas duas possi-
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bilidades sao consideradas de interesse para uma variavel continua, valores
menores do que um valor de referéncia vy e valores maiores ou iguais a .
Nesses casos, podemos considerar uma nova variavel binédria para essas duas
possibilidades. Por exemplo, numa determinada prova de conhecimentos v
pode ser a nota minima para ser aprovado no exame, ou o valor minimo para
um exame de laboratorio ser considerado alterado. Assim, varidveis binarias
podem surgir naturalmente num experimento ou serem criadas dependendo
do interesse do estudo.

Inicialmente, apresentamos neste capitulo uma resenha dos principais
métodos classicos para a anélise de tabelas de contingéncia do tipo 2 x 2. Em
seguida, introduzimos o modelo de regressao logistica para resposta binéria
e fazemos uma analogia com os métodos tradicionais para tabelas 2 x 2.
Discutimos também a sele¢ao de modelos logisticos, métodos de diagnoéstico,
alguns tipos de modelos de dose-resposta, sobredispersao e regressao logistica

condicional.

3.2 Meétodos classicos: uma tnica tabela 2 x 2

Métodos classicos em tabelas de contingéncia 2 x 2 sao datados da década
de 50. Os primeiros trabalhos foram motivados pelo interesse na inferéncia
de certos parametros com grande aplicabilidade na area biomédica, especi-
almente em Epidemiologia. Vérios trabalhos foram publicados durante as
décadas de 50 e 60 e até hoje as técnicas desenvolvidas tém sido utilizadas,
particularmente na analise descritiva dos dados, antes de um tratamento
mais sofisticado através de regressao. Apresentamos nesta secdo uma re-
senha das principais técnicas segundo o ponto de vista inferencial classico.
Embora a metodologia apresentada possa ser aplicada em qualquer area do

conhecimento, daremos énfase para a area biomédica em que tem ocorrido
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um numero maior de aplicagoes.

3.2.1 Risco relativo

Vamos supor que os individuos de uma determinada populacao sejam clas-
sificados segundo um fator com dois niveis, A e B, e a presenga ou auséncia
de uma certa doenca, denotados por D e D, respectivamente. As proporgoes

populacionais ficam, nesse caso, descritas conforme a tabela abaixo.

Fator

Doenca A B
D P P
D PQ P4

Portanto, podemos definir outras quantidades:

P, /(P + P,) : propor¢ao de individuos classificados como doentes no grupo
A.

?

P3/(P;+ Py) : proporgao de individuos classificados como doentes no grupo

B.

A razao entre as duas propor¢oes acima foi denominada por Cornfield (1951)
como sendo o risco relativo de doenga entre os niveis A e B, ou seja

_P/(PA+R) P(PsH+ R

RR = = .
Py/(Ps+ Py) P3P+ B)

(3.1)

Cornfield (1951) também notou que se a doenga for rara (P << Py e P3 <<

Py) a quantidade (3.1) assume a forma simplificada

VY= —=—, (3.2)

a qual denominou Odds Ratio, que para nos sera denominada razao de chan-

ces. Muitas vezes é comum v ser chamado de risco relativo, embora isso
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somente seja valido quando P; e P3 forem muito pequenos. A grande van-
tagem do uso de v ¢é a facilidade inferencial tanto na abordagem tradicional
como na abordagem através de regressao.

Como em geral a porcentagem de individuos doentes é muito menor do
que a porcentagem de nao doentes, ¢ bastante razoavel num estudo cujo ob-
jetivo é avaliar a associacao entre algum fator particular e uma certa doenca,
que a quantidade de doentes na amostra seja a maior possivel. Assim, a amos-
tragem retrospectiva, em que os individuos sao escolhidos separadamente nos
estratos D e D, pode ser mais conveniente do que os demais procedimentos
amostrais. Um cuidado, entretanto, devemos ter nesses estudos. E impor-
tante que os doentes (casos) sejam comparaveis aos nao doentes (controles)
segundo outros fatores (fatores potenciais de confundimento), possivelmente
associados com a doenca. Nos estudos prospectivos, em que a amostragem é
feita nos estratos A e B, esse tipo de problema pode ser controlado, embora
em geral seja necessario um longo periodo até a obtencao de um numero
suficiente de doentes para uma analise estatistica mais representativa.

Como as inferéncias para os estudos retrospectivos e prospectivos sao
idénticas, trataremos apenas o caso retrospectivo. Assim, assumimos que no
estrato D sdo amostrados n; individuos e no estrado D sdo amostrados ns
individuos. O nimero observado de individuos com presenga de A nos estra-
tos D e D sera denotado por y; e ys, respectivamente. Os dados resultantes

dessa amostragem podem ser resumidos conforme a tabela abaixo.

Fator
Doenga A B Total

D Yy =y

D Y2 Mo — Y2 N2

Discutimos nas se¢oes seguintes a abordagem cléssica para analisar a tabela

acima.
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3.2.2 Modelo probabilistico nao condicional

Denotaremos por Y] e Y5 o nimero de individuos com presenca de A nos estra-
tos D e D, respectivamente. Sera também assumido que essas varidveis sio
binomiais independentes de parametros (ny,m) e (ng, m2), respectivamente.
Logo, a fungao de probabilidades conjunta de (Y3, Y3) fica dada por

fwim = () ()t apa - m w6

Y1/ \Ye2

em que y = (y1,%2)7 e m = (7, m)T. Seguindo a notagdo da secao anterior,
temos que 1 = Py /(P + P3), 1 —m = B3/(PL+ P3), m = Po/(Pa+ Py) e
1 —my = Py/(Ps + Py). Assim, mostramos que

_ P1P4 _ 7T1(1—7T2)
P3P2 7'('2(]_—71'1)7

(G

e consequentemente que m; = myth/{m) + 1 — m}. A expressao (3.3) pode

entdo ser expressa apenas em fungao de (¢, my),

fy;m) o exp {yﬂogw + (y1 + y2)log (1 izm) } ; Wil +_17T_2>;}m , (3.4)

em que n = nj+ns. As estimativas de maxima verossimilhanca de 7, e 5 sao
dadas por T = y1/ny e Ty = yo/no, respectivamente. Logo, a estimativa de
maxima verossimilhanca néo condicional de v fica 1) = 1 (na—y2)/y2(n1—y1).
Note que E(l;) = 00, 0 que impossibilita qualquer tipo de inferéncia para
pequenas amostras. Por outro lado, para n; e ns grandes, 1; segue uma
distribuicao normal de média v e variancia assintotica

Vara(¢) = ¢* { ! + ! } :

n17r1(1—7r1) n27T2(1—7T2)

Formalmente, podemos dizer que sob condigoes gerais de regularidade e as-

sumindo que “ — a > 0, quando n — oo, vale o resultado assintético

V() — 1) —a N(0,V(¥)),
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em que Vi(v) = ¢¥?{1/am (1 — 7)) + 1/(1 — a)me(l — m)}. A variancia
assintotica V(1)) é consistentemente estimada por nVar 4(1)).

Alguns autores preferem trabalhar com logy em vez de . Assim,
podemos mostrar, sob condigoes gerais de regularidade, que a estimativa nao
condicional logﬁz segue para grandes amostras uma distribuicao normal de
média logi) e variancia assintotica Var 4(logt)) = {1/nymi(1—my)+1/nymy(1—

m)}. De forma equivalente, quando n — oo, temos que

Vn(log) — logih) —q N(0,9 72V (1))).

Esse resultado sera tutil na construcao de intervalos de confianga para .

3.2.3 Modelo probabilistico condicional

Devido aos problemas inferenciais com o modelo nao condicional para peque-
nas amostras, a utilizacao de um modelo condicional, cuja construcao seré
discutida a seguir, tem sido a solugao encontrada sob o ponto de vista classico
para fazer inferéncias a respeito de 1.

Assim, aplicando o teorema da fatorizacao para a funcao de probabili-
dades (3.4), mostramos que o conjunto de estatisticas (Y7, Y; +Y5) é suficiente
minimal para o vetor de parametros [logi), log{my/(1 — m3)}]. Logo, a distri-
buigao de (Y7,Y3) condicionada a Y; + Y, = m, devera resultar numa fungao
de probabilidades que depende apenas do parametro de interese 1. Essa dis-
tribui¢ao resultante (ver Cornfield, 1956) tem sido largamente utilizada em
pequenas amostras. Alguns autores questionam, entretanto, o procedimento
adotado, uma vez que a estatistica Y; + Y5 nao é ancilar para v; isto é, con-
tém informagoes a respeito do parametro ¢ (ver discussao, por exemplo, em
Lehnman, 1994, pgs. 546-547).

O condicionamento de (Y7, Y32) em Y; + Y5 = m produz o modelo carac-

terizado pela familia de distribui¢oes hipergeométricas nao centrais, definida
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por

G0
1m; ) = TAVETRWIL 3.5
R AR KT Y

em que 0 < ¢ < oo e t varia de max(0,m — ng) a min(n;,m). Em particu-

lar, quando 1) = 1, a expressao (3.5) fica reduzida & conhecida distribuigao
hipergeométrica central, dada por
() ()
ﬂMW¢=U=£hm$ﬂ

m

cuja média e variancia sao, respectivamente,

mni

B(1) = E(¥ilm; b = 1) =

ning(n —m)m
n?(n—1)

Para o modelo condicional (3.5) o logaritmo da fungao de verossimi-

V(1) = Var(Vilmi v = 1) =

lhanca fica dado por

L(¥) o yrlogy — log {Z (Z) (m"i t) w} .

Denotaremos por v a estimativa de maxima verossimilhanca condicional.
Essa estimativa pode ser expressa como a solugao positiva da equacao y; =
E(Yi|m;4). Temos que o momento de ordem r da distribuicao condicional,

E(Y{|m;) é dado por E(Y{ |m;v¢) = P.(¢)/FPo(¢), em que

rf T N9 ¢ .
Pr(l/)):;t <t)<m—t)w’ r=1,2,...

e Fy(v) = >, ("tl) (n?ft)wt. Assim, a equacao de maxima verossimilhanca

para obtermos 1 fica reescrita na forma

%_H@tﬂ‘ (3.6)

Fo()
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Com o aumento de ny, ny, m e n—m, fica impraticavel obtermos 1& através de
(3.6), uma vez que essa equacao contém polindémios em 1& de grau bastante
elevado. Uma saida, nesses casos, é resolvermos (3.6) através de métodos
numéricos que ndo requerem a extracio das raizes do polinomio Py (1)) Py ' (1))

(ver McCullagh e Nelder, 1989, p. 256 ; Silva, 1992).

Para ilustrarmos a obtengao de 1, consideremos a tabela abaixo.

A B Total
D 1 3 4
D 1 2 3
Temos, nesse caso, que n; = 4,ns = 3 e m = 2. A distribuigdo condicional

fica entao dada por

R o [ I > ()2 )e

em que o somatorio varia no intervalo 0 <t < 2. Isso resulta nas probabili-

dades condicionais

FOlmsy) = 3/{3+12¢ + 6v*}
Flmiy) = 120/{3 +12¢ + 647} e
f@Imsy) = 6¢%/{3 +12¢ + 6¢°}.

A equagao E(Yi|m; zﬂ) =y, fica entao dada por

12¢) + 1240* = 3 + 12¢) + 6¢°,

que é equivalente a 62/}2 =3 ou zﬁ =0,707.
Similarmente ao estimador nao condicional, podemos mostrar para
grandes amostras que 1/3 segue uma distribuicao normal de média ¢ e va-

riancia assintética Var(¢)) = V;'(¢), em que
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1 N 1 N 1 N 1 -t
~|Ea(®)  m—Ea(®)  m—Ea(W) ng—m+Ea(e)]

e E4(¢) sai da equagao

Va(y)

Ea(¥){ns —m +Ea(¥)}
{1 = Ea(@)H{m — Ea(¥)}

que para 1 fixo resulta numa equagdo quadratica em E (). Mostramos,

=1, (3.7)

para 1) # 1, que a tnica raiz de (3.7) que satisfaz max(0,m —ns) < E4(¢) <

min(ny, m) é dada por

Ea() = |Ir| — 5],
em que r = [n/(v — 1)+ m+mn]es=[r?—mn/( —1)]"%
Formalmente, podemos dizer que sob condigoes gerais de regularidade e

assumindo ainda que ny, ng, m e n—m sao grandes, vale o seguinte resultado:

\/ﬁ(?& - ¢> —d N(07VC(77Z)>>7
em que Vo(¢) = lim, o nVar(y). Logo, a varidncia assintotica V(1)) é

consistentemente estimada por nVar(1)).
Quando ¢ = 1, a expressao (3.7) nao resulta numa forma quadrética
em E4(¢). Verificamos facilmente, nesse caso, que

EA(]_> _ mnq

n

ningm(n —m)
Va(l) = 3 .
n
Podemos notar que a média e a variancia assintotica de v, quando ¢ = 1,
coincidem praticamente com a média e a variancia da distribui¢ao condicional

dada em (3.5).
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3.2.4 Teste de hipoteses

Testes exatos

Uma vez conhecida a distribui¢ao condicional que depende apenas do para-
metro de interesse 1, podemos desenvolver testes exatos para pequenas amos-
tras. Um caso de interesse seria testarmos Hy : ¢ = 1 contra Hy : ¢ < 1y,
em que Yy ¢ um valor conhecido. O nivel descritivo do teste, isto é, a pro-
babilidade sob Hy de obtengao de valores tao ou mais desfavoraveis a Hy (no

sentido de H;) é definido por

PI = Z f(t|m’,¢)0)7

t<yr

em que o somatorio vai de max(0,m — ny) até y;. Analogamente, para
testarmos Hy : ¢ = ¢ contra H; : ¢ > 1y, teremos Pg =3, f(t[m; o).
Nesse caso, o somatorio vai de y; até min(ny, m). Para o teste bilateral, Hy :
1 = 1 contra Hy # 1y, o nivel descritivo é definido por P= 2min{P;, Ps}.

Em particular, quando fazemos ¢y = 1, estamos objetivamente tes-
tando a nao existéncia de associagao entre o fator e a doenga, sendo o teste
resultante conhecido como teste exato de Fisher (ver, por exemplo, Everitt,
1977). Nesse caso, o nivel descritivo é obtido computando as probabilidades
da distribuicao hipergeométrica central.

Podemos também utilizar o modelo condicional (3.5) para a estimagao
intervalar de ¢. Os respectivos limites de confianga serao baseados em P;
e Pg e denotados por 1/31 e 7,&5, respectivamente. Como ilustracao, vamos
supor que estamos interessados em construir um intervalo de confianca de
coeficiente (1 — «) para . Os limites 12)[ e @Es ficam entao, invertendo a
regiao critica do teste Hy : ¢ = 9y contra Hy : 1) # 1)y, determinados pelas

equacoes
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% = Zf(ﬂm,z/}s) e % = Zf(t’mﬂ;]);

t<y1 t>2y1

que sao polindémios de grau elevado em 1&5 e 1&1 a medida que os tamanhos
amostrais crescem, o que praticamente inviabiliza a solucao dessas equagoes.
Nesses casos, a saida é procurarmos intervalos assintoticos.

Voltando a tabela da secao anterior, vamos supor que queremos testar
Hg : v = 1 contra Hy : ¥ # 1. Temos entdao os niveis descritivos P; =
fOm;p =1) + f(1m; = 1) = 15/21 e Pg = f(lim; ¢ = 1) + f(2[m; ¢ =
1) = 18/21 o que leva a P=1,0. Por outro lado, os limites 1[)[ e Qﬂg ficam
dados por

= 3" F(tlms )

t=1

| e

1
5= D flthmids) e
t=0

que é equivalente, supondo a = 0, 20, a

0,10 = £(0lm;as) + f(1lm;hs) e 0,10 = f(1m; ) + £(2|m;r),
que levam as equagoes

41&1 + 2@%

——1_— (4 =0,0274)
1+ 49 + 297

0,10 =

14 4¢g
1+ 4)g + 202

0,10 = (1hs = 18,25).

Testes assintoticos

Para grandes amostras, ny, ny, m e n —m grandes, a distribuicao condicional

(3.5) se aproxima de uma distribui¢do normal de média E4 (1)) e variancia
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Va(®) (ver Hannan e Harkness, 1963). Esse fato tem sido utilizado para o
desenvolvimento de testes assintoticos para testarmos Hy : 1 = 1y contra

Hy : ¢ # 1o (Hy : ¥ > g ou Hy : ¢ < 1fy). No caso de Hy : ¢ # 1y,

utilizamos a estatistica qui-quadrado dada abaixo

5 {n —Ea(vo)}?
XT= Va(tbo) ’

que sob Hy segue assintoticamente uma distribuicao qui-quadrado com 1 grau

(3.8)

de liberdade. Para H; : ¢ < 1y e Hy : ¢ > 1)y, o nivel descritivo é dado por

PlzPr{Z< y1—EA(¢o)}
B Va(to)

v/ Va(vo)

respectivamente, em que Z segue um distribuigdo N(0,1). Em particular,

Ps—PT{ZZ y1—EA(@/)o)}

quando ¥y = 1, a estatistica qui-quadrado (3.8) fica reduzida & forma conhe-

cida

X2 — {yl — %} (3.9)

ninam(n —m)/n3’
Um intervalo assintotico de confianga para 1 pode ser obtido utilizando

a distribuicao assintotica de log&. Os limites desse intervalo sao dados por

logthr = logih — 2(1_a/2)\/ Vara (logi))
logths = logd) + 2(1—a2) \/ Var (log)),

em que 2(1_q/2) € o percentil (1 — «/2) da distribui¢do normal padrao. Esses
limites podem ser expressos em uma outra forma, levando em conta a esta-

tistica qui-quadrado para testarmos Hg : v = 1 contra H; : ¢ # 1. Essa
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estatistica é dada por )
x2 o (og?)* (3.10)
Var (log))’

que segue, para grandes amostras, uma distribuicao qui-quadrado com 1 grau

de liberdade. Assim, os limites ficam reexpressos nas formas

1/;1. _ &(1—2(1—(1/2)/)()

1;5 — J}(l+2(1—a/2)/x).

Alguns autores (ver Breslow e Day, 1980, p. 135) tém constatado que para
n1 = ny a probabilidade de cobertura do intervalo (z/?l, 1;5) ¢ em geral menor
do que o valor nominal utilizado. Por outro lado, quando n; e ny sao muito
diferentes, essa probabilidade de cobertura é superestimada. Uma sugestao,
nesses casos, ¢ utilizarmos o valor de X obtido do teste condicional (3.9) em

vez do valor obtido do teste ndo condicional (3.10).

3.3 Meétodos cléssicos: k tabelas 2 x 2

Muitas vezes temos interesse em controlar a associagao entre dois fatores bi-
nérios através de um terceiro fator, comumente chamado de fator de confun-
dimento. O principal objetivo com esse tipo de estratificacao ¢ eliminarmos
ou pelo menos reduzirmos a influéncia desses fatores na associagao de inte-
resse. Uma maneira mais eficiente de controlarmos fatores de confundimento
é através da regressao logistica, que sera discutida na Secao 3.6. Nesta se-
¢ao, assumiremos apenas um fator de confundimento com k niveis, que sao
amostrados n; individuos no i-ésimo estrato (ny; casos e ny; controles) e que

0s mesmos sao classificados conforme a tabela 2 x 2 abaixo.
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Fator
Doenca A B Total
D Yii N — Y N
D Yoi  Na2i — Y2u M9

Seguindo a mesma notacao das segoes anteriores temos que as estimativas

nao condicional e condicional de v; sao, respectivamente, tais que

~

g, = ilra—we) o Pu(®) _
yzz‘(nu - yli) Pm(%)

As propriedades assintéticas de 1; e zﬂz sd0 as mesmas de 1) e @ da Secao 3.2,

bem como as formas dos testes de hipoteses e da estimagao intervalar.

3.3.1 Estimacao da razao de chances comum

Um teste de interesse quando ha k tabelas de contingéncia 2 x 2 é verificar-
mos a nao existéncia de interagao entre os estratos, isto é, verificarmos se a
associacao entre o fator e a doenca nao muda de um estrato para o outro.
Isso é equivalente a verificarmos se as razoes de chances sao homogéneas, ou

seja, testarmos as hipoteses

Ho: o1 =--- =1y

H; : pelo menos dois valores diferentes.

H& vérias propostas de estimativas para a razao de chances comum. As
estimativas de méaxima verossimilhanca nao condicional e condicional serao
denotadas por ¢ e 1&, respectivamente. A primeira estimativa pode ser ob-
tida facilmente através do ajuste de uma regressao logistica, enquanto que a
segunda ¢ mais complexa do ponto de vista computacional e sera omitida.
Duas estimativas nao iterativas foram propostas por Mantel e Haenszel

(1959) e Wolf (1955), as quais serao denotadas por Uunrar e U, respectiva-
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mente. A estimativa de Mantel-Hanszel é definida por

k
Zizl y1i<n2i - ym)/m
Zf:l y2i(n1i - ylz)/nz

e pode também ser expressa como uma média ponderada de estimativas nao

Yum =

condicionais ~
k
D i1 Vit
k Y
D iy Vi

em que v; = yp;(n1; — y1:)/ni. O estimador de Mantel-Hanszel é consistente

¢MH =

e assintoticamente normal com variancia assintética dada por

k k

VarA(lﬂMH) = 9? Zazwl_l/ Zaz
=1 i=1

em que w; = {nym(1 — )} + {nomai(1 — )} ! e a; = nyng(1 —

71i)To; /M. A estimativa de Wolf é dada por

em que u; = {1/y1; + 1/(n1; — y1:) + 1/y2; + 1/(n9; — y2;) } 1. Esse estimador

¢ também consistente e assintoticamente normal com variancia dada por
Vary (dw) = 4w,

em que w = w; + - - + wy. Para as estimativas ¥, ¥y e ¥y de ¢ comum

assumimos o modelo nao condicional para os dados.

3.3.2 Testes de homogeneidade

Suponha que estamos interessados em testar as hipoteses Hy e H; definidas
na secao anterior. A estatistica da razao de verossimilhancas que assume o

produto de 2k binomiais independentes é a mais utilizada nesse caso. Do
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ponto de vista de analise preliminar dos dados, duas estatisticas tém sido
sugeridas. A primeira delas, proposta por Hosmer e Lemeshow (1989, p.

74), ¢ definida abaixo

k
Xi, = Z@i(log%’ - 10g¢W)2>

i=1
que segue, sob Hy e assintoticamente (para ny; e no; grandes, Vi), uma dis-
tribuicao qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade. A outra estatistica,
definida em Breslow e Day (1980, p. 42), é baseada no modelo condicional,
sendo dada por

X2, = i {y1i — Efn-A(IEMH)}2

P Vo, (Yarmr)

que também segue, sob Hy e para grandes amostras, uma distribuicao qui-

Y

quadrado com k—1 graus de liberdade. A novidade, nesse caso, é a utilizagao
da estatistica nao iterativa de Mantel-Hanszel no lugar da estimativa condi-
cional zﬁ
Quando a hipétese nula nao é rejeitada, um teste imediato é verificar-
mos a nao existéncia de associacao entre o fator e a doenca, mantendo apenas
o efeito da estratificacao. Esse teste, conhecido como teste de Mantel-Hanszel
(1959), utiliza a seguinte estatistica:
k k
X2 Qi v — D iy EAz'(l))}z
MH — k
Zz’:l VAi (1)

que, sob Hy : 1 = 1, segue para grandes amostras (n; grande Vi ou para

Y

k grande) uma distribui¢do qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Simi-
larmente ao caso de uma tunica tabela 2 x 2, um intervalo assintético de

confianga para 1) com coeficiente de confianga (1 — «) fica dado por

(772)[ Q&s) = &;}T{ZU—Q/Z)/XMH)

em que Xy =/ X35
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3.4 Meétodos cléassicos: tabelas 2 x k

A dicotomizacao de um fator com mais de 2 niveis, a fim de deixarmos
mais simples o estudo da associagao entre esse fator e uma determinada
doenca, pode omitir informacoes relevantes acerca da associagao de cada um
dos niveis agrupados e a doenca em estudo. Assim, sempre que possivel,
devemos manter para as analises o maior niimero possivel de niveis do fator.

Uma tabela resultante, nesse caso, é dada abaixo.

Fator
Doenga Nivel 1 Nivel 2 --- Nivel k Total
k—
D Y11 Y12 e Ny — Ei:f Yii ny
_ =
D Y21 Y22 =S e m
Analogamente ao caso de uma tinica tabela 2 x 2, assumimos que sao amostra-
dos n; elementos do estrato D e n, elementos do estrato D e que (Yii, ..., Yie)"
segue uma distribuigdo multinomial de pardmetros (71, . .. ,’/Tik)T, com Ty, =

1— 25;11 mij, © = 1,2. Comumente, para analisarmos as associacoes entre
os niveis do fator e a doenca, definimos um nivel do fator como referéncia,
que formara com os demais as razoes de chances. Escolhendo o nivel 1 como
referéncia, as razoes de chances ficam dadas por

¢1:1 € %Iw j:27"'7k7

Tro T 11’
em que 1; ¢ a razao de chances entre o nivel j e o nivel 1 do fator. As
anélises inferenciais através do uso do modelo multinomial sao tratadas em
textos correntes de analise de dados categorizados (ver, por exemplo, Agresti,
1990). Aqui, nos concentraremos no estudo do modelo condicional, que é
obtido apos o condicionamento de (Yji,...,Yy)T, i = 1,2, nas estatisticas
suficientes minimais Yj; + Y5; = mj, j = 1,--- k. O modelo resultante

¢é caracterizado pela distribuicao hipergeométrica multivariada nao central
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que depende apenas dos parametros de interesse ¢, ..., ¥ (ver McCullagh
e Nelder, 1989, p. 261). Em particular, a hipotese de auséncia de associagao
completa entre os niveis do fator e a doenga ¢ definida por Hy : ¢; = 1, Vj, que
sera avaliada através da distribuicao hipergeométrica central k-dimensional,
cuja funcao de probabilidades é o produto de k distribui¢oes hipergeométricas

centrais . n (n )
1] 27

flyi|m; ¢ = H T) : (3.11)

€m que y; = (yll; S 7y1k)T7 m = (mh s 7mk) € 1/) = (77b17 s 7¢k)T'
média, varidncia e covariancia correspondentes a distribui¢ao (3.11) sao, res-

pectivamente, dadas por

m;ny

E;(1) = E(Yylmy; 0 =1) = _—

ning(n — m;)m;

Vi) = Var(¥iglmg; = 1) = == 50—

_ mymenang

1) 7"

em que n = n; + ny. Um teste estatistico para Hy, que tem sido largamente

Cje = Cov(Yi;, Yielmj,mpp = 1) =

utilizado para testarmos a homogeneidade de k propor¢oes (Armitage, 1971),

é dado por

X3 =

Ly {Ejl(l) i m; —lEj(l)}

_ (n—l){i+i}z{ylj_Ej(1)}27 (312)

1 o —1 m,;
]7

J

que segue, sob Hy e para valores grandes de ni,ny e m;, Vj, uma distribuicao
qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade. Entretanto, quando os niveis do

fator sao quantitativos ou qualitativos ordinais, pode ser mais informativo
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o uso de um teste para a tendéncia do risco da doenca com o aumento dos
niveis do fator. Como ilustracao, vamos supor que ha k doses z;, j = 1,..., k,
associadas aos k niveis do fator. Um teste apropriado é considerarmos a
regressao dos desvios {y1; — E;(1)} sobre z; (Armitage, 1955; Mantel, 1963).

A estatistica correspondente fica dada por

2 n*(n = DT 2i{y, — Bi(D)}?

HOM — & & )
nina{n Zj:l x?mj - (Zj:l xjmy;)?}

que segue, para grandes amostras e sob Hg, uma distribuicao qui-quadrado

(3.13)

com k — 1 graus de liberdade.

Uma outra maneira de analisarmos a associagao entre o fator e a doenca
é através da amostragem nos k niveis do fator de interesse. Nesse caso,
a distribuigao resultante é um produto de k binomiais independentes e a
hipotese de auséncia de associagao entre o fator e a doenga pode ser avaliada
através do ajuste de uma regressao logistica, que sera discutida na Segao 3.6.
Por outro lado, se também forem fixados os totais n; e ns, a distribuicao
condicional resultante é uma hipergeométrica nao central k-dimensional que
sob Hy fica reduzida a (3.11). Logo, as estatisticas dadas em (3.12) e (3.13)
podem ser aplicadas, pelo menos numa anélise preliminar dos dados, para
avaliarmos a auséncia de associagao total entre o fator e a doenga.

Generalizagoes de (3.12) e (3.13) para o caso de h estratos sao dadas

em Breslow e Day (1980, pgs. 148-149).

3.5 Aplicagoes
3.5.1 Associagao entre fungicida e desenvolvimento de tumor

Como ilustragao, analisaremos o conjunto de dados apresentado em Innes et

al. (1969), referente a um estudo para avaliar o possivel efeito cancerigeno
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do fungicida Avadex. No estudo, 403 camundongos sao observados. Desses,

65 receberam o fungicida e foram acompanhados durante 85 semanas, veri-

ficando o desenvolvimento ou nao de tumor cancerigeno. Os demais animais

nao receberam o fungicida (grupo controle) e também foram acompanhados

pelo mesmo periodo, verificando a ocorréncia ou nao de tumor. Dois fatores

potenciais de confundimento, sexo e raca, foram considerados nas anélises.

Os dados do experimento sao resumidos na Tabela 3.1.

Tabela 3.1

Classificagcao dos camundongos quanto a rag¢a (R1 ou R2),
sexo, grupo e ocorréncia ou nao de tumor cancerigeno.

Estrato  Grupo Com tumor Sem tumor  Total
Tratado 4 12 16
R1-Macho Controle 5 74 79
Total 9 86 95
Tratado 2 14 16
R2-Macho Controle 3 84 87
Total 5 98 103
Tratado 4 14 18
R1-Fémea Controle 10 80 90
Total 14 94 108
Tratado 1 14 15
R2-Fémea Controle 3 79 82
Total 4 93 97

Em virtude dos valores relativamente altos das marginais das quatro

tabelas 2 x 2 formadas pela combinagao dos fatores sexo e raga, procedemos

inicialmente uma analise através do modelo nao condicional. Temos entao, na

primeira coluna da Tabela 3.2, as estimativas pontuais das razoes de chances

de tumor maligno entre o grupo tratado e o grupo controle. Na segunda

202



3.5 Aplicagoes

coluna apresentamos os intervalos assintoticos de 95% para 1. Notamos que,
embora todas as estimativas sinalizem para uma associagao positiva, apenas
o primeiro intervalo de confianga nao cobre o valor v = 1, evidenciando
associacao apenas no primeiro estrato, ao nivel de 5%.

O teste de homogeneidade das razdes de chances forneceu X3, = 0,867
(3 g.1. e P=0,833), indicando fortemente pela nao rejei¢ao da auséncia de
interagdo entre os estratos. Ja o teste de Mantel-Hanszel forneceu X3, =
8,289 (1 g.l. e P=0,004), indicando pela rejeigao da hipotese de razao de
chances comum igual a um, isto é, de que ha fortes indicios de associagao
entre os grupos controle e tratado. As estimativas de ¥ comum deram 1@ MH =
3,079 e 1[}W = 3,109, com intervalo assintotico de confianca de 95% dado por
[1,43;6,62].

Tabela 3.2
FEstimativas das razoes de chances de tumor
cancerigeno nos estratos de camundongos.

Estrato  Estimativa ¢ Intervalo assintotico

R1-Macho 4,93 [1,28 ; 18,97]
R2-Macho 4,00 10,69 ; 23,09]
R1-Fémea 2,29 0,64 ; 8,14]
R2-Fémea 1,88 (0,19 ; 48,87]

3.5.2 Efeito de extrato vegetal

Consideremos agora parte dos dados de um experimento (ver Paula, Seva-
nes e Ogando, 1988) conduzido para avaliarmos o efeito de diversos extratos
vegetais na mortalidade de embrides de Biomphalaria Glabrata (hospedeiro
da equistossomose). Para o extrato vegetal aquoso frio de folhas de P. Hyr-
siflora consideramos um total de k = 7 grupos sendo que os n; embrides do

i-ésimo grupo foram submetidos a uma dose z; (ppm) do extrato vegetal,
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observando ap6s o 202 dia o nimero de embrides mortos. Os dados sao resu-
midos na Tabela 3.3. Para aplicarmos o teste de tendéncia dado em (3.13),
devemos considerar que n = 50 4 --- + 50 = 350, ny = y; + - -- + y7 = 178,
nyg = n—mny = 172 e m; = 50, Vi. Assim, obtemos E;(1) = 25,43 para
i=1,...,7. A estatistica forneceu o valor X%, = 131,82, que ¢ altamente
significativo, indicando uma forte tendéncia crescente para a proporgao de

mortes com o aumento da dose.

Tabela 3.3
Distribuicao dos embrioes sequndo
0s niveis de exposi¢cao do estrato
vegetal aquoso.

x, 0 15 20 25 30 35 40
m; 50 50 50 50 50 50 50
yi 4 5 14 29 38 41 47

3.6 Regressao logistica linear

3.6.1 Introducao

A regressao logistica tem se constituido num dos principais métodos de mo-
delagem estatistica de dados. Mesmo quando a resposta de interesse nao é
originalmente do tipo binario, alguns pesquisadores tém dicotomizado a res-
posta de modo que a probabilidade de sucesso possa ser ajustada através da
regressao logistica. Isso ocorre, por exemplo, em anélise de sobrevivéncia dis-
creta em que a resposta de interesse é o tempo de sobrevivéncia, no entanto,
em algumas pesquisas, a fungao de risco tem sido ajustada por modelos lo-
gisticos. Tudo isso se deve, principalmente, pela facilidade de interpretacao
dos parametros de um modelo logistico e também pela possibilidade do uso

desse tipo de metodologia em analise discriminante.
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Embora a regressao logistica seja conhecida desde os anos 50, foi atra-
vés de Cox (1970) (ver também Cox e Snell, 1989) que a regressao logistica
ficou popular entre os usuérios de Estatistica. Nesta secao apresentamos al-
guns resultados relacionados com o modelo logistico linear que completam o
que foi apresentado no Capitulo 1, onde vimos esse modelo como um caso

particular de modelos lineares generalizados.

3.6.2 Regressao logistica simples

Vamos considerar inicialmente o modelo logistico linear simples em que 7(z),
a probabilidade de “sucesso"dado o valor x de uma variavel explicativa qual-

quer ¢é definida tal que

1%{T§ga}:a+5@ (3.14)

em que « e  sao parametros desconhecidos. Esse modelo poderia, por exem-
plo, ser aplicado para analisar a associagao entre uma determinada doenca e
a ocorréncia ou nao de um fator particular. Seriam entao amostrados, inde-
pendentemente, n; individuos com presenca do fator (z=1) e ny individuos
com auséncia do fator (x=0) e 7(x) seria a probabilidade de desenvolvimento
da doenga apdés um certo periodo fixo. Dessa forma, a chance de desenvolvi-

mento da doencga para um individuo com presenca do fator fica dada por

(1) _ atp
1—7(1) ’

enquanto que a chance de desenvolvimento da doenca para um individuo com
auséncia do fator é simplesmente
m(0)
1 —m(0)
Logo, a razao de chances fica dada por
po T =)
m(0){1 —=(1)} ’

205

= e%.




3.6 Regressao logistica linear

dependendo apenas do parametro f. Mesmo que a amostragem seja retros-
pectiva, isto €, sao amostrados n; individuos doentes e ns individuos nao do-
entes, o resultado acima continua valendo. Essa é uma das grandes vantagens
da regressao logistica, a possibilidade de interpretagao direta dos coeficientes
como medidas de associacao. Esse tipo de interpretacao pode ser estendido
para qualquer problema pratico.

Vamos supor agora que temos dois estratos representados por x (1 =
0 estrato 1, z; = 1 estrato 2) e que sd@o amostrados do estrato 1 nj; indi-
viduos com presenca do fator e ng; individuos com auséncia do fator e nq,
e Moo, respectivamente, do estrato 2. A probabilidade de desenvolvimento
da doenga sera denotada por 7m(xy,x2), com zy (r2=1 presenca do fator,
xe = 0 auséncia do fator). Temos aqui quatro parametros a serem estima-
dos, w(0,0),7(0,1),7(1,0) e 7(1,1). Logo, qualquer reparametrizagao devera
ter no maximo quatro parametros (modelo saturado).

Vamos considerar entao a seguinte reparametrizacao:

log {7r(a:1—,:702)} = a + yx; + Pre + dx170,
1 —7(xq,x2)

em que y representa o efeito do estrato, § o efeito do fator e J a interacao
entre estrato e fator. Para entendermos melhor essa reparametrizagao, vamos
calcular as razoes de chances em cada estrato

_ 70, ){1 70,0} _ 4

1= 7(0,00{1 —7(0,1)} ¢

_ m(1,1){1 —x(1,0)} _
m(1,0){1 —m(1,1)} '

Assim, a hipotese de homogeneidade das razoes de chances (Hyp : 1 = 1hy) é

(e

equivalente a hipotese de nao interagao (Ho : 6 = 0). Portanto, a auséncia

de interacao entre fator e estrato significa que a associacao entre o fator e a
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doenca nao muda de um estrato para o outro. Contudo, pode haver efeito
de estrato. Como ilustragao nesse caso, vamos supor que nao rejeitamos a
hipotese Hy : 6 = 0. Assim, o logaritmo da chance de desenvolvimento da
doenca fica dado por
log {M} = a+ vy + [,
1 —7m(xq,x2)

ou seja, € o mesmo nos dois estratos a menos da quantidade . Isso quer dizer
que mesmo nao havendo interagao entre os dois estratos (razao de chances
constante), as probabilidades de desenvolvimento da doenga podem estar em
patamares diferentes. Num estrato essas probabilidades sao maiores do que
no outro estrato. Essas interpretacoes podem ser generalizadas para trés ou

mais tabelas.

Aplicacao

Como ilustracao, vamos considerar novamente o exemplo descrito na Secao
3.5.1, supondo que agora temos apenas os estratos macho e fémea. Os dados

sao resumidos na Tabela 3.4 e no arquivo camundongos.dat.

Tabela 3.4
Classificacao de camundongos sequndo sexo, grupo e
ocorréncia de tumor.

Macho Fémea
Tumor Tratado Controle Tratado  Controle
Sim 6 8 5 13
Nao 26 158 28 159
Total 32 166 33 172

Denotamos por 7(z1,x2) a probabilidade de desenvolvimento de tu-
mor dados z; (x1=1 macho, x;=0 fémea) e x5 (=1 tratado, xs=0 con-

trole). Para testarmos a hipotese de auséncia de interacao (Ho : § = 0)
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comparamos o desvio do modelo sem interagao D(y; ;lo) = 0,832 com os
percentis da distribuigdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade (temos que
o desvio do modelo saturado é zero). O nivel descritivo obtido é dado por
P= 0, 362, indicando pela nao rejeicao da hipétese de homogeneidade das ra-
zOes de chances. Assim, ajustamos o modelo sem interacao. As estimativas

resultantes sao apresentadas na Tabela 3.5.

Tabela 3.5
Estimativas dos parametros do modelo
logistico ajustado aos dados sobre
ocorréncia de tumor em camundongos.

Efeito Estimativa E/E.Padréao
Constante -2,602 -9,32
Estrato -0,241 -0,64
Tratamento 1,125 2,81

Os niveis descritivos dos testes para Hy : 8 =0 e Hy : v = 0 sao, res-
pectivamente, dados por P= 0,005 e P= 0, 520, indicando fortemente pela
presenca de associacao entre a exposi¢ao ao fungicida e o desenvolvimento
de tumor e que as probabilidades de desenvolvimento de tumor nao sao di-
ferentes entre os dois estratos.

Temos que ’JJ = ef , logo um intervalo assintotico de confianga para

com coeficiente (1 — «), tera os limites

(1&1, 1/35) = eXP{B * 2(1-a/2) Var(B)}.

Para o exemplo acima e assumindo um intervalo de 95%, esses limites ficam
dados por [1,403; 6, 759].

O valor observado da variavel explicativa no modelo logistico dado
em (3.14) pode representar o valor de alguma variavel quantitativa qualquer

como, por exemplo, a dose ou a log-dose de uma determinada droga. Nesse
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caso, faz sentido calcularmos a chance de um individuo que recebeu a dose
x*, ser curado, em relacao a um outro individuo que recebeu a dose z. A
razao de chances de cura, entre os dois niveis, fica dada por

_ (@ ){1 —m(z)}
Ve T 2@ )

Portanto, logi,«_,) € proporcional a diferenga entre as duas doses. Se > 0,

= exp{f(z* — 2)}.

temos que a chance de cura aumenta com o aumento da dose e se 5 < 0 ocorre
o contrario. Essa interpretacao pode ser estendida para qualquer variavel

explicativa quantitativa.

3.6.3 Regressao logistica multipla

Vamos considerar agora o modelo geral de regressao logistica

log{ﬂ} = b1+ Boxo + -+ - 4 Bpxp,
1 —7(x)

em que x = (1,y,...,2,)" contém os valores observados de variaveis explica-
tivas. Como vimos na Sec¢ao 1.6.1, o processo iterativo para obtermos 3 pode

Ser expresso como um processo iterativo de minimos quadrados reponderados
ﬁ(m—H) _ (XTv(m)X)—lev(m)z(m)’

em que V = diag{m (1 —m),...,m(1 —7m,)}, 2= (21,..., 2,)" & a variavel
dependente modificada, z; = n; + (y; — m)/m(1 —m), m = 0,1,... e i =
1,...,n. Para dados agrupados (k grupos), substituimos n por k, V =
diag{nim (1 —m),...,mme(l — me)} € 25 = ;i + (y; — nym;) J{nimi(1 — ;) }.
Assintoticamente, n. — 00 no primeiro caso e para ** — a; > 0 no segundo
caso, 3 — B ~ N, (0, (X"VX)~1).

Uma interpretagao interessante pode ser dada para as razoes de chances

quando temos (¢—1)(q < p) das (p— 1) variaveis explicativas do tipo binéario.
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Como ilustragao, vamos supor ¢ = 4 e que x5 (xr2 = 1 presenga, o = 0
auséncia) e z3 (r3 = 1 presenca, r3 = 0 auséncia) representam dois fatores.
Vamos supor ainda que x4 = xox3 representa a interagao entre os dois fatores.
O modelo fica entao dado por

log{li(—:()x)} = b1 + Baza +53x3+64$4+;];j63"

Denotaremos por 1;; a razao de chances entre um individuo na condicao
(xg = i,23 = j) em relagdo a um individuo na condi¢do (zo = 0,23 =
0), para ¢,7 = 0,1, supondo que os dois individuos tém os mesmos valores
observados para as demais (p — 4) variaveis explicativas. Assim, podemos

mostrar facilmente que

Y10 = exp(B2), Yo =exp(fB3) e P11 =exp(Ba+ B+ Pa).

Portanto, testarmos a hipotese Hy : f, = 0 (auséncia de intera¢ao) é equiva-
lente a testarmos a hipotese de efeito multiplicativo Hq : ¥11 = ¥19%01. Em
particular, se x3 representa dois estratos (x3 = 0, estrato 1; x3 = 1, estrato
2), a razao de chances no primeiro estrato entre presenca e auséncia do fator
fica dada por 119 = exp(/32), enquanto que no segundo estrato essa razao de
chances vale 111 /101 = exp(0B2 + B4). Logo, testarmos Hy : 84 = 0 equivale
também a testarmos a hipotese de homogeneidade das razoes de chances nos

dois estratos.

3.6.4 Bandas de confianga

Como foi visto na Se¢ao 1.8.2 uma banda assintética de confianca de coefi-
ciente 1 — v pode ser construida para 7(z),Vz € IRP (ver também Piegorsch
e Casella, 1988). Assintoticamente 3 — 3 ~ N, (0, (X7VX)~!). Logo, uma

banda assintética de confianca de coeficiente 1 — a para o preditor linear
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z'3,Vz € IR?, fica dada por
2" B+ e {z" (XTVX)'2}Y2, vz e IRP,

em que ¢, € tal que PT{X?) < ¢o} =1 —a. Aplicando a transformacao logito
podemos, equivalentemente, encontrar uma banda de confianca de coeficiente

1 — a para 7(z), dada por

explz” B + /o {zT (XTVX) 12}/

= , Vz € IRP.
1 +expz”B + \/co{z" (XTVX)~12}1/2]

E importante observarmos que z é um vetor p X 1 que varia livremente no

IR?| enquanto X é uma matriz fixa com os valores das variaveis explicativas.

3.6.5  Selecao de modelos

Uma vez definido o conjunto de covariaveis (ou fatores) a ser incluido num
modelo logistico, resta saber qual a melhor maneira de encontrarmos um mo-
delo reduzido que inclua apenas as covaridveis e interacoes mais importantes
para explicarmos a probabilidade de sucesso m(x). Esse problema poderia
ser resolvido pelos métodos usuais de selegao de modelos discutidos na Se-
¢ao 1.11. Contudo, a questao de interpretacao dos parametros é crucial num
modelo logistico, implicando que uma forma puramente mecénica de selecao
pode levar a um modelo sem sentido e de dificil interpretacao. Particular-
mente, a inclusao de certas interagoes impoe a permanéncia no modelo de
seus respectivos efeitos principais de ordem inferior, na 6tica do principio hi-
erarquico. Muitas vezes, varidveis consideradas biologicamente importantes
nao devem ser deixadas de lado pela sua falta de significancia estatistica.
Assim, a selecao de um modelo logistico deve ser um processo conjugado de

selecao estatistica de modelos e bom senso.
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Método stepwise

Um dos métodos mais aplicados em regressao logistica é o método stepwise.
O método, como foi visto na Secao 1.11, baseia-se num algoritmo misto de
inclusao e eliminacao de variaveis explicativas segundo a importancia das
mesmas de acordo com algum critério estatistico. Esse grau de importancia
pode ser avaliado, por exemplo, pelo nivel de significAncia do teste da razao
de verossimilhancas entre os modelos que incluem ou excluem as variaveis em
questao. Quanto menor for esse nivel de significAncia tanto mais importante
sera considerada a variavel explicativa. Como a variavel mais importante por
esse critério nao é necessariamente significativa do ponto de vista estatistico,
devemos impor um limite superior Py (os valores usuais estao no intervalo
0, 15;0,25]) para esses niveis descritivos, a fim de atrairmos candidatos im-
portantes em principio a entrada.

Dado que a inclusao de novas variaveis explicativas num modelo pode
tornar dispensaveis outras variaveis ja incluidas, faremos a verificacao da
importancia dessas variaveis confrontando os seus respectivos niveis com um
limite superior Pg. As varidveis explicativas com um nivel descritivo maior
do que Pg serao assim candidatas a remocao.

Descrevemos a seguir uma variante desse algoritmo usada por Hosmer
e Lemeshow (1989, Cap. 3) (ver também Silva, 1992). A etapa inicial comega
com o ajustamento do modelo apenas com o intercepto e é completada pelos

passos seguintes:

1. construimos testes da razao de verossimilhangas entre o modelo inicial
e os modelos logisticos simples formados com cada uma das varidveis
explicativas do estudo. O menor dos niveis descritivos associados a cada
teste sera comparado com Pg. Se Pg for maior, incluimos a variavel

referente aquele nivel e passamos ao passo seguinte; caso contrario,
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paramos a selecao e adotamos o tltimo modelo;

2. partindo do modelo incluindo a variavel explicativa selecionada no
passo anterior, introduzimos individualmente as demais variaveis. Cada
um desses novos modelos é testado contra o modelo inicial desse passo.
Novamente, o menor valor dos niveis descritivos é comparado com Pg.
Se for menor do que Pg, implica na inclusao no modelo da variavel cor-
respondente e a passagem ao passo seguinte. Caso contrario, paramos

a selecao;

3. comparamos o desvio do modelo logistico contendo as variaveis selecio-
nadas nos passos anteriores com os desvios dos modelos que dele resul-
tam por exclusao individual de cada uma das variaveis. Se o maior ni-
vel descritivo dos testes da razao de verossimilhancas for menor do que
Ps, a variavel explicativa associada a esse nivel descritivo permanece
no modelo. Caso contrario, ela é removida. Em qualquer circunstancia,

o algoritmo segue para o passo seguinte;

4. o modelo resultante do passo anterior serd ajustado, no entanto, an-
tes de tornar-se o modelo inicial da etapa 2 (selegdo de interagdes de
primeira ordem entre as varidveis explicativas incluidas), avaliamos a
significancia de cada um dos coeficientes das variaveis selecionadas, por
exemplo através de um teste de Wald. Se alguma variavel explicativa

nao for significativa podemos exclui-la do modelo;

5. uma vez selecionadas as variaveis explicativas “mais importantes", ou
os efeitos principais, damos entrada na etapa 2 com o passo 1 que
agora envolve apenas interagoes de primeira ordem entre as varidveis

selecionadas, e assim por diante.
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E comum que algumas varidveis explicativas ou interacoes de interesse ou
com algum significado no estudo sejam mantidas no modelo desde o inicio,
mesmo que nao sejam significativas. E também comum que a selecdo de
interagoes seja feita dentre aquelas de interesse ou com algum significado no
problema.

Uma desvantagem do procedimento descrito pelos passos 1-5 é de exi-
gir as estimativas de méaxima verossimilhanga em cada passo, o que encarece
o trabalho computacional, particularmente quando ha muitas variaveis ex-
plicativas (ou fatores). Alguns autores tém sugerido aproximagoes para esse
processo de selegao. O aplicativo cientifico BMDP (Dixon, 1987) usa apro-
ximagoes lineares nos testes da razao de verossimilhancgas. Peduzzi, Hardy
e Holford (1980) apresentam uma variante desse método baseada no uso da

estatistica de Wald.

Método de Akaike

Um procedimento mais simples para selecionarmos variaveis explicativas num
modelo logistico é através do método de Akaike descrito na Se¢ao 1.11. Uma
sugestao é primeiro fazermos uma selecao dos efeitos principais e depois num
segundo passo, das interagoes de 1¢ ordem. Para ilustrarmos uma aplicacao
do método, vamos supor que as respostas binarias estejam armazenadas em
resp e as variaveis explicativas sejam denotadas por varl, var2 e var3. O
ajuste do modelo logistico apenas com os efeitos principais pode ser realizado
através dos comandos

ajuste < — glm(resp ~ varl + var2 + var3, family=binomial) .
A selecao dos efeitos principais pode ser realizada pelos comandos

require (MASS)

stepAIC(ajuste).
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Eventualmente algumas varidveis explicativas selecionadas podem nao
ser significativas marginalmente e a retirada das mesmas do modelo podera
ser confirmada através de algum teste estatistico apropriado, como por exem-
plo o teste da razao de verossimilhancas. A inclusao de interacoes de 12 ordem
pode ser feita individualmente dentre aquelas interagoes de interesse ou de

facil interpretacao.

3.6.6 Amostragem retrospectiva

Em muitas situacoes praticas, especialmente no estudo de doencas raras,
pode ser mais conveniente a aplicacao de uma amostragem retrospectiva em
que um conjunto de n; casos (individuos com y = 1) e ny controles (indi-
viduos com y = 0) é selecionado aleatoriamente e classificado segundo os
valores de x = (z1,...,x,)7. Esse tipo de planejamento ¢ muitas vezes
motivado por questoes econdmicas ligadas ao custo e a duragao do experi-
mento. A amostragem retrospectiva assim constituida levaria diretamente
a um modelo para Pr(X = x|y), ao contrario dos dados prospectivos que
est@o associados ao modelo 7(x) = Pr(Y = y|x). Como o desenvolvimento
de um modelo para Pr(X = x|y) pode ficar muito complexo a medida que o
valor x envolve um nimero maior de variaveis explicativas, particularmente
continuas, a proposta de uma abordagem alternativa através da especificagao
de um modelo para Pr(Y = y|x), de modo a induzirmos um modelo para
Pr(X = x|y), tem sido bastante utilizada.

Vamos supor entao um modelo logistico linear para explicarmos m(x) =
Pr(Y = 1]x). Mostraremos a seguir que a probabilidade 7(x), a menos de
uma constante adicionada ao intercepto do modelo, coincide com a probabi-
lidade 7*(x) = Pr(Y = 1|x,Z = 1) se a selegdo amostral nao depende de

X, em que Z é uma variavel indicadora da classificagao amostral (ver, por
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exemplo, Armitage, 1971). Denotaremos
o= Pr(Z=1Y=1) e
v = Pr(Z=1Y =0),
em que 7, é a probabilidade de um caso ser selecionado e 7, é a probabilidade

de um controle ser selecionado da populacao global. Estamos supondo que

Y1 € 72 nao dependem de x. Portanto
™(x) = Pr(Y =1z, Z=1)

Pr(Z =1Y =1)Pr(Y = 1]x)
Zy:ﬂ,l Pr(Z = 1Y = y)Pr(Y = ylx)’

que pode ser expressa em fungao de m(x), ou seja
" 717T(X)
T X =
&) = =R}
1 [ 2]
72 | 1-m(x)

n [ x|
1+ |:1—7r(x):|

72

Assim, obtemos
elog{r1/72}1+n

™ (x) = 1 + elog{v1/v2}+n’

em que =Y 0, ;5.

Portanto, se fazemos uma amostragem retrospectiva e ajustamos um
modelo logistico como se fosse uma amostragem prospectiva, os coeficientes
devem coincidir desde que a selecao tenha sido feita independente de x. Se,
no entanto, temos interesse particular em estimar 7(x), isto ¢, fazer predigoes
dado x, devemos corrigir a constante do modelo ajustado, obtendo o novo
intercepto

By = B —log(1/72),
em que 5’1‘ é o intercepto do modelo ajustado. Apresentamos um exemplo

ilustrativo na préxima secao.
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3.6.7 Qualidade do ajuste

Como vimos na Secao 1.4 , quando o ntimero de grupos k é fixo num expe-
rimento binomial e ™ — a; > 0 quando n — oo, o desvio D(y; ft) segue sob
a hipotese do modelo adotado ser verdadeiro uma distribuicao qui-quadrado
com (k — p) graus de liberdade. Esse resultado nao vale quando n — oo
e n;m;(1 — m;) fica limitado. Nesse caso, Hosmer e Lemeshow (1989) suge-
rem uma estatistica alternativa para avaliacao da qualidade do ajuste. Essa
estatistica é definida comparando o nimero observado com o nimero espe-
rado de sucessos de g grupos formados. O primeiro grupo deverd conter
n) elementos correspondentes as n} menores probabilidades ajustadas, as
quais serao denotadas por 7i(;) < fz) < o0 < Ty, O segundo grupo
devera conter os nf elementos correspondentes as seguintes probabilidades
ajustadas T 11) < Tyy2) < 0 < T(njgny)- L assim, sucessivamente, até
o tltimo grupo que devera conter as n; maiores probabilidades ajustadas
Tt 41) S T(nfogn!_42) < 0 < W) O ntimero observado de su-
cessos no primeiro grupo formado serda dado por O; = Z;LL Y@, em que

y(j) = 0 se o elemento correspondente ¢ fracasso e y(;) = 1 se ¢ sucesso. Ge-

)]

it b 1YG) 2 S0 < g. A estatistica ¢
S § i—1

neralizando, obtemos O; = >

definida por

O zg: (0; — njm;)?

em que
U s
7T1:—§7T- e m=— g T,
n| 4 (7) n, (4)
J=1 Jj=ni4tnl_ +1

para 2 <1 < g. Hosmer e Lemeshow sugerem a formacao de g = 10 grupos de
mesmo tamanho (aproximadamente), de modo que o primeiro grupo conte-
nha n/ elementos correspondentes as [n/10] menores probabilidades ajustadas

e assim por diante até o ultimo grupo com nf, elementos correspondentes as
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[n/10] maiores probabilidades ajustados. Quando nao ha empates, isto &,
n; = 1, Vi, fica relativamente facil montarmos os 10 grupos com tamanhos
aproximadamente iguais. No entanto, quando h& empates, pode ser neces-
sario que dois individuos com a mesma configuracao de covariaveis sejam
alocados em grupos adjacentes a fim de que os grupos formados nao tenham
tamanhos muito desiguais. Hosmer e Lemeshow verificaram através de simu-
lacoes que a distribuicao nula assintotica de C pode ser bem aproximada por

uma distribui¢do qui-quadrado com (g — 2) graus de liberdade.

3.6.8 Técnicas de diagnostico

Estudos de simulagao (ver, por exemplo, Williams, 1984) tém sugerido o
residuo tp, para as analises de diagnostico em modelos lineares generalizados,
uma vez que o mesmo tem apresentado nesses estudos propriedades similares
aquelas do residuo t] da regressao normal linear. Em particular, para os

modelos binomiais, esse residuo é expresso, para 0 < y; < n;, na forma

by = & | —2 log | 2 + ¢ Jog [ Y v
P = 310 - Ny =Y )log | ————— )
b 1— hy vios T Yiyos Ty — N

em que o sinal é o mesmo de y; — ;. Quando y; = 0 ou y; = n;, o componente

do desvio padronizado toma as formas

{2ni|log(1 — 7;)[}'/? {2ni[logr |}/
tDi = — = (§] tDi = = s

1 —hi 1 — hy

respectivamente. O residuo Studentizado tg,, também utilizado para avaliar-
mos a presenca de observacoes aberrantes mesmo tendo em geral distribuicao

assimétrica acentuada, toma a forma

1 (y; — n7;)

ts, = _ A .
V1 = by, {namri(1 = 70;) P2
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Para medirmos a influéncia das observacoes nas estimativas dos coeficientes,

utilizamos a distancia de Cook aproximada dada por

(1 — hy)2 nafti(1 — 7))

2
LD; =

Hosmer e Lemeshow (1989) observam que hi; depende das probabili-
dades ajustadas 7;, ¢ = 1, ..., k, e consequentemente os residuos tg, e tp, € a

medida de influéncia LD; também dependem. Temos que
hii = nimi(1 — m)x] (XTVX)'x;,

com V = diag{nym (1—my),...,ngm(1—m)}. Hosmer e Lemeshow mostram
através de um estudo numérico que o comportamento de h; numa regressao
logistica pode ser muito diferente do comportamento de h;; na regressao linear

para uma mesma matrix modelo X.

Tabela 3.6
Possiveis valores para algumas medidas de diagnostico sequndo
as probabilidades ajustadas.
Probabilidade ajustada

Medida  0,0-0,1 0,1-0,3 0,3-0,7 0,7-0,9 0,9-1,0
t%i grande ou moderado moderado ou moderado grande ou
pequeno pequeno pequeno
LD, pequeno grande moderado grande pequeno
ilm' pequeno grande  moderado ou  grande pequeno
pequeno

A Tabela 3.6 descreve os possiveis valores de algumas medidas de di-
agnostico em fungao das probabilidades ajustadas. A medida hi; pode ser
interpretada de maneira similar a medida h;; da regressao normal linear para
0,1 <m; <0,9. No entanto, quando 7; é pequena ou alta, h; fica em geral
pequeno o que pode dificultar a deteccao de pontos que estejam mais afasta-

dos no subespago gerado pelas colunas da matrix X. A sugestao, portanto,
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sao os graficos de t%w t2D7; e LD, contra as probabilidades ajustadas ;. Es-
ses graficos podem ser informativos a respeito do posicionamento dos pontos
aberrantes e influentes com relagao as probabilidades ajustadas. Os graficos
dessas quantidades contra hi; podem ser complementares, pelo menos para
verificarmos se as tendéncias apresentadas na Tabela 3.11 sao confirmadas
para o modelo ajustado.

Outros graficos recomendados em regressao logistica sao os graficos da

variavel adicionada e de |€,,,,| contra ;.

3.6.9 Aplicacoes

Processo infeccioso pulmonar

Voltemos agora ao exemplo discutido na Secao 1.12.2 em que 175 pacientes
com processo infeccioso pulmonar foram classificados de acordo com as varia-
veis tipo de tumor, sexo, idade, nivel de HL: e nivel de FF. Para simplicidade
das analises, iremos reagrupar os niveis de HL e FF de modo que os niveis
de intensidade “ausente"e “discreto"sejam agora considerados como inten-
sidade “baixa"e os niveis “moderado"e “intenso"sejam agora de intensidade
“alta" (ver Tabela 3.7).

Nesse estudo os pacientes foram amostrados retrospectivamente, sendo
que os controles (processo benigno) foram formados por uma amostra de 104
pacientes de um grupo de 270, enquanto que os casos (processo maligno)
foram todos os pacientes diagnosticados com processo infeccioso pulmonar
maligno durante o periodo da pesquisa. Portanto, seguindo a notacao da

Segao 3.6.6 , temos que v; = 1 e o = 104/270 1.

!Estamos supondo que a razio 7y, /2 = 270/104 vale também se as amostras tivessem
sido feitas diretamente da populagao
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Tabela 3.7
Descricao das novas varidveis referentes ao exemplo
sobre processo infeccioso pulmonar.

Variavel Descricao Valores
Y Processo Infecioso 1:maligno
0:benigno
IDADE Idade em anos
SEXO Sexo 0:masculino
1:feminino
HL Intensidade de 1:alta
Histi6citos-linfoécitos  0:baixa
FF Intensidade de 1:alta
Fibrose-frouxa 0:baixa

Aplicaremos a seguir o método de selecao stepwise proposto por Hos-
mer e Lemeshow (1989). Na etapa 1 consideraremos apenas os efeitos princi-
pais. Adotaremos Pr = 0,20 (nivel para inclusao de covariaveis) e Pg = 0,25
(nivel para eliminagao de covariaveis).

No passo 1 incluimos a variavel explicativa IDADE, uma vez que o nivel
descritivo dessa variavel foi o menor dentre os niveis descritivos das demais
varidveis explicativas e também foi menor do que Pr. No passo seguinte
incluimos a variavel explicativa HL, e agora com duas variaveis incluidas
no modelo verificamos se é possivel eliminar uma das duas. O maior nivel
descritivo é da IDADE que encontra-se na Tabela 3.8 na linha de referéncia do
passo 2. O nivel descritivo dessa variavel nao é superior a Pg, logo mantemos
a IDADE no modelo. Seguindo essa logica, encontramos os menores niveis
descritivos em cada passo como sendo o elemento da diagonal principal de
cada passo. No passo 3, por exemplo, entra a varidvel explicativa SEXO que
tem o menor nivel descritivo que por sua vez ¢ menor do que Pg. Dado que
SEXO entra no modelo verificamos se uma das duas variaveis ja incluidas

no modelo pode sair. Assim, no mesmo passo 3, notamos que o maior nivel
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descritivo (em asterisco) corresponde a variavel explicativa HL. que nao deve
sair do modelo pois o nivel descritivo nao é maior do que Pg. Seguindo essa
mesma logica todos os efeitos principais sao incluidos no modelo. Em resumo,
o modelo resultante na etapa 1 é o modelo com todos os efeitos principais.

De forma analoga procedemos a etapa 2, cujos niveis descritivos para
tomada de decisao em cada passo encontram-se na Tabela 3.9. Por exemplo,
no passo 1, entra a interagao entre IDADE e HL que tem o menor nivel
descritivo que por sua vez € menor do que Pr. Nao verificamos nessa etapa se
algum efeito principal deve sair do modelo mesmo que fique nao siginifcativo
com a inclusao das interagoes. Isso pode ser reavaliado apos a selegao do
modelo final. No passo 4, por exemplo, notamos que a interacao entre IDADE
e FF nao entra no modelo pois o nivel descritivo correspondente é maior
do que Pg. Assim, como essa interacao nao entra no modelo, nao é preciso
verificar a retirada das demais interacoes ja incluidas no modelo. Concluimos
entao que apenas trés interagoes de primeira ordem serao incluidas no modelo.
Essas interagoes sao IDADE x HL, HL x FF e SEXO % FF.

Na etapa 3 nenhuma interacao de segunda ordem foi selecionada, uma
vez que o menor nivel descritivo dos testes de inclusao foi menor do que Pg.
Assim, o modelo resultante contém os efeitos principais e trés interagoes de

primeira ordem.

Tabela 3.8
Niveis descritivos referentes a etapa 1
do processo de selecao stepwise.

Passo IDADE HL SEXO FF

1 0,000 0,000 0,288 0,001
0,000 0,000 0,100 0,003
0,000 0,000* 0,050 0,125
0,000 0,000 0,072* 0,183
0,000 0,000 0,072 0,183*

Ol = W N
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Tabela 3.9
Niveis descritivos referentes a etapa 2 do processo de selecao stepwise.
Passo IDA*HL HL*FF SEX*FF IDA*FF IDA*SEX HL*SEX

1 0013 0,014 0,059 0,066 0,657 0,063
2 0,023 0,027 0,060 0,231 0,218 0,099
3 0028 0,005 0,012 0,234 0,275 0,176
4 0,208 0,403 0,794

O desvio do modelo foi de D(y; fx) = 146, 22 (167 graus de liberdade),
indicando um ajuste adequado. As Figuras 3.1a-3.1d apresentam alguns gré-
ficos de diagnostico. Na Figura 3.1a temos o grafico de h;; contra os valores
ajustados e notamos dois pontos com maior destaque, #6 e #69. No gréfico
de residuos tp,, Figura 3.1b, a maioria dos pontos cai dentro do intervalo
[-2,2], com apenas duas observagoes, #21 e #172, fora do intervalo, porém
muito proximas aos limites. J& o grafico de influéncia LD; destaca novamente
a observagao #69 e a observagao #172. O paciente #172 ¢é do sexo feminino,
tem processo maligno, idade 55 anos e niveis altos para HL e FF. Pelos re-
sultados das estimativas seria mais provavel esperarmos de um paciente com
esse perfil um processo benigno. O paciente #69 é também do sexo femi-
nino, tem 78 anos, niveis altos para HL e FF e nao tem processo maligno.
Aqui seria um pouco menos provavel processo benigno para o paciente. Perfil
parecido tem o paciente #6. J& o paciente #21 tem processo benigno, 82
anos, ¢ do sexo feminino e tem nivel alto para HL e baixo para FF. Seria
mais provavel nesse caso processo maligno para o paciente. Finalmente, te-
mos na Figura 3.1d o grafico normal de probabilidades para o residuo tp, e
nao notamos nenhum indicio de que a distribuic¢ao utilizada seja inadequada.
Retirando cada uma das observacoes destacadas pelos graficos de diagnos-
tico notamos mudanga inferencial quando a observagao #172 é excluida, a

interagao SEXO * FF deixa de ser significativa. Ou seja, a significancia da
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interacao SEXO * FF é induzida pela observagao #172. Logo, essa interacao
deve ser retirada do modelo.

As estimativas dos parametros do modelo final sem a interacao SEXO % FF
bem como os valores padronizados pelos respectivos erros padrao aproxima-
dos encontram-se na Tabela 3.10.

Como temos interesse em estudar a associagao entre o tipo de processo
infeccioso pulmonar e as covariaveis histologicas HL e FF, formamos algumas
razoes de chances envolvendo essas covariaveis. Como ilustracao, a razao de
chances de processo infeccioso maligno entre um paciente no nivel alto de HL
e um paciente no nivel baixo de HL, que denotaremos por ¢, supondo que

os pacientes tenham o mesmo sexo, idade e nivel de FF, é estimada por

Vi = exp{—5,371 + 0,061IDADE + 2, 255FF}.

Tabela 3.10
Estimativas dos pardametros referentes ao modelo
logistico ajustado aos dados sobre processo
infeccioso pulmonar.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante B7 -1,247 -1,36
IDADE Ba 0,038 2,23
HL Bs -9,371 -3,34
SEXO B 0,765 1,60
FF Bs 22,090 22,36
IDADE*HL Bs 0,061 2,18
HL*FF By 2,955 2,11

Logo, podemos concluir que a chance de processo maligno ¢ maior
para pacientes com nivel baixo de HL do que para pacientes com nivel alto
de HL, quando ambos estao no nivel baixo de FF e também tenham a mesma
idade. Por outro lado, quando ambos estao na categoria alta de FF, @H 1, fica

maior do que um apo6s a idade de 52 anos (aproximadamente), indicando
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uma chance maior de processo maligno para pacientes no nivel alto de HL
apos essa idade.

Analogamente, denotaremos por ¥pp a razao de chances de processo
infeccioso maligno entre um paciente com nivel alto de FF e um paciente
com nivel baixo de FF. Supondo que os pacientes sao semelhantes nas demais

covariaveis esse parametro é estimado por
Yrp = exp{—2,090 + 2, 255HL}.

Dessa expressao podemos deduzir que a chance de processo maligno é maior
para pacientes com intensidade baixa de FF do que para pacientes com in-
tensidade alta de FF, isso no grupo de pacientes com intensidade baixa de
HL. Ocorre o contrario no grupo de pacientes com intensidade alta de HL.

Na comparagao dos pacientes com relagao ao sexo temos que a razao
de chances de processo infeccioso pulmonar entre pacientes do sexo feminino
e masculino é estimada por ¥py; = exp(0, 765) = 2, 15.

Se temos interesse em prever Pr{Y = 1|x}, probabilidade de um paci-
ente da populagao com um determinado conjunto de valores para as covarié-
veis estar com processo infeccioso maligno, devemos antes estimar 3; fazendo

a correcao

By = B —10g(270/104) = —1,247 — 0,954 = —2,201.

Tabela 3.11
Discriminag¢ao do modelo logistico ajustado
aos dados sobre processo infeccioso pulmonar.

Classificacao Classificacao pelo modelo
Correta Benigno Maligno
Benigno 81 23
Maligno 13 o8
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Figura 3.1: Graficos de diagnoéstico referentes ao modelo logistico ajustado
aos dados sobre processo infeccioso pulmonar.

A regressao logistica tem multiplas utilidades, entre as quais a possi-
bilidade de também ser utilizada em analise discriminante quando ha ape-
nas dois grupos para serem discriminados. O objetivo aqui é encontrarmos
um modelo ajustado que melhor discrimine os dois grupos. Como aproxi-
madamente 21% dos 341 pacientes foi diagnosticado com processo maligno
podemos verificar qual a taxa de acertos do modelo ajustado. Um critério
seria classificarmos com processo maligno todo individuo com probabilidade
ajustada de pelo menos 0,21. Caso contrario o individuo seria classificado
com processo benigno. A Tabela 3.11 apresenta a discriminagao feita pelo

modelo ajustado aos dados sobre processo infeccioso pulmonar. Temos que
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a taxa de acertos é de 139/175 = 0,795 (79,5%).

Ocorréncia de vaso-constricao

Como outra aplica¢ao, vamos considerar os dados de um experimento desen-
volvido para avaliar a influéncia da quantidade de ar inspirado na ocorréncia
de vaso-constrigao na pele dos dedos da méao (Finney, 1978; Pregibon, 1981).
Os dados do experimento sao descritos na Tabela 3.12 e também no arquivo
pregibon.dat. A resposta, nesse exemplo, ¢ a ocorréncia (Y = 1) ou au-
séncia (Y = 0) de compressao de vasos e as covariaveis sao o logaritmo do
volume e o logaritmo da razao de ar inspirado. Vamos supor para a i-ésima

unidade experimental que Y; ~ Be(m;), em que

log { : i } = B + Bolog(volume), 4 Bslog(razdo),,
o

com 7; denotando a probabilidade de ocorréncia de vaso-constrigao.
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3.6 Regressao logistica linear

Tabela 3.12
Dados do experimento sobre a influéncia da razao e do volume de ar
mspirado na ocorréncia de vaso-constricao da pele dos dedos da mao.
Obs Volume Razao Resposta Obs. Volume Razao Resposta

1 3,70 0,825 1 20 1,80 1,800 1
2 3,50 1,090 21 0,40 2,000
3 1,25 2,500 22 0,95 1,360
4 0,75 1,500 23 1,35 1,350
5 0,80 3,200 24 1,50 1,360
6 0,70 3,500 25 1,60 1,780
7 0,60 0,750 26 0,60 1,500
8 1,10 1,700 27 1,80 1,500
9 0,90 0,750 28 0,95 1,900

10 090 0,450
11 080 0,570
12 055 2,750
13 060 3,000
14 140 2,330
15 0,75 3,750
16 2,30 1,640
17 320 1,600
18 0,85 1,415
19 1,70 1,060

29 1,90 0,950
30 1,60 0,400
31 2,70 0,750
32 235 0,030
33 1,10 1,830
34 1,10 2,200
35 1,20 2,000
36 0,80 3,330
37 0,95 1,900
33 0,75 1,900
39 1,30 1,625

O R P =P OOOOOOO K == =
—_ OO R PR PR OORFRORFRORFEOFROOOOO

As estimativas dos parametros sao descritas na Tabela 3.13 e como
podemos notar as variaveis explicativas log(volume) e log(razdo) sao al-
tamente significativas. O desvio do modelo foi de D(y; 1) = 29,36 (com 36
graus de liberdade), indicando um ajuste adequado. As Figuras 3.2a-3.2d
descrevem alguns dos graficos sugeridos acima bem como o grafico normal
de probabilidades com envelope para o residuo tp,. Na Figura 3.2a temos o
grafico de hi; contra os valores ajustados e podemos notar que a observacao

#31 é destacada mais do que as restantes.
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Tabela 3.13
Estimativas dos pardametros do modelo
logistico ajustado aos dados sobre
VaS0-constri¢ao.
Parametro Estimativa E/E.Padrao

B, 2,875 2,18
B, 5,179 4,85
By 4,562 2,49

Na Figura 3.2b temos o grafico de LD; contra os valores ajustados e
notamos duas observacoes mais discrepantes, #4 e #18, cujos valores ajusta-
dos sao menores do que 0, 11. Uma tendéncia similar é exibida na Figura 3.2c
onde temos o grafico de t?gi contra os valores ajustados. A eliminacao da ob-
servacao #4 levou as novas estimativas §; = —5,204(2, 17), 5 = 7, 452(2, 93)
¢ B3 = 8,465(3,246) com variagdo, respectivamente, de -81%, 64% e 63%. O
desvio do modelo reduziu para D(y; ft) = 22,42 (35 g.l.), variagao de 24%.
Resultado parecido ocorreu com a eliminagao da observacao #18. Nesse
caso obtemos 1 = —4,757(2,008), B, = 6,879(2,718) e f3 = 7,669(2,937)
com variacao, respectivamente, de -66%, 48% e 51%. O desvio caiu para
D(y; ft) = 23,58 (35 g.1.), redugao de 20%. Mesmo com as variagdes despro-
porcionais nao houve mudancga inferencial. Esses resultados indicam que os
pontos #4 e #18 sao influentes e aberrantes. Note que para os dois casos
houve ocorréncia de ar inspirado, porém o valor do volume e da razao sao
relativamente baixos contrariando a tendéncia observada pelo modelo ajus-
tado. O grafico normal de probabilidades para o residuo tp, (Figura 3.2d) nao
fornece indicios de afastamentos sérios da suposicao de distribuicao binomial
para a resposta. Podemos notar a maioria dos pontos dentro do envelope

gerado.
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3.6 Regressao logistica linear

Tabela 3.14
Quantidades usadas para o cdlculo da estatistica C
referente ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre vaso-constri¢ao.

Grupo Obervacoes O; n! e
1 79101132 0 5 0,0024
2 418212630 2 5 0,0459
3 1213222838 0 5 0,2737
4 8,19,232937 1 5 0,5113
) 6,24,31,33,39 3 5 0,6728
6 5,15,34,35,36 5 b5 0,7956
7 3,14,20,25,27 5 5 0,8974
8 121617 4 4 0,9766

Apresentamos na Tabela 3.14 os grupos formados com as observagoes
da Tabela 3.12 para o célculo da estatistica C proposta por Hosmer e Le-
meshow (1989). Foram formados sete grupos com cinco observagoes cada e
um grupo com quatro observacgoes. Os termos para o célculo de C sdo dados

abaixo

C = 0,0120 + 14,3157 + 1,8842 + 1,9391
+ 0,1203 41,2846 + 0,5716 + 0, 0958

20,2233,

cujo nivel descritivo para uma qui-quadrado com 6 graus de liberdade é dado
por P= 0,0025, indicando que o ajuste nao é adequado. Por outro lado, se
eliminamos as observacoes #4 e #18, obtemos C = 5, 9374, que leva ao nivel
descritivo P= 0,4302. Portanto, as duas observacgoes destacadas pelas ané-
lises de diagnostico tém grande influéncia na falta de ajuste detectada pela

estatistica C. O programa para a geragao do envelope da Figura 3.2d é des-
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Figura 3.2: Gréficos de diagnostico referentes ao modelo logistico ajustado
aos dados sobre vaso-constrigao.

crito no Apéndice B. Assumimos que os resultados do ajuste estao disponiveis

em fit.model.

Preferéncia de consumidores

Para ilustrarmos uma terceira aplicacao com resposta binaria vamos analisar
parte dos dados descritos no arquivo prefauto.dat sobre a preferéncia de
consumidores americanos com relagao a automoveis. Uma amostra aleatoria
de 263 consumidores foi considerada. As seguintes variaveis foram observadas

para cada comprador: preferéncia do tipo de automovel (1: americano, 0:
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japonés), idade (em anos), sexo (0: masculino; 1: feminino) e estado civil
(0: casado, 1: solteiro). Para maiores detalhes ver Foster, Stine e Waterman
(1998, pgs. 338-339). Na Tabela 3.15 temos a distribui¢ao da preferéncia do

comprador segundo o sexo e estado civil, respectivamente.

Tabela 3.15
Distribui¢ao da preferéncia do comprador de
automovel sequndo o sexo e o estado civil.

Masculino  Feminino
Americano 61 (42,4%) 54 (45,4%)
Japoneés 83 (57,6%) 65 (54,6%)
Total 144 119

Casado Solteiro
Americano 83 (48,8%) 32 (34,4%)
Japonés 87 (51,2%) 65 (65,6%)
Total 170 93

Podemos notar que para ambos os sexos a maior preferéncia é por
carro japonés. Dentre os casados ha pequena vantagem por carro japoneés.
Contudo, essa preferéncia é bem mais acentuada entre os solteiros. Pelos
boxplots da Figura 3.3 notamos que a idade mediana dos compradores de
automovel americano é ligeiramente superior a idade mediana dos compra-
dores de automével japoneés.

Tabela 3.16
Estimativas dos pardmetros referentes

ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre preferéncia de compradores.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante -1,600 -2,31
Idade 0,049 2,30
E.Civil -0,526 -1,94
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Figura 3.3: Boxplots da idade dos compradores de automoveis japonés e
americano.

Denotamos por Y; a preferéncia com relagao ao tipo do automoével pelo
i-ésimo comprador (1: americano, 0: japonés). Vamos supor inicialmente
um modelo logistico sem interacao em que Y; ~ Be(m;) com

7r.
log {1—1} = 1 + Peidade; 4+ [3sexo; + [ecivil;,
sendo 7; a probabilidade do i-ésimo comprador preferir automével americano.
Aplicando o método AIC retiramos a variavel sexo do modelo. As estimativas

dos parametros do modelo final sem interacao sao descritas na Tabela 3.16.

Nao foi significativa a inclusao no modelo da interacao entre a idade e
o estado civil do comprador. Assim, temos que a preferéncia por automovel
americano aumenta com a idade do comprador. Com relagao ao estado civil

notamos que os casados preferem mais carro americano do que os solteiros.
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Figura 3.4: Graficos de diagnoéstico referentes ao modelo logistico ajustado
aos dados sobre preferéncia de consumidores.

Essa razao de chances (entre casados e solteiros) por carro americano pode
ser estimada por 1) = exp(0,526) = 1,69. Nos graficos de diagnostico da
Figura 3.4 duas observagoes sao destacadas como possivelmente pontos de
alvanca e influentes, #99 (idade de 60 anos, solteira e prefere carro japonés)
e #223 (idade de 54 anos, solteiro e prefere carro americano). Porém, ndo ha
indicios de observagoes aberrantes nem de afastamentos sérios da suposicao
de distribuicao de Bernoulli para a resposta. Na Tabela 3.17 sao apresentadas
as estimativas dos parametros sem essas duas observagoes. Embora ocorram

algumas variacoes desproporcionais nao ha mudanga inferencial.
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Tabela 3.17
Estimativas dos pardametros referentes ao modelo
logistico ajustado aos dados sobre preferéncia
de consumidores sem as observacgoes #99 e #223.

Efeito Estimativa E/E.Padrao  Variagao
Constante -1,942 -2,65 -21,4%
Idade 0,060 2,65 22.4%
E.Civil L0,474 1,72 9,9%
Efeito Estimativa E/E.Padrao  Variagao
Constante -1,463 -2,07 8,6%
Idade 0,045 2,05 -8,1%
E.Civil 20,550 22,02 -4.6%

3.6.10 Modelos de dose-resposta

O modelo logistico é frequentemente utilizado em Toxicologia no estudo do
comportamento de determinados medicamentos, que é medido pela probabi-
lidade 7(x) de algum efeito produzido pelo medicamento em estudo, segundo
a dose (ou a log-dose) z aplicada. Essa probabilidade pode ser escrita pela

expressao geral

(z) = /_ " (w)du, (3.15)

em que f(-) representa uma funcao densidade de probabilidade, também co-
nhecida como fungao de tolerancia. Como vimos na Sec¢ao 1.3.1, alguns can-
didatos naturais para f(u) sao as fungoes de densidade da normal padrao,
da distribuicao logistica e da distribuicao do valor extremo, as quais levam
aos modelos probito, logistico e complementar log-log, respectivamente. Uti-
lizamos o preditor linear n = 31 + fx no lugar de = em (3.15) a fim de
ampliarmos o leque de opgoes para 7(z).

Os modelos de dose-resposta visam nao somente a predi¢ao da pro-
babilidade de sucesso 7(x) para uma dosagem especifica x, mas também a

determinacao da dosagem necesséaria para atingirmos uma probabilidade de
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sucesso p. Essa dosagem é chamada de dose letal. A notagao usual para uma

dose letal de 100p% ¢é dada por DLjq,. Logo,

p = 7m(B1 + B2DLiggp), 0 <p < 1.

A dose letal mais comum em Toxicologia ¢ a dose mediana (DLsg), embora
em certos casos sejam também de interesse doses extremas, tais como DI
ou DLgg. Devemos observar que hoje em dia modelos de dose-resposta sao
definidos em vérias areas do conhecimento, em que a dose pode ser a idade,
0 peso, a resisténcia de um material etc.

Supondo o modelo logistico com preditor linear n = £ + fox, a esti-
mativa de maxima verossimilhanca de DLy, fica, pela propriedade de inva-
riancia, dada por

_— . 1 p .
DLigop = d(B) = = {log (T) - 51] )
B2 L=p
em que 3 é a estimativa de maxima verossimilhanca de 8 = (B, B2)T.

A variancia assintotica de I/)iloop pode ser obtida apds uma aproxima-

¢ao de primeira ordem por série de Taylor de d(B) em torno de 3, levando

ao seguinte:
Var[DLigo,] = D(B)T (XTVX) ™' D(B),

em que

2l ()]
D = 0d 0B =|—,— —1lo )
Lembramos que (XTVX)*1 contém as varidncias e covariancia estimadas de

Bl e Bg. Portanto, um intervalo de confianga assintotico de coeficiente (1 —«)

para DL, fica dado por

ﬁlOOp Tt Z(1—a/2)\/ Val"A[d(B)]-
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3.6 Regressao logistica linear

3.6.11 Aplicagoes
Exposicao de besouros
Tabela 3.18

Mortalidade de besouros expostos
a disulfeto de carbono gasoso.

Dose Besouros Besouros
log10C'Ss expostos  mortos
1,6907 59 6
1,7242 60 13
1,7552 62 18
1,7842 56 28
1,8113 63 52
1,8369 59 53
1,8610 62 61
1,8839 60 60

Em Bliss (1935) (ver também Silva, 1992) encontramos uma situagao
tipica para o ajuste de um modelo logistico de dose-resposta. O estudo
baseia-se no comportamento de besouros adultos & exposi¢ao de disulfeto de
carbono gasoso (C'Sy) durante cinco horas. Os resultados obtidos a partir dos
481 besouros expostos segundo diferentes doses sao apresentados na Tabela
3.18 e no arquivo besouros.dat. Ajustando um modelo logistico do tipo
logit{m(z)} = B1+ Pax aos dados, em que x denota a dose de C'Sy, obtemos as
estimativas @1 = —60,72(5, 18), 62 = 34,27(2,91) e COV(Bl,BQ) = —15,04.
O desvio do modelo foi de D(y; ) = 11,23 para 6 graus de liberdade, o
que leva a um nivel descritivo de P= 0, 0815, indicando um ajuste razoével.
O grafico de envelope descrito na Figura 3.5 confirma essa falta de ajuste.
Talvez a inclusao de um termo quadréatico ou mesmo o ajuste de um modelo

logistico nao linear (ver Silva, 1992) possam melhorar a qualidade do ajuste.
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3.6 Regressao logistica linear

Componente do Desvio

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Percentil da N(0O,1)

Figura 3.5: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo logistico
ajustado aos dados sobre exposicao de besouros.

Uma vez conhecida a covariancia assintotica entre 5; e (5, podemos
calcular a variancia assintética de DLjgg, para alguns valores de p e con-

sequentemente os intervalos assintoéticos de confianca. Em particular, para

~ 1 0,5 A
DL - = 1 ’ —
” ﬁz {Og(1_075) /Bl}

p = 0,50, obtemos

B 60,72
By, 34,27
= 1,772

Um intervalo de confianca assintotico de 95% para DLsq fica entdo dado por

- —0,029
1,772 + 1,96\/ (—0,029,—0,052)T(XTVX)1( 07052>

= 1,772 + 1,964/0,00001488
— [1,764;1,780].
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Figura 3.6: Modelo logistico ajustado a propor¢ao de besouros mortos.

A Figura 3.6 descreve a curva ajustada e as frequéncias observadas.
Como podemos observar os pontos abaixo de 7(z) = 0,50 parecem mais mal
ajustados do que os pontos com resposta estimada acima desse valor. Isso
sugere que um modelo binomial com ligacao complemento log-log poderia ser

mais apropriado. A parte sistematica desse modelo fica expressa na forma

log{—log(1 —7(z))} = b1 + faz,

em que x denota a dose de C'S;. As estimativas paramétricas ficam dadas
por By = —39,57(3,24), > = 22,04(1,80) e Cov(fy, B2) = —5,82. O desvio
do modelo caiu para D(y; ft) = 3,45 com 6 graus de liberdade, que leva a
um nivel descritivo de P= 0,751. Logo, nao rejeitamos o modelo. O grafico
da curva ajustada (Figura 3.7a) e o gréafico normal de probabilidades (Figura

3.7b) confirmam essa indica¢ao de modelo bem ajustado.
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Figura 3.7: Curva ajustada para a proporc¢ao de besouros mortos (a) e gréfico
normal de probabilidades sob o modelo complementar log-log (b).

Para o modelo com ligagao complemento log-log a estimativa de ma-

xima verossimilhanga de DLy, fica dada por

51100;) = d(B) = Bi [log{—log(l —p)}— Bl )

2

para a qual obtemos a variancia assintotica
Vara[DLuog,] = D(B)" (X"WX)~'D(8),

em que

11 r
—, =5 161 — log(—log(1 —p))}| ,
B2 5

com W sendo uma matriz diagonal de pesos dados por w; = n;m; (1 —

D(B) = 0d(B)/9B =
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3.6 Regressao logistica linear

mi)log?(1 — ;) i = 1,...,8. Em particular, para p = 0,50, obtemos

ﬁ%o = Bi [log{—log(l —0,5)} — Bl]

2

1

= 1,779.

Logo, um intervalo assintotico de 95% para DLy, fica dado por

. —0, 0454
1,779 + 1,96/ (—0,0454, —0,0807)T(XTWX)~1(
’ ’ \/( 0454, =0, 0807)( ) (—0,0807)

= 1,779 + 1,964/0,00001606
= [1,771;1,787).

Podemos notar que as estimativas intervalares para DLsy sao praticamente

as mesmas sob os dois modelos ajustados.

Garotas de Varsovia

Os problemas de dose-resposta nao se esgotam em Toxicologia. Milecer e
Szczotka (1966) investigam a idade do inicio da menstruagdo em 3918 ga-
rotas de Varsévia. Para 25 médias de idade foram observadas a ocorréncia
(Y = 1) ou nao (Y = 0) do inicio de periodos de menstruagao nas adoles-
centes. Os dados desse estudo sao apresentados na Tabela 3.19 e no arquivo
meninas.dat. Adotamos o modelo logistico linear

o[ Z)

em que w(z) = Pr{Y = 1|z} e = denota a idade média. As estimativas
de maxima verossimilhanca deram 3, = —21,23(0,769), B> = 1,63(0,059)
e Cov(Bl, BQ) = —0,045. Na Figura 3.8 sao apresentadas a curva ajustada
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3.6 Regressao logistica linear

e as frequéncias observadas. O desvio do modelo foi de D(y; @) = 26,80
(23 graus de liberdade) para um nivel descritivo de P= 0,264, indicando um

ajuste adequado.

Tabela 3.19
Ocorréncia do inicio da menstruac¢ao em garotas de Varsovia.

Niumero de garotas Niumero de garotas

Idade Menstruadas Entrevistadas Idade Menstruadas Entrevistadas
9,21 0 376 13,08 47 99
10,21 0 200 13,33 67 106
10,58 0 93 13,58 81 105
10,83 2 120 13,83 88 117
11,08 2 90 14,08 79 98
11,33 5 88 14,33 90 97
11,58 10 105 14,58 113 120
11,83 17 111 14,83 95 102
12,08 16 100 15,08 117 122
12,33 29 93 15,33 107 111
12,58 39 100 15,58 92 94
12,83 51 108 15,83 112 114
17,53 1049 1049

A estimativa da idade mediana de inicio do periodo de menstruacao
fica portanto dada por
~ 21,23
DLsy = —— = 13,02
50 1.63 ) 9

com o seguinte intervalo assintotico de confianca de 95%:

13,02 + 1,96+/0, 004524 = [12,89; 13, 15].

Pelo grafico de envelope descrito na Figura 3.9a notamos que os residuos

apresentam uma tendéncia sistematica dentro do envelope gerado, sugerindo
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Figura 3.8: Curva ajustada pelo modelo logistico linear para a proporcao de
garotas de Varsovia.

a inclusao de um termo quadratico na parte siteméatica do modelo. O ajuste

de um modelo com parte sisteméatica dada por

n(z) = B + Pax + Ba2?

forneceu as seguintes estimativas: 3, = —30,96(5,24), By = 3,12(0,78) e
By = —0, 06(0,03) com desvio D(y, ; ft) = 23,40 (22 graus de liberdade) para
um nivel descritivo de P= 0,38. O gréfico de envelope descrito na Figura
3.9b confirma a adequagao do modelo com termo quadratico.

Stukel (1988) (ver também Silva, 1992) mostra que o uso de um modelo

logistico nao linear pode melhorar substancialmente a qualidade do ajuste dos

modelos de dose-resposta apresentados nesta se¢ao.
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3.6 Regressao logistica linear

3.6.12 Estimagao da dose letal

Intervalos de confianca aproximados para a dose letal DL, podem ser cons-
truidos utilizando a variancia assintoética para I/)iloop, conforme descrito na
secao anterior. Ha, contudo, um outro método que é baseado no teorema de
Fieller (1954) e seré descrito a seguir. Chamamos p = 6 0 em que [y e Bp sao
estimados por 3y e 81 e assumimos que essas estlmatlvas sao normalmente
distribuidas com médias [y e (31, varidncias vgy e v11 € covariancia vg;. Defi-
nimos a fungao 1& = Bo — pBl. Entao, se Bo e Bl sao estimativas nao viesadas

de By e p1, obtemos E(@Z) = 0. A variancia de 1& fica, portanto, dada por
v = Var(1)) = vgo + p*v11 — 2pvio1. (3.16)

Desde que [y e f; sao normalmente distribuidos, entao ¢ também é normal-

mente distribuido. Consequentemente, a variavel
(Bo = pB1)/v/v
segue uma distribui¢cao normal padrao. Assim, um intervalo assintético de
confianga para p com coeficiente (1 — «) é formado pelos valores de p tais
que
| Bo — pB1 |< 2(1—a/2) V0.
Os limites desse intervalo de confianca saem da equagao quadratica

B3 + p*Bt — 2P0 — 1 a/2)V = 0,

que, ap6s algumas manipulagoes algébricas e usando (3.16), fica dada por

(51 - 1 a/z)vll)P +(2U012(1 —a/2) 2/3051)P+50 UOOZ1 —aj2) = =0.

Portanto, as raizes da equagao acima formam os limites inferior e superior do

intervalo de confianga para p. Basta chamarmos p = —f; /3, e aplicarmos os
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resultados acima para encontrarmos um intervalo assintético de coeficiente

(1 — «) para DLsy.

Componente do Desvio

(a) Percentil da N(0,1) (b) Percentil da N(0,1)

Figura 3.9: Graficos normais de probabilidades para os modelos logistico com
componente sistematica linear (a) e nao linear (b) ajustados aos dados sobre
garotas de Varsovia.

3.6.13 Modelos de retas paralelas

Modelos de retas paralelas sao comumente aplicados na area de Farmacologia
para compararmos a eficiéncia de drogas do mesmo tipo, ou seja, com agao
similar (ver, por exemplo, Finney, 1971; Collett, 1991). Nesses estudos,
o interesse principal é compararmos as poténcias entre as drogas definindo
uma droga particular como nivel base ou droga padrao. Para aplicarmos
esses modelos em experimentos com respostas bindrias assumimos que Yjjx,

o efeito produzido pela j-ésima dose correspondente a i-ésima droga no k-
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3.6 Regressao logistica linear

ésimo individuo, ¢« = 1,...,9, j = 1,...,d; e k = 1,...,n;;, segue uma

distribuicao de Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;; definida tal que
g(mij) = oy + Blogw;;, (3.17)

e que as variaveis Yj;,’s sao mutuamente independentes. Se tomarmos a
primeira droga como padrao, a poténcia p; da i-ésima droga com relagao a
primeira é definida por

logp; = (a; — o) /B,

1=1,...,¢9. Essa suposicao leva a seguinte relacao:
9(mi;) = ay + Blogpixij,

isto é, x unidades da droga i tém o mesmo efeito que p;x unidades da primeira

droga.

Aplicacao

A Tabela 3.20 resume os resultados de um experimento (ver Collett, 1991)
em que trés inseticidas sao aplicados num determinado tipo de inseto e é
verificado o ntimero de sobreviventes para cada dose aplicada. Esses dados

estao também descritos no arquivo insetic.dat.

Tabela 3.20
Mortalidade de insetos sequndo as doses de trés inseticidas.
Dose mg/cm?
Inseticida 2,00 2,64 3,48 4,59 6,06 8,00
DDT 3/50 5/49 19/47 19/50 24/49 35/50
~v-BHC 2/50 14/49 20/50 27/50 41/50 40/50
DDT + ~-BHC 28/50 37/50 46/50 48/50 48/50 50/50

Ajustando o modelo (3.17) com ligagao logito aos dados, obtemos as

estimativas d&; = —4,555(0, 361), as = —3,842(0,333), a3 = —1,425(0, 285)
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3.6 Regressao logistica linear

e = 2,696(0,214), com desvio dado por D(y; ft) = 21,282, para 14 graus
de liberdade, P= 0,0946. Isso quer dizer que o ajuste do modelo de retas

paralelas parece ser razoavel.
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Figura 3.10: Grafico normal de probabilidades para o modelo logistico de
retas paralelas ajustado aos dados sobre trés tipos de inseticida.

Temos, portanto, os seguintes ajustes para as trés drogas:

log { 1) U 4 55549 696l0sz; (DDT);
1— 1 (ZIZ'J)
log M = —3,842 4+ 2,696logr; (v—BHC) e
1— TQ(l'j)
log d ) 1 4 495 4 9 696l0gz; (DDT +4—BHC),
1— ’/'Tg(l'j)
para 7 = 1,...,6. Notamos, pelas estimativas, que ha um aumento de

poténcia quando as drogas DDT e y-BHC sao misturadas. Em particu-
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lar, a poténcia da mistura com relacao as drogas DDT e +-BHC é esti-
mada, respectivamente, por p; = exp{(—1,425 + 4,555)/2,696} = 3,19 e
p2 = exp{(—1,425 + 3,842)/2,696} = 2,45.

Pelo grafico normal de probabilidades (Figura 3.10), notamos que to-
dos os residuos caem dentro do envelope gerado. No entanto, parece haver
uma tendéncia no grafico, uma vez que os residuos negativos apresentam-se
ligeiramente abaixo da média enquanto os residuos positivos apresentam-se
ligeiramente acima. Isso pode ser um indicio de sobredispersao, isto é, que as
réplicas (para cada dose e cada inseticida) nao sao totalmente independentes.
Em Collett (1991, Cap. 6) ha uma discussao sobre o assunto. Apresentare-

mos a seguir uma abordagem para esse tipo de problema.

3.6.14 Sobredispersao

Sobredispersao ou variacao extrabinomial é um fenémeno comum que ocorre
na modelagem de dados binarios agrupados e cuja ocorréncia é caracterizada
quando a varia¢do observada excede aquela assumida pelo modelo (ver, por
exemplo, Hinde e Demétrio, 1998). Em particular em regressao logistica,
quando o desvio D(y; ft) é maior que o numero de graus de liberdade (g —p),
pode haver indicios de sobredispersao, em que g é o nimero de grupos. Isso
pode ser avaliado mais precisamente pelo nivel descritivo do teste de ajus-
tamento comparando D(y; f1) com os percentis da distribuigao qui-quadrado
com (g — p) graus de liberdade.

Diferentes circunstancias, entretanto, podem causar um valor alto para
o desvio. Algumas delas representam uma sobredispersao aparente. Por
exemplo, alguns pontos aberrantes podem aumentar substancialmente o valor
do desvio e a simples eliminacao desses pontos pode reduzir as evidéncias de

sobredispersao. Outra causa aparente de sobredispersao é a auséncia de
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algum termo extra na parte sisteméatica do modelo. Medidas de diagndstico
sao ferramentas importantes para detectarmos o fenémeno. Em sintese, ha
duas possiveis causas de sobredispersao: correlacao entre as réplicas binarias
ou variagao entre as probabilidades de sucesso de um mesmo grupo. Do ponto
de vista pratico é dificil distinguirmos entre os dois casos, contudo, como
veremos a seguir, os procedimentos estatisticos para tratarmos o problema

podem ser os mesmos.

Caso I

Vamos supor inicialmente a existéncia de g grupos de modo que para o i-ésimo
grupo sejam observadas n; repeticoes de uma variavel aleatoria Y;; ~ Be(;)
(Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;). O nimero total de sucessos no

1-ésimo grupo sera definido por
Yi=Yit o Vi,

Segue que E(Y;;) = m; e Var(Y;;) = m;(1 — 7;). Vamos supor adicionalmente

a existéncia de correlagao entre as repetigoes do i-ésimo grupo. Logo,

Var(Y; Z\/ar +Z Z Cov(Y;j, Yik).

=1 k=1,k#j

Se essa correlacao é constante, Corr(Y;;, Yr) =  para j # k, entdo teremos

que Cov(Y;,Yjy) = ém;(1 — ;). Dai obtemos

Var(;)) = Y m(l—-m)+> > om(l—m)
j=1 J=1 k=1,k#j

= oinm(l—m),
em que 02 = 1+ (n; — 1)d. Se ¢ exigido que o2 > 0, entdo devemos ter

1+(?”LZ'—1)(5>O,
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que implica em 6 > —1/(n; — 1). Portanto, havera a restrigao

<)< 1.

Assim, § assumiré valores negativos apenas para n; pequeno. Caso contrario,
d assumira valores positivos. Logo, teremos em geral Var(Y;) > n;m(1 — m;)

(sobredispersao).

Caso 11

Vamos supor agora que p; representa a probabilidade de sucesso nas respostas
do i-ésimo grupo tal que E(p;) = m; e Var(p;) = omi(1 — m;), 6 > 0. Temos
portanto um modelo de efeito aleatério, que reduz ao modelo usual de efeito
fixo se tomarmos § = 0. Assumimos ainda que Y;;|p; ~ Be(p;) de onde segue

que E(Y;;|p:;) = pi e Var(Yi;|p;) = pi(1 — p;). Dai obtemos

E(Y;) = E{E(Yilp:)} = nim;

Var(Y;) = E{Var(Yi|p;)} + Var{E(Y|p:)}
= nm(1—7)(1 = 0) +n2dm(1 — m)
= nym(l —m){l+ (n; — 1)d},

que coincidem com os resultados obtidos para o primeiro caso. No entanto

aqui temos a restricao 6 > 0.

Estimacao

A estimacao de 0 tem sido discutida em varios contextos. No primeiro caso,

por exemplo, & pode ser consistentemente estimado por

o= Z > ipip, /(N = p), (3.18)
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em que 7p, = (yiw — m)//7i(l —7;) ¢ o residuo de Pearson estimado,

N = ; 7 ni(n; —1) e m; ¢ a estimativa de maxima verossimilhanga de
m; supondo 0 = 0. Podemos, contudo, estimar 3 e ¢ simultaneamente atra-
vés de um processo iterativo. Uma proposta ¢ o uso de equagoes de estimacao
generalizadas (Liang e Zeger, 1986) as quais serao discutidas no Capitulo 5.

As novas estimativas, denotadas por BG ed , saem do sistema de equacgoes
Z{H — 16} "xi(y; — ni#;) = 0.

Dada uma estimativa inicial para d, que pode ser §, temos o seguinte processo

iterativo para obter BG:

9 9

Bimth — gim) . {Z w§’")xix?}‘1 Z{%(m)xi(?/z‘ — nﬂgm))/nﬂgm) (1— ﬂ-z(m))}7
i=1 =1

(3.19)

m=20,1,2..., em que w; = n;m; (1 —m;)/{1+ (n; — 1)5} O processo iterativo

(3.19) ¢ alternado com (3.18) até chegarmos & convergéncia. Podemos mos-

trar que o estimador BG é consistente e assintoticamente normal. A variancia

assintotica de B ¢ dada por

g
Var(fig) = {Z wix;xl 3t
i=1

H& também uma proposta de variancia assintotica robusta no caso da estru-

tura de correlacao ter sido definida incorretamente, que é dada por

Var( ﬁG {szxl iy 1{2 ViXiX; }{szxl B

em que v; = {14 (n; — 1)0} 7237, 4 (%ie — ;) (yier — mi). Um desvio corrigido
para esse modelo fica dado por D(y; fig) = 20 {1 + (n; — 1)0}d?, em que d?

é o0 i-ésimo componente do desvio de um modelo binomial, avaliado em 3.
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Apresentamos a seguir os procedimentos para resolvermos (3.19) no R.
Inicialmente iremos propor uma fun¢ao corpearson para obtermos (3.18).
Denotaremos os vetores (y1/n1, ..., Yg/ng)", (Y1, y,)" € (n1,...,ny)" por
fr, yt e nt, respectivamente, e o nimero de parametros por npar. A funcao
é definida por

corpearson = function(fr, yt, nt, npar) {

ntl = 0.5*%sum(nt*(nt-1))

suml = (0.5*%yt*x(yt-1) - frx(nt-1)*yt +

0.5%fr*fr*nt*(nt-1))/(frx(1-fr))

suml = sum(suml)

rho = suml/(ntl-npar)

rho }.
Vamos supor que temos duas variaveis explicativas representadas por x1 e
x2 sem intercepto e que os resultados do ajuste do modelo supondo inde-
pendéncia sejam colocados em fit.model. Em fit.gee sao armazenados os
resultados do processo iterativo dado em (3.19) e vamos supor 10 iteragoes.
Seguem os comandos

fit.model = glm(resp ~ x1 + x2 - 1, family=binomial)

eta = predict(fit.model)

fr = fitted(fit.model)
rr = corpearson(fr, yt, nt, npar)
i=1

while(i <= 10) {

fit.gee = glm(resp ~ x1 + x2 -1, family=binomial, start=
mu = exp(eta)/(1 + exp(eta)),

maxiter = 1,

weights = 1/(1 + (nt - 1)*rr))
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eta = predict(fit.gee)

fr = fitted(fit.gee)
rr = corpearson(fr, yt, nt, npar)
i=1i+17%.

A estimativa final da correlagao estd armazenada em rr. Para rodarmos os
programas descritos acima no R colocamos inicialmente a fungao corpearson
num arquivo externo, por exemplo denominado corr.s, e executamos o
mesmo através do comando abaixo
source(‘‘corr.s”).

Entao a fungao corpearson estara instalada. Em seguida devemos fazer
o mesmo para ajustarmos o modelo colocando os demais comandos num
arquivo externo, por exemplo denominado super.s, fazendo o seguinte:

source (‘‘super.s”’) .

Teste de auséncia de sobredispersao

Podemos ter interesse particular em testar a hipoétese de auséncia de sobre-
dispersao Hy : 0 = 0 contra H; : 0 > 0. Como o conhecimento da distribuicio
de Y;; ¢ bastante complexo sob a hipotese alternativa, o que inviabilizaria a
aplicagao de testes tradicionais tais como razao de verossimilhancas, Wald
e escore, propomos a aplicacao de um teste tipo escore que requer apenas o
conhecimento dos dois primeiros momentos de Y;; e a estatistica do teste é
avaliada sob a hipotese nula (modelo binomial de respostas independentes).

A estatistica do teste (ver Paula e Artes, 2000) assume a forma

g -
§s = iz M

)
g r2
A/ ilei

em que M; = > v<v TP, TP, de modo que Hy seja rejeitada quando g >

Z(1—a)- Podemos mostrar que essa estatistica corresponde & forma padroni-
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3.6 Regressao logistica linear

zada (sob Hy) de 5. Para calcularmos &s propomos a fungao abaixo em que
fr denota os valores ajustados sob a hipotese nula.
escore = function(fr,yt,nt) {
suml = (0.5*yt*x(yt-1) - frx(nt-1)*yt +
0.5xfrxfr*nt*x(nt-1))/(fr*(1-fr))

sum(suml*suml)

sum?2

sum(suml)

suml
escore = suml/sqrt(sum2)

escore }.

Quase-Verossimilhanca

Uma outra possibilidade de estudarmos o fenémeno de sobredispersao é atra-
vés do uso do modelo beta-binomial em que Y; | v ~ B(n;,v) enquanto v
segue uma distribuicao beta. Podemos mostrar que a variancia de Y; é dada
por

Var(Y;) = nym;(1 — m){1 + (n; — 1)d},

em que 7; e 6 dependem dos parametros da distribuicao beta. A estimacao
de ¢ é bastante complexa nesse caso requerendo o uso de métodos iterativos

e de integragao numérica (ver, por exemplo, Collett, 1991, Cap. 6).

Podemos ainda supor o7 = ¢!, estimarmos ¢ consistentemente dos
dados ou do modelo ajustado e substituirmos a estimativa obtida nas quan-
tidades que envolvem ¢. Quando n; é grande, Vi, podemos estimar ¢ direta-
mente do desvio

(%71 _ D(y; it)
—g —.

=™
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Figura 3.11: Gréfico normal de probabilidades para o residuo corrigido para
o modelo logistico de retas paralelas ajustado aos dados sobre trés tipos de
inseticida.

No caso de n; pequeno, para algum 7, recomendamos a estimativa abaixo

Qg—l _ 1 zg: (yi — niﬁi)z

_g_pz‘:1

em que p denota o nimero de parametros da parte sistematica do modelo
e 7i,...,7y sao as probabilidades ajustadas nos g grupos. Sob a hipotese
de que o modelo é verdadeiro, essa estimativa é também consistente para ¢.
Essa opgao é um caso particular de modelos de quase-verossimilhanca que
serao discutidos no Capitulo 5.

No exemplo da se¢ao anterior, envolvendo a comparagao de trés inse-
ticidas, temos um total de 18 grupos com probabilidades ajustadas 7;(z;),
1=1,2,3ej5=1,...,6. Como n; = 50 para a maioria dos grupos e proéximo

a esse valor para os demais grupos, podemos estimar ¢ consistentemente
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3.6 Regressao logistica linear

através de

51— D(y; ) _ 21,282
g—p 14

Algumas quantidades que envolvem ¢ deverao ser corrigidas,

= 1,52.

Var(3) = ¢ 1(X"VX) ",

D*(y;r) = ¢D(y: 1) e
th, = \/;tpz.. O novo grafico normal de probabilidades, agora com tp, , é
apresentado na Figura 3.11 e nao apresenta indicios de afastamentos sérios
das suposicoes feitas para o modelo. E importante observarmos que o novo
residuo ¢, nao corresponde ao componente do desvio de nenhum modelo
particular. Nos modelos de quase-verossimilhanca a distribuicao da resposta
¢ em geral desconhecida e o uso de D*(y; i) deve ser encarado de forma

descritiva.

Aplicacao

Collett (1991, Segao 6.9) descreve um experimento com duas espécies de
rotifers, um tipo microscopico de invertebrado aquatico. O objetivo do ex-
perimento é determinar a densidade relativa para cada uma das espécies.
Foi utilizado um método indireto que consiste em centrifugar os animais em
recipientes com densidades relativas de uma determinada substancia e entao
utilizar uma regressao logistica para ajustar a proporcao de rotifers que per-
manece suspensa segundo a densidade relativa. A densidade relativa de cada
espécie pode ser estimada pela DL5g, que nesse caso representa a densidade
relativa da substancia que deixa suspenso 50% de rotifers.

Seja Y;; o nimero de animais da i-ésima espécie que permanecem sus-

pensos num recipiente com densidade relativa d; da solucao, onde foram
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3.6 Regressao logistica linear

colocados n;; rotifers. Assumimos inicialmente que Y;; ~ B(n;j, m;;), i = 1,2

eg=1,...,20, em que

ﬂ'..
1 Y - i Zd
Og{l—mj} a; + Bid,;

Tabela 3.21
Distribuicao de rotifers das duas espécies.

Polyarthra major Keratella cochlearis

Densidade Suspensos Expostos Suspensos Expostos
1,019 11 58 13 161
1,020 7 86 14 248
1,021 10 76 30 234
1,030 19 83 10 283
1,030 9 56 14 129
1,030 21 73 35 161
1,031 13 29 26 167
1,040 34 44 32 286
1,040 10 31 22 117
1,041 36 56 23 162
1,048 20 27 7 42
1,049 54 59 22 48
1,050 20 22 9 49
1,050 9 14 34 160
1,060 14 17 71 74
1,061 10 22 25 45
1,063 64 66 94 101
1,070 68 86 63 68
1,070 488 492 178 190
1,070 88 89 154 154

Na Tabela 3.21 e no arquivo rotifers.dat sao apresentados para cada

espécie a densidade relativa da substancia, o ntumero de rotifers expostos
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Figura 3.12: Grafico normal de probabilidades do modelo logistico ajustado
aos dados sobre rotifers.

e o namero de rotifers em suspensao. Para a espécie Polyathra as esti-
mativas de méxima verossimilhanca sdo dadas por &y = —109,72(5,22) e
Bl = 105,67(5,02), enquanto que para a espécie Keratella obtemos do =
—114,35(4,03) e B, = 108,75(3,86). Embora essas estimativas sejam alta-
mente significativas, o desvio do modelo D(y; f1) = 434,02 (36 graus de liber-
dade) indica para um ajuste inadequado. O gréfico normal de probabilidades
descrito na Figura 3.12 confirma a sobredispersao. Segundo Collett (1991,
Cap. 6) a sobredispersdo nos dados pode ter sido causada por uma possi-
vel mé distribuicao dos animais nos recipientes, uma vez que rotifers mais
jovens s@o menos densos do que os mais maduros. Collett (1991) propde
um modelo logistico com efeito aleatorio para ajustar a proporgao de ani-

mais em suspensao e consegue uma reducao substancial no valor do desvio.
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3.6 Regressao logistica linear

Vamos assumir, alternativamente, o modelo proposto na Secao 3.6.14, que
com uma adaptacdo de notagdo corresponde a assumirmos E(Y;;) = n;;m;;
e Var(Y;;) = nym;j(1 — m;){1 + (n;; — 1)0}, em que § denota a correlagao

intraunidade experimental.

°
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Valor Ajustado

Figura 3.13: Gréafico de residuos de Pearson contra os valores ajustados para
o modelo logistico de sobredispersao ajustado aos dados sobre rotifers.

Usando o processo iterativo dado na secao anterior obtemos as novas
estimativas &; = —90,64(13,18), B, = 87, 22(12,66), ao = —117,25(14,91),
BQ = 111,45(14,21) e o = 0,0815. Pela Figura 3.13 notamos que exceto a
observacao #16, que corresponde a uma unidade experimental com baixa
proporgao de rotifers, 10/22, para uma densidade alta, os demais residuos

permanecem no intervalo [-2,2] e ndo apresentam nenhuma tendéncia siste-
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3.6 Regressao logistica linear

mética contra os valores ajustados. A aplicacao da estatistica {g para testar
Hy : 6 = 0 contra H; : 6 > 0 forneceu o valor {5 = 3,126, com nivel descritivo
P= 0,0009, indicando fortemente pela rejeicao da hipétese nula. Portanto,

ha indicios de sobredispersao nos dados.
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Figura 3.14: Graficos de diagnostico para o modelo logistico condicional
aplicado aos dados sobre diabetes.

3.6.15 Modelo logistico condicional

Em alguns estudos de caso e controle ou de seguimento o niimero de estratos
formados pode ser relativamente grande. Isso ocorre em particular nos estu-
dos emparelhados de caso e controle, em que a influéncia de fatores suspeitos
de confundimento é controlada através de emparelhamentos de casos com

controles, segundo alguns niveis desses fatores. Para cada emparelhamento
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3.6 Regressao logistica linear

temos um estrato. Assim, se é adotado um modelo logistico linear, além
dos parametros correspondentes aos efeitos incluidos no modelo, temos um
parametro (intercepto) para cada estrato. Nos casos de estratos com poucas
observagoes, o nimero de parametros pode ser da mesma ordem do ntmero
total de observagoes, o que em geral leva a estimativas viesadas (ver Cox e
Hinkley, 1974, p. 292).

Como ilustracao, vamos supor um estudo de caso e controle com k
emparelhamentos do tipo 1:1 (1 caso por 1 controle) segundo os niveis de um
fator binario de exposi¢ao representado pela variavel X (X = 1 presenga da
exposi¢ao, X = 0 auséncia da exposi¢ao). Denotamos por Y;(z) o resultado
da resposta para o individuo do i-ésimo estrato com X = x (Y;(z) = 1 caso,
Yi(xz) = 0 controle). Vamos supor que Y;(x) ~ Be{m;(x)}, em que

log {%} = q; + Pr.
A razao de chances de ser caso entre o individuo exposto e o individuo nao
exposto no i-ésimo estrato fica dada por

b= m(1)/{1 —m(1)}
mi(0)/{1 — m(0)}

sendo, portanto, constante ao longo dos estratos.

= exp(B)

Para eliminarmos os parametros «;’s podemos trabalhar com a distri-
buigao condicional de Y;(1) dado Y;(1) + Y;(0) = m. Essa distribuigao foi

discutida na Seg¢ao 3.2.3. A funcao de probabilidades pode ser expressa na

OGN
S O

em que a = 0,1 em =0,1,2. E facil mostrar que f(a|0;%) = f(a|2;¢) =1,

forma

f(alm; 1))

havendo portanto informagao a respeito de 1 somente nos estratos em que
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3.6 Regressao logistica linear

Yi(1) + Y;(0) = 1. A funcado de probabilidades nesse caso ¢ definida para

a =0 e a =1, sendo as probabilidades dadas por

fO[L¢) =1/(1 + )

fAL ) =4/ (1L +9).
Se definirmos para o i-ésimo estrato duas novas varidveis binarias Xi; e Xo;

representando, respectivamente, o nivel de exposi¢ao do caso e do controle,

poderemos expressar as probabilidades condicinais na forma

_exp(xy — 29:)
flall,9) = 1+ exp(zy; — x9;) 8’

em que a = 0, 1. Assim, para k estratos, a fungao de verossimilhanga conjunta
condicional, que depende apenas de [ e serd denotada por ¢(/3), assume a

forma

B . exp{({lfil — $z2)5}
(p) = I, 1 +exp{(zin — zi2)B}]

Temos que a expressao acima coincide com a func¢ao de verossimilhanca de
uma regressao logistica com k sucessos em k ensaios, com uma tnica cova-
riavel com valores observados z; = x;1 — 29, © = 1,...,k, e passando pela
origem.

Generalizando para p covariaveis e supondo ainda emparelhamentos
1:1, teremos o modelo

log{%} =a; +x' B,

em que X = (x1,...,2,)", B = (B1,...,8,)7 e m(x) = Pr{V; = 1|x}, i =
1,..., k. Se observamos no i-ésimo estrato os valores x;; = (211, .. . ,xﬂp)T

para o caso e os valores X;5 = (Z01, - - - ,xigp)T para o controle, a funcao de
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3.6 Regressao logistica linear

verossimilhanga conjunta condicional assume a forma geral (ver, po exemplo,

Breslow e Day, 1980, p. 205; Hosmer e Lemeshow, 1989, Cap. 7)

e ekl s’
(p) = 1o, 1+ exp{(xq — x2)"B}]

Logo, a estimacao de 3 pode ser feita através do ajuste de uma regressao

logistica com k sucessos em k ensaios, com valores observados das covarié-
veis dados por z;; = x;1; — Tig5, t = 1,...,k e j = 1,...,p e passando pela
origem. Devemos observar que embora algumas quantidades da regressao
logistica condicional para estudos emparelhados do tipo 1:1 coincidam com
as quantidades de uma regressao logistica nao condicional passando pela ori-
gem, tais como estimativas dos parametros e erros padrao assintoticos, as
distribui¢oes dos modelos sao diferentes. No primeiro caso temos o produto
de hipergeométricas independentes enquanto que no segundo caso temos o
produto de binomiais independentes. Isso pode refletir na obtencao de alguns
resultados, como por exemplo, geracao de envelope para o residuo compo-
nente do desvio que usa a distribuicao da resposta no processo de geracao

dos dados.

Técnicas de diagnostico

Moolgavkar, Lustbader e Venzon (1985) e Pregibon (1984) tém mostrado
que a maioria das técnicas usuais de diagnostico do modelo logistico nao
condicional podem ser estendidas para o modelo logistico condicional. Como
a variavel resposta no modelo logistico condicional sempre assume o valor 1,

o residuo componente do desvio é sempre positivo, sendo dado por

V2[log|

tp, = ——

i ~

1 — hi
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em que

T = Tt ol B ixf}f;Z(TzﬁlT)B) his = #:(1 = #:)2 (Z'VZ) 'z,
Os graficos de tp, e fAz” contra os valores ajustados 7; podem revelar em-
parelhamentos discrepantes com algum tipo de influéncia nos resultados do
modelo.

De forma similar, a distancia de Cook no caso emparelhado fica dada

por
his
LD; = 72,
(1 = hy)?
em que
R 1—7
= T
7T,(]. — 7T,‘)

¢ o residuo de Pearson. Temos que 7p, assume sempre valores nao negativos.
O grafico de LD; contra os valores ajustados 7; pode revelar aqueles empare-
lhamentos com maior influéncia nas estimativas dos parametros. A geracao
de envelope, contudo, somente pode ser feita através do modelo logistico
condicional.

Para ilustrarmos o ajuste no R, vamos supor um estudo com k = 20
emparelhamentos do tipo 1:1 e que foram observados os valores de duas
covariaveis V'1 e V2. Os valores observados dos casos serao armazenados nos
objetos v1l e v12 e os valores observados dos controles nos objetos v21 e
v22. O ajuste segue os seguintes passos:

resp < rep(l, times=20)

zl < vil - v21

z2 < v12 - v22

fit.cond < glm(resp ~ z1+z2 - 1, family=binomial).
Podemos analisar fit.cond em geral da mesma forma que analisamos a

saida de um modelo logistico linear. Por exemplo, as estimativas e os erros
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padrao, como foi mostrado acima, coincidem com as estimativas e os erros

padrao obtidos pelo modelo logistico condicional.

Aplicacao

Como aplicacao, discutimos a seguir um estudo cujo objetivo foi avaliar o
efeito da obesidade, do histérico familiar e de atividades fisicas no desenvol-
vimento de diabetes nao dependente de insulina. 30 individuos nao diabéticos
foram emparelhados com 30 individuos diabéticos nao dependentes de insu-
lina pela idade e pelo sexo. A obesidade foi medida através do indice de
massa coporal (IMC), que é definida como sendo o peso (em kg) dividido
pela altura (em metros quadrados). O historico familiar com diabetes (HF)
e as atividades fisicas (ATF) foram tratadas como sendo variaveis binarias
(HF=1 presenga, HF=0 auséncia; ATF=1 presenc¢a, ATF=0 auséncia). Os
dados sao descritos em Lee (1991, p. 312) e reproduzidos na Tabela 3.22 e
estao também no arquivo diabetes.dat. Denotaremos por x;11, ;12 € X3,
respectivamente, o valor da massa corporal (IMC), historico familiar (HF) e
atividades fisicas (ATF) para o i-ésimo individuo diabético e por x;o1, T2
e T3 0s valores dessas variaveis para o i-ésimo individuo nao diabético. A

funcao de verossimilhanga do modelo logistico condicional serda dada por

_ T30 exp(zi1 01 + zi2fa + 2isBs3) }
5(5) == { 1+ eXP(Z’ilﬁl + 2io 2 + Zi353) ’

€m que Z;1 = Ti11 — T421, 22 = Li12 — Li22 € 243 = T413 — X423

As estimativas de méxima verossimilhanga (erro padrao aproximado)
sio dadas por f; = 0,090(0,065), 5y = 0,968(0,588) e f3 = —0,563(0, 541),
cujos niveis descritivos sao, respectivamente, dados por 0, 166, 0,099 e 0, 298,
indicando indicios de efeito significativo apenas para o histérico familiar.

Na Figura 3.14 sao apresentados alguns graficos de diagnéstico em que

podemos notar a influéncia das observagoes #18 e #28 como possivelmente
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Tabela 3.22
Emparelhamento de 30 diabéticos nao
dependentes de insulina (casos) e 30

nao diabéticos (controles).

Casos Controles
Par IMC HF ATF IMC HF ATF
1 22,1 1 1 26,7 0 1
2 31,3 0 0 244 0 1
3 338 1 0 294 0 0
4 33,7 1 1 260 0 0
5 23,1 1 1 24.2 1 0
6 268 1 0 297 0 0
70323 1 0 302 0 1
8 314 1 0 234 0 1
9 376 1 0 424 0 0
10 324 1 0 258 0 0
11 291 0 1 398 0 1
12 286 0 1 316 0 0
13 359 0 0 218 1 1
14 30,4 0 0 24.2 0 1
15 398 0 0 278 1 1
16 433 1 0 375 1 1
17 325 0 0 279 1 1
18 287 0 1 253 1 0
19 303 0 0 31,3 0 1
20 32,6 1 0 345 1 1
21 32,5 1 0 25,4 0 1
22 216 1 1 270 1 1
23 244 0 1 31,1 0 0
24 46,7 1 0 273 0 1
25 286 1 1 240 0 0
26 29,7 0 0 335 0 0
27 296 0 1 20,7 0 0
28 228 0 0 292 1 1
29 34,8 1 0 3000 0 1
30 37,3 1 0 265 0 0
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influentes nas estimativas dos parametros. A eliminagao do emparelhamento
#18 nao muda os resultados inferenciais embora aumente a significancia do
historico familiar. Ja a eliminacao do emparelhamento #28 muda os re-
sultados inferenciais uma vez que o indice de massa corporal passa a ser
significante ao nivel de 10%. Nesse emparelhamento o controle tem historico
familiar e atividade fisica enquanto o caso nao apresenta as duas caracteris-
ticas. Além disso, o caso tem um indice de massa corporal menor do que o

controle.

Emparelhamento 1:M

Para emparelhamentos do tipo 1:M (M > 2) e k estratos a funcao de verossi-
milhanga (ver, por exemplo, Breslow e Day, 1980; Cordeiro e Paula, 1989b)
para 3 = (f1,...,3,)" fica dada por

UB) = T {exp(xpB)/ ) exp(x}yB)}, (3.20)

=0

cujo logaritmo assume a forma

k M
L(B) = logt(B) = Y _[xyB —log{) _ exp(xis0)}], (3.21)
i=1 (=0
em que X0 = (Zio1,---,Ziop)’ denota os valores observados para o caso e
Xit = (Tie1, - - -, Tigp)T denota os valores observados para o (-ésimo controle.

A fungao de verossimilhanga (3.21) coincide com a fun¢ao de veros-
similhanga do modelo de regressao de Cox (Cox, 1972; Cox e Oakes, 1974)
quando nao ha ocorréncia de empates. Isso permite que os modelos logisticos
condicionais para emparelhamentos 1:M (M > 2) sejam ajustados através de

programas desenvolvidos para o modelo de Cox.
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3.7 Exercicios

1. Os dados abaixo sao de um estudo de seguimento cujo objetivo foi
avaliar a associacao de duas técnicas cirturgicas, A e B, e a ocorréncia

de problemas graves pos-operatoérios segundo duas faixas de idade.

Faixa I Faixa II
Problema A B A B
Sim 6 7 7 4
Nao 14 23 9 12

Obtenha um intervalo assintotico de confianca de 95% para a razao
de chances em cada estrato. Teste a hipotese de homogeneidade das

razoes de chances. Comente.

2. A tabela abaixo resume um estudo de caso e controle em que foram
considerados como casos 200 homens adultos diagnosticados com cancer
de esdfago num hospital de uma determinada comunidade. Os controles
foram uma amostra de 775 homens adultos escolhidos aleatoriamente da
lista de eleitores da comunidade. Esses dois grupos foram classificados
segundo os niveis alto (mais de 80g/dia) e baixo (até 80g/dia) do fator

Exposigao ao Alcool.

Alto Baixo Total

Caso 96 104 200
Controle 109 666 775
Total 205 770 975

Verifique, através de um teste apropriado, se ha associacao entre o fator
de exposicao e a doenca. Encontre um intervalo de confianca assintético
para a razao de chances. Indique as suposi¢oes utilizadas e interprete

os resultados.
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3. (Day e Byar, 1979). Suponha Y;; ~ B(n;;, 7;;) mutuamente indepen-

dentes, 4,7 = 1,2 com as probabilidades 7;; sendo definidas por

log T =a;—A e log T2 =a; + A.
1— 7 1 — o

Interprete aq, as e A. Mostre que o teste de escore para testar Hg :

A = 0 contra H; : A # 0, coincide com o teste de Mantel-Hanszel
(X2,;) para testar Hy : ¢v = 1 contra H; : ¢ # 1, em que ¢ =
Tio(1 — min)/min (1 — m2), i = 1,2.

4. Supor um modelo binomial quadratico de dose-resposta, em que Y; nd
B(n;, m;), com g(m;) = a+ Bx; +vyx?, i =1,..., k. Como fica expressa

a estimativa DLjg,? E a variancia assintotica de DLjgg,?

5. Suponha o modelo logistico com ligagao de Aranda-Ordaz. Desenvolva

T T

um processo iterativo para estimar (8°,a)" e escreva um programa
em R. Aplique esse processo iterativo para ajustar os dados do exemplo
sobre a exposi¢ao de besouros descrito na Secao 3.6.11. Assuma n =
By + Boz. E « significativamente diferente de um? Com fica o residuo
componente do desvio? E o desvio? Houve melhora na qualidade do

ajuste? Tente gerar envelope.

6. Supor um modelo binomial quadratico de dose-resposta, em que Y; d
B(n;, m;), com g(m;) = n; = o+ B +yx?, i = 1,... k. Assumir que
0?n/0x* < 0, Vz. Qual a solugao para dn/dxz = 0?7 Denotando essa

solucao por zq, interprete e encontre uma estimativa intervalar para xg.

7. (Paula, Sevanes e Ogando, 1988). Os conjuntos de dados apresentados
nos arquivos dosel.dat, dose2.dat e dose3.dat sao provenientes de
um experimento de dose-resposta conduzido para avaliar a influéncia

dos extratos vegetais “aquoso frio de folhas", “aquoso frio de frutos'"e
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de um extrato quimico, respectivamente, na morte de um determinado
tipo de caramujo. Para cada conjunto, ajuste um modelo logistico li-
near simples e um modelo complementar log-log linear simples. Para
o melhor ajuste (use envelopes como critério), encontre um intervalo
assintotico de 95% para a dose letal DLsg, construa as bandas de con-
fianca e verifique se ha indicios de sobredispersao aplicando um teste

apropriado.

8. (Collett, 1991, p.127). Os dados abaixo sao provenientes de um experi-
mento desenvolvido para avaliar a germinacao de um determinado tipo
de semente segundo trés condi¢oes experimentais: nivel da temperatura
(21°C, 42°C e 62°C'); nivel da umidade (baixo, médio e alto) e tem-
peratura da germinacao (11°C' e 21°C'). A tabela abaixo apresenta o
nimero de sementes que germinaram apoés cinco dias para cada 100 se-
mentes submetidas a cada condi¢ao experimental. Assuma um modelo
logistico para explicar o nimero de sementes que germinaram. Aplique
o método AIC para selecionar um modelo considerando interagoes de
12 ordem. Interprete os resultados. Faga uma analise de residuos com
o modelo selecionado. Esses dados estao descritos no arquivo semen-

tes.dat.

Temperatura da Nivel da  Nivel da Temperatura

Germinacao Umidade 21°C' 42°C' 62°C
11°C baixo 98 96 62
11°C médio 94 79 3
11°C alto 92 41 1
21°C baixo 94 93 65
21°C médio 94 71 2
21°C alto 91 30 1

9. Mostre que a variancia assintotica do estimador de méxima verossimi-
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10.

11.

lhanga nao condicional da razao de chances numa tabela 2 x 2 ¢ dada

por

Vara (¢) = ? {mm(ll_ ) + ngﬁg(ll— 7T2)} .

Lembre que: sob condigoes gerais de regularidade, os estimadores de

maxima verossimilhanca sao assintoticamente normais e nao viesados
com variancia assintotica igual a inversa da matriz de informacao de

Fisher.

Sejam Y] e Y; variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ B(nq, m)
e Yo ~ B(ng,m). Seja RR = m/m o risco relativo. (i) Expresse a
fungao de probabilidades conjunta de Y; e Y5 em fungao de (RR,my),
(ii) encontre as estimativas de maxima verossimilhanca RR e 7, (iii)
como fica a matriz de informacao de Fisher para (RR, m3)? e a variancia
assintotica de RR? (iv) Desenvolva o teste da Wald para testar Hy :
RR = 1 contra H; : RR # 1. Qual a distribui¢ao nula assintoética do

teste?

A tabela abaixo descreve o resultado de um experimento em que vérios
pacientes foram submetidos a um de quatro niveis de exposi¢ao de um
tratamento particular e foi observado, ap6s 12 meses, se o paciente foi

curado ou nao curado.

Nivel de Exposicao
Resultado E1l E2 E3 E4
Curado 20 16 12 5
Nao-Curado 80 84 48 20

Seja Y; o nimero de pacientes curados dentre os n; submetidos ao nivel
de exposicgao Ei. Suponha que Y; ~ B(n;, m;), 7 =1,...,4. Tome o nivel

E1 como nivel de referéncia e teste a hipdtese de homogeneidade das

271



3.7 Exercicios

12.

13.

14.

razoes de chances contra a alternativa de razoes de chances diferentes.

Sugestao: use a estastistica X3.

Sejam Y7, ...,Y, varidveis aleatérias mutuamente independentes tais
que Y; ~ B(m,m;), em que log{m;/(1 — m;)} = a. (i) Encontre a es-
timativa de maxima verossimilhanga de «. (ii) Calcule Var(&). (iii)
Como fica o teste da razao de verossimilhancas para testar Hy : o = 0
versus H; @ o # 07 Qual a distribui¢ao nula assintética da estatistica

do teste?

Considere o modelo logistico de dose-resposta em que Y; ~ B(m,m;),

1=1,...,k, com parte sistematica dada por

log{ T }:oz+5xi,
1—71'7;

Expresse o logaritmo da fungao de verossimilhanga em funcao da dose
letal ) = DLjp e de 8. Encontre a fungao escore Uy, = 0L(v¢, 3) /0.

Considere agora as hipoteses Hq : ¥ = a contra H; : ¢ # a. Como fica

o teste de escore para testar Hg contra H;? Qual é a distribuicao nula
assintotica da estatistica do teste? Sugestao: para facilitar a notagao

expresse a variancia assintotica de ¢ em funcgao das quantidades vgg =

Var(a), vy = Var(3) e vy, = Cov(a, ).

(Lawless, 1982, p.389; Efron, 1988). Vamos considerar agora uma apli-
cacdo de regressao logistica em andlise de sobrevivéncia. Seja m;(t) a
probabilidade de um equipamento do tipo ¢ falhar no intervalo I; =
(t — 1,t] dado que o mesmo nao falhou até o tempo t — 1. Seja Y o
nimero de falhas no intervalo I; e seja n;; o nimero de equipamentos
que nao falharam até o tempo ¢t — 1 no i-ésimo grupo. Assumiremos

que Y;; ~ B(ny, m(t)) e que as falhas sdo independentes. Ajustar um
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15.

modelo logistico do tipo

log {ﬂ—%} = o + Bit + it? (3.22)

ao seguinte conjunto de dados:

Tipo A TipoB Tipo C

Tempo ny Yyt Mo Yor N3t Y3
1 42 4 50 6 48 11
2 38 3 44 11 37 10
3 3 3 32 10 27 12
4 31 5 22 8 15 8
) 26 6 12 6 6 4

Apresente o grafico com as curvas ajustadas e os valores observados.
Tente selecionar um submodelo apropriado. Verifique a adequacao do
modelo adotado através do grafico normal de probabilidades com enve-
lope utilizando o residuo tp,. Interprete os resultados. Os dados estao

descritos no arquivo equipamentos.dat.

(Hosmer e Lemeshow, 1989, Cap.7). No arquivo matched.dat estao os
dados de um estudo de caso-controle com emparelhamentos do tipo 1:1,
em que os casos foram mulheres com diagnéstico confirmado de tumor
benigno na mama e os controles de mulheres sadias diagnosticadas no
mesmo hospital e periodo dos casos. A variavel de emparelhamento foi
a idade da paciente na época da entrevista AGMT. Escolha trés variaveis
do arquivo mencionado e verifique através de uma regressao logistica
condicional a associacao entre as variaveis escolhidas e o diagnostico
da doenca (sim=1, ndo=0) representado pela variavel FNDX. Interprete
as estimativas dos parametros do modelo ajustado. Faca uma anélise

de diagnostico e gere envelope. Obsevacao: caso vocé escolha alguma
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variavel com observagoes perdidas, exclua das analises as pacientes cor-

respondentes.

16. (Morgan, 1992, p.90). A tabela abaixo descreve os resultados de um
experimento em que a toxicidade de trés concentragoes (R-rotenine,
D-deguelin e M-mistura, essa tultima como uma mistura das duas pri-
meiras) é investigada. As concentragoes foram testadas em insetos e
observado para cada dose o nimero de insetos mortos. Os dados estao

descritos no arquivo morgan.dat.

Concentragao Dose Expostos Mortos

R 0,41 50 6
R 0,58 48 16
R 0,71 46 24
R 0,89 49 42
R 1,01 50 44
D 0,71 49 16
D 1,00 48 18
D 1,31 48 34
D 1,48 49 47
D 1,61 50 A7
D 1,70 48 48
M 0,40 47 7
M 0,71 46 22
M 1,00 46 27
M 1,18 48 38
M 1,31 46 43
M 1,40 50 48

Suponha inicialmente o modelo log{m;(x)/(1 — m;(z))} = oy + Piz, i =
1,2,3, em que m;(x) é a proporgao esperada de insetos mortos sob a

concentracao ¢ e dose . Faga uma analise de diagnoéstico e verifique
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17.

18.

se ha indicios de sobredispersao aplicando um teste apropriado. Teste
a hipotese de paralelismo com todos os pontos e sem as observagoes

discrepantes. Comente.

Vamos considerar agora uma aplicacao de regressao logistica em trans-
portes. Seja m;(t) a probabilidade de um caminh&o do tipo ¢ ser desa-
tivado durante o ano t dado que o mesmo nao foi desativado durante
o ano t — 1. Assuma que durante o ano t foram desativados y;; cami-
nhoes dentre os n;; existentes no comego do ano, i =1,2et=1,... k.
Suponha que Y, ~ B(ny, m;(t)) e que sdo mutuamente independentes.

Considere o modelo

log{lil—g)@)} — e 1og{1f2—7(f2>(t)} =y + B

O que significa testar Hy : 5 = 07 Qual é a matriz X do modelo? Como

fica Var(f8)? Mostre que a estatistica de escore para testar Hy : 5 =0

contra Hy : 8 # 0 pode ser expressa na forma

k 2k
o _ Yeha ytnltht(nt — yt)
SSR — {Z (y2t ny ) } / n? 5

t=1 t=1
em que n; = My + Nor € Y = Y1 + yor. Qual é a distribuigao nula

assintotica de Egg?

Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatorias independentes tais que a fungao

de probabilidades de Y; seja dada por

()G, e
im0 () (L)wl

em que y; = 0,1. Supor a parte sistematica logy; = 5. (i) Encontre a

fys i) =

estimativa de maxima verossimilhanca de §; (ii) encontre a informagao
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19.

20.

de Fisher para 3; (iii) como fica o teste de escore para testar Hy : 5 =0
contra Hy : 8 # 07 Qual a distribuigdo nula assintotica do teste? (iv)
Expresse o residuo r; = (y; — fi;)/1/Var(Y;) em funcao de y; e f3; (v)

Como voce faria para gerar valores de Y; da distribui¢ao dada acima?

(Agresti, 1990, p.253). Considere a tabela abaixo em que um grupo
de gestantes fumantes foi classificado segundo os fatores: idade (< 30
ou 30 ou +), namero de cigarros consumidos por dia (< 5 ou 5 ou +),
tempo de gestagao (< 260 dias ou > 260 dias) e a situagao da crianga

(sobreviveu ou nao sobreviveu).

Duracao da Sobrevivéncia

Idade No. de cigarros  Gestagao  Nao Sim
< 30 <5 < 260 50 315
> 260 24 4012

5+ < 260 9 40

> 260 6 459

30+ <5 < 260 41 147
> 260 14 1594

5+ < 260 4 11

> 260 1 124

Ajustar um modelo logistico linear em que a resposta é a sobrevivéncia
da crianga (sim=1, ndo=0). Considere até interagoes de 1% ordem.
Verifique a adequagao do modelo e interprete os resultados através de
estimativas intervalares para as razoes de chances. Esss dados estao

descritos no arquivo gestantes.dat.

(Everitt, 1994). Os dados do arquivo leuce.dat referem-se a um es-
tudo com 51 pacientes adultos, previamente diagnosticados com um
tipo agudo de leucemia, que receberam um tipo de tratamento e foi

verificado apos um certo periodo a eficiéncia ou nao do tratamento.
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21.

Algumas varidveis explicativas pré-tratamento foram também observa-
das. As variaveis em estudo sao as seguintes: (i) idade do paciente na
época do diagnostico (em anos), (ii) mancha diferencial da doenga (em
%), (iii) infiltracdo na medula (em %), (iv) células com leucemia na
medula (em %), (v) malignidade da doenga (x10?), (vi) temperatura
méxima antes do tratamento (x10°F), (vii) tratamento (1: satisfato-
rio, 0: nao satisfatorio), (viii) tempo de sobrevivéncia apos o diagnos-
tico (em meses) e (ix) situagao (1: sobrevivente, 0: nao sobrevivente).
Considere um modelo logistico linear para explicar a probabilidade de
eficiéncia do tratamento dadas as seis variaveis explicativas. Selecio-
nar as variaveis explicativas bem como as interagoes de primeira ordem
através do método stepwise. Usar Pp = Pg = 0,20. Fazer uma anélise
de diagnostico com o modelo selecionado e interpretar algumas razoes
de chances. Calcular a estatistica de Hosmer-Lemeshow para avaliar a

qualidade do ajuste do modelo selecionado.

(McCullagh e Nelder, 1989, pgs. 128-135). No arquivo grahani.dat
estao os dados referentes a distribuicao de duas espécies de lagarto
(grahani e opalinus) segundo quatro fatores: (i) periodo do dia (manha,
meio-dia, tarde), (ii) comprimento da madeira (curta, comprida), (iii)
largura da madeira (estreita, larga) e (iv) local de ocupagao (claro,
escuro). Suponha que o numero de lagartos encontrados da espécie

grahani tenha distribui¢ao binomial.

(i) Proponha um modelo logistico (sem interagao) para explicar a pro-
porgao de lagartos da espécie grahani. Ajuste o modelo e verifique
através do teste da razao de verossimilhancas quais efeitos sao signifi-

cativos ao nivel de 10%.

(ii) Verifique separadamente se cada interagao de primeira ordem pode
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22.

ser incluida no modelo ao nivel de 5%. Construa o ANODEV.

(iii) Interprete os resultados tentando falar de uma forma nao técnica

sobre as preferéncias dos dois tipos de lagarto.

(Agresti, 1990, pgs. 122-123). Cinquenta e quatro individuos consi-

derados idosos sao submetidos a um exame psiquiatrico para avaliar a

ocorréncia ou nao de sintoma de caduquice. Acredita-se que o escore

obtido num exame psicolégico feito previamente esteja associado com

a ocorréncia ou nao do sintoma. Os dados sao apresentados abaixo

(score: escala no exame psicologico e resp: ocorréncia (resp=1) ou

nao ocorréncia (resp=0) do sintoma). Esses dados estdo descritos no

arquivo caduquice.dat.

Score Resp Score Resp Score Resp Score Resp Score Resp
9 1 7 1 7 0 17 0 13 0
13 1 5 1 16 0 14 0 13 0
6 1 14 1 9 0 19 0 9 0
8 1 13 0 9 0 9 0 15 0
10 1 16 0 11 0 11 0 10 0
4 1 10 0 13 0 14 0 11 0
14 1 12 0 15 0 10 0 12 0
8 1 11 0 13 0 16 0 4 0
11 1 14 0 10 0 10 0 14 0
7 1 15 0 11 0 16 0 20 0
9 1 18 0 6 0 14 0

Ajustar um modelo logistico para explicar a probabilidade de ocorréncia

do sintoma em funcao do escore. Interpretar os resultados. Calcule a

estatistica de Hosmer-Lemeshow. Faga uma anélise de diagnéstico com

o modelo ajustado.
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23.

24.

(Neter et el., 1996, pgs. 582-584). Em um estudo para investigar a
incidéncia de dengue numa determinada cidade da costa mexicana, um
total de 196 individuos, escolhidos aleatoriamente em dois setores da
cidade, respondeu as seguintes perguntas: (i) idade, idade do entre-
vistado (em anos), (ii) nivel, nivel s6cio-econémico (nivel=1, nivel
alto; nivel=2, nivel médio; nivel=3, nivel baixo) e (iii) setor, setor
da cidade onde mora o entrevistado (setor=1, setor 1; setor=2, setor
2) e (iv) caso, se o entrevistado contraiu (caso=1) ou nao (caso=0) a
doenca recentemente. Um dos objetivos do estudo é tentar prever ou
explicar a probabilidade de um individuo contrair a doencga dadas as
variaveis explicativas idade, nivel e setor. Os dados estao descritos
no arquivo dengue.dat. Tente selecionar um modelo através da apli-
cacao do método AIC considerendo interagoes de 1¢ ordem. Faca uma
interpretagdo do modelo selecionado (através de razoes de chances) e
faca uma analise de diagnostico do mesmo. Verifique a qualidade do

ajuste através da estatistica de Hosmer-Lemeshow.

(McCullagh e Nelder, 1989, p.144). No arquivo olhos.dat sao apre-
sentados dados referentes a 78 familias com pelo menos seis filhos cada
uma. Na primeira coluna tem-se a classificacao dos olhos dos pais se-
gundo a cor (1: ambos claros, 2: ambos castanhos, 3: ambos escuros, 4:
claro e castanho, 5: claro e escuro e 6: castanho e escuro), na segunda
coluna a classificagao dos olhos dos avos segundo a cor (1: todos claros,
2: todos castanhos, 3: todos escuros, 4: trés claros e um castanho, 5:
trés claros e um escuro, 6: um claro e trés castanhos, 7: um escuro
e trés castanhos, 8: um claro e trés escuros, 9: um castanho e trés
escuros, 10: dois claros e dois castanhos, 11: dois claros e dois escuros,

12: dois castanhos e dois escuros, 13: dois claros, um castanho e um

279



3.7 Exercicios

25.

escuro, 14: um claro, dois castanhos e um escuro e 15: um claro, um
castanho e dois escuros), na terceira coluna tem-se o ntimero de filhos
na familia e na tltima coluna o nimero de filhos com olhos claros. Seja
Y; o namero de filhos com olhos claros pertencentes & i-ésima familia.
Assuma inicialmente que Y; ~ B(n;, m;), i = 1,...,78. Resolver os itens

abaixo.

(i) Ajustar inicialmente um modelo logistico linear apenas com o fator
‘cor dos olhos dos pais’. Construir gréaficos de residuos. Identifi-
car os pontos aberrantes. Quais as mudangas nos resultados com a
eliminacao desses pontos. Ha indicios de sobredispersao? Ajustar
um modelo de quase-verossimilhanga com e sem os pontos aber-

rantes. Comente.

(ii) Incluir agora o fator ‘cor dos olhos dos avos’. Refazer todos os

passos acima. Comente os resultados.

No arquivo pulso.dat sao descritas as variaveis pulsagao em repouso
(1: normal, 2: alta), habito de fumar (1: sim, 2: néo) e peso (em kg) de
92 adultos do sexo masculino. Ajuste um modelo logistico linear para
explicar a probabilidade de pulsagao alta dadas as demais variaveis.
Faca uma analise de diagnostico. Apresente as curvas ajustadas para
cada grupo de habito de fumar com as respectivas bandas de confianca

de 95%.
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Capitulo 4

Modelos para Dados de Contagem

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns métodos para a analise de dados de con-
tagem. Inicialmente sao apresentados os principais métodos tradicionais e
em seguida discutimos a modelagem através de regressao. Duas situagoes
de interesse sao consideradas. Na primeira delas, muito comum em estudos
de seguimento, as unidades amostrais sao classificadas segundo os niveis de
categorias, tais como sexo, faixa etaria, tipo de tratamento etc, e sdo acom-
panhadas por um periodo fixo pré-estabelecido ou até a ocorréncia de um
determinado evento. Temos, portanto, um tempo particular de observacao
para cada unidade amostral, o qual devera ser incorporado nas analises. Na
segunda situagao, o interesse é estudarmos o ntamero de ocorréncias de um
evento particular segundo os niveis de categorias, de modo que seja possi-
vel construirmos uma tabela tipica de contingéncia. Aqui, a suposicao de

distribuicao de Poisson para o niimero de ocorréncias do evento em cada
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configuragao de niveis das categorias leva a resultados equivalentes a supo-
sicao de distribuicao multinomial para as caselas da tabela de contingéncia
formada. Assim, muitas tabelas de contingéncia que seriam originalmente
analisadas através de um modelo log-linear multinomial podem ser analisa-
das, alternativamente, por um modelo log-linear de Poisson. A vantagem
disso é o fato do modelo log-linear de Poisson ser ajustado mais facilmente
do que o modelo log-linear multinomial, além da possibilidade de todos os
procedimentos desenvolvidos para os MLGs serem diretamente estendidos
para o modelo log-linear de Poisson. Nao discutimos, contudo, aspectos par-
ticulares na analise de tabelas de contingéncia, tais como testes ou modelos
multinomiais mais especificos.

Discutimos também neste capitulo o fendémeno de sobredispersao que
pode ocorrer com dados de contagem quando a varidncia da varidvel resposta
¢ maior do que a média. Nesses casos, a suposicao de distribui¢ao de Poisson
para a resposta € inadequada sendo necessario o uso de modelos alternati-
vos. O modelo de quase-verossimilhanca com parametro de dispersao leva
as mesmas estimativas do modelo de Poisson, porém corrige a variabilidade
das estimativas. Daremos, contudo, atencao especial aos modelos com res-
posta binomial negativa, os quais permitem uma anélise mais completa dos
dados do que os modelos de quase-verossimilhanca. Finalmente, abordamos
de forma sucinta os modelos de Poisson e binomial negativo com excesso de

Zeros.

4.1.1 Métodos classicos: uma unica tabela 2 x 2

Considere inicialmente a tabela abaixo resultante de um estudo de segui-
mento (em que individuos expostos e nao expostos sao acompanhados ao

longo do tempo por um periodo fixo ou até a ocorréncia de um evento).
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E F
Casos Y1 Yo
Pessoas-Tempo t; to

Vamos assumir que Y; e Y5 seguem, respectivamente, distribuicao de Poisson
com parametros A\; e Ay, em que A\; é a taxa média de casos (por unidade
de tempo) no grupo exposto e Ay é a taxa média de casos no grupo nao

exposto. O parametro de interesse nesse tipo de estudo é a razao entre as

taxas, denotada por 1) = i—z O objetivo principal é fazermos inferéncias a
respeito de 1.

A fungao de probabilidades conjunta de (Y}, Y2) fica entdo dada por

e—>\1t1 M\, )1 e—)\2t2 Aoto )¥2
fyix) = i) Data)
Y- Y2

= exp{—vAat1 — \ata + y1logh + (y1 + ya2)loghs

+ yilogty + yologts — logy,! — logys!},

em que y = (y1,%2)7 e A = (A1, A\2)T. Portanto, pelo teorema da fatorizagao
temos que as estatisticas (Y7,Y] + Y2) sdo suficientes minimais para (¢, A2).
Logo, condicionando em Y; 4 Y5 = m, obtemos uma distribuigao que depende

apenas de 1), isto é

flalm;) = Pr{Yi=a|Yi+Y;=m}
B L T
- (a> (1 ) )

em que m = Yty /{ta +t1} = /{ta/t1 + 1}, sendo 7w a probabilidade de um
caso ter sido exposto. Equivalentemente, temos que

7Tt2

T

Aqui o interesse é testarmos Hg : ¢ = 1 contra Hy : ¥ # 1, que é equivalente

a testarmos Hg : m = mg contra Hy : 7 # m, em que w9 = t1/(t1 + t2).
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O nivel descritivo exato para testarmos a hipotese Hg contra H; é dado

por P = 2min{P;, Ps}, em que

a m .
Pr=3 ()i — m

=0

m

Pg= Z (Zl) w5 (1 — o) "),

r=a

Podemos usar o resultado abaixo (ver, por exemplo, Leemis e Trivedi, 1996)
para expressarmos a distribuicao condicional de Y; dado Y; + Y, = m em
funcao de uma distribuigao F),,, ou seja uma distribui¢ao /' com u e v graus

de liberdade. Supondo Y ~ B(n,p), temos que

PT(Y Z y) = PT{F2y,2(n—y+1) < (n - Y + 1>p/y<1 - p)}7 (41>

com 0 < p < 1. Dai temos, sob Hy : m = my, que

N /m
Py = 1- Z (x)ﬂ'g(l—ﬂ'o)(m_x)

- (m—a—l—l—l)?To}
(a+1)(1 —mo)
= 1—Pr{F,, <bti/(a+ 1)ta},

= 1—Pr{Fu7U <

com b =m—a,u = 2(a+1) e v = 2b. Similarmente, obtemos sob Hy : m = my,
que

PS = PT{FU’U < (b + 1)t1/(1t2},

com u = 2a e v = 2(b+1). De (4.1) temos que que os limites exatos de

confianga para p, para um coeficiente de confianga (1 — «), s@o tais que
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« ~ ~
5:2Pr(yzt;ps) =1-Pr(Y >y+ L;psg).

Logo, usando (4.1) obtemos

R 1
pI - 1 n—y+1
yFQy,Q(n—y+l)(a/2)

1

A

Pbs

n—y ’

1 + (y+1)F2(y+l),2(n7y)(1704/2)

em que F,,(a/2) denota o percentil o/2 de uma distribuigdo F' com u e v
graus de liberdade. Portanto, temos para m, fazendo y = a e m = a+ b, o
limite inferior exato de confianca

1

b+1
1 + aFu7j_(a/2)

= aF,,(a/2)/{b+1+aF,,(a/2)},

~

T =

em que u = 2a e v = 2(b+ 1). De forma anéaloga obtemos o limite superior

exato

1

b
1 + aFy,»(1—a/2)
= aF,,(1—a/2)/{b+aF,,(1—a/2)},

em que v = 2(a+ 1) e v = 2b. A estimativa de maxima verossimilhanga
para 1 considerando a distribuigdo nao condicional (produto de Poissons

independentes) fica dada por

em que \; = Y1/t e Ny = y2/ts. Portanto, obtemos ) = yita/yat1. Se,

por outro lado, utilizamos a distribui¢ao condicional, B(m, ), temos que a
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estimativa de maxima verossimilhanca de 1 fica dada por
v Tl
YT amn
em que & =y /m e (1 —#) = yo/m. Logo, 1 fica expresso de forma anéloga
ao caso nao condicional. A explicacao desse fato, que nao ocorre nos estu-
dos de caso e controle com respostas binomiais, é que a estatistica Y; + Y5,
além de ser suficiente para A9, é também ancilar para 1, isto é, ndo contém
qualquer informacao acerca de ©. No caso do produto de duas binomiais
independentes, Y; 4+ Y5 é suficiente para 7y, no entanto, nao é ancilar para 1.

Uma consequéncia desse fato é que a estimativa de méxima verossimilhanga

condicional ndo coincide com a estimativa nao condicional.

Aplicacao

Vamos considerar, como aplicacao, os dados apresentados em Boice e Monson
(1977) referentes a um estudo de seguimento com dois grupos de mulheres
com tuberculose, um grupo exposto a radiacao e o outro grupo nao exposto,
sendo observado ao longo do tempo o desenvolvimento ou nao de cancer de

mama. Os resultados desse estudo sao resumidos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1
Casos de cancer de mama em mulheres
com tuberculose.

Radiacao
Exposto  Nao Exposto
Casos 41 15
Pessoas-anos 28010 19017

Temos, portanto, que a = 41, b = 15, t; = 28010 e t, = 19017. Os niveis

descritivos correspondentes ao teste exato para testar Hy : ¢ = 1 contra
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H, : ¢ # 1 ficam dados por

Pr=1- PT’{F84730 < 0,526} = 0,988

Ps = PT‘{F82732 < 0, 575} = 0,024,

e obtemos o nivel descritivo P= 0,048 que indica, para um nivel de signi-
ficancia de 5%, pela rejeicao de Hy. Isso quer dizer que ha indicios de que
mulheres com tuberculose e expostas a radiacao tém uma chance maior de
desenvolvimento de cancer de mama do que mulheres nao expostas com a
mesma doenca. Uma estimativa pontual de méxima verossimilhanca para
fica dada por 1& = % = 1,85 e um intervalo exato de confianca de
95% para m tem os limites

A1 = 41 X Fip5(0,025)/{16 + 41 x Fyy3,(0,025)}
= 0,597 e

Fg = 41 X Fyys0(0,975)/{15 4+ 41 x Fy;30(0,975)}
= 0,838,

Desses limites obtemos os limites exatos de confianga para

- Trto 0,597 x 19017
w[ p— N pr—
(1—7p)t; (1 —0,597) x 28010
= 1,007 e
- Tgto 0,838 x 19017
ws p— N p—
(1—-7g)t;  (1—0,838) x 28010
= 3,512

Temos que o intervalo [1,007;3,512] nao cobre o valor ¢y = 1, como era

esperado.
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4.1.2 Estratificacao: k tabelas 2 x 2

Se o dados sao estratificados segundo um fator com k niveis, cada tabela

resultante pode ser expressa na forma abaixo.

E E
Casos Yii Y2
Pessoas-Tempo ty; to

Temos aqui as suposigoes Yi; ~ P(Ayity;) e Yo, ~ P(Agite;), @ = 1,... k.
Consequentemente, a distribuicao condicional de Y;; dado Yy; + Yo = m; é
uma B(m;, m;), em que m; = 9;/{t2;/t1; + 1;}, ou equivalentemente

mito;

wi - (1 — Wi)tli.

Se temos interesse em testar a homogeneidade das razoes de taxas Hy : 91 =
... = 1y, contra a alternativa de pelo menos duas diferentes, a estimativa

comum v, sob Hy, sai do sistema de equagoes

k k
Z Y1 = 7& Z mz/{'@ +t9i/ti},
i—1 i—1

que tem no méximo uma raiz positiva. Alternativamente, de forma analoga
aos estudos de caso e controle, podemos construir uma versao da estimativa

de Mantel-Haenszel dada por

k
Dasn = > iy Yiitai/ti
Zle Yoit1i/ti 7

em que t; = ty; + tz;. Segundo Breslow e Day (1987), &MH é consistente e

assintoticamente normal com variancia assintética estimada por
. A )
Umm Y iq tiitoami [t
5
{Zk t1itoimy }
=1 ¢, (t1i+ o ate:)
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A estatistica sugerida para testar Hy é definida por

X2 — i { (y1i — Ju)? i (Y2i — ?21)2} ’

i1 Yui Y2i

em que yy; = My, Yo = mi(l — ;) e

oo b

toi/tii + Vum
A distribuicao nula assintética de X? ¢ uma qui-quadrado com k — 1 graus de
liberdade. Quando a hipétese de homogeneidade das razoes de chances nao
é rejeitada, podemos testar a hipotese de associagao entre o fator e a doencga
levando em conta o efeito de estrato. Isso equivale a testarmos Hy : ¢ = 1
contra Hy : ¢ # 1. O teste qui-quadrado apropriado é dado por
{Zle Y2i — Zf:l E(Yailmi, ¢ = 1)}
>2iy Var(Yailmi, v = 1)
e = 3t/ (i + 1)) (4.2)
Zle mitiita; [ (ti + t2;)? ' '

A distribuicao nula assintética de X?, quando ™ — a; > 0 fazendo n — oo,

X2 =

emquen:nl—i—---—l—nk,éumax%

Temos que a variancia assintotica de log(¢yp) € estimada por

Var s {log(¢arm)} = a/iVara(dum).
Assim, um intervalo assintético de confianga com coeficiente (1 — «) para

logy fica dado por log(QﬂMH) + z(l,a/z)@@;/[lH{VarA(@@MH)}1/2 o que implica

nos limites de confianga superior e inferior dados abaixo
1&1 = @MHGXP{—Zu—a/Q)l/}K/[IH \A/al"A(lEMH)} e
vy = Yaunexp{—za—a/p i\ Vara(Wuu)}.

Esse intervalo deve ser construido quando a aplicacdo da estatistica (4.2)

levar a rejeicao da hipotese Hg : ¢ = 1.
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4.2 Modelos de Poisson

4.2.1 Propriedades da Poisson

Vamos supor que Y ~ P(A) cuja fun¢do de probabilidades ¢ dada por

Pr(Y =y) = g y=0,1,2,....

Podemos mostrar (ver, por exemplo, McCullagh e Nelder, 1989, p. 195) que
quando A\ — oo

(Y = \)/VA =4 N(0,1).

Em outras palavras, para A grande temos que Y segue aproximadamente
uma distribuicio normal de média A e desvio padrdao VA. Se queremos,
no entanto, aplicar um modelo normal linear para explicar A, teremos o
incoveniente do desvio padrao depender da média, o que inviabiliza o uso
de um modelo normal linear homocedastico. Uma maneira de contornarmos
esse problema é através da aplicacao de uma transformacgao na resposta Y de
modo a alcangarmos a normalidade e a constancia de variancia, mesmo que
aproximadamente. Nesse sentido, temos que se Y é Poisson, segue quando

A — 00 o seguinte resultado:
{(VY —E(VY)} =4 N(0,1/4).

Portanto, quando A é grande, a variavel aleatoria 2{vY — E(VY)} segue
aproximadamente uma distribuigado N(0,1). Assim, se temos uma amostra
aleatoria Y, ..., Y, tal que Y; ~ P()\;) e queremos explicar \; através de
varidveis explicativas, podemos propor para \; grande, Vi, o modelo normal
linear abaixo

VY. =x[B+e,
em que ¢; ~ N(0,0%),i=1,...,n. Isso foi feito na Se¢ido 1.12.3 no exemplo

sobre sobrevivéncia de bactérias.
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4.2.2 Modelos log-lineares: k tabelas 2 x 2

Como foi visto no Capitulo 1, os modelos log-lineares sao recomendados para
a analise de dados de contagem, mesmo quando o tempo de observagao nao é
o mesmo para cada unidade amostral. Em particular, se temos um conjunto
de k tabelas 2 x 2, uma modelagem possivel para a taxa média por unidade
de tempo em cada casela é supormos que Yy; ~ P(Ayt1;) e Yi; ~ P(Aity),

1 =1,..., k, mutuamente independentes e com a seguinte parte sistematica:

loghi1 = «,

loghsr = a+f,

logh\;;, = a+7y;e

loghe; = a+ B+ v+,

para i = 2,...,k. Portanto, temos a reparametriza¢ao (A1, Aa1, - . ., Aig, A2k)
— (a, 8,72, 02, ..,k 0k). A razdo de taxas na i-ésima tabela fica definida
por ©¥; = Ag; /A1y = exp(B+9;), com 0; = 0. Assim, testarmos Hy : ¢y = - -+ =
5 € 0 mesmo que testarmos na nova parametrizacao Hy : dp = --- = 9, = 0,
o que significa nao haver interagao entre as tabelas. Devemos lembrar que ~;
é o efeito da i-ésima tabela com relagao a primeira tabela. Logo, testarmos
Hy : 79 = -+ = 7, dado que 9; = 0, significa testarmos a auséncia de efeito
de estrato.

Aqui ¢;; denota o total de unidades de tempo na casela (7,7), i = 1,2
ej =1,...,k Assim, temos que logu,;; = logt;; + log);;, em que logt;;
desempenha o papel de um offset. Pela propriedade de que os totais mar-
ginais Yj; + Yo; sao estatisticas suficientes para os parametros Aoi, ..., Ao
e ancilares para 1, ..., %Y, devemos esperar que as estimativas de méxima
verossimilhanca nao condicionais 2/31 = exp(B + 52), 1 =1,...,k, coincidam

com as estimativas condicionais.
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Uma maneira de verificarmos se é razoavel a suposicao de distribuigao
de Poisson nas unidades de tempo ¢ tratarmos logT;; como sendo uma variavel
explicativa, isto é, ajustarmos o modelo com parte sistematica dada por
logp;j = 0logt;; + logA;;. Assim, ao testarmos Hy : 6 = 1 contra Hy : § # 1,
a nao rejeicao de Hy indica que a suposi¢ao de distribuicao de Poisson nas
unidades de tempo nao é inadequada. Como veremos a seguir isso significa

que os tempos tém distribuigao exponencial.

Relagao com a exponencial

O logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo de Poisson para a ana-

lise de k tabelas 2 x 2 é dado por

B

2
O< Z Z ymlog)\zj - /\ijtij)a (43)

=1 j=1

em que A = (A1, Ao, - -+, Ar1, Ak2) L. Temos, portanto, para cada casela (4, j)
um estudo de seguimento em que as unidades amostrais foram observadas um
total de ¢;; unidades de tempo. Sem perda de generalidade, vamos supor que
ti; = N e que nesse subestrato foram acompanhadas / unidades amostrais
cujos tempos de observacao foram, respectivamente, Ny, No, ..., N;. Faremos
uy = 1 se o evento sob estudo ocorrer para a ¢-ésima unidade amostral antes
de um tempo pré-fixado 7. Quando o evento nao ocorrer para a f-ésima
unidade amostral durante o periodo de estudo (uy = 0) dizemos que ha
censura, sendo aqui o tempo de observagao dado por N, = T'. Vamos supor

ainda que a taxa de ocorréncia do evento, que é definida por

Pr{o evento ocorrer em (t,t + At)}
¢ = lim ,
At—0 At

dado que o evento nao ocorreu até o tempo ¢, permanece constante durante

o periodo de observagao. Finalmente, assumimos que as ocorréncias sao
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independentes entre as unidades amostrais. Sob essas condi¢oes, mostramos
que a distribuigao conjunta das variaveis (Ny, u;), £ = 1,...,1, é um produto
de I exponenciais independentes de parametro £. Se o evento ocorrer antes
do tempo T para a (-ésima unidade amostral (N, < T,u, = 1) a mesma
contribui com o fator £e~¢V na funcao de verossimilhanca. Caso contrario
(N, = T,up, = 0), o fator é dado por e 7. O logaritmo da fungao de

verossimilhanga conjunta fica entao dado por

L) = ) (uldogé — Nig)

=1
I 1
= logSZué—SZNg. (44)
=1 =1

Se considerarmos que para a casela (7, j) o evento ocorreu y;; vezes, as unida-
des amostrais foram observadas um total de ¢;; unidades de tempo e a taxa

de ocorréncia do evento é \;;, entao (4.4) fica reexpressa na forma
L(Aij) = yijloghi; — Aijtsj,

que coincide com o termo geral da expressao (4.3). Portanto, a suposigao
de modelo de regressao log-linear de Poisson com offset logt;; equivale a su-
posicao de tempos exponenciais para as unidades amostrais. No entanto,
é importante ressaltarmos que as inferéncias exatas para £ no modelo ex-
ponencial sdo bastante complexas em virtude da ocorréncia de censura (ver
discussao, por exemplo, em Breslow e Day, 1987, p. 132). Ja os resultados

assintoticos sao equivalentes aqueles obtidos para o modelo de Poisson.

Aplicacao

A Tabela 4.2 resume os resultados de um estudo de seguimento em que dou-

tores Britanicos foram acompanhados durante a década de 50 e observado,
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em particular, a ocorréncia de mortes por cancer de pulmao segundo o con-
sumo médio diario de cigarros e a faixa etéaria. Esses dados estao disponiveis
no arquivo breslow.dat. Denotamos por Y;; o nimero de mortes para o
1-ésimo nivel de consumo e j-ésima faixa etaria, ¢, = 1,...,4. Vamos supor
que Y;; ~ P(\;tij), em que \;; é a taxa média de mortes por unidade de
tempo para o consumo 7 e faixa etéria j. O modelo saturado nesse caso é
dado por
logh;; = a+ B; +7v; + dij,

em que 31 = 0, §; é o efeito da i-ésima classe de consumo de cigarros com
relagao a classe de nao fumantes, ¢ = 2,3,4, 1 = 0, 7; é o efeito da j-
ésima faixa etaria com relagao a faixa etaria de 40 — 49 anos e d;; denota
a interagao entre faixa etaria e consumo de cigarros, em que d;; = d1; = 0,

parai,j =1,...,4.

Tabela 4.2
Numero de casos de morte por cincer de pulmao e pessoas-anos
de observacao em doutores Britdnicos sequndo a faixa etdria
e o consumo médio didrio de cigarros.

Consumo médio diario Faixa Etaria
de cigarros 40-49 50-59  60-69  70-80
0 mortes 0 3 0 3

p-anos 33679 21131,5 10599 4495,5

1-9 mortes 0 1 3 3
p-anos 6002,5 4396 2813,5 1664.,5

10-30 mortes 7 29 41 45
p-anos 34414.5 25429 13271 4765,5

+ 30 mortes 3 16 36 11
p-anos 5881  6493,5 3466,5 769
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O teste de auséncia de interagao, Hy : §;; = 0, Vij, contra a alternativa
de pelo menos um parametro diferente de zero forneceu &gy = 11,91 (9
graus de liberdade) que equivale a um nivel descritivo P= 0,218. Adotamos,

portanto, um modelo sem interacao.

Tabela 4.3
Estimativas dos pardametros do modelo log-linear
de Poisson para explicar a taza média de morte
de doutores Britdnicos com cincer de pulmao.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante « -11,424 -22.44
C(1-9) Ba 1,409 2,53
C(10-20) B3 2,866 6,86
C(+30) Ba 3,758 8,80
F(50-59) Yo 1,769 5,10
F(60-69) 73 2,897 8,62
F(70-80) V4 3,791 11,12

As estimativas sao apresentadas na Tabela 4.3. Notamos claramente
que as estimativas sao significativamente diferentes de zero e que ha fortes in-
dicios de um aumento (exponencial) da taxa média de mortes com o aumento
da faixa etéria e/ou com o aumento do consumo médio diario de cigarros. O
ajuste do modelo com logT;; como variavel explicativa forneceu a estimativa
de maxima verossimilhanca 6 = 1, 839(0,610). O teste de Wald para testar-
mos Hg : € = 1 contra Hy : 6 # 1 forneceu o valor {zy = 1,89, cujo nivel
descritivo é dado por P= 0,17, indicando que o modelo pode ser ajustado

com logt;; como sendo offset.

4.2.3 Modelos gerais de Poisson

Vamos supor agora que Y; sao variaveis aleatorias independentes distribuidas

tais que Y; ~ P(u;), i = 1,...,n, com parte sistemética dada por g(u;) = n;,
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em quen; =x; 3,%; = (z1,...,%ip)" contém valores de varidveis explicativas
e = (p,...,0,)" ¢ um vetor de parametros desconhecidos. As ligagoes

mais utilizados sao logaritmica (g(u;) = logp,), raiz quadrada (g(j;) = \/f)
e identidade (g(pi) = pi). O processo iterativo para estimagao de B, como

foi visto na Secao 1.6.1, é dado por
B(m-{-l) _ (XTW(m)X)_lXTW(m)Z(m),

m = 0,1,..., variavel dependente modificada z = n + W~12V~12(y — ),
n=(, )y =Wy = (s )", Vo= diag{pn, -}
e W = diag{wi,...,wp} com w; = (du;/dn;)*/p;. Em particular temos
w; = p1; para ligacdo logaritmica, w; = 4 para ligacio raiz quadrada e w; = y; !
para ligacao identidade.

No caso das unidades experimentais serem observadas em tempos dis-
tintos ¢;’s e for assumido que Y; ~ P(\;it;), ¢ = 1,...,n, a parte sistemética

do modelo para ligacao logaritmica fica dada por
logp; = logt; +x/ 3,

em que logt; desempenha papel de offset e isso deve ser informado ao sistema.
Outra possibilidade é incluirmos os tempos ¢;’s como valores da variavel ex-

plicativa logT;. Nesse caso, a parte sisteméatica assume a forma
log; = Ologt; + x 3.

O teste de Hy : € = 1 contra H; : # # 1 verifica se logt; deve ser incluido no
modelo como offset. A nao rejeicao da hipétese nula significa a suposicao de
tempos exponenciais nas unidades experimentais.

O estimador de maxima verossimilhanga B é consistente, eficiente e

tem distribuicao assintética dada por

~

B—-pB ~ Np(oa (XTWX)il)a
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portanto, assintoticamente, Var(8) = (XTWX)~1.

4.2.4 Qualidade do ajuste

A funcao desvio de um modelo de Poisson supondo y; > 0, Vi, é definida por
D(y; p) = 22{%10g(yi/ﬂi) — (yi — )}
i=1

Porém, se y; = 0, o i-ésimo termo de D(y; 1) fica dado por 2/i;.
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Figura 4.1: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre morte por cancer de pulmao de doutores
Britanicos.

Em particular, para ligagao logaritmica e se o modelo inclui uma cons-
tante na parte sistematica, mostramos que Y . ,(y; — fi;) = 0, ficando a

fungdo desvio reexpressa na forma D(y; ) = >0 ylog(vi/f;). Logo, se
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particionamos o vetor de parametros tal que 3 = (BlT, ﬁg)T, em que B, e
B, sao subvetores de dimensao p — ¢ e ¢, respectivamente, a estatistica da
razao de verossimilhancgas para testarmos Hy : 3, = 0 contra H; : B, # 0 em

modelos log-lineares fica dada por
Erv = D(yifry) — D(y; it)
= 2 yilog(fioi/ ).
i=1

Sob Hy e para grandes amostras &gy ~ XZ' Os resultados assintoticos para
os modelos de Poisson valem tanto para p fixo e n — oo como para n fixo e

i — 00, Vi.

4.2.5 Técnicas de diagnostico

Um dos residuos mais recomendados para modelos com resposta de Poisson

é o componente do desvio padronizado, que para y; > 0, fica dado por

%{yilog
em que h;; é o 1-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao
H = W2X(XTWX) ' XTW12, Quando y; = 0 o residuo componente do
desvio padronizado assume a forma tp, = ++/2/;/ m .

Estudos de simulagao (ver Williams, 1984) mostram que em geral a dis-

tp, = + (vi/ ) — (yi — ) Y2,

tribuicao de tp, nao se afasta muito da distribui¢ao normal padrao, podendo
ser usadas nas analises de diagnostico as mesmas interpretagoes da regres-
sao normal linear. Em particular, a construcao de envelopes é fortemente
recomendada para tp,.

A Figura 4.1 apresenta o grafico normal de probabilidades para o resi-
duo tp, correspondente ao modelo ajustado aos dados da Tabela 4.2. Como

podemos notar, todos os residuos cairam dentro do envelope gerado sem
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apresentarem nenhuma tendéncia sisteméatica, indicando que a suposicao de
distribuicao de Poisson parece ser bastante razoavel. O programa utilizado
para gerarmos o grafico de envelopes é apresentado no Apéndice B. Os re-

sultados do modelo ajustado devem ser colocados no arquivo fit.model.

4.2.6  Aplicacao

Como ilustracao vamos considerar os dados apresentados em Neter et al.
(1996, p. 613) sobre o perfil dos clientes de uma determinada loja oriundos
de 110 areas de uma cidade. O objetivo do estudo é relacionar o nimero
esperado de clientes em cada area com as seguintes variaveis explicativas em
cada area: numero de domicilios (em mil), renda média anual (em mil USD),
idade média dos domicilios (em anos), distancia ao concorrente mais proximo
(em milhas) e distancia a loja (em milhas). Portanto, a area ¢ a unidade

experimental. Esses dados estao também descritos no arquivo store.dat.

Tabela 4.4
Estimativas dos parametros do modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre perfil
de clientes.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante Q@ 2,942 14,21
Domicilio b1 0,606 4,27
Renda Ba -0,012 -5,54
Idade Bs -0,004 -2,09
Dist1 Ba 0,168 6,54
Dist2 Bs -0,129 -7,95

Na Figura 4.2 sao apresentados os diagramas de dispersao entre o
numero de clientes (variavel resposta) e as variaveis explicativas renda e
idade média, distancia ao concorrente mais proximo (distl) e distancia a

loja (dist2). Indicios mais evidentes de relagao linear podem ser observados
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4.2 Modelos de Poisson

entre a resposta e as distancias distl e dist2. Ou seja, hé indicios de que o
nimero de clientes aumenta & medida que a distancia ao concorrente mais

proximo aumenta e a distancia a loja diminui.
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Figura 4.2: Diagramas de dispersao entre o niimero de clientes que visitaram
a loja e algumas variaveis explicativas.

Denotamos por Y; o nimero de clientes da i-ésima area que foram a loja
no periodo determinado. Vamos supor que Y; ~ P(u;) com parte sisteméatica

dada por
logp; = a + fidomic; + forenda; + [Szidade; + [4distl; + [sdist2;.

Temos que a varidvel nimero de domicilios (domic) deve ser incluida no

modelo uma vez que as areas nao tém o mesmo nimero de domicilios. As
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4.2 Modelos de Poisson

estimativas dos parametros sao apresentadas na Tabela 4.4 e como podemos
notar todas as estimativas sao altamente significativas. O desvio do modelo
foi de D(y; ) = 114,98 (104 graus de liberdade) que equivale a um nivel
descritivo P= 0, 35 indicando um ajuste adequado. Notamos pela tabela que
o numero esperado de clientes na loja cresce com o aumento do ntmero de
domicilios na area e da distancia ao concorrente mais proximo, porém diminui
com o aumento da renda média e da idade média dos domicilios bem como da

distancia da area a loja. Isso sugere que deve ser uma loja de conveniéncia.
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Figura 4.3: Graficos de diagnoéstico referentes ao modelo log-linear de Poisson
ajustado aos dados sobre perfil de clientes.
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Figura 4.4: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre perfil de clientes.

Podemos fazer algumas interpretagoes. Por exemplo, se aumentarmos
em 1 mil USD a renda média dos domicilios de uma determinada area espera-
mos aumento relativo no nimero de clientes que irao a loja de exp(—0,012) =
0,988. Ou seja, decrescimento de 1,2%. Por outro lado, se a distancia ao
concorrente mais proximo aumentar em uma milha esperamos aumento re-
lativo no namero de clientes de exp(0,168) = 1,183. Ou seja, aumento de
18,3%.

Dentre as observagoes destacadas pelos graficos de diagnostico (ver
Figura 4.3), apenas as areas #20 e #43 apresentam algumas variagoes des-
proporcionais nas estimativas dos parametros, porém nao houve mudanca
inferencial. Pela Figura 4.3d nao hé indicios de que a ligacao utilizada seja
inapropriada e o grafico de envelope (Figura 4.4) nao apresenta indicagoes de
afastamentos sérios da suposicao de distribuigao de Poisson para o niimero

de clientes.
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

4.3.1 Distribuicao binomial negativa

O fenémeno de sobredispersao, similarmente ao caso de dados com resposta
binaria discutido na Sec¢ao 3.6.14, ocorre quando é esperada uma distribuicao
de Poisson para a resposta, porém a variancia ¢ maior do que a resposta
média. Uma causa provavel desse fendmeno é a heterogeneidade das unidades
amostrais que pode ser devido a variabilidades interunidades experimentais.
Isso pode ser visto, por exemplo, supondo que para um conjunto fixo x =
(z1,...,2,)T de valores de varidveis explicativas, Y|z tem média z e variancia
z, no entanto Z, que é nao observavel, varia nas unidades amostrais com x

fixo, de modo que E(Z) = u. Entao,

E(Y) = E[B(Y]2)] = ElZ] = e

Var(Y) = E[Var(Y|Z2)] + Var[E(Y|Z)]
= pu+ Var(Z).

Podemos, adicionalmente, supor que Y|z tem distribui¢do de Poisson com
média z e fungao de probabilidades denotada por f(y|z) e que Z segue uma
distribuicao gama de média p e parametro de dispersao k = ¢u cuja fungao
de densidade sera denotada por g(z; u, k).

Temos E(Z) = p e Var(Z) = p?/k de modo que E(Y) = p e Var(Y) =
pw+ p?/k = u(l+ ¢)/¢. Assim, as fungoes densidades f(y|z) e g(z;u, k)
assumem as seguintes formas:

e 7z 1 AN
z) = e glz;u k)= —=(— ) e »-—.
R T e G
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

Logo, Y tem funcao de probabilidades dada por

PriY =y} = / fWwl2)g(z; p, k)dz

k / —2(1+k/p) hty—1
— e ” dz.
y!F(/’f) (u) 0

~ -2 _ k dz __ ky—1
Fazendo a transformagao de varidvel ¢ = z(1 + ) temos que G = (1 + )

Entao,

1 k (+w) tyk+y—1
PriYy =y} = - et dt
=l y'T'(k (u) < ) /0

+ k)
(y+1) (k)(1+¢)y+’“

 D(y+k) o \'7 1\

- T(y+1)0(k) <1+¢> <1+¢>>
[(y + k)

Iy +1)T'(k)

(1—m)*r¥, y=0,1,2,...,

em que m = 1/(1 + ¢). Portanto, Y tem distribui¢do binomial negativa de
média p e parametro de dispersao k.

Podemos, similarmente, supor que Y|z ~ P(z) e que Z ~ G(u, ¢), em
que ¢ nao depende de pu. Nesse caso E(Z) = p e Var(Z) = p?/¢ de onde
segue que E(Y) = p e Var(Y) = p + p?/¢. Temos entao que

_e_zzy ‘ B 1 z¢¢_%1
flul) = g<z,u,¢>—@(7) L

A funcao de probabilidades de Y fica dada por

PriY =y} = / fyl2)g(z; 1, ¢)d=

y!gb M 0
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- - s o ¢ dz __ $y\—1
Fazendo a transformagao de varidvel ¢ = z(1 + %) temos que ¢ = (14 7).

Dai segue que

1 ¢ ¢ (ZS —(¢+y) oo » .
= = g () (o) e

T(¢+ y)pve?
L(o)C(y + 1) (p + @)y

- (Iz;(f j)l%)d)) (u . ¢)y <u f ¢>¢
1

I (
L@y ey
Ty gL y=012

com m = pu/(u + ¢). Portanto, neste caso Y também segue distribuigao

binomial negativa de média p e parametro de dispersao ¢. Denotamos Y ~

BN(u, ¢). Podemos mostrar (ver, por exemplo, Jorgensen,1996, p. 96) que

ﬁ(Y — ) —q N(0,7/(1 =7)?%), quando ¢ — oo.

Podemos obter também aproximacoes da binomial negativa para a Poisson
e gama.
4.3.2 Modelos de regressao com resposta binomial negativa

Vamos supor entao que Y7, ...,Y, sao varidveis aleatérias independentes tais

que Y; ~ BN(p;, ¢). A funcao de probabilidades de Y; fica dada por

L T(e+w) m N (o "
f(yis s, @) = s + DL(0) (m+¢) (u¢+¢) Cy=0,1,2,....

Temos que E(Y;) = p; e Var(Y;) = p; + p?/¢. Similarmente aos MLGs

assumimos parte sisteméatica dada por g(u;) = 7 = x/ 3, em que x; =
(zi1, ..., 7)) contém valores de variaveis explicativas, 8 = (fi,...,[5,)7 ¢

um vetor de parametros desconhecidos e g(+) é a fungao de ligagdo. Como
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

nos modelos de Poisson as ligagoes mais utilizados sao logaritmica (g(u;) =
logyi;), raiz quadrada (g(j;) = /) e identidade (g(u;) = p1s)-

Definindo 8 = (8", )" o logaritmo da fungio de verossimilhanca fica
dado por

- (o + vi)
L(6) = ; [log {m} + ¢log¢ + yilogp; — (¢ + yi)log(u: + 925)} )

em que j; = g 1(x73). A fim de obtermos a fungio escore para 3 calculamos

inicialmente as derivadas

oL(0)/05; — {y i Om,_ (6 ) do 8m}

{yz dﬂ’zx - (P +w) d#im.}
i dTh (¢ + :uz) dnl v
du; /dn;
- Z { ) )(yz - ,ui)xij}
i=1

i (P + i)

:HM:IIM

= Zwiffl(yi — Hi)Tij
i=1

em que w; = (dy;/dn;)*/ (2o~ + ;) e f; = dp;/dn;. Logo, podemos espressar

a funcao escore na forma matricial
Us(0) = XTWFH(y — p), (4.5)

em que X é a matriz modelo com linhas x?,i = 1,...,n, W = diag{wy, . .. ,wy },
F =diag{f1,.. ., fub, y= W1, un)T e p = (g1, ..., ptn)?. De forma simi-
lar a funcao escore para ¢ fica dada por

n

Ug(8) = > [(d+y:) —v(d) = (yi+9)/(&+ ) +log{d/(¢-+ i) } +1], (4.6)

i=1

em que ¥(-) é a funcdo digama.
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Para obtermos a matriz de informacao de Fisher calculamos as deriva-

das

7 A d % ?
woronon - {822} (4 e

(¢ + yi) } d? i
+ iiTie,
Z{m (& + ) J dn2 "7

cujos valores esperados ficam dados por

¢ duz/dm
(¢ + i)

= —E WiLijLig-
i=1

Logo, podemos expressar a informagao de Fisher para 3 em forma matricial

TijTig

E{6°L(8)/05;08,) = —Z

’L
Kss(0) =E {— 0 (0;} = XTWX.
oBIB
Lawless(1987) mostra que a informagao de Fisher para ¢ pode ser expressa
na forma
Koo(0) = D 1D (@+)2Pr(Yi>j) — ¢ i/ (i + )},

i=1 j=0
e que B e ¢ sao parametros ortogonais. Assim , a matriz de informacao de

Fisher para 6 assume a forma bloco diagonal

_ | Kgs O
K%_[ 0 quqs}

As estimativas de méxima verossimilhaca para 3 e ¢ podem ser obtidas
através de um algoritmo de minimos quadrados reponderados, aplicando o
método escore de Fisher, a partir de (4.5) e do método de Newton-Raphson

para obter gzg desenvolvido a partir de (4.6), os quais sdo descritos abaixo
IB(m-l-l) _ (XTw(m)X>flew(m)y*(m)
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param =0,1,2,..., em que
Y =XB+F (y —p)

é uma variavel dependente modificada e

Log = D A0 +9) + (i = 2 = 9)/ (6 + i)} +no™ {1 = 00/ (9)}

Tabela 4.5
Quantidades w; e f; para algumas ligagoes.
Ligacao w; fi
logpi =i pa/(mi¢™" +1) i

pi=mn (o 4+ )t

1
Vi =n 4/ (et +1) 2/

Os dois procedimentos sao aplicados simultaneamente até a convergén-

cia. Podemos encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca (BT, ¢E)T
pela aplicagao do comando library (MASS) do R. Como ilustracao, vamos su-
por um modelo log-linear com resposta binomial negativa resp e covariaveis
covl e cov2. Devemos acionar os seguintes comandos no R:

library (MASS)

fit.bn = glm.nb( resp ~ covl + cov2).

No objeto fit.bn estarao os resultados do ajuste. Outras ligagoes,
além da ligacao logaritmica, podem ser usadas com a distribui¢ao binomial
negativa. Por exemplo, para o ajuste de um modelo com resposta binomial
negativa e ligagao identidade se resp é considerada resposta e covl e cov2
sao consideradas variaveis explicativas, devemos fazer o seguinte:

library (MASS)
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

fit.bn = glm.nb( resp ~ covl + cov2, link=identity).

A Tabela 4.5 apresenta as expressoes para w; e f; para algumas ligagoes
usuais em modelos com resposta binomial negativa.

Usando os mesmos argumentos da Se¢ao 1.6 temos que para n grande
B segue distribuicao aproximadamente normal p-variada de média 3 e ma-
triz de varidncia-covariancia Kgﬁl, ou seja , para n grande 3 ~ N, (83, Kgﬁl)
Similarmente para n grande ¢ ~ N(o, K;(;) Além disso, B e ¢ sdo assintoti-

camente independentes.

4.3.3 Qualidade do ajuste

A funcao desvio assumindo ¢ fixo fica dada por

D*(v: i1) — - | ﬂi+¢} 1 {yi(/lﬂr(b)H
(y; i2) 2;{¢0g{yi+¢ tulog (0= 1|

em que j; = g '(xI'B). Quando y; = 0 o i-ésimo componente da fungao

desvio D*(y; ft) fica dado por

A2 (yi, i) = 2{logf(0;4i,¢) —logf(0; fus, ¢)}
= 2¢log{o/(yi + ¢)} — 2¢log{d/(ii; + ¢)}
= 2¢log{(u; + &)/ (4; + &)}
= 2¢log{(f; + @)/}

Portanto, os componentes do desvio no caso binomial negativo assumem as

seguintes formas:

oo {59} + e {2859 e 0
2¢log {%} se y; = 0.

Sob a hipotese de que o modelo adotado esté correto D*(y; f1) segue para ¢

d*2<yi; ﬂz‘) =

grande e p; grande, Vi, uma distribuigdo qui-quadrado com (n — p) graus de

liberdade.
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

Vamos supor agora a particao 3 = (BlT, ﬁQT)T em que (3, é um vetor
g-dimensional enquanto 3, tem dimensao p — g e que ¢ é fixo ou conhecido.
O teste da razao de verossimilhangas para testarmos Hy : B, = 0 contra

H; : B, # 0 reduz, neste caso, a diferenca entre dois desvios
* ~0 * ~
§rv =D (y; ") — D*(y; o),
em que 0 e f1 sdo, respectivamente, as estimativas de p sob Hy e Hy. Para ¢

desconhecido o teste da razao de verossimilhangas fica expresso na seguinte

forma;:
fry = 2 Zuog{r(cﬁ +y)D(6°)/T(0° + y)(9)} + dlog{d/ (¢ + fu:)}

~¢log{¢° /(¢ + 1))} + ylog{jui (" + )/ (6 + fu:)}],
em que ggo e qZ; sao as estimativas de maxima verossimilhanca de ¢ sob Hy e

Hy, respectivamente. Para n grande e sob Hy temos que &gy ~ X?r

4.3.4 Técnicas de diagnostico

Fazendo uma analogia com os MLGs a matriz de projecao H assume aqui a
seguinte forma:

H = W/2X(XTWX) 1 XTW2,

O i-ésimo elemento da diagonal principal de H fica dado por
(dpi/dm;)?
(ip~" + i)
Em particular, para os modelos log-lineares h;; fica dado por

Dl
(@ + ;)

em que w; = @p;/ (¢ + p;). Como hi; deverd depender de [i;, graficos de h;

hii = X?(XTWX)_IXZ'.

hii = XzT (XTWX)_IXZ‘,

contra os valores ajustados sao mais informativos do que os gréaficos de hy;

contra a ordem das observagoes.
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Estudos de Monte Carlo desenvolvidos por Svetliza (2002) (ver também
Svetliza e Paula, 2003) indicam boa concordancia entre o residuo componente

do desvio
o s i;)
D, = —F/——
V' 1—hy

com a distribuicao normal padrao, em que

. oA 1/2
R TEe) | L

d"(yi; fu) = N
+/2 | ¢log W}] se y; = 0.

Para extrairmos a quantidade d(y;; f1;) do objeto fit.bn devemos fa-
zer o seguinte:

d = resid(fit.bn, type= ‘‘deviance").

Uma versao da distancia de Cook aproximada é dada por

.2
LD; = (1— hiiy"’Pﬂ

em que rp, = (y; — ;) //Var(Y;) e Var(Y;) = p; + 12 /¢. A quantidade rp, é
obtida no R através do comando

rp = resid(fit.bn, type=‘‘pearson").

O grafico de LD; contra as observagoes ou valores ajustados pode re-
velar pontos influentes nas estimativas 3 e ¢. Svetliza (2002) desenvolveu as

expressoes matriciais para a obtengao de £,,,, para 3 e ¢.

4.3.5 Selecao de modelos

Similarmente aos modelos lineares generalizados, pelo critério de Akaike de-
vemos encontrar um submodelo para o qual a quantidade abaixo seja mini-
mizada

AIC = D*(y; 1) + 2p.
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Devemos acionar no R os seguintes comandos:
library (MASS)
stepAIC(fit.model).
Aqui fit.model denota o objeto com o modelo binomial negativo ajus-

tado.

4.3.6 Aplicacoes
Estudantes australianos

Venables e Ripley (1999, Caps. 6 e 7) apresentam os resultados de um estudo
sociolégico desenvolvido na Australia com 146 estudantes de 82 série e ensino
médio com o objetivo de comparar a auséncia na escola segundo os seguintes
fatores: ano que o estudante esta cursando (1: 8% série, 2: 12 ano do ensino
médio, 3: 22 ano do ensino médio, 4: 32 ano do ensino médio), etnia (0: abo-
rigine, 1: nao aborigine), desempenho escolar (0: insuficiente, 1: suficiente)
e sexo (0: masculino, 1: feminino). Para obtermos esses dados no R devemos
acionar o comando library(MASS) e em seguida quine. Uma copia desses
dados esté disponivel no arquivo quine.dat. Denotamos por Y;;xe, 0 nimero
de faltas num determinado periodo referentes ao m-ésimo aluno, cursando o
1-ésimo ano, de etnia j, com desempenho escolar k e pertencente ao ¢-ésimo
sexo, em que ¢ = 1,2,3,4, j,k,f =1,2e m =1,...,144. Vamos supor que

Yiikem ~ BN(pije, ¢), em que
logpijre = o+ Bi + 7y + 0y + 0o,

com 1 =0,y =0, =0e 6 =0. Assim, temos um modelo casela de
referéncia em que (5, B3 e B4 denotam os incrementos do primeiro, segundo
e terceiro ano do ensino médio, respectivamente, em relagao a 8% série, 7,

¢ a diferenca entre os efeitos do grupo nao aborigine com relacao ao grupo
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aborigine, d; denota a diferenca entre os efeitos dos grupos com desempenho
suficiente e insuficiente e @ é a diferenca entre os efeitos do sexo feminino e
masculino.
Tabela 4.6
Estimativas de maxima verossimilhanca referentes ao modelo

log-linear binomial negativo ajustado aos dados sobre auséncia
escolar de estudantes australianos.

Efeito Modelo 1  E/E.Padrao Modelo 2 E/E.Padrao
Intercepto 2,895 12,70 2,628 10,55
Etnia -0,569 -3,72 0,131 0,38
Sexo 0,082 0,51

Ano?2 -0,448 -1,87 0,178 0,56
Ano3 0,088 0,37 0,827 2,61
Ano4 0,357 1,44 0,371 1,11
Desemp 0,292 1,57

Etn*Ano2 -0,991 -2,26
Etn*Ano3 -1,239 -2,78
Etn*Ano4 -0,176 -0,38
10) 1,275 7,92 1,357 7,80

Na Tabela 4.6 temos as estimativas de maxima verossimilhanc¢a com os
respectivos erros padrao aproximados. O desvio do modelo ajustado (modelo
1) foi de D*(y; fr) = 167,95 (139 graus de liberdade). Notamos que os fatores
sexo e desempenho escolar nao sao significativos a 10%, sendo portanto reti-
rados do modelo. Contudo, notamos a necessidade de inclusao da interacao
ano*etnia no novo modelo. O valor da estatistica da razao de verossimilhan-
cas nesse caso é de gy = 11,16 (P= 0,0109). As novas estimativas sao
também apresentadas na Tabela 4.6. O desvio do novo modelo (modelo 2)
foi de D*(y; 1) = 167,84 (138 graus de liberdade). A Figura 4.5 apresenta
as médias ajustadas do modelo final. Podemos notar que o grupo nao abo-
rigine tem em geral um n% médio menor de dias ausentes. A maior média é

observada para estudantes do grupo aborigine cursando o 22 do ensino médio
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e o menor valor médio é observado para estudantes do grupo nao aborigine

cursando o 12 do ensino médio.
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Figura 4.5: Valores médios estimados pelo modelo log-linear binomial nega-
tivo ajustado aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Verificamos também, neste estudo, como fica o ajuste através de um
modelo log-linear de Poisson. Temos nas Figura 4.6a e 4.6b os graficos nor-
mais de probabilidades para os dois ajustes e notamos uma clara superi-
oridade do modelo log-linear com resposta binomial negativa. O modelo
log-linear de Poisson apresenta fortes indicios de sobredispersao com os re-

siduos cruzando o envelope gerado. Isso é justificado pelo valor do desvio
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D*(y; fr) = 1597, 11 (138 graus de liberdade).

10

Componente do Desvio
Componente do Desvio

Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
(@) (b)

Figura 4.6: Graficos normais de probabilidades referentes ao modelo log-
linear de Poisson (a) e ao modelo log-linear binomial negativo (b) ajustados
aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Nas Figuras 4.7a a 4.7d sao apresentados alguns gréaficos de diagnostico.
Na Figura 4.7a em que sao apresentados os valores de h;; nenhum dos 8 grupos
formados sao destacados como alavanca. Ja pela Figura 4.7b notamos pelo
menos trés pontos com mais destaque como influentes em B, sao os alunos
#72, #104 e #36. Os trés alunos tém varios dias ausentes, respectivamente,
67,69 e 45. O aluno #72 é nao aborigine e estava cursando a 8% série. O aluno
#104 é também nao aborigine, porém estava cursando o 32 ano, enquanto
o aluno #36 é aborigine e estava também cursando a 8% série. Pela Figura
4.7c notamos dois pontos com mais destaque como aberrantes, #98 e #61.
Esses alunos nao tiveram faltas, estavam cursando o 32 ano, um ¢é aborigine
(#61) e o outro (#98) é nao aborigine. Em geral os pontos aberrantes desse

exemplo referem-se a alunos sem nenhuma falta. A retirada desses pontos
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

nao altera os resultados inferenciais. Finalmente, a Figura 4.7d indica que a

escolha da ligacao logaritmica nao parece ser inadequada.
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Figura 4.7: Graficos de diagnostico referentes ao modelo binomial negativo
ajustado aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Demanda de TV a cabo

Na Tabela 4.7 é apresentado um conjunto de dados sobre a demanda de T'Vs
a cabo em 40 areas metropolitanas dos EUA (Ramanathan, 1993). Esses
dados estao também disponiveis no arquivo tvcabo.dat. Foram observadas,

para cada area, o ntimero de assinantes (em milhares) de TV a cabo (nass),
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

Tabela 4.7

Demanda de TV a cabo em 40 dreas metropolitanas dos EUA.

Nass  Domic Perc Percap Taxa Custo Ncabo Ntv
105 350 30,000 9839 14,95 10 16 13
90 255,631 35,207 10606 15 7,5 15 11

14 31 45,161 10455 15 7 11 9
11,7 34,840 33,582 8958 10 7 22 10
46 153,434 29,980 11741 25 10 20 12
11,217 26,621 42,136 9378 15 7,66 18 8
12 18 66,667 10433 15 7,5 12 8
6,428 9,324 68,940 10167 15 7 17 7
20,1 32 62,813 9218 10 5,6 10 8
8,5 28 30,357 10519 15 6,5 6 6
1,6 8 20,000 10025 17,5 7,5 8 6

1,1 5 22,000 9714 15 8,95 9 9
4,355 15,204 28,644 9294 10 7 7 7
78,910 97,889 80,612 9784 24,95 9,49 12 7
19,6 93 21,075 8173 20 7.5 9 7

1 3 33,333 8967 9,95 10 13 6

1,65 2,6 63,462 10133 25 7,55 6 5
13,4 18,284 73,288 9361 15,5 6,3 11 5
18,708 55 34,015 9085 15 7 16 6
1,352 1,7 79,529 10067 20 5,6 6 6
170 270 62,963 8908 15 8,75 15 5
15,388 46,540 33,064 9632 15 8,73 9 6
6,555 20,417 32,106 8995 5,95 5,95 10 6
40 120 33,333 7787 25 6,5 10 5
19,9 46,39 42,897 8890 15 7.5 9 7
2,45 14,5 16,897 8041 9,95 6,25 6 4
3,762 9,5 39,600 8605 20 6,5 6 5
24,882 81,98 30,351 8639 18 7,5 8 4
21,187 39,7 53,368 8781 20 6 9 4
3,487 4,113 84,780 8551 10 6,85 11 4
3 8 37,500 9306 10 7,95 9 6

421 99,750 42,206 8346 9,95 5,73 8 5t
20,350 33,379 60,966 8803 15 7,5 8 4
23,15 35,5 65,211 8942 17,5 6,5 8 5
9,866 34,775 28,371 8591 15 8,25 11 4
42608 64,840 65,713 9163 10 6 11 6
10,371 30,556 33,941 7683 20 7,5 8 6
5,164 16,5 31,297 7924 14,95 6,95 8 5
31,150 70,515 44,175 8454 9,95 7 10 4
18,350 42,040 43,649 8429 20 7 6 4




4.3 Modelos com resposta binomial negativa

o nuamero de domicilios (em milhares) na area (domic), a porcentagem de
domicilios com TV a cabo (perc), a renda per capita (em USD) por domicilio
com TV a cabo (percap), a taxa de instalagao de TV a cabo (taxa) em USD, o
custo médio mensal de manutencdo de TV a cabo (custo) em USD, o ntimero
de canais a cabo disponiveis na area (ncabo) e o ntimero de canais nao pagos

com sinal de boa qualidade disponiveis na area (ntv).

Componente do Desvio
2
Componente do Desvio

Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
(@) (b)

Figura 4.8: Graficos normais de probabilidades referentes aos modelos log-
linear de Poisson(a) e log-linear binomial negativo (b) ajustados aos dados
sobre demanda de TV a cabo.

Como sao dados de contagem podemos pensar inicialmente num mo-
delo de Poisson em que nass; denota o ntimero de assinantes na i-ésima regiao

tal que nass; ~ P(p;), em que
logp; = o + fydomic; 4+ Pepercap, + fstaxa; + Sycusto; + Bsncabo; + Gentv;

parai =1,...,40. No entanto, o ajuste do modelo forneceu desvio D(y; 1) =

225 para 33 graus de liberdade indicando fortes indicios de sobredispersao,
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

que é confirmado pelo grafico normal de probabilidades da Figura 4.8a. Ten-
tamos entao um modelo binomial negativo em que nass; ~ BN(p;, ¢). O gré-
fico normal de probabilidades (Figura 4.8b) bem como o desvio D*(y; 1) =
42,35 fornecem indicios de ajuste adequado. No entanto, pela Figura 4.9,
notamos uma area altamente influente (observagao #14) e outra area com
moderada influéncia (observacao #1). A area #14 apresenta custos altos de

instalagao e manutencao de TV a cabo, porém um alto indice de assinantes.
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Figura 4.9: Gréficos de diagnostico referentes ao modelo log-linear binomial
negativo ajustado aos dados sobre demanda de TV a cabo.
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

A area #1 tem um baixo indice de assinantes com grande oferta de canais
a cabo e canais nao pagos de boa qualidade. As estimativas dos coeficientes
com todos os pontos e eliminando as observagoes mais discrepantes (1 e 14)
sao apresentadas na Tabela 4.8. Como podemos observar ha indicios de
que quatro coeficientes (percap, taxa, ncabo e ntv) sdo marginalmente nao
significativos a 10%. Aplicamos entdao o teste da razao de verossilhangas
para testarmos Hy : f; = 83 = 55 = g = 0 contra pelo menos um parametro
diferente de zero que forneceu o valor £y = 2,50 para 4 graus de liberdade
(P=0,64), indicando pela nao rejeigdo da hipotese nula. Isso significa que
as duas observacoes discrepantes sao responsaveis pela significincia de trés
desses coeficientes que aparecem significativos marginalmente com todos os
pontos, bem como pelo aumento da sobredispersao uma vez que a estimativa
de ¢ cresce com a eliminacao das duas areas.
Tabela 4.8

Estimativas de maxima verossimilhanca referentes do modelo log-linear
binomial negativo ajustado aos dados sobre demanda de TV a cabo.

Efeito Todos pontos E/E.Padrao Sem 1 e 14 E/E.Padrao
Intercepto 2,437 1,99 3,608 3,34
Domic 0,013 8,24 0,014 9,69
Percap 6 x 107° 0,42 —2x107° -0,01
Taxa 0,041 1,84 0,010 0,50
Custo 20,207 1,95 20,266 22,69
Ncabo 0,067 2,01 0,050 1,63
Ntv 20,135 1,84 20,071 -1,02
) 3,311 3,49 5,060 2,89

Portanto, um modelo mais recomendado envolveria apenas as variaveis
explicativas domic e custo, ou seja, com parte sitematica dada por logu; = a+
fr1domic; 4+ Sycusto;. O desvio desse modelo fica dado por D*(y; ft) = 41,05
para 35 graus de liberdade (P= 0,22), indicando um ajuste adequado. As

novas estimativas sem as areas #1 e # 14 (erro padrao aproximado) ficam
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

dadas por & = 3,620(0,637), 1 = 0,015(0,001), 3, = —0,242(0,091) e
¢ = 4,54(1,51).

Portanto, pela estimativa de (4, se o custo mensal de manutengao
aumentar de USD 1 esperamos uma redugao aproximada de 22% no nimero

de assinantes com TV a cabo na area.

4.3.7 Sobredispersao e quase-verossimilhanca

De uma forma geral o fendmeno de sobredispersao sugere que a variancia de
Y seja dada por Var(Y) = 02, em que 02 > 1. Uma maneira mais simples
de resolvermos o problema ¢ ajustarmos um modelo log-linear de Poisson aos

2 separadamente (método de quase-verossimilhanga),

dados e estimarmos o
por exemplo, usando a estimativa proposta por Wedderburn (1974), dada

por

em que fi; = eXp(XiTB). Algumas quantidades, tais como a matriz de variancia-
covariancia assintotica de B, o desvio, residuos etc, deverao ser corrigidos de
maneira similar ao caso tratado na Secao 3.6.14. Finalmente, podemos pen-
sar na aplicagao de modelos mais gerais de quase-verossimilhanca que serao

discutidos no Capitulo 5.

Aplicacao

Como ilustragao, vamos considerar os dados descritos na Tabela 4.9 (Mc-
Cullagh e Nelder, 1989, Secao 6.3.2) e também no arquivo navios.dat em
que avarias causadas por ondas em navios de carga sao classificadas segundo
o tipo do navio (A-E), ano da fabricagao (1:1960-64, 2:1965-69, 3:1970-74 e
4:1975-79) e periodo de operagao (1:1960-74 e 2:1975-79).
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

Tabela 4.9
Distribuicao de avarias em navios de
carga sequndo o tipo do mavio, ano de
fabricagao periodo de operagao
e total de meses em operacao.

Tipo Ano Periodo Meses Avarias

1 1 127 0
63 0

1095 3
1095 4
1512 6
3353 18
2244 11
44882 39
17176 29
28609 58
20370
7064
13099
7117
1179
552
781
676
783
1948
274
251
105
288
192
349
1208
2051
45
789
437
1157
2392 2161
2 542
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Figura 4.10: Graficos normais de probabilidades referentes ao modelo log-
linear de Poisson (a) e log-linear de quase-verossimilhanga (b) ajustados aos
dados sobre avarias em navios de carga.

Foi também considerado o tempo em que cada navio ficou em operagao
(em meses). Inicialmente, sugerimos um modelo log-linear de Poisson com
offset dado por log(meses) e efeitos principais. Assim, denotamos por Yy
o nimero de avarias observadas para o navio do tipo ¢, construido no ano j
que operou no periodo k e vamos supor que Y, ~ P(Njjitii), em que t;;, é
o total de meses de operagao e \;j;, o nimero médio esperado de avarias por

unidade de tempo. A parte sisteméatica do modelo é dada por

logAiji = o + Bi) + By + Bk

com as restrigoes i) = Bo) = f3y = 0, parai =1,...,5; j=1,...,4¢
k =1,2, com 1, B3 e f3 denotando, respectivamente, o efeito de tipo, de ano
de construgao e periodo de operagao. O desvio do modelo foi de D(y; 1) =
38,69 (25 graus de liberdade) que corresponde a um nivel descritivo P=

0,040, indicando que o ajuste nao esta satisfatorio.
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4.3 Modelos com resposta binomial negativa

Pelo gréafico normal de probabilidades, descrito na Figura 4.10a, no-

tamos a maioria dos residuos préximos dos limites superior e inferior do

envelope gerado, sugerindo sobredispersao que nesse caso deve ser devido ao

fato de um mesmo navio ter sido observado mais de uma vez. Usando (4.7)

obtemos 62 = 1,69, e corrigindo o componente do desvio padronizado de

modo que

th, = +d;/5\/ 1 — hy;,

obtemos um novo grafico normal de probabilidades descrito na Figura 4.10b,

em que os residuos estao melhor distribuidos dentro do envelope gerado.

Tabela 4.10

Estimativas dos pardametros referentes ao modelo
log-linear de quase-verossimilhanca ajustado
aos dados sobre avarias em navios de carga.

Efeito Estimativa E/E.Padréao
Constante -6,406 -22,69
Tipo
A 0,000 -
B -0,543 -2,36
C -0,687 1,61
D -0,076 0,20
E 0,326 1,06
Ano
60-64 0,000 -
65-69 0,697 3,59
70-74 0,818 3,71
75-79 0,453 1,50
Periodo
60-74 0,000 -
75-79 0,384 2,50

O novo desvio fica dado por D*(y; 1) = D(y;f)/6%= 38,69/1,69 =

22,89 (25 graus de liberdade), indicando um ajuste adequado.
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

observar que tanto o residuo t;, como o desvio D*(y; 1) devem ser olha-
dos de maneira meramente descritiva uma vez que em modelos de quase-
verossimilhanga a distribuicao da resposta é em geral desconhecida. As esti-
mativas de maxima verossimilhanca e os valores padronizados pelos respecti-
vos erros padrao aproximados, ja multiplicados pelo fator &, sdo apresentadas
na Tabela 4.10. Williams (1987) mostra que o problema de sobredispersao
neste exemplo é causado particularmente por duas observagoes discrepantes
e sugere a inclusao da interacao tipo*ano com pelo menos uma dessas obser-
vagoes excluidas. Pela Tabela 4.10 notamos que os navios de tipos B e C sao
aqueles com uma incidéncia menor de avarias por unidade de tempo. Por
outro lado, os navios fabricados de 65 a 74 como também aqueles que ope-
raram de 75 a 79 apresentam uma inicidéncia maior de avarias por unidade

de tempo do que os demais.

4.4 Relagao entre a multinomial e a Poisson

Vamos supor agora que todas as unidades amostrais sao acompanhadas du-
rante o mesmo periodo e que sao classificadas segundo s niveis de exposi¢ao

e r grupos, conforme descrito abaixo.

Exposicao
Grupo E1 E2 E3 --- Es
Gl Y Y2 Yz 0 Yis
G2 Y21 Y22 Y23 - Yas
GI’ Yr1 Yro Yr3 T Yrs

Supondo que Y;; ~ P(pj), it =1,...,rej=1,...,s, temos que
n!

P’I"{Y = a]ZYZj = n} = ﬁni,jﬂ';};j,

. .a/..'
ij 1,7°1)
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

em que iy = iy /s s = S i Y = (Vi Yo Tea = (an. .. an)".
Vamos considerar o modelo log-linear de Poisson com parte sisteméatica dada
por logjii; = a+ B3y + Bagj) + Bragiy), com as restrigoes Bi1y = far) = Biaqiy) =

Biagny =0parai=1,...,7ej=1,... 5 Temos que

T =y = Z Z exp{a + Bi) + Bagj) + Prags) b

i=1 j=1

= "> > exp{Bip + Bagi) + Bragi) }-

i=1 j=1

e podemos definir as probabilidades

_ exp{Bi) + Bagj) + Bragy) ¥
> i Zj:1 exp{ Sy + Pagj) + Bz}

em que o total do denominador é invariante com a parametrizacao utilizada

7Tij

no modelo. Temos que as probabilidades ;s nao dependem do parametro a.
Como veremos a seguir, a estimativa de maxima verossimilhanga do vetor 3
correspondente ao modelo multinomial coincide com a estimativa de maxima
verossimilhanca para 3 = (,BlT, ﬁg, BlTQ)T referente ao modelo log-linear de
Poisson. Se, por exemplo, ajustarmos um modelo multinomial do tipo log-

linear aos dados tal que
logm;; = o™ + Biy + Bag) + Bragis)

teremos, devido a imposigdo ), ; m;; = 1, queexp(a”®) =1/ >, >~ exp{Bi)+
Baiy + Brawj) }» ou seja, o = a —log(7). O que muda é a estimativa do in-
tercepto, embora na pratica sempre seja possivel obtermos o através de «
e vice-versa. Para mostrarmos a equivaléncia das estimativas partiremos da
relagao abaixo
Pr{Y =a;Y,, =n}

Pr{Y,, =n} ’

Pr{Y = a|n} =
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

em que Yy = >, Y. Denotando Ly, (8) = logPr{Y = aln}, Ly(7,8) =
logPr{Y = a; Y, =n} eL,, (1) =logPr{Y;; = n} temos que

Ly (T7 /6) = Ly++ (T) + LY|n<IB)7 (4'8>

em que

Ly, (1) = =7 + yilogr — log(y4+!)

Lyn(8) = logn! + Z a;jlogm;; — Z loga;;!.
i, i,
Portanto, maximizarmos Ly (7, 3) com relacao a 3 é equivalente a maximizar-
mos Ly, (3) com relacdo a 3. Isso quer dizer que as estimativas de maxima
verossimilhanca para o vetor 3 sao as mesmas sob o modelo log-linear multi-
nomial com probabilidades my1,..., 7.5 € sob 0 modelo log-linear de Poisson

de médias pi11, . .., iirs. As matrizes de segundas derivadas com relacao a 3,

para os dois modelos, sao tais que

Ly (7,8) 0Ly (B)

0BoB" 0pop"

Devido a linearidade em (4.8) segue que a matriz de informagao observada

para (1,8")T & bloco-diagonal com elementos dados por —d*Ly (7, 3)/07>
e —0°Ly(1,3)/0B0B", respectivamente. Segue, portanto, que a matriz de
informacao de Fisher sera também bloco-diagonal com os valores esperados

das quantidades acima,

" Ey {_3213,7(2775)} 0
T8 — 2 T
0 Ey { - aa]/g’%s@%ﬁ) }

A variancia assintotica de 3 fica entao dada por

Vary (B) = [Ey{—0°Ly(7, 8)/0808" }] .
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Palmgren (1981) mostra que K, coincide com a matriz de informagao ob-
servada sob a restricao 7 = n.

Esses resultados podem ser generalizados para quaisquer dimensoes
de tabelas bem como sob a presenca de variaveis explicativas continuas. A
variancia assintotica de B fica no modelo multinomial dada por

coincidindo com a variancia assintotica do modelo nao condicional sob a
restricao 7 = n. Contudo, do ponto de vista pratico, as variancias assintoticas
de B devem coincidir uma vez que a estimativa de maxima verossimilhancga

de 7 é dada por 7 = n.

4.4.1 Modelos log-lineares hierarquicos

Um modelo log-linear é dito hierarquico se dado que uma interagao esté no
modelo, todas as interagoes de ordem menor como também os efeitos princi-
pais correspondentes deverao estar também no modelo. A utilizagao de tais
modelos tem a vantagem de permitir uma interpretacao das interagoes nulas
como probabilidades condicionais. Em muitos casos podemos expressar as
estimativas dos valores médios em forma fechada, evitando assim a utilizacao
de processos iterativos.

Como ilustragao, vamos supor o modelo log-linear apresentado na se¢ao
anterior. Podemos mostrar que a hipotese Hy : 81235y = 0, Vij, é equivalente
a hipétese de independéncia na tabela, isto é Hy : m;; = m 7y, Vij. Dado

que nao hé interacao, testarmos a auséncia de efeito de exposicao, isto é

testarmos Hy : 13 = 0,4 = 1,...,7, é equivalente a testarmos Hy : 4 =

- = my = 1/r. Finalmente, dado que nao ha interacao, testarmos a
auséncia de efeito de grupo, isto é testarmos Hy : S5 = 0, j = 1,...,s, &
equivalente a testarmos Hy : myy = -+ =75 = 1/s.

328



4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Vamos supor agora um modelo log-linear de Poisson com trés fatores
de r, s e t niveis, respectivamente. Podemos representar a parte sistematica

do modelo saturado da seguinte forma:
logpiiji = o + Biw) + Baggy + Baky + Brzy) + Bisar) + Basiiny + Brzsgijry, (4.9)

com as restrigoes i1y = Bo1) = B3q1) = 0, Biaqy) = P2y = 0, Bzaw) =
Bz = 0, Bagky = Basr) = 0, Brasjn)y = Biesik)y = Biesjn) = 0, para
1=1,....,r;7=1,....,s e k = 1,...,t. Temos varias classes de modelos
hierarquicos que correspondem a situacoes de interesse na tabela de contin-
géncia formada. Uma primeira classe corresponde a hipotese de auséncia
de interagao de segunda ordem, representada por Hy : Bia3(u) = 0,Vijk,
sendo equivalente a hipotese de associagao entre dois fatores quaisquer ser
constante nos niveis do terceiro. Isso quer dizer, em outras palavras, que
a razao de produtos cruzados 7k ik /TiykTi ik, Tepresentando a associacao
entre os niveis (4, j) e (¢, j') dos dois primeiros fatores, é constante nos niveis
do terceiro fator. Se omitimos no modelo (4.9) a interacdo de segunda ordem
mais uma interacao de primeira ordem, dizemos que os dois fatores omitidos
correspondentes a interagao de primeira ordem sao independentes do terceiro
fator. Por exemplo, se omitimos [123(ijk) € Ba3(jk), Vijk, ficando com a parte

sistematica

logpije = o+ Biy + Bagjy + Baw) + Brzaj) + Bisciry,

dizemos que os fatores 2 e 3 sao independentes nos niveis do primeiro fator,

ou equivalentemente, que
Tijk = Tij+Tivk/ Tivt, Vijk.
Se agora omitimos além de [123(i5k) € B23jr) também By, Vijgk, ficando a

parte sistematica
logpiji = o+ Bigy + Bag)y + Baw) + Biagy),
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

dizemos que o terceiro fator é independente dos dois primeiros, ou equivalen-
temente, que

Tijk = Tij4T4+k, Vijk.
O modelo apenas com os efeitos principais cuja parte sistematica é dada por
logpijr = o+ Bigy + Bag) + B,
equivale a hipotese de independéncia entre os trés fatores, isto é, que
Tijk = Tit4 Tt Tty ViJk.

A Tabela 4.11 resume as trés situagoes de independéncia para o modelo (4.9).

Tabela 4.11
Algumas interagoes em modelos log-lineares de Poisson.

Forma para Interacao Interpretacao
T+ T+ T4k nenhuma fatores mutuamente
independentes
Tijt Ttk Bragij) fatores 1 e 2 independentes
do fator 3

Tij4Titk/Tivt  Bro@j) + Bisary fatores 2 e 3 independentes
nos niveis do fator 1

Em muitos desses casos é possivel expressarmos as estimativas das proba-
bilidades 7;;;’s em forma fechada. Uma analise mais completa de modelos
hierarquicos pode ser encontrada, por exemplo, em Cordeiro e Paula (1989b,
Cap. 3) e Agresti (1990, Cap. 5).

4.4.2 Aplicagoes

Associagao entre renda e satisfacao no emprego

A Tabela 4.12 apresenta o resultado de uma pesquisa com 901 individuos

(Agresti, 1990, pgs. 20-21) classificados segundo a renda anual e o grau de
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

satisfacao no emprego. Denotamos por Y;; o nimero de individuos pertencen-
tes a classe de renda 7 com grau de satisfacao j. Esses dados estao disponiveis

no arquivo emprego.dat.

Tabela 4.12
Classificacao de individuos sequndo a renda
e o grau de satisfagio no emprego.

Grau de Satisfagao
Renda (US$) Alto Bom Meédio Baixo

<6000 20 24 80 82
6000-15000 22 38 104 125
15000-25000 13 28 81 113
>25000 7 18 o4 92

N
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Figura 4.11: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre renda e satisfacao no emprego.
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Tabela 4.13
Estimativas dos pardametros do modelo log-linear
de Poisson ajustado ao dados sobre renda e
satisfagao no emprego.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante Q@ 2,651 18,80
Renda 2 Bi(2) 0,338 3,71
Renda 3 Bis) 0,132 1,389
Renda 4 B1(4) -0,186 -1,81
Grau 2 Ba(2) 0,555 3,49
Grau 3 Ba(3) 1,638 11,87
Grau 4 Ba(a) 1,894 13,93

Vamos supor que Y;; ~ P(u;;) com parte sistemética inicialmente dada

por (modelo saturado)

loguij = o+ By + Bagyy + Bizgij),

em que fp;; denota o nimero esperado de individuos pertencentes a classe
de renda i com grau de satisfacao j, (1(;) denota o efeito renda, By(;) de-
nota o efeito satisfacao e fio; denota a interagao. Temos as restrigoes
Biay = B2y = 0. O teste da razao de verossimilhangas para testarmos
Ho : fra) = 0, Vij (auséncia de interagao) fornece o valor £gy = 12,04 com
nivel descritivo P= 0, 21, indicando pela auséncia de interagao ou indepen-
déncia entre os dois fatores. Se denotarmos por 7;; a propor¢ao de individuos
na classe de renda ¢ e grau de satisfacao j, nao rejeitarmos Hy é equivalente
a eSCrevermos m;; = ;1 M1, Vij, em que m;; denota a proporgao de indivi-
duos na classe de renda ¢ e m,; denota a proporcao de individuos com grau
de satisfagao j. Ou seja, temos independéncia entre renda e satisfagao no
emprego. Isso significa que a distribui¢ao do grau de satisfagao no emprego é
mesma em todos as faixas de renda. A Tabela 4.13 apresenta as estimativas

dos parametros do modelo com efeitos principais.
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Os fatores renda e grau de satisfagao sao altamente significativos. No-
tamos pelas estimativas dos parametros que hé uma proporcao maior de
individuos na classe de renda 2 (6000-15000) e uma propor¢do menor na
classe de renda 4 (>25000). Por outro lado, notamos que a proporcao de
individuos cresce com o aumento do grau de satisfagdo. O desvio do mo-
delo foi de D(y; fx) = 12,04 (9 graus de liberdade) com nivel descritivo de
P= 0,21, indicando um ajuste adequado. Pelo gréafico normal de probabili-
dades com o residuo tp, (Figura 4.11) nao ha indicios fortes de que o modelo
adotado seja incorreto, embora o fato dos residuos negativos estarem abaixo
da reta mediana e os residuos positivos ligeiramente acima seja uma indicio

de sobredispersao nos dados.

m -
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2 2
> >
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3 3
o ° o) ©
S o - 5 7
3 3
S o 1 § "
("I’J ,
0:) ,
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
(@) (b)

Figura 4.12: Graficos normais de probabilidades referentes ao modelo log-
linear de Poisson (a) e log-linear de quase-verossimilhanga (b) ajustados aos
dados sobre doenga das coronérias.
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Doenca das coronéarias

Tabela 4.14
Distribuicao de 1330 pacientes sequndo
ocorréncia de doenca das corondrias,
nivel de colesterol e pressao arterial.
Doenca das  Nivel de  Pressao arterial

corondarias colesterol 1 2 3 4
1 2 3 3 4

Sim 2 3 2 1 3

3 8 11 6 6

4 7 12 11 11

117 121 47 22

Nao 8 98 43 20

1
2
3 119 209 68 43
4 67 99 46 33

Vamos considerar agora os dados da Tabela 4.14 (Everitt, 1977) re-
ferente a classificacao de 1330 pacientes segundo trés fatores: doenca das
coronérias (sim ou nao), nivel de colesterol (1: menor do que 200 mg/100 cc,
2: 200-219, 3: 220-259 e 4: 260 ou +) e pressao arterial (1: menor do que
127 mm Hg, 2: 127-146, 3: 147-166 e 4: 167 ou +). Os dados estao também
descritos no arquivo heart.dat. Denotamos por Yj;. o nimero de pacientes
nos niveis (4, j, k) dos trés fatores: doenca das coronarias, nivel de colesterol
e pressdo arterial, respectivamente. Vamos supor que Yz ~ P(p;jx) com

parte sistematica inicialmente dada por (modelo saturado)

logpiji = o+ By + Bagy + Baw) + Biawj) + Bisgk) + Basiik) + Br2s(ij),

em que f;;, denota o nimero esperado de individuos pertencentes aos niveis
(4, J, k), respectivamente, 3;(; denota o efeito doenga das coronarias, 35 de-

nota o efeito nivel de colesterol, B3y denota o efeito pressao arterial e Bia(;j),
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4.4 Relacao entre a multinomial e a Poisson

Bi(ir), Bas(jky € Pr2s(ijk) sao as interacoes de 1¢ e 2% ordens, respectivamente,

com as restricoes dadas na Secao 4.4.1.

Tabela 4.15
Resumo do ANODEYV referente ao modelo
log-linear de Poisson ajustado aos
dados sobre doenca das corondrias.
(D:doenga, C:colesterol e P:pressao)
Efeito Desvio g.l. Diferenca g.l.
D+C+P 7896 24 -

+D.C 4851 21 30,45 3
+D.P 24,40 18 24,10 3
+CP 477 9 19,63 9

Pela Tabela 4.15 notamos que, segundo o principio hierarquico, apenas
a interacao de segunda ordem pode ser eliminada. A inclusao dos efeitos
principais é altamente significativa. Dado que os efeitos principais estao
no modelo, a inclusdo da interagao doenca*colesterol (Si12;5)) leva a {py =
30,45 (3 graus de liberdade) com P= 0,00. Dado que essa interagao esta no
modelo, a inclusdo da interagao doenca*pressao (Bi3(ix)) fornece {py = 24,10
(3 graus de liberdade) com P= 0,00. Finalmente, dadas as duas interagoes
de primeira ordem, a inclusao da interacao remanescente, colesterol*pressao,
leva a &gy = 19,62 (9 graus de liberdade) com P= 0,02. O desvio do
modelo (4.9) sem a interagao de segunda ordem é de D(y; 1) = 4,77 (9 graus
de liberdade) para um nivel descritivo de P= 0,853, indicando um ajuste
adequado.

A auséncia de interagao de segunda ordem neste exemplo significa que
as razoes de chances (entre os niveis de colesterol ou entre os niveis de pressao
arterial) sdo as mesmas nos grupos de doentes e nao doentes. Contudo,
o grafico normal de probabilidades descrito na Figura 4.12a indica que os

residuos negativos estao acima da média esperada, ocorrendo o contrério

335



4.5 Modelos com excesso de zeros

com os residuos positivos, embora todos sejam em geral pequenos. Isso é
um indicio modesto de subdispersao, fenémeno que também pode ocorrer
em modelos de Poisson.

Um modelo de quase-verossimilhanca similar ao que foi usado no exem-
plo da Secao 4.2.6 leva & estimativa 62 = 0,53. Na Figura 4.12b temos o
grafico normal de probabilidades com o residuo componente do desvio cor-
rigido pela estimativa de dispersao. Notamos que os residuos estao melhor
distribuidos dentro do envelope gerado. A conclusao deste exemplo é que héa
associacao entre os fatores dois a dois e que essa associagao é constante nos

niveis do terceiro fator.

4.5 Modelos com excesso de zeros

4.5.1 Modelos truncados em zero

Os modelos truncados em zero sao também conhecidos como modelos de
Hurdle (ver, por exemplo, Mullaby, 1986). Para formaliza-los vamos supor

que Y é uma varidvel aleatéria com fungao de probabilidades dada por

s se y =0,
P{Y =y} =
Y =y} {(1—@% se y=1,2 ...,

em que 0 <7 < 1e fz(y) denota a fungao de probabilidades de uma variavel

aleatoria Z, por exemplo, Poisson ou binomial negativa. Portanto, desde que

> o1 fz(y) =1 = f2(0), segue que

P{Yy>1} = (1-m)> fz(y)/{1 - f2(0)}
= (1—=m){1— f2(0)}/{1 - fz(0)}

= 1-—m.

336



4.5 Modelos com excesso de zeros

Logo, > 2gP{Y =y} = 7+ (1 —m) = 1. Um exemplo poderia ser Y’
denotando o ntmero de dias de atraso no pagamento de uma conta. Ha
certamente um excesso de zeros (clientes que pagam em dia) e provavelmente
os fatores que explicam 7 podem ser diferentes dos fatores que explicam a
média de Z.

Os dois primeiros momentos de Y ficam dados por

B S
Em‘zyl -0

= {1i_ﬂ- nyZ

CBA0-n)
{1—/2(0)}
B = L v=mg fi%?o»
(1—m)
= {1_ }Zy fz(y
- E(Z2)(1—7r)
{1-fz(00}

Dai segue que

Var(y) — —1=7) E2(Z)(1 — w)] |

T om0 o)

Iremos denotar Y ~ HU{m, fz(y)}. Por exemplo, podemos assumir
que Y ~ HU{m, P(\)} (modelo de Poisson truncado em zero) ou que Y ~
HU{7,BN(\,¢)} (modelo binomial negativo truncado em zero). Logo, se
Z ~ P(\) entdo fz(y) = e *\/y! e em particular fz(0) = e~*. Para
Z ~ BN(A, ¢) temos que

f2y) = F(Z(f Bff?@ (Ai¢)y (A : ¢)¢’
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4.5 Modelos com excesso de zeros

em particular f7(0) = ¢?/(\ + ¢)°.

4.5.2 Modelos de regressao truncados em zero

Vamos supor agora que Y7, ..., Y, sao variaveis aleatorias independentes tais

que Y; ~ HU{m;, f (v;)}. Entao,

PLY, | ; se 1y; =0,
i = Yiy = Iz, (yi) o
(l—ﬂl){l_sz se yi—1,2,...,
para i = 1,...,n. O logaritmo da funcao de verossimilhanca fica dado por

Liw = S0 log fy (), em que logfy; (0) = logr;  logv;(y:) = log(1 — ) +
logfz (y;) —log{1 — f7,(0)} paray; =1,2,....
Por exemplo, se assumimos que Y; ~ HU{7w, P(\;)} em que \; = B

e p; = E(Y;), entao segue que

. EZ-m
Z {1 - fz(0)}
{1 —eN}
exiT'B(l — )
[1 — exp{—exp(x{ B)}]

Portanto,
log; = x; B+ log(1 — ) — log[1 — exp{—exp(x; B)}].

4.5.3 Modelos inflacionados de zeros

Os modelos inflacionados de zeros (ver, por exemplo, Lambert, 1992) sdo ca-
racterizados pela ocorréncia de zeros em duas situagoes: (i) zeros que ocor-
rem segundo uma distribuigdo de contagem ou (ii) zeros estruturais. Por

exemplo, podemos estar interessados em estudar o ntimero de dias que uma
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4.5 Modelos com excesso de zeros

familia consome um determinado produto. Aquelas familias que nao conso-
mem o produto serao tratadas como zeros estruturais e as demais familias
tém uma probabilidade de nao consumir o produto associada a alguma dis-
tribuicao de contagem Z. Nesse caso, a variavel aleatoria Y, naumero de dias
que uma familia consome o produto, tem funcao de probabilidades expressa

na seguinte forma:

o4 ) (1 =m)fz(0) se y =0,
P{Y—y}—{ (1—m)fz(y)  se y=1,2,...,

em que 0 < 7 < 1 e fz(y) denota a fungado de probabilidades de uma va-
riavel aleatoria Z, por exemplo, Poisson ou binomial negativa. Desde que
32 f2(5) = 1= £2(0) obtemos S22 PAY = y} = 7+ (1= ) f2(0)} + (1 -
{1 —fz00)} =7+ (1—m)=1.

Os dois primeiros momentos de Y ficam dados por

o0

E(Y) = ) y(l-m)fz(y)

= (1-m)) yfz(y)

_ (1-mE(>2)
E(Y?) = Y y’(1-m)fz(y)

— (-3 f)

= (1-mE(Z?).
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4.5 Modelos com excesso de zeros

Assim,

Var(Y) = E(Y?)— EX(Y)
= (1-mE(Z%) - (1 -)’E*(2)
= (1-m{E(Z°) - (1 -mE*(2)}.

Iremos denotar Y ~ IZ{m, fz(y)}. Por exemplo, Y ~ IZ{m,P(\)} ou
Y ~ IZ{m, BN(\, )}.

4.5.4 Modelos de regressao inflacionados de zeros

Vamos supor agora que Y7, ..., Y, sao variaveis aleatorias independentes tais

que Y; ~ IZ{T‘—iu fZi (yz>} Entao,

T + (1 - Wz)fz(()) se y; =0,
{ vl { (1 —=m)fz(y:)  se i =1,2,...,
para i = 1,...,n. O logaritmo da funcdao de verossimilhanca fica dado

por Liz = > logfy,(yi), em que logfy,(0) = log{m + (1 — m)fz(0)} e
logfy. (y;) = log(1 — m;) + logfz (y;) para y; = 1,2,....
Por exemplo, podemos supor que Z; ~ P(\;) com \; = B¢ log{m;/(1—

7;)} = ul'y. Dessa forma segue que p; = E(Y;) fica expresso como

i = (1-m)E(Z)

eulT T
14 eni

xT
e
{14 ewi7}
Isto é,

logt; = x7 B — log{1 + ™ 7}
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O ajuste de modelos truncados em zero (modelos de Hurdle) ou de
modelos inflacionados de zeros no R pode ser realizado através da [library
pscl (Jackman, 2008) acionada através do comando

require(pscl).

Os ajustes de modelos de Hurdle usam o comando hurdle() enquanto

os ajustes de modelos inflacionados de zeros usam o comando zeroinfl().

4.6 Exercicios

1. Seja Y uma variavel aleatéria com distribui¢ao binomial negativa, isto
é, Y ¢ o nimero de ensaios até a ocorréncia do r-ésimo sucesso, em que
7 é a probabilidade de sucesso em cada ensaio. Mostre que a funcao de
probabilidades de Y pode ser expressa na forma exponencial. Calcule

e V(p). Use a forma abaixo para a fungao de probabilidades de Y

fly;m,r) = (i:i

)ﬂ’”(l — ),

em quey =r,r+1,.... Obtenha a funcao desvio supondo uma amostra

de n variaveis aleatérias independentes de probabilidades de sucesso ;.

2. Seja Y variavel aleatoria com distribui¢ao binomial negativa biparamé-
trica de média p e parametro de dispersao v, cuja funcao de probabili-

dades é dada por

Flupv) = F(Z(i 51% (M i V)y (M ﬂVL V)V’

emque >0, v>0ey =0,1,2,.... Mostre que para v conhecido

a distribuicao de Y pertence a familia exponencial de distribuigoes.
Encontrar a funcao de variancia. Obtenha a funcao desvio supondo
uma amostra de n varidveis aleatorias independentes de médias u; e

parametro de dispersao v.
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3. Sejam Y] e Y; variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ P(\;),
i = 1,2. Considere a razao de taxas ¥ = \;/\y. Encontre a variancia

assintotica de 9, Var (1)

4. (Breslow e Day, 1987). A tabela abaixo apresenta o numero de mortes
por cancer respiratério e o niimero de pessoas-anos de observagao entre
trabalhadores de industrias siderturgicas do estado de Montana (EUA)

segundo o nivel de exposicao ao arsénico.

Nivel de Exposicao

Alto Baixo
Casos 68 47
Pessoas-Anos 9018 13783

Sejam Y] e Y5 o niimero de casos observados para o nivel alto e baixo de
arsénico, respectivamente. Suponha que Y; ~ P(\;t;), em que ¢; denota
o numero de pessoas-anos, ¢ = 1,2. Considere a razao de taxas ¢ =
A1/A2. Encontre ¥ e um intervalo de confianca exato de 95% para 1.
Com base neste intervalo qual sua conclusao sobre a hipotese Hy : 1) =

1?7 InformacOes uteis: Fise6(0,025) = 0,694 e Figs94(0,975) = 1,461.

5. (Neter et al., 1996, p. 623). No arquivo geriatra.dat estao descritos
os dados de um estudo prospectivo com 100 individuos de pelo menos
65 anos de idade em boas condigoes fisicas. O objetivo do estudo
é tentar relacionar o nimero médio de quedas num periodo de seis
meses com algumas variaveis explicativas. Os dados estao descritos na
seguinte ordem: quedas (numero de quedas no periodo), interveng&o
(=0 educagao somente, =1 educagdo e exercicios fisicos), sexo (=0
feminino, =1 masculino), balango (escore) e forga (escore). Para as

varidveis balango e forca quanto maior o valor maior o balanco e
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a forca do individuo, respectivamente. Tente selecionar um modelo
apropriado apenas com os efeitos principais. Interprete os resultados e

faca uma analise de diagnostico.

6. (Breslow e Day, 1987, pgs. 140-142). Os dados do arquivo cancl.dat
sao provenientes de um estudo de seguimento para estudar a associagao
entre a taxa anual de cancer nasal em trabalhadores de uma refinaria de
niquel no Pais de Gales e algumas variaveis explicativas: idade no pri-
meiro emprego (4 niveis), ano do primeiro emprego (4 niveis) e tempo
decorrido desde o primeiro emprego (5 niveis). Sdo também apresenta-
dos o niamero de casos de cancer nasal e o total de pessoas-anos para
cada combinagao desses trés fatores. Proponha um modelo log-linear
com resposta de Poisson sendo o niimero de casos de cancer nasal com
offset dado por log(pessoas-anos). Considere inicialmente apenas os
efeitos principais dos trés fatores: idade no primeiro emprego, ano do
primeiro emprego e tempo decorrido desde o primeiro emprego. Veri-
fique se é possivel incluir alguma interacao de primeira ordem. Faca
uma analise de diagnéstico com o modelo final e interprete os resul-
tados, por exemplo, fazendo uma comparacao das taxas estimadas de

cancer nasal entre os niveis de um mesmo fator.

7. (Hinde, 1982). No arquivo rolos.dat sao apresentados os dados refe-
rentes & producao de pecas de tecido numa determinada fabrica. Na
primeira coluna tem-se o comprimento da pega (em metros) e na se-
gunda coluna o nimero de falhas. Faga inicialmente um grafico do
numero de falhas contra o comprimento da peca. Ajuste um modelo
log-linear de Poisson apropriado. Faga uma analise de residuos e veri-
fique se ha indicios de sobredispersao. Em caso afirmativo ajuste um

modelo de quase-verossimilhanca e um modelo log-linear com distribui-
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10.

¢ao binomial negativa. Interprete os resultados pelas razoes de médias

pu(x +1)/u(x), em que x denota o comprimento da pega.

Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatorias independentes tais que Y; ~ P(u;)
e parte sistematica dada por n; = Y7, 2;;0; tal que Y 7, w2 = 0,
para j # {. Ou seja, as colunas da matriz modelo X sao ortogonais.
Encontre a ligacao que faz com que Corr(Bj,Bg) = 0, para j # /(.

Comente sobre as vantagens desse resultado.

Considere um experimento em que duas maquinas, M1 e M2, sao ob-
servadas durante o mesmo periodo sendo computados para cada uma
o numero de pecas defeituosas produzidas, conforme descrito pelo es-

quema abaixo.

I M2
P. Defeituosas 1 Y2

Suponha que Y; ~ P(\;) e Yo ~ P(\g) e considere o modelo log-linear
logh\; = a e logh\s = a + B. Obtenha a varidncia assintotica de B,
Vary(B), expressando-a em fungao de o e §. Proponha agora um mo-
delo binomial condicional, dado Y] + Y5 = m. Expresse a probabilidade
de sucesso m em fungao de 5. Interprete m e encontre a variancia as-
sintotica de B , Vary|m(5). Mostre que as duas variancias assintoticas

estimadas coincidem e sao dadas por

o B2
Var(p) = L)

)

meP

em que (3 é o estimador de maxima verossimilhanca de 5. Comente.

Supor Yi, ..., Y, variaveis aleatorias independents tais que Y; ~ P(u;)

e seja \/f; = a+ f(x; — &), em que T é a média amostral de zy, ..., x,.
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(i) Obtenha a matriz modelo X. (ii) Calcule as variancias assintoticas
Var(a) e Var(3). (iii) Mostre também que Cov(d, ) = 0 e comente.
(iv) Como fica o teste de escore para testar Hy : 5 = 0 contra Hy : § #

07 Qual a distribui¢ao nula assintotica da estatistica do teste?

11. Sejam Y;; variaveis aleatérias mutuamente independentes tais que Y;; ~
BN(p;,v) parat=1,2 e j =1,...,m com parte sisteméatica dada por
= a—pFeps =a+p. (i) Como fica a matriz modelo X7 (ii) Calcule
Var(3) e (iii) mostre que a estatistica de escore para testar Hy : 3 = 0
contra Hy : 8 # 0 pode ser expressa na forma

mi (o — 71)?

20 (g+0°)°

{sr =

em que ¥ = (7, + 72)/2 e ¥ denota a estimativa de v sob Hy.

12. Sejam Y73, ..., Y, variaveis aleatorias independentes tais que Y; ~ BN(u;, v)

com parte sisteméatica dada por logu; = a+ B(x; — ) em que T = ZTDU
(i) Como fica a matriz modelo X? (ii) Obtenha Var(f). (i) Como fica
o teste de escore para testar Hy : § = 0 contra Hy : § # 07 Qual a

distribuicao nula assintotica da estatistica do teste?

13. Sejam Y7, ...,Y, variaveis i.i.d. tais que Y; ~ BN(u,¢), i = 1,...,n.
Como fica o teste da razao de verossimilhancas para testar Hy : ¢ = 1
contra Hy : ¢ # 17 Qual a distribuicao nula assintotica da estatistica

do teste? Como fica a estimativa de p sob as duas hipoteses?

14. Na tabela abaixo uma amostra de 174 alunos de Estatistica Bésica no

IME-USP foi classificada segundo o curso e o desempenho na disciplina.
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15.

16.

Resultado da Avaliagao

Curso Aprovado Reprovado Reavaliacao
Pedagogia 32 16 3
Geografia 32 18 10
Fisica 35 14 14

Ajustar um modelo log-linear de Poisson para explicar 7;;, a proporgao
de alunos do curso i com resultado j, em que i,j = 1,2, 3. Interprete

os resultados e faca uma anélise de diagnodstico.

(Hand et al., 1994). No arquivo recrutas.dat sdo descritos os resul-
tados de um estudo desenvolvido em 1990 com recrutas americanos
referente a associagao entre o numero de infe¢oes de ouvido e alguns
fatores. Os dados sao apresentados na seguinte ordem: habito de nadar
(ocasional ou frequente), local onde costuma nadar (piscina ou praia),
faixa etéaria (15-19, 20-25 ou 25-29), sexo (masculino ou feminino) e
nimero de infeccoes de ouvido diagnosticadas pelo préprio recruta. Ve-
rifique qual dos modelos, log-linear de Poisson, quase-verossimilhanca
ou log-linear binomial negativo, se ajusta melhor aos dados. Utilize

métodos de diagnostico como critério.

Supor, por um lado, o modelo log-linear de Poisson em que Y; ~ P(u;),
i =1,2,3, em que logp; = o, logus = a+ 3, e logus = a+ 33. Fazendo
T = 1+ us+ s expresse o logaritmo da fungao de verossimilhanca desse
modelo em fungao de (7,52, #3). Mostre que a matriz de informagao
de Fisher ¢ bloco diagonal K, 5 = diag{K,, Kz}, em que 3 = (532, 33)7.
Por outro lado, sabe-se que a distribui¢ao condicional Y = a|Y; + Y2+
Ys =n, em que Y = (Y1,Y5,Y3)T e a = (a1, as,a3)’, ¢ multinomial
M (ay, as, ag; w1, o, m3). Supor o modelo log-linear logm, = o, logme =

a* + B e logms = a* + B3, em que o = —log(1 + e? + %) devido
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17.

a restricao m + m + m3 = 1. Encontre a matriz de informacao de
Fisher K} para 8 = (B2, 33)T no modelo multinomial. Mostre que
as estimativas de maxima verossimilhanca para (3 coincidem nos dois
modelos log-lineares. Mostre também que Kg = Kj quando 7 = n,

comente.

(Bishop, Fienberg e Holland, 1975, p. 143). A tabela abaixo apre-
senta o resultado de uma pesquisa em que 1008 pessoas receberam
duas marcas de detergente, X e M, e posteriormente responderam as
seguintes perguntas: maciez da agua (leve, média ou forte); uso an-
terior do detergente M (sim ou ndo); temperatura da agua (alta ou
baixa); preferéncia (marca X ou marca M). Esses dados estao descritos

no arquivo detergente.dat.

Maciez
Temperatura Uso de M Preferéncia Leve Média Forte

Alta Sim X 19 23 24
M 29 47 43

Nao X 29 33 42

M 27 23 30

Baixa Sim X 57 47 37
M 49 55 52

Nao X 63 66 68

M 53 50 42

Ajustar um modelo log-linear de Poisson para explicar m;jxe, a pro-
porcao de individuos que responderam, respectivamente, nivel de tem-
peratura (i=1 alta, i=2 baixa), uso prévio de M (j=1 sim, j=2 nao),
preferéncia (k=1 X, k=2 M) e nivel de maciez (¢{ = 1 leve, { = 2
médio, ¢ = 3 forte). Selecionar através do método AIC os efeitos prin-

cipais significativos. Depois incluir apenas as interagoes significativas
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18.

19.

de primeira ordem. Interpretar os resultados e fazer uma anélise de

diagnostico.

Supor que Y;; ~ P(w;;), parai = 1,...,7r e j = 1,...,¢, com parte

sistematica dada por

logpij = a + B; +;,

em que 8; = v; = 0. Supor ainda que os f;’s referem-se aos efeitos
do fator A e os 7;’s aos efeitos do fator B. Defina um modelo multi-
nomial equivalente e mostre que a representagao acima corresponde a

independéncia (no sentido probabilistico) entre os fatores A e B.

Seja 0 modelo trinomial em que mp = Pr(Y =0), m = Pr(Y =1) e
o = Pr(Y = 2) com a restrigdo my + m + m = 1. Suponha que Y =0
se (Zo=1,2,=0,2,=0),Y =1se (Zy=0,Z =1,Z,=0) e Y =2
se (Zo=0,7, =0,Zy, =1). Note que Zy + Z; + Z, = 1. Portanto, a
fungao de probabilidades de (Zy, Z1, Z5) fica dada por

. _ 20 721 22
g<20721722a7T077T1a7r2) = Ty T Ty~

Logo, para uma amostra aleatéria de tamanho n a fun¢ao de probabi-

lidades de Y = (Y7, ...,Y,)T pode ser expressa na forma

. _ n 201 7-R1i R21
g(ya 7"0,71'1,772) = 1L oy s

E usual considerar a parte sistemética

14 T2
log{—l} ==X, 0, e log{—z} =02 =X, By

04 T0i

sendo que X; = (%‘17 cee 7xip)T7 51 = (511, cee 7/81p>T € 52 = (ﬁQla . ,52p)T-

Responda aos itens abaixo:
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(a) Verifique que mo; = {1+ eMi + emi} 71y = eMi /{1 4 eMi + ™}
e my; = e [{1 + ™ 4 e™i},

b) Encontre as funcoes escore Ug, e Ug, de B, e 3,, respectivamente.
B1 B2 1 2
(¢) Encontre a matriz de informacao de Fisher para 8 = (87, 82)T.

(d) Desenvolva um processo iterativo para obter a estimativa de ma-
xima verossimilhanca de 8. Deixe o processo iterativo em forma

matricial. Como inicia-lo?

(e) Como fica o desvio do modelo? E o residuo componente do desvio?

20. (Lang et al., 1994). No arquivo nitrofen.dat estao descritos os dados
de um experimento com uma amostra de 50 C.dubia (pequeno animal
invertebrado aquéatico de agua doce), que foram submetidos a dosagens
diferentes do herbicida Nitrofen: 0, 80, 160, 235 e 310 mg/¢. Para
cada nivel de Nitrofen 10 animais ficaram expostos e foi observado o
total de ovos eclodidos apds 3 ninhadas. Faca inicialmente uma anélise
descritiva dos dados, por exemplo um diagrama de dispersao entre o
niamero de ovos eclodidos (tovos) contra o nivel de exposigao do her-
bicida (dose). Compare os ajustes de alguns modelos com resposta de
Poisson para explicar o total de ovos eclodidos dado o nivel de exposi-
¢ao. Escolha o melhor ajuste através de métodos de diagnostico. Para o

modelo selecionado faga uma interpretacao dos coeficientes estimados.
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Capitulo o

Modelos de Quase-Verossimilhanca

5.1 Introducao

Wedderburn (1974) propos uma fun¢ao biparamétrica, denominada fungao de
quase-verossimilhanca, que engloba algumas func¢oes de verossimilhanca da
familia exponencial. Todavia, na maioria das situagoes nao é possivel através
da fungao de quase-verossimilhanca recuperar a verdadeira distribuicao da
variavel resposta. Se Y ¢é a variavel aleatoria de interesse o logaritmo da

funcao de quase-verossimilhnaga é definido por

1 [ry—t
Q(u;y)Zg/y %dt,

em que V() é uma fungio positiva e conhecida, —co < y,u < oo e o2 >0 é

um parametro de dispersao. Como temos acima uma integral definida, segue

que
Qwy) _ y—t |,
ou 2V ()
- YK
o?V ()
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5.1 Introdugao

Aplicando as condigbes abaixo de regularidade

2
s 9Q(u;Y) _ Q(wY)
) & | {22 )] = e { g},
mostra-se facilmente que E(Y) = u e Var(Y) = 02V (u). Ou seja, p ¢ a
média da variavel resposta e a variancia de Y é proporcional a V' (), como

nos MLGs, embora nem sempre V(u) seja uma fungao de variancia. Uma

terceira propriedade mostrada por Wedderburn (1974) é a seguinte:

82Q(w;Y O’L(p;Y

(iii) _E{%(T%)} < —E{%}.
Essa relacao mostra que a informacao a respeito de i quando se conhece
apenas a relacao entre a variancia e a média é menor do que a informacao a
respeito de p quando se conhece a distribui¢ao da resposta (informagao de
Fisher). Assim, a quantidade E{0*(Q — L)/0u?} pode ser interpretada como
o ganho quando acrescenta-se ao conhecimento da relagao média-variancia
também o conhecimento da distribuicao da resposta.

Dependendo das especificagoes de 02 e V() poderemos recuperar a

distribuicao de Y. Abaixo sao apresentados alguns exemplos.

Exemplos

NORMAL
Vamos supor V() =1 e —o0o < u,y < oo. Logo, o logaritmo da funcao de

quase-verossimilhanca fica dado por

Py—t (y—1)? 1

QUuig) = [ it == = (- w?/2),

que é proporcional ao logaritmo da fungao de verossimilhanga de uma N (y, 0%)

para o? conhecido.
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PoOIsSSON

Vamos supor V(u) = ey > 0,u > 0. Logo, obtemos

By
Qluy) = / ya Lt

1
= (ylogt — 1)

1
= ;{ylogu — 11— ylogy + y}.

Se assumirmos 02 = 1 e y > 0 temos que Q(u;y) é proporcional ao logaritmo
da fungao de verossimilhanga de uma P(pu).

Para y = 0 obtemos
o
Q) / Edt 8 =
que coincide quando 6% = 1 com logP(Y = 0), em que Y ~ P(u).

BINOMIAL
Supor a funcdo V(u) = u(l —p), 0 <y <1le0 < pu < 1. O logaritmo da

funcao de quase-verossimilhanca fica nesse caso dado por

Quyy) = /y#__tt)dt

“ 1 1 1
- 2 dt——2/ dt
o? J, t(1—1t) o2 J, (1-1)
t
= ylg(l )|“~|——10g(1—t)|“

= L og{u(1 1) log{y/(1 — )] + ~g{los(1 — ) ~los(1 — y)},

para 0 <y, pu < 1.
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Para y = 0 temos que

# —t
Quyy) = /0 mdt
1 # t

dt
o? J, t(1—1)

1
= log(1 - 1)l

1
= —glog(l — ),

que para o = 1 coincide com logP(Y = 0), em que Y ~ B(u).
Quando y = 1 segue que

Qlusy) = /1“—(1_t) dt

o?t(1—t)
1 (1
o2 )y t

1
= glogtw
1
- Elog:ua
que para o2 = 1 coincide com logP(Y = 1), em que Y ~ B(u).
GAMA

Supor a fungao V(u) = p? e y,;u > 0. O logaritmo da funcdo de quase-

verossimilhanga fica nesse caso dado por

14 _
Qluy) = / Yol

o2t2

1
= —(-y/t=logt)l;

1
= —{-y/n—logu+1+logy}.

Fazendo % = 1 temos que Q(y; 1) é proporcional ao logaritmo da funcio de

verossimilhanca de uma G(u, 1).
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5.2 Respostas independentes

FUNGAO V(p) = pi2(1 — p)?
Suponha 0 < u < 1 e 0 <y < 1. Nesse caso o logaritmo da funcao de
quase-verossimilhanca fica dada por

1" oy—t
Qluiy) = —2/y t?(yl——t)?dt

o

1

o —512y = Dlog{p/(1 = p)} —y/p— 1= y)/(1 = p)].

A funcdo Q(u;y) obtida acima nao corresponde a nenhuma fungao com ve-
rossimilhanca conhecida. Portanto, apenas para algumas fung¢oes de quase-

verossimilhanca tem-se uma fungao de verossimilhanga correspondente.

5.2 Respostas independentes

Vamos supor que Y7, ..., Y, sao variaveis aleatérias independentes com loga-
ritmo da fungao de quase-verossimilhanca Q(u;v:), @ = 1,...,n. O logaritmo
da funcao de quase-verossimilhanca correspondente & distribuicao conjunta

fica dado por .
QU y) =D Qlui; vi)- (5.1)

Vamos supor ainda que -
g(ps) = n = x| B, (5:2)
em que X; = (T1,...,T;p)" contém valores de varidveis explicativas, 8 =

(B1,---,B,)" e g() & uma fungao de ligagao. Note que os MLGs sao um caso

particular de (5.1)-(5.2).

5.2.1 Estimacao

Denotando Q(B) = Q(u(B);y), podemos mostrar que a fun¢ao quase-escore

para 3 fica expressa na forma

) 1
Uy = % = 5DV iy — ),
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5.2 Respostas independentes

em que D = 0u/0B8 = WY2VY2X = (uy, ..., )"y = (W1, - un)7,
V = diag{Vi,...,V,}, W = diag{wi, ..., w,} com w; = (du/dn)?/V; e X é
uma matriz n X p de linhas x7, i = 1,...,n. A matriz de quase-informagao
para 3 fica dada por
Kss = —E {—azQ(BT)} = %DTV*lD.
06303 o

A estimativa de quase-verossimilhanca para B sai da solucao da equacao
Uz = 0 que pode ser resolvida pelo método escore de Fisher resultando no

seguinte processo iterativo:
Ig(m+1) = Ig(m) + {D(m)Tv—(m)D(m)}—lD(m)Tv—(m){y _ M(m)}7 (5.3)

m = 0,1,2,.... Note que o processo iterativo (5.3) nao depende de o2, no
entanto, precisa ser iniciado numa quantidade 5(0). Mostra-se, sob certas
condigbes de regularidade (vide, por exemplo, McCullagh e Nelder, 1989, p.
333), que B ¢é consistente e assintoticamente normal com matriz de variancia-
covariancia dada por Var(8) = ¢2(DTV-'D)~!. O parametro de dispersdo

o? deve ser estimado separadamente.

5.2.2 Estimador de momentos

Podemos verificar facilmente que

V{u} .
o/ V (i)

V(Mz‘)

e, portanto, um estimador de momentos para o? fica dado por

e dai segue

n

~2 1 (yi — f1:)*
? ‘<n—p>; Vi)
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5.2 Respostas independentes

5.2.3 Funcao quase-desvio

E possivel definir uma funcéo tipo desvio para os modelos de quase-verossimilhanca
de forma similar aos MLGs. Sejam Q(y;y) e Q(ft;y), respectivamente, as
fungoes de quase-verossimilhanca do modelo saturado e do modelo sob inves-

tigacao. A fungao quase-desvio nao escalonada é definida por

D(y; ) = 20*{Q(y;y) — Q(i;y)}

= —20°Q(fyy) = =20 > Qfus; vi)
i=1

que nao depende de o2

E natural que se compare a funcdo quase-desvio
escalonada D*(y; 1) = 07 2D(y; 1) com os percentis da distribuigao X%n_p),
embora nao seja em geral conhecida a distribuigao nula de o =2D(y; ft). Apre-
sentamos abaixo a funcao quase-desvio nao escalonada para alguns casos

particulares supondo uma tnica observacao.

V() Componente de D(y; p)
ft —2{ylogp — p — ylogy + v}, y,pp >0
p(1 =) —2[ylog{p/(1 — p)} +log(1 — ) —logy], 0 <y, <1
0 —2{1 —y/p —logp +logy}, y, u >0

5.2.4 Teste de hipoteses

Seja o vetor paramétrico B particionado tal que 8 = (BT, 817, B, e B,
sao subvetores de dimensao g e p — ¢, respectivamente. Suponha que temos
interesse em testar Hy : B, = 0 contra Hy; : B; # 0. McCullagh (1983)
mostra que também no caso de quase-verossimilhanca a diferenca entre duas

funcoes quase-desvio funciona como um teste da razao de verossimilhancas.
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5.2 Respostas independentes

Ou seja, se denotarmos por D(y; ;lo) a funcao quase-desvio sob Hy e por

D(y; ft) a fungdo quase-desvio sob Hj, para n grande e sob Hy, temos que
1 N .
S {D:a") =Dy )} ~ X,

para o2 fixo que pode ser estimado consistemente, como ocorre com os MLGs.
Testes tipo Wald e tipo escore sao também possiveis de serem desenvolvidos.

Usando resultados do Capitulo 1 podemos mostrar que
Var(3,) = {D]V'/’M,V'/°D,} 7,

em que My = I—Hy, Hy = V2D, (DY VD,)'DIV/2 D, = W/2V1/2X,
e Dy = W/2V1/2X,. Assim, um teste tipo Wald fica dado por

—1 ~

Gw =B Var (8,)8,,

em que Var((3,) denota que a variancia esta sendo avaliada em 3. Ja o teste

quase-escore para testar Hq : 3; = 0 contra H; : 3; # 0 fica dado por

¢sn = Up, (B")"Varg(8,)Us (8"),

em que

0Q(B)

0B,
1 _
= ;DlTV Yy — ),

-0 0T -0
com todas as quantidades sendo avaliadas em 3 = (07,3, )T e 3, sendo
a estimativa de B3, sob Hy. Sob Hj e sob condicoes usuais de regularidade

temos que, para n — oo, &w, Esr ~ Xg.
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5.2 Respostas independentes

5.2.5 Residuos

O nao conhecimento da verdadeira fungao de verossimilhanca de 3 dificulta
o desenvolvimento de alguns métodos de diagnostico. Tanto o estudo de
residuos como de medidas de influéncia dependem em geral do conhecimento
de L(B). O que tem sido proposto em modelos de quase-verossimilhanga
no sentido de avaliar a qualidade do ajuste sao graficos de residuos. Uma
sugestao (vide McCullagh e Nelder, 1989, Cap. 9) é o grafico do residuo de
Pearson R

. Yi — Hi

V)

contra alguma funcéo dos valores ajustados, como por exemplo contra g(;),
em que ¢(-) ¢ a funcdo de ligagdo. Espera-se uma distribuicao aleatoria dos
residuos em torno do eixo zero. Tendéncias diferentes, como por exemplo
aumento da variabilidade, podem indicar que a fungao V' (u;) ndo é adequada.

Um outro residuo que pode também ser utilizado, embora de forma descritiva,

é dado por )
~ Edwi; ju)

lp, = —F—,
P a1 hi;

em que d(y;; fi;) é a raiz quadrada com sinal de y; — fi; do i-ésimo compo-
nente do quase-desvio D(y; ft), enquanto h;; é o i-ésimo elemento da diagonal
principal da matriz H = V-/2D(D7V~'D)~'DTV~1/2,

5.2.6 Influéncia

Uma versao da distancia de Cook para os modelos de quase-verossimilhanca

fica dada por

~

hii A
LD, = —2% 2

em que 7'p, é o residuo de Pearson e h;; denota o i-ésimo elemento da diagonal

principal da matriz H. Graficos de LD; contra a ordem das observagoes ou
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5.2 Respostas independentes

contra os valores ajustados podem revelar pontos possivelmente influentes

nos parametros do preditor linear.

5.2.7 Selecao de Modelos

Uma extensao natural do método de Akaike para os modelos de quase-

verossimilhanga (ver, por exemplo, Pan, 2001) é considerar

A

AIC = =2Q(8) + 2p,

em que Q(B) 4 a funcdo de quase-verossimilhanca avalianda em (3.

5.2.8 Aplicacoes

MOSCA DO CHIFRE

No arquivo mosca.dat é apresentado parte dos dados de um experimento
desenvolvido para estudar a distribuicao do nimero de &caros em placas de
esterco de gado bovino no estado de S. Paulo (Paula e Tavares, 1992). Essas
placas sao depositos de ovos da mosca do chifre (Haematobia irritans), uma
das pragas mais importantes da pecuaria brasileira. Os acaros sao inimigos
naturais da mosca do chifre uma vez que se alimentam de ovos e larvas dessas
moscas. No arquivo mosca.dat tem-se a distribuicao do nimero de acaros
de quatro espécies segundo algumas variaveis de interesse: (i) N, nimero de
partes da posi¢ao da placa onde foram coletados os acaros, (ii) Posig&o, po-
si¢ao na placa onde foram coletados os acaros (1: lateral, 0: central), (iii)
Regido, regiao onde a placa foi coletada (1: Sao Roque, 2: Pindamonhan-
gaba, 3: Nova Odessa e 4: Ribeirao Preto) e (iv) Temp, temperatura no local

da coleta (em °C').
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5.2 Respostas independentes

Tabela 5.1
Estimativas dos pardametros do modelo de quase-verossimilhanca
com funcgao V(p) = pu* ajustado aos dados
sobre a mosca do chifre.

Com todos os pontos Sem pontos aberrantes

Efeito Estimativa E/E.Padrao Estimativa E/E.Padrao
Constante -0,828 -0,74 -2,575 -2,13
Posigao -0,288 -0,64 0.380 0,78
Pinda -0,424 -0,66 -0,910 -1,31
N. Odessa -1,224 -1,71 -1,836 -2,36
R. Preto -2,052 -2,98 -2,589 -3,46
Temp. 0,029 0,67 0,087 1,84
o? 5,129 5,913

Pensou-se inicialmente, como trata-se de dados de contagem, num mo-
delo log-linear de Poisson para explicar o niimero médio de acaros segundo
as varidveis explicativas. Denotando por Yj;, o nimero de acaros coleta-
dos na i-ésima posicao da k-ésima placa e j-ésima regiao, vamos supor que
Sfijk ~ P(/vbijk); Hijre = Nijk)\ijk; 1= 1, 2e j = 1, ce ,6, com Nijk denotando
o nimero de partes na i-ésima posicao da k-ésima placa coletada na j-ésima

regiao. A parte sistematica do modelo fica dada por
log,uijk = lOgNijk + log)\,;jk, (54)

em que

logAijx = a + B + 7 + 0 Temp, (5.5)

logN;ji, desempenha papel de offset, 3; denota o efeito da posicao, 7; o efeito
da regiao e Temp;; a temperatura na j-ésima regiao no momento da coleta
da k-ésima placa. Temos as restrigoes 5, = 73 = 0. O desvio do modelo
ajustado para a espécie 6 foi de D(y; ) = 318,69 (96 graus de liberdade)
indicando fortes indicios de sobredispersao. Propomos entdao um modelo

de quase-verossimilhanga com fungao dada por V(u;;x) = pijx. Esse modelo
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5.2 Respostas independentes

parece também inadequado pelo gréfico de residuos de Pearson 7'p,,, = (Vi —

fiji)/ 0/ fijr contra logfig, (Figura 5.1).
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Figura 5.1: Gréafico do residuo de Pearson contra logji para o modelo ajustado
com funcdo V' (u) = p aos dados sobre a mosca do chifre.

Nota-se um aumento da variabilidade com o aumento do logaritmo das
médias ajustadas, indicio de que a variabilidade nao foi totalmente contro-
lada. Para ajustar o modelo no R, vamos supor que as variaveis Posigdo,
Regido e Temp sejam colocadas em posicao, regiao e temp, respectivamente,
e que logN denota o logaritmo do niimero de partes da placa. O ntmero de
acaros serd denotado por acaros. A sequéncia de comandos é dada abaixo

regiao = factor(regiao)

fitl.mosca =

glm(acaros ~ posicao + regiao + temp +

offset(logN), family=quasi(link=log, variance= "mu")).
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Figura 5.2: Grafico do residuo de Pearson contra logfi para o modelo ajustado
com fungio V(i) = p? aos dados sobre a mosca do chifre.

Se colocarmos em phi a estimativa do parametro de dispersao, o residuo de
Pearson padronizado sera obtido pelo comando

phi = summary(fitl.mosca)$dispersion

rp = resid(fit.mosca, type = "pearson")/sqrt(phi).
No objeto fit.mosca estao os principais resultados do ajuste. Propomos
agora, a fim de controlar a variabilidade, um modelo de quase-verossimilhanca
com fungao quadratica V(ugr) = i3y, e parte sistematica dada por (5.4)-
(5.5). O grafico do residuo de Pearson contra o logaritmo das médias ajus-
tadas (Figura 5.2) parece bastante razoavel, embora aparecam 9 placas com
valores para 7'p,, acima de 2. Na Tabela 5.1 apresentamos as estimativas dos
parametros com todas as placas e também eliminando as placas com residuos
mais aberrantes, #28, #61 e #84.

Os comandos no R para ajustar os dois modelos sao dados abaixo

fitl.mosca = glm(acaros ~ posicao + regiao + temp +
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5.2 Respostas independentes

offset(logN), family=quasi(link=log, variance= "mu" 2"), maxit=50)

fit2.mosca = glm(acaros ~ posicao + regiao + temp +
offset(logN), family=quasi(link=log, variance= "mu" 2 "), subset
= -c(28,61,84), maxit=50).

Nota-se pelas estimativas dos dois modelos ajustados que Nova Odessa
e Ribeirao Preto apresentam um niimero médio de acaros bem menor do
que as outras duas regides. Nao ha indicios de efeito de posicao, porém a
eliminacao das trés placas com valores mais aberrantes faz com que o efeito de
temperatura fique mais acentuado, havendo indicios de que o niimero médio
de acaros cresce com o aumento da temperatura.

As placas #28, #61 e #84 tém em comum o fato de apresentarem
um ntmero médio de acaros (por parte de placa) pelo menos duas vezes
acima da média em temperaturas relativamente baixas. Essas placas foram
coletadas nas regides de Pindamonhangaba, Nova Odessa e Ribeirao Preto,
respectivamente. Assim, é esperado que a eliminacao dessas placas reduza
o valor das estimativas dos efeitos dessas regioes como também aumente a
estimativa do coeficiente da temperatura. A fim de que as 9 placas com
residuos mais aberrantes possam ser melhor ajustadas pode-se tentar outras
formas para a funcao V (u), como por exemplo V(i) = p?(1+u)? (vide Paula
e Tavares, 1992).

DEMANDA DE TV A CABO

Vamos reanalisar nesta secao o exemplo sobre demanda de TV a cabo discu-
tido no Capitulo 4 sob um enfoque de modelo log-linear com resposta bino-
mial negativa. Proporemos aqui um modelo um pouco diferente. Ao invés de
ser ajustado o nimero médio esperado de assinantes de TV a cabo sera ajus-
tada a proporcao esperada de assinantes de TV a cabo em cada area. A pro-

porcao observada é dada por Razao = Nass/Domic. Como 0 < Razao < 1,
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5.2 Respostas independentes

propomos o seguinte modelo de quase-verossimilhanga:
E(Razao;) = m e
Var(Razao;) = o’mi(l —m),

em que 7; denota a proporgao esperada de assinantes na i-ésima &rea, i =

1,...,40. A parte sisteméatica do modelo sera dada por

log { 1 i } = « + [ Percap,; + [ Taxa; + [3Custo; + B4Ncabo; + B5Ntv;.

Na Figura 5.3 é apresentado o grafico da distancia de Cook contra
das observacoes com destaque para as areas #5 e #14. A observacao #5
corresponde a uma area de renda alta porém com uma proporg¢ao pequena
de assinantes de TV a cabo, talvez devido aos altos custos de instalacao e
manutengao. Ja a area #14 tem uma proporcao alta de assinantes de TV a
cabo embora as taxas também sejam altas. Também na Figura 5.3 temos o
grafico do residuo 7p, = (Razao; — #;) /6 /(1 — 7;) contra o logito dos va-
lores ajustados e como pode-se notar had um ligeiro aumento da variabilidade

com o aumento da proporcao de areas com o TV a cabo.

Tabela 5.2
Estimativas dos parametros do modelo de quase-verossimilhanc¢a
com fungao V(m) = (1 — 7) ajustado aos
dados sobre demanda de TV a cabo.

Com todos os pontos Sem éreas 5 e 14

Efeito Estimativa E/E.Padrao Estimativa E/E.Padrao
Intercepto -2,407 -1,72 -2,440 -1,60
Percap 4 % 107* 250  4x1074 2,80
Taxa 0,023 0,93 0,016 0,64
Custo -0,203 -1,79 -0,252 -2,27
Ncabo 0,073 1,94 0,079 2,22
Ntv -0,216 -2,61 -0,201 -2,61
o? 0,114 0,098
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Figura 5.3: Distancia de Cook e grafico do residuo de Pearson contra o logito
de 7 para o modelo ajustado com fungao V(m) = m(1 — 7) aos dados sobre
demanda de TV a cabo.

A eliminacgao dessas duas areas, como pode ser observado pela Tabela
5.2, nao altera os resultados inferenciais (ao nivel de 5%) com todas as obser-
vagoes, embora aumente a significancia dos coeficientes. Nota-se que apenas
o coeficiente da variavel Taxa parece nao ser significativo marginalmente.

Uma tentativa no sentido de tentar reduzir a variabilidade observada
na Figura 5.3 ¢ utilizando uma fungao do tipo V() = 7?(1 —7)?. Na Figura
5.4 temos o grafico da distancia de Cook e o grafico do residuo de Pearson
contra o logito dos valores ajustados supondo V(m) = 72(1 — 7)%. Nota-se
comportamentos muito similares aqueles encontrados na Figura 5.3. Assim,

podemos assumir para esse exemplo o ajuste com a fungao V(7) = w(1 — ).
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5.2 Respostas independentes

Nota-se, que sob esse ajuste, mais variaveis permanecem no modelo do que
sob o ajuste do niimero esperado de domicilios com TV a cabo com resposta

binomial negativa, como foi visto no Capitulo 4.
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Figura 5.4: Distancia de Cook e grafico do residuo de Pearson contra o logito
de # para o modelo ajustado com fungao V() = n%(1 — 7)? aos dados sobre
demanda de TV a cabo.

Para o ajuste do modelo de quase-verossimilhanga com V() = m2(1 —
7)? & preciso requerer a library gnm e usar a familia wedderburn conforme os
comandos dados abaixo

require (gnm)
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5.2 Respostas independentes

ajuste.tvcabo = glm(razao ~ percap + taxa + custo + ncabo +
ntv, family=wedderburn) .
Todavia, os resultados com a familia wedderburn ficaram muito pare-

cidos com aqueles resultados apresentados com a fungao V(r) = (1 — 7).

0.8

0.6

Area Afetada

0.2
\
\

Variedade

Figura 5.5: Boxplots da proporc¢ao da area afetada segundo a variedade para
os dados sobre manchas na folha da cevada.

MANCHAS NA FOLHA DA CEVADA

Esses dados estao descritos em McCullagh e Nelder (1982, Tabela 9.2)
e no arquivo cevada.dat, em que a incidéncia de um tipo de mancha é
observada na folha da cevada segundo 10 variedades em 9 locais diferentes.
A amostra consiste de 90 observagoes em que a resposta é a area afetada da

folha (em propor¢ao) e os fatores sao a variedade e o local.
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Figura 5.6: Boxplots da proporgao da area afetada segundo o local para os
dados sobre manchas na folha da cevada.

Nas Figuras 5.5 e 5.6 sao apresentados os boxplots da area afetada
(em proporcao) segundo a variedade e local, respectivamente. Nota-se no
primeiro grafico um aumento da mediana da proporcao da area afetada e
também da dispersao com a variedade. Tendéncia similar pode ser observada
no segundo grafico. Seja Y;; a proporcao da area afetada da folha da cevada
correspondente ao i-ésimo local e j-ésima variedade para i =1,...,9e j =
1,...,10. Conforme sugerido por McCullagh e Nelder (1989, Cap. 9) vamos

supor o seguinte modelo de quase-verossimilhanca:

E(Y;) = 7Tij (S
Var(Yy;) = o*V(my),

com parte sisteméatica dada por
T4
log § b = a+ i+,
1-— ﬂ-ij
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5.2 Respostas independentes

em que 7;; denota a proporcao esperada da area afetada para a j-ésima

variedade do i-ésimo local, 51 =0 e v, = 0.
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Figura 5.7: Distancia de Cook e grafico do residuo de Pearson contra o logito
de 7 para o modelo ajustado com fungao V(r) = (1 — 7) aos dados sobre
manchas na folha da cevada.

Nas Figuras 5.7 e 5.8 sao apresentados graficos de diagnodstico para
ajustes do modelo de quase-verossimilhanga supondo V' (m;;) = m;;(1 — 7;5) e
V(mij) = m;;(1 —mi;)?, respectivamente. Nota-se ao compararmos os graficos
de residuos que o segundo ajuste é mais adequado embora algumas observa-

¢oes sejam destacadas como possivelmente influentes. As observagoes #24,
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5.3 Classe estendida

#65 e #76 apresentam proporgoes amostrais acima das proporcoes médias
amostrais das variedades e locais correspondentes, enquanto a observagao
#52 tem uma proporcao amostral abaixo da proporcao média do local cor-
respondente. A eliminacao dessas observa¢oes nao muda a inferéncia com
relagao as proporg¢oes médias dos locais, porém muda a inferéncia com rela-
¢ao as menores proporcoes médias das variedades. Em geral as estimativas
de quase-verossimilhanca indicam um aumento da proporcao esperada da
area afetada com o aumento da variedade e do local conforme descrito nos

boxplots apresentados nas Figuras 5.5 e 5.6.

5.3 Classe estendida

O logaritmo da fungao de quase-verosssimilhanga Q(p;y) assume que a fun-
¢ao V(u) é conhecida, logo a mudanga dessa funcao significa que um novo
modelo esta sendo definido. No sentido de permitir comparagoes de diferentes
fungbes V() para um mesmo modelo como também possibilitar a obtengao
de uma estimativa para o erro padrao assintético de 62, Nelder e Pregibon
(1987) propuseram uma (log) quase-verossimilhanga estendida, definida por

1 1
Q" (my) = =5 5Dwin) - §log{27T02V(y)},

em que D(y;u) = ij{(y —t)/V(t)}dt ¢ o quase-desvio e ¢ = & o para-
metro de dispersao. Similarmente a Q, QT nao pressupoe que a distribuicao
completa de Y seja conhecida, mas somente os dois primeiros momentos. A
estimativa de 8 maximizando-se QT (y; i), para uma amostra aleatoria de
tamanho n, coincide com a estimativa de quase-verossimilhanca para 3, uma

vez que QT é uma funcao linear de Q. A estimativa de ¢ maximizando Q™ ¢
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Figura 5.8: Distancia de Cook e grafico do residuo de Pearson contra o logito
de # para o modelo ajustado com funcao V() = 72(1 — )% aos dados sobre
manchas na folha da cevada.

dada por ¢ = D(y; ft)/n. Portanto, para os casos especiais em que QT corres-
ponde as distribui¢goes normal e normal inversa, ngS corresponde a estimativa
de méxima verossimilhanca de ¢. Para a distribuicao gama, Q" difere do
logaritmo da funcao de verossimilhanca por um fator dependendo somente
de ¢. Para as distribui¢oes de Poisson, binomial e binomial negativa, Q"
¢é obtida do logaritmo da funcao de verossimilhanga correspondente substi-
tuindo qualquer fatorial k! pela aproximacdo de Stirling k! & (27k)"/2k*e=F.
Discussoes mais interessantes e aplicagoes da classe estendida sao dadas em

Nelder e Pregibon (1987).
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5.4 Respostas correlacionadas

5.4 Respostas correlacionadas

A fim de estabelecermos a notacao a ser utilizada nesta se¢ao, denotaremos

por Y; = (Y,... ,Y;TZ.)T o vetor resposta multivariado para a i-ésima uni-

dade experimental, 7 = 1,...,n, e assumiremos em principio que apenas é
7 9 Y Y

conhecida a distribuicao marginal de Y;;, dada por

(03, ¢) = explp{ybi — b(0i) } + c(y, 9)], (5.6)

em que E(Yy) = py = b'(0y), Var(Yy) = ¢~ Wiy, Vie = duy/dy; ¢ a fungao
de variancia e ¢~! > 0 ¢ o parametro de dispersao, em geral desconhecido.
Podemos definir um modelo linear generalizado para cada instante t acres-

centando a (5.6) a parte sistemética

9(it) = it (5.7)
em que n; = x,03 é o preditor linear, 3 = (B,...,05,)" é um vetor de
parametros desconhecidos a serem estimados, X;; = (Zj1,. .., Tip)! repre-

senta os valores de variaveis explicativas observadas para a i-ésima unidade
experimental no tempo t e g(-) é a fungao de ligagao.
A funcao escore e a matrix de informacao para 3, ignorando-se a estru-

tura de correlacao intraunidade experimental, ficam, respectivamente, dadas

por
Us =6 DIV ' (yi— ) (5.8)
1=1
e n
K =¢ Y D/'V.D, (5.9)

i=1
em que D; = Wz-l/QVl-l/QXz-, X; é uma matriz r; X p de linhas xz;, W, =

diag{wi1,...,wi, } € a matriz de pesos com wy = (dui/dni)?/Vis, Vi =
diag{Vi, ... Vin }s yi = (Was - ¥ir)" € g = (par, -, )", Quando ha
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5.4 Respostas correlacionadas

ligagdo canonica a fungao escore e a matriz de informacao de Fisher ficam
dadas por Ug = ¢ > 7" XT(y; — ;) e Kgg = ¢ > XTV, X, respectiva-
mente. O estimador de 3, ignorando-se a estrutura de correlacao intrauni-
dade experimental, sai da equagao Ug = 0. Esse estimador é consistente e
assintoticamente normal. Note que podemos supor que a distribuicao mar-
ginal de Yj; é desconhecida assumindo uma funcao V' (u;) diferente daquela
que caracteriza a distribuicao de Y;;. Nesse caso, teremos um modelo de
quase-verossimilhanca em cada instante ¢ com funcao escore e matriz de in-
formagao, ignorando-se a estrutura de correla¢do, dadas por (5.8) e (5.9),
respectivamente.

Um tépico de pesquisa importante, que tem interessado a varios pes-
quisadores, ¢ o desenvolvimento de metodologias para a estimacao dos pa-
rametros de interesse quando os dados sao correlacionados e a distribuicao
marginal nao é normal, como é o caso introduzido nesta secao. Uma maneira
de resolver o problema ¢é ignorar a estrutura de correlacao, como vimos acima,
produzindo estimadores consistentes e assintoticamente normais, porém mui-
tas vezes com perda de eficiéencia. Uma outra maneira, que descreveremos
a seguir, é introduzindo alguma estrutura de correlacao na funcao escore,
produzindo um novo sistema de equagbes para estimar 3. A fim de facili-
tarmos o entendimento dessa metodologia, vamos supor inicialmente que os
dados sao nao correlacionados e que a matriz de correlacao correspondente
ao i-ésimo grupo é denotada por R;. Logo, teremos R; = I,,. A matriz de

variancia-covariancia para Y;, por defini¢ao, é dada por
Var(Y;) = ¢~ 'V,"R, V)2, (5.10)

que no caso de dados nao correlacionados fica simplesmente dada por ¢~!V;.
A ideia é introduzirmos em (5.10) uma matriz de correlacao nao diagonal,

por exemplo dada por R;(3), com reflexos na fungao escore que passaria a
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5.4 Respostas correlacionadas

depender também de R;(83). O incoveniente dessa proposta é o fato da cor-
relagdo, que é restrita ao intervalo [—1, 1], depender de 3, o que aumentaria
a complexidade do processo de estimacao. A solugao encontrada para con-
tornar esse problema foi dada por Liang e Zeger (1986) que propuseram uma
matriz de correlagao dada por R;(p), em que p = (p1, ..., p,)T é um vetor de
parametros de perturbacao que nao dependem de 3. Ou seja, os parametros
da matriz de correlagao nao dependem dos parametros de posicao.

Para entender melhor essa proposta definimos

Q; = ¢ 'V’R,(p) V",

(2

em que £2; é a matriz de variancia-covariancia de Y; se a verdadeira correlagao
entre os elementos de Y; for dada por R;(p). Note que R;(p) é uma matriz
r; X r; que depende de um ntimero finito de parametros p = (p1,...,p,)7,
sendo denominada matriz trabalho. Para estimarmos 3 devemos resolver o

seguinte sistema de equacgoes:

Ss(Bc) =0, (5.11)
denominado equagdes de estimagao generalizadas (EEGs), em que
Ss(B) =) D/ M yi — py).
i=1

Note que (5.11) reduz-se a Uz = 0 quando R;(p) = I,., isto &, quando ¢ igno-
rada a estrutura de correlagao intraunidade experimental. Na verdade Sg(3)

depende também de ¢ e p = (py,...,p,)" que sdo estimados separadamente

de 8.
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5.4.1 Estimacao

O processo iterativo para a estimacao de 3, que é uma modificacao do método

escore de Fisher, é dado por

B = B (3D D
=1

DD "y - u™Y, (5.12)
i=1
m = 0,1,2.... As estimativas (5 e p sao dadas inicialmente e modificadas

separadamente a cada passo do processo iterativo.
Supondo que p e ¢ sao estimadores consistentes de p e ¢, respectiva-

mente, temos que

~

\/ﬁ(/@G - /6) —d Np(()? 2)7
em que
_ 1 To-17.\-! Ty-1 NO-ID. To-17.)-1
Y= nh—glo[n(zl Dz Qz Dl) {;Dz Qz Var<Yl)Qz Dl}(; Dz Qz Dl) ]
Se a matriz de correlagdo R;(p) é definida corretamente, entdo um estimador

consistente para Var(8) ¢ dado por HT'(B), em que

i=1
com D; sendo avaliado em BG e Q; avaliado em (ngS, P, BG) Entretanto, se a
matriz trabalho R;(p) ¢ definida incorretamente H; ' (8) pode ser inconsis-
tente. Um estimador robusto para Var(BG), sugerido por Liang and Zeger

(1986), ¢ dado por

Ve = Hi ' (Be)Ha(Be)H; ' (B),
em que Hy(B,) = Z?Zl{f)ffl;l(yl — ;) (y: — [J,Z)Tfl;lf)l} O estimador
VG é consistente mesmo se a matriz trabalho for definida incorretamente.
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5.4 Respostas correlacionadas

5.4.2 Estruturas de correlacao

Nao estruturada

Quando a matriz de correlagdo R; é nédo estruturada teremos r;(r; — 1)/2
parametros para serem estimados. Denotando R; = {R;;;}, o (J,7')-ésimo

elemento de R; poderéa ser estimado por

yz j /sz yl] ,Uzj

‘_ff

Simétrica ou permutavel

Neste caso assumimos R; = R;(p), em que o (j,j')-ésimo elemento de R;
fica dado por R;j;; = 1, para j = j', e R;;jy = p, para j # 7. Um estimador

consistente para p fica dado por

1 1 o Wy — ) (i — )
pmiy Ly Y Gty i)
i=1 V" J=1 =154 Vij Vij

Autoregressiva AR(1)

Aqui também assumimos R; = R;(p), em que o (7, j')-ésimo elemento de
R, fica dado por R;jy = 1, para j = j', e Ry = p?=7'l, para j # j'. Um

estimador consistente para p fica dado por

T',L'—l

.1 1 (yij — f1i5) Wig+1) — fag+1)
=0 Z (r; = 1) Z '

~ ~

AL Vig+

Parametro de dispersao

O parametro de dispersiao ¢! pode ser estimado consistentemente por

iy o et

zljl
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em que N = Y " 1. Assim, o processo iterativo (5.12) deve alternar com
as estimativas para p e ¢ até a convergeéncia.

Testes de hipoteses para (3 ou para subconjuntos de B podem ser
desenvolvidos através de estatisticas tipo Wald com a matriz de variancia-

covariancia estimada V.

5.4.3 Métodos de diagnostico

Técnicas de diagnostico para EEGs podem ser encontradas, por exemplo,
em Hardin e Hilbe (2003) e Venezuela et al. (2007) e mais recentemente
em Venezuela et al. (2011). Os procedimentos apresentados a seguir foram

extraidos de Venezuela et al. (2007).

Residuos

Aplicando para as EEGs um procedimento similar aquele apresentado na

Secao 1.10.2 chega-se ao seguinte residuo de Pearson:

oA VWY) i - )
PZJ - N 9

1L = hij

para ¢t = 1,....nej = 1,...,r;, em que A;/Z = gzﬁWil/ZR;IWil/2 é uma
matriz de dimensao r; X r;, eg;- é um vetor de dimensao 1 X r; de zeros com
1 na j-ésima posicao e h;j; € o j-ésimo elemento da diagonal principal da
matriz

H; = A;*X;(XTAX)'XTA}?,
em que X = (X7, ..., XD)T tem dimensio N x p e A = diag{A4,..., A}

tem dimensao N x N com N = ", ;.
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Alavanca

Duas medidas de alavanca sao usualmente aplicadas em EEGs. Medida de
alavanca referente ao j-ésimo individuo do ¢-ésimo grupo, dada por h;;; e

medida de alavanca referente ao i-ésimo grupo, definida por
.
N 1 <«
Ty -
Jj=1

Graficos de indices para h;j; e h; ou contra os valores ajustados sao recomen-

dados.

Influéncia

Uma versao aproximada da distancia de Cook para avaliar o impacto da

eliminar individual das observagoes na estimativa 3, ¢ dada por

"
JAJ 7“2

Pij *

(1 — hijy)

Graficos de indices para LD;; sao recomendados.
5.4.4 Selecao de modelos

Uma proposta de critério para selegdo de modelos em EEGs (ver, por exem-

plo, Hardin e Hilbe, 2003) é dado por
QIC = —262(,30) + 2’61‘(\7@1:111),

em que BG é a estimativa de quase-verossimilhanca para uma matriz espe-
cifica de correlacao R;(p) e Hy; é a matriz H; avaliada sob a estrutura de
independéncia. Esse critério pode ser aplicado para selecionar submodelos
encaixados ou para selecionar a matriz de correlagao para um modelo espe-

cifico.
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5.5 Exemplos

5.5.1 Ataques epilépticos

No arquivo ataques.dat (Diggle, Liang e Zeger, 1994, Se¢ao 8.4) sao resumi-
dos os resultados de um ensaio clinico com 59 individuos epilépticos os quais
foram aleatorizados de modo que cada um recebesse uma droga antiepiléptica
denominada progabide ou placebo. Os dados de cada individuo consistiram
de um nimero inicial de ataques epilépticos num periodo de oito semanas
antes do tratamento, seguido do niimero de ataques em cada periodo de duas
semanas, num total de quatro periodos, ap6s o tratamento. O interesse da

pesquisa é saber se a droga reduz a taxa de ataques epilépticos.

Para ajustar esses modelos no R usaremos a library gee, que deve ser
acionada através do comando

require(gee) .

Os ajustes podem ser feitos de forma muito similar aos MLGs desde que os
dados estejam descritos de forma apropriada. Existem outras formas de gerar
dados longitudinais através de outras subrotinas que facilitam, por exemplo,
a elaboracao de graficos de perfis. Nesses casos, serd necessario informarmos
nos comandos de ajuste como as unidades experimentais estao dispostas e o
tipo de correlagao intraunidade experimental a ser assumida.

No caso dos ataques epilépticos uma possivel distribuicao marginal
para os dados ¢ a distribuicao de Poisson, uma vez que tem-se dados de
contagem. Contudo, observando-se a tabela abaixo, onde estao descritos os
valores amostrais para a razao variancia/média para os 10 grupos experimen-
tais, nota-se um forte indicio de sobredispersao sugerindo que o parametro

de dispersao ¢ nao deve ser fixado como sendo igual a um.
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Figura 5.9: Grafico de perfis com o niimero de ataques por periodo de 2
semanas.

Antes Perl Per2 Per3 Perd
Placebo 22,13 10,98 8,04 24,50 7,24
Progradibe 24,76 38,77 16,70 23,75 18,79

Para compararmos o niimero de ataques epilépticos nos 10 periodos
experimentais, devemos padronizar os valores referentes ao periodo anterior
ao tratamento em que os pacientes foram observados por 8 semanas. Assim,
serd possivel uma comparacao com os demais periodos de 2 semanas. Na
Figura 5.9 temos o grafico de perfis com os dois tratamentos. Nota-se que pelo
menos um paciente (#49), que foi tratado com a droga progabide, apresenta
um numero alto de ataques antes e depois do tratamento.

Vamos supor entao que Yjj;, representa o nimero de ataques epilépti-

cos ocorridos com o k-ésimo individuo do i-ésimo grupo no j-ésimo periodo.
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Assumimos que Y, ~ P()\;;t;), t; denota o ntmero de semanas do j-ésimo
periodo, i = 1,2; 7 = 0,1,2,3,4 e k = 1,...,r;, em que r; = 28 (grupo
placebo), ry; = 31 (grupo tratado), ty = 8 e t; =ty = t3 =ty = 2. Assumi-
mos também uma estrutura de correlacao permutavel para cada individuo,
isto &, Corr(Yik, Yijir) = p, para k # k' e (i, j) fixos. A parte sisteméatica do

modelo serd dada por

loghipy = «,

loghi; = o+ 8,

loghey = a+7v e
loghy; = a+v+pB+9,

para j = 1,2,3,4, em que « denota o nivel base, 5 o efeito de tratamento,
o efeito de grupo e § a interacao entre tratamento e grupo. Note que, antes
do tratamento, o logaritmo da razao entre as taxas dos dois grupos é dado
por

IOg{)\Qo//\lo} = o+ Y=o =7. (513)
Apos o tratamento, o logaritmo da razao entre as taxas fica dado por

Portanto, se o tratamento nao é eficaz espera-se que o logaritmo da razao nao
mude apoés o tratamento. Logo, avaliar a eficiéncia do tratamento equivale a

testar Hg : 0 = 0 contra Hy : § # 0.
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Figura 5.10: Grafico do residuo de Pearson referente ao modelo de Poisson
com estrutura de correlacao permutéavel ajustado aos dados sobre ataques
epilépticos.

Tabela 5.3
Estimativas dos pardmetros do modelo log-linear de Poisson
aplicado aos dados sobre ataques epilépticos.
Com todos os pacientes  Sem o paciente #49
Parametro Estimativa  z-robusto FKEstimativa z-robusto

a 1,347 8,564 1,347 8,564
3 0,112 0,965 0,112 0,965
~ 0,027 0,124 0,107 -0,551
5 0,105 0,491 -0,302 ~1,768
p 0,771 0,593

¢t 19,68 10,53

Se denotarmos por p;; = E(Yj;;), a parte sisteméatica do modelo em
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Figura 5.11: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo de Poisson
com estrutura de correlacao permutéavel ajustado aos dados sobre ataques
epilépticos.

funcao das médias fica dada por
log,uij = logtj + log)\ij,

em que logt; desempenha o papel de offset. Para ajustarmos esse modelo no
R deve-se seguir a sequéncia abaixo de comandos

fitl.ataques = gee(ataques ~ grupo + periodo + grupox*perido
+ offset(log(semanas)), id=paciente, family=poisson,
corstr="exchangeable"),
em que grupo representa o grupo (=0 placebo, =1 progabide), periodo re-
presenta o periodo (=0 antes, =1 depois), semanas o nimero de semanas,

paciente o nimero do paciente (sdo 59 pacientes) e corstr o tipo de corre-
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lagao a ser assumida.

As estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) sdo apresen-
tadas na Tabela 5.3. Nao ha portanto nenhum indicio de efeito de tratamento.
Para a anédlise de residuos vamos considerar o residuo de Pearson 7'p,; defi-
nido na Se¢ao 5.4.3. A geracao de envelopes para esse residuo é um pouco
mais complexa do que no caso usual de respostas independentes, uma vez
que requer o conhecimento da distribuicao conjunta das respostas de cada
individuo. No entanto, mesmo quando essa distribuicao nao é totalmente
desconhecida é possivel, em alguns casos, gerar a distribuicao empirica dos
dados (vide, por exemplo, Venezuela et al., 2007).

Nota-se pela Tabela 5.3 que a estimativa do parametro de dispersao
¢~! é muito diferente da suposicao de ¢ = 1 para modelos com resposta
de Poisson, sugerindo indicios fortes de sobredispersao. Assim, para uma
analise de residuos mais apropriada deve-se considerar o residuo de Pearson
padronizado f’};ij = Qg’f’pij cujo grafico é descrito na Figura 5.10. Nota-se 7
residuos com valores superiores a 10,0, todos referentes a medidas de diferen-
tes pacientes. O grafico normal de probabilidades para o residuo de Pearson
padronizado 7p,_ (Figura 5.11) mostra alguns afastamentos da suposigao de
modelo marginal de Poisson, provavelmente devido a sobredispersao que nao
foi totalmente controlada. Finalmente, na Figura 5.12, temos a distancia de
Cook aproximada em que trés medidas se destacam. Nota-se novamente uma
medida referente ao paciente (#49) cujo perfil destoa na Figura 5.9. Vamos
fazer um estudo das estimativas nao considerando esse paciente no ajuste.
Os comandos em R sao dados abaixo.

fit2.ataques = gee(ataques ~ grupo + periodo + grupox*perido
+ offset(log(semanas)), id=paciente, subset=-c(241, 242, 243, 244,

245), family=poisson, corstr="exchangeable").
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As novas estimativas (vide Tabela 5.3) indicam evidéncia de que o tratamento
com a droga progabide reduz o niimero médio de ataques epilépticos, ou seja,

ha mudanca inferencial em relagao ao modelo com todos os pontos.
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Figura 5.12: Distancia de Cook referente ao modelo de Poisson com estrutura
de correlagao permutavel ajustado aos dados sobre ataques epilépticos.

5.5.2 Condicao Respiratoria

Vamos considerar agora um exemplo discutido em Myers, Montgomery e
Vining (2002, Segao 6.5) que envolve a comparagao de dois tratamentos apli-
cados em pacientes com problemas respiratorios. Um total de 56 pacientes
foi considerado no estudo sendo que 27 receberam o tratamento com uma

droga ativa enquanto que os 29 pacientes restantes receberam placebo. Cada
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paciente foi observado em quatro ocasioes em que mediu-se a condi¢ao res-
piratoria (boa ou ruim). Foram também observados o sexo e a idade (em
anos) de cada paciente além da pré-existéncia de um nivel base (sim ou nao).
Apenas como ilustragao descrevemos abaixo a incidéncia do problema respi-

ratorio em cada ocasiao segundo os dois tratamentos.

Visita 1 Visita 2 Visita 3 Visita 4
Tratamento 22/27 13/27 5/27 1/27
Placebo 20/29 18/29 21/29 15/29

Nota-se pela tabela acima que na primeira visita ha uma incidéncia alta para
ambos os tratamentos de pacientes em condig¢ao respiratoria ruim, contudo
a partir da segunda visita nota-se uma queda acentuada para os pacientes
tratados com a droga ativa e pouca variagao para os pacientes tratados com
placebo. Portanto, ha fortes indicios de que a droga reduz a chance de
condigao respiratoria ruim. Os dados completos desse experimento estao
descritos no arquivo respiratorio.dat.

Vamos denotar por Y;; a condicao (=1 ruim, =0 boa) do i-ésimo pa-
ciente na j-ésima ocasiao, 1 = 1,...,56 e 7 = 1,2,3,4. Como trata-se de
resposta binaria sera assumido marginalmente que Y;; ~ Be(m;;) com parte

sistematica dada por

log { . i } o + fi1Idade; + ByTrat; + ($3Sexo; + [,Base;,

ij
em que Idade; denota a idade (em anos), Trat; (=0 droga ativa, =1 pla-
cebo), Sexo; (=0 feminino, =1 masculino) e Base; (=0 auséncia do nivel
base, =1 presenga do nivel base) do i-ésimo paciente. Seguindo a sugestao
de Myers, Montgomery e Vining (2002, Se¢ao 6.5) sera assumida uma estru-

tura de correlagao AR(1) para as respostas de cada paciente, ou seja, que
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Corr(Yi;,Yij) = 1 para j = j' e Corr(Y, Yij) = pli=7'l para j # j'. Para
ajustar esse modelo no R deve-se usar os comandos

fitl.respir = gee(condicao ~ idade + trat + sexo + base,
id=paciente, family=binomial, corstr="AR-M", M=1).

As estimativas dos parametros dos modelos com estrutura AR(1) e
independente sao apresentadas na Tabela 5.4. Nota-se que as estimativas
nao diferem muito e os resultados inferencias sao os mesmos. Isso pode
ser explicado pela baixa correlagao entre as respostas do mesmo individuo,

p=0,275.
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Figura 5.13: Grafico do residuo de Pearson referente ao modelo binomial com
estrutura de correlagdo AR(1) ajustado aos dados sobre condigao respiratoria.
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Figura 5.14: Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo binomial
com estrutura de correlagao AR(1) ajustado aos dados sobre condigao respi-
ratoria.

Tabela 5.4
Estimativas dos parametros do modelo logistico aplicado
aos dados sobre condicao respiratoria.

Correlagao AR(1) Independéncia

Parametro Estimativa z-robusto Estimativa z-robusto
« -0,377 -0,386 -0,404 -0,474
1531 0,043 3,380 0,048 3,443
B 1,001 3,066 1,070 3,425
B3 -2,003 -2,988 -2,178 -3,162
B4 0,492 0,586 0,498 0,977
P 0,275 0,00
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Figura 5.15: Distancia de Cook referente ao modelo binomial com estrutura
de correlagao AR(1) ajustado aos dados sobre condigao respiratoria.

Pelas estimativas da Tabela 5.4 pode-se concluir que o resultado da
condicao respiratoria independe do nivel base, no entanto depende da idade,
do tratamento e do sexo. Por exemplo, ha um aumento na chance de condic¢ao
respiratoria ruim com o aumento da idade, conforme esperado. A razao de
chances entre sexo feminino e masculino é estimada por @/AJ = 2903 = 741,
ou seja, as mulheres tém aproximadamente 7,41 vezes a chance dos homens
terem o problema. Pacientes que foram tratados com placebo tém @/AJ =
el 901 = 272 vezes a chance dos pacientes que foram tratados com a droga de
terem condigao respiratoria ruim. Em todos os calculos acima supoe-se que
as demais variaveis estao fixadas. Na Figura 5.13 é apresentado o grafico do
residuo de Pearson contra a ordem das observacgoes e como podemos observar,

com excecao de 2 residuos referentes a medidas dos pacientes #18 e #28,
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todos os demais caem no intervalo [-2,2|, indicando um bom ajuste do modelo
com estrutura de correlagado AR(1). O grafico normal de probabilidades com
o residuo de Pearson (Figura 5.14) nao indica afastamentos da suposicao de
distribui¢do marginal Bernoulli com estrutura de correlagao AR(1). Ja o
grafico da distancia de Cook descrito na Figura 5.15 destaca trés medidas de
pacientes diferentes sendo duas dessas medidas destacadas também no gréfico
com o residuo de Pearson. Contudo, o ajuste sem considerarmos esses trés

pacientes nao causa mudangas inferenciais.

5.5.3 Placas dentéarias

Hadgu e Koch(1999) discutem os resultados de um ensaio clinico com 109
adultos voluntarios com pré-existéncia de placa dentaria. Nesse estudo os
individuos foram distribuidos de forma aleatéria para receberem um liquido
tipo A (34 individuos), um liquido tipo B (36 individuos) e um liquido con-
trole (39 individuos). As placas dentérias de cada individuo foram avaliadas
e classificadas segundo um escore no inicio do tratamento, apos 3 meses e
apos 6 meses. Os dados encontram-se no arquivo rinse.dat.
Tabela 5.5
Medidas resumo para os escores das placas
dentdrias sequndo os tratamentos e

periodos de escovagao.
Inicio 3 Meses 6 Meses

2,562 1,786 1,738
Controle  (0,343) (0,700) (0,595)
n=39 n=39 n=36
2,568 1,315 1,259
Liquido A (0,354) (0,715) (0,744)
n=34 n=34 n=34
2,479 1,255 1,032

Liquido B (0,296)  (0,550) (0,451)
n—36 n=36 n=36
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Figura 5.16: Gréafico de perfis para o escore dos voluntarios que receberam
placebo, liquido tipo A e liquido tipo B referente aos dados sobre placas
dentéarias.

O objetivo do estudo é verificar se pelo menos um dos novos liquidos
reduz o nimero médio de placas dentérias. Seja Yjj; o escore do k-ésimo
individuo do i-ésimo grupo (=1 controle, =2 liquido A, =3 liquido B) e j-
ésimo periodo (=1 inicio do tratamento, =2 ap6s 3 meses, =3 apos 6 meses),
k=1,...,n; comni; = 39, ng; = 34 e ng; = 36. Foram omitidas das nossas
analises quatro observacoes para as quais nao foi possivel obter o valor do
escore. Na Tabela 5.5 descrevemos os valores médios com os respectivos
erros padrao para os grupos formados. Nota-se um decréscimo no valor
médio apds 3 meses de escovacao para os trés tratamentos, sendo a reducao
mais acentuada para os liquidos A e B. Nota-se também um aumento da
variabilidade. De 3 meses para 6 meses de escovagao o decréscimo continua

para o escore médio dos grupos que receberam os liquidos A e B, havendo
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uma reducao mais evidente para o grupo tratado com o liquido B. Esse
grupo também apresenta as menores variabilidades. Essas tendéncias podem
ser observadas quando sao considerados os perfis individuais dos voluntarios
para os trés tipos de liquido ao longo do tempo conforme descrito na Figura

5.16.

Tabela 5.6
Estimativas dos parametros do modelo log-linear gama aplicado aos
dados sobre placas dentdrias.
Parametro Estimativa z-robusto Parametro Estimativa z-robusto

a 0,941 44,407 (B7y)22 -0,308 3,124
By 0,002 0,080  (B7)32 -0,319 -3,835
By 0,033 1,138 (B7)a2s -0,333 -3,266
Yo 0,278 7,335 (B7)s3 0,492 -5,792
3 -0,004 -8,321

p 0,38
¢! 5,68

Os pesquisadores verificaram apos uma analise descritiva dos dados
que a distribuicao gama ¢é mais apropriada para descrever a resposta do que
a distribui¢do normal. Assim, vamos assumir que Yj;r ~ G(p5, ¢). Seguindo
ainda os pesquisadores vamos supor um modelo log-linear com interacao entre

tratamento e periodo, porém com uma parametrizacao um pouco diferente,

logui; = a+ Bi + 75 + (B7)ij,

em que (57)1‘3‘ representa a interacao entre tratamento e periodo, sendo [3;
e 7; os efeitos principais. Teremos as restricoes §; = 0, v = 0 e (87)1; =
(Bv)an = 0, parai = 1,2,3 e j = 1,2,3. As estimativas dos parametros sao
descritas na Tabela 5.6 supondo correlagao simétrica entre as medidas de um
mesmo individuo. Nota-se que a estimativa da correlacao nao é muito alta.
Claramente confirma-se a existéncia de interagao entre periodo e tratamento.

Os liquidos A e B reduzem em média a quantidade de placas dentérias,
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havendo indicios de uma reducao mais acentuada com o liquido B de 3 meses

para 6 meses de escovagao.
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Figura 5.17: Gréfico do residuo de Pearson referente ao modelo binomial com
estrutura de correlagao simétrica ajustado aos dados sobre placas dentarias.

Para ajustar esse modelo no R deve-se usar os comandos
tratm = factor(tratm)

mes = factor(mes)

fitl.placas = gee(score ~ + tratm + mes + tratm*mes,

id=voluntar, family=Gamma(link=log), corstr="exchangeable").
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Figura 5.18: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo gama com
estrutura de correlagao simétrica ajustado aos dados sobre placas dentarias.

A Figura 5.17 descreve o gréafico de indices do residuo de Pearson.
Nota-se uma distriuicao simétrica dos residuos que ficam concentrados no
intervalo [-3,3]. Pelo grafico normal de probabilidades com o residuo de
Pearson (Figura 5.18) nota-se alguns afastamentos, em particular para os
residuos com valores negativos mais extremos, indicando uma falta de ajuste
nesses casos. Finalmente, tem-se na Figura 5.19 o graficos de indices da
distancia de Cook. Destaque para a 3% medida dos voluntarios #22 (liquido
B) e #70 (liquido B). Espera-se para ambos os voluntarios um decréscimo no
escore ao longo do tempo. Todavia, para o voluntario #22 tem-se a sequéncia
2,56; 2,04 e 0,29, ou seja, uma queda muito acentuada da 2¢ medida para a
3% medida. J& para o voluntario #70 tem-se a sequéncia 2,38; 0,33 e 1,75,

ou seja, um decréscimo muito acentuado da 1¢ para a 2% medida, porém
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Figura 5.19: Distancia de Cook referente ao modelo gama com estrutura de
correlagao simétrica ajustado aos dados sobre placas dentéarias.

um aumento apoés a 2¢ medida. Essas tendéncias que destoam do esperado
para o liquido tipo B podem ter elevado o valor da distancia de Cook para a
32 medida desses voluntéarios. A retirada desses dois vonluntarios, contudo,
altera muito pouco as estimativas e nao altera os resultados inferenciais.
Cardoso-Neto e Paula (2001) analisaram este exemplo supondo restrigoes em
alguns dos parametros e encontraram evidéncias mais fortes com relagao aos

resultados obtidos por Hadgu e Koch(1999).

H.6  Exercicios

1. Supor as fungoes de variancia V(t) = t3 e V(t) = t + t?/k para t >

0,k > 0. Encontre para cada caso a fun¢do Q(u;y) e verifique sob
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quais restricoes as func¢oes encontradas sao proporcionais a fungoes de

verossimilhanga da familia exponencial.

2. Considere a seguinte funcao de quase-verossimilhanca:

oy 1 By —t
Q(Nay)—g/y mdt,

em que V() = t(1+t) parat > 0. (i) Desenvolva essa fungao de quase-
verossimilhanga. (ii) Verifique se é possivel recuperar alguma distribui-
¢ao da familia exponencial. Em caso afirmativo qual é a distribuicao?
(iii) Supor agora uma amostra aleatoria de n variaveis aleatorias inde-
pendentes com fungao de quase-verossimilhanga @Q(u;;y;) dada acima.

Como fica a fungdo quase-desvio? (iv) Como estimar o?

3. Considere novamente o arquivo claims.dat descrito no Capitulo 2
(exercicio #20), em que 9 varidveis sao observadas para uma amos-
tra aleatoria de 996 apolices de seguros de veiculos extraida do livro de
de Jong e Heller (2008). A variavel expos (exposigao do veiculo), que
varia no intervalo (0,1), seré considerada agora como variavel resposta.
Inicialmente, faca uma anélise descritiva dos dados e procure agrupar
as variaveis categoéricas em um nimero menor de categorias. Apli-
que modelos de quase-verossimilhanga com fungoes V() = u(1 — p) e
Vi(p) = p?(1—p)?, em que u denota o valor esperado para a exposigao
do veiculo, para explicar a variavel resposta dadas as demais variaveis
explicativas. Para o modelo selecionado faga uma anélise de diagnos-

tico e procure interpretar os coeficientes estimados através de razoes de

chances.
4. Supor Y7, ...,Y, variaveis aleatorias independentes com logaritmo da
funcao de quase-verossimilhanca Q(u;y:), @ = 1,...,n. Mostre que as

396



5.6 Exercicios

funcoes escore e de informagao para @3 ficam, respectivamente, dadas
por:
1 _
U = ;DTV Yy — )

ou(B) |
hp { 19J6] o2
5. Sejam Y;; variaveis aleatorias tais que Y;; ~ FE(u;,¢), i = 1,2 e j =
1,...,m. A estatistica de Wald para testar Hy : u; — ps = 0 contra
Hy g — pp # 0 é dada por &y = (Y] — Y5)?/Var(Y; — Y3). Sob Hj
e para m — oo segue que &y ~ x2. Calcular Var(Y; — Y3) para as

seguintes situacoes:

(a) supondo que Corr(Y;;,Y:;) = p para (j # j';i fixo) e =0 em caso
contrario;
(b) supondo que Corr(Y;;,Yy;) = p para (i # i'; j fixo) e =0 em caso

contrario;

Para p; — ps e ¢ fixos e p > 0 discutir o comportamento do poder de
&w conforme p cresce para as situagoes (a) e (b). S@o esperados esses

comportamentos? Comente.

6. Supor o modelo de quase-verossimilhanca em que Y7,...,Y, s@o varia-
veis aleatérias independentes tais que E(Y;) = u; e Var(V;) = o%u? com
parte sistematica dada por logu; = By + f1(x; — ). Responda aos itens

abaixo:

(a) como ficam as variancias assintoticas de 3y e de 31 7

(b) Como fica o teste de Wald para testar Hy : y = 0 contra H; :
Bo 7# 07
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(c) Proponha um teste tipo escore para testar Hy : 51 = 0 contra

leﬁl#o.

7. Como fica a diferenca entre desvios para testar Hy : $; = 0 contra H; :

B1 # 0 num modelo de quase-verossimilhanga com V' (y;) = p2(1— )2,

9lm) =m =x{B e f=(B].By)"

8. (Park, Shin e Park, 1998). Vamos supor que o vetor de respostas seja
agora dado por Y;; = (Yij1,...,Yyr)?, em que Yj;, denota a resposta
para o j-ésimo elemento do i-ésimo grupo no instante ¢, 7 =1,...,g e
j =1,...,r;. Supor ainda que E(Yi;:) = p;, Var(Y:) = Vig™! e que
Yi;+ pertence a familia exponencial. Mostre que dado p a equagao de
estimagao generalizada para p; pode ser expressa na forma S(;) = 0,

em que

Ti

S(wi) = Z 17Ri;(p) (yi; — pilr),

J=1
R;; é a matriz trabalho para o j-ésimo individuo do ¢-ésimo grupo e
17 ¢ um vetor T" x 1 de uns. Expresse a estimativa de p; em forma

fechada.

9. Supor que Y; = (Yi1,..., Y

7

)T, 1 = 1,...,n, sao vetores aleatoérios

independentes tais que Y;; ~ Be(m;). Assumir ainda que a matriz

trabalho para Y; é permutavel e que

1og{ T } =x3.
1_7Ti

Mostre que, dado p, as EEGs para 3 ficam dadas por

Ss(Bg) = Z{l + (ri = 1)p} ' x(yi — natt;) = 0,
i—1
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10.

11.

12.

em que y; = Y1 + -+ - + Yir,. Sugestao: use a relacao abaixo

R, (p) = (1—p) 'L, — p{1 + (r; = 1)p} 7],

em que J é uma matriz r; X r; de uns. Como fica o processo iterativo

para estimar 37

Supor que Y;; ~ Be(p) para i = 1,...,ne j = 1,...,7, em que
Corr(Y;;,Yiy) = p (fixado) para j # j' com parte sisteméatica dada
por log{ﬁ} = (. Responda as seguintes questoes: (i) como fica a
equagao de estimagao generalizada para estimar 37 (ii) expresse em
forma fechada a estimativa ¢ (obtenha inicialmente i) e (iii) como

fica a variancia assintotica (nao robusta) de Sg?

Supor que Yi; ~ QV(pu,0%) para i = 1,....,n e j = 1,2, em que
Var(Y;;) = o?u?, Corr(Yi;,Yiy) = p para j # j' com parte sistema-
tica dada por logu = . Responda as seguintes questoes: (i) como fica
a equacao de estimagao generalizada para estimar 37 (ii) expresse em
forma fechada a estimativa 3¢ (obtenha inicialmente i) e (iii) como
fica a variancia assintotica (nao robusta) de Bg? Supor que p e 02 sao

estimados consistentemente.

Considere uma amostra aleatoria de n individuos que sao observados

em 2 ocasioes cada um, sendo Y;; a resposta do i-ésimo individuo na

C, . . . . .~ ind

j-ésima ocasiao para ¢ = 1,...,n e 7 = 1,2, com a suposi¢ao Y;; ~
ind .

FE(u1,¢) e Yio ~ FE(ua, ¢) e p = Corr(Yj1, Yi2) ou seja Cov(Yjq, Vi) =

py/Var(Y;1)y/Var(Yi;). A diferenga entre as médias amostrais nas duas

ocasides Yy — Vi, em que Y; = n~! Yo, Y para j = 1,2, ¢ utilizada
para detectar eventuais diferencas entre as médias uo e p11. Responda

as seguintes questoes:
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(i) calcule Var(Yy — Y1),

(ii) chame A = iy — g e calcule P(A —e < Yo —Y; < A+¢) = 1—aq,
O<a<lee>0,emquel —a=P(—2<Z<z),Z~N(0,1),

(iii) expresse n em fungao das quantidades z, €, A e pe

(iv) discuta o comportamento de n em fungao de p mantendo-se as

demais quantidades fixas.
Supor para n grande Y, — Y] ~ N(A, Var(Y; — Y3)).

13. (Myers, Montgomery e Vining, 2002, p. 231). Um experimento é con-
duzido para avaliar a dispersao de um pigmento particular numa pin-
tura. Quatro diferentes misturas do pigmento sao estudadas. O pro-
cedimento consiste em preparar cada mistura e aplicd-la num painel
usando trés métodos diferentes: pincel, rolo e spray. O experimento é
repetido trés dias diferentes e a resposta é a porcentagem de reflectan-
cia do pigmento. Os dados sao descritos na tabela abaixo e no arquivo

mistura.dat.

Mistura
Dia Método 1 2 3 4
1 64,5 66,3 74,1 66,5
1 2 68,3 69,5 73,8 70,0
3 70,3 73,1 78,0 72,3

1 652 650 73,8 648
2 p 69,2 70,3 745 68,3
3 71,2 728 79,1 715

1 66,2 66,5 72,3 67,7
3 2 69,0 69,0 754 68,6
3 70,8 742 80,1 72,4
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14.

15.

Analise os dados através de equagoes de estimagao generalizadas com

estrutura de correlagao simétrica. Faca analise de diagnoéstico.

(Myers, Montgomery e Vining, 2002, Segdo 6.5). No arquivo ratos-
gee.dat estao os dados de um experimento em que 30 ratos tiveram
uma condi¢ao de leucemia induzida. Trés drogas quimio-terapicas fo-
ram utilizadas no tratamento dos animais. Foram coletadas de cada
animal a quantidade de células brancas (WBC), a quantidade de células
vermelhas (RBV) e o ntiimero de colénias de células cancerosas (RESP)
em quatro periodos diferentes. Assuma distribuicao de Poisson para
RESP em cada periodo e verifique através de um modelo log-linear se
existe diferencas significativas entre os trés tratamentos considerando
WBC e RBC como variaveis explicativas. Compare os resultados su-
pondo estruturas de correla¢ao independente e AR(1). Faca uma ana-

lise de diagnostico.

(Myers, Montgomery e Vining, 2002, Se¢ao 6.5). No arquivo artrite.dat
estao os dados de um ensaio clinico em que 20 pacientes com ar-
trite foram aleatorizados de modo que 10 receberam o medicamento
auronofin e os outros 10 receberam placebo. Foram observadas as
variaveis explicativas género (1: masculino, 0: feminino) e a idade
do paciente em anos além do tratamento (0: placebo, 1: auronofin).
Os pacientes foram consultados em 4 ocasides (1: inicio, 2: 1 més, 3:
2 meses e 4: 3 meses) a respeito do seu estado avaliado pelo proprio
paciente (1: ruim, 2: regular, 3: bom). Faga inicialmente uma andlise

descritiva com os dados.

Seja Yi; o estado do i-ésimo paciente na j-ésima ocasido (=1 bom,

=0 regular ou ruim) para ¢ = 1,...,20 e j = 1,2,3,4. Assuma que
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Y;; ~ Be(m;), em que m; é a probabilidade do estado ser conside-
rado bom pelo i-ésimo paciente na j-ésima ocasiao. Proponha uma
EEG para explicar m;; através de uma regressao logistica e conside-
rando as estruturas de correlagao simétrica e AR(1) entre as ocasioes
de um mesmo paciente. Considere no modelo apenas os efeitos prin-
cipais tratamento, idade, género e ocasifo. Compare os modelos
através de métodos de diagnostico e para o modelo escolhido faga uma

interpretacao através de razoes de chances.
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Neste apéndice descrevemos os conjuntos de dados usados nos exemplos e nos
exercicios propostos. As variaveis sao descritas na ordem em que aparecem

em cada arquivo.

Capitulo 1

canc3.dat: tipo de tumor (0:benigno, l:maligno), idade (em anos), sexo
(I:masculino, 2:feminino), HL e FF (1:ausente, 2:discreta, 3:moderada,

4:intensa).

canc4.dat: grupo de passagem (0 a 28), presenga de massa tumoral (1:sim,

0:ndo), caquexia (1:sim, 0:ndo) e tempo de sobrevivéncia (em dias).

capm.dat: taxa de retorno Thill, retorno Microsoft, retorno SP500, retorno

GE e retorno Ford.

censo.dat: unidade da federagdo, escolaridade média (anos de estudo) e

renda média (em reais).

imoveis.dat: imposto do domicilio (em 100 USD), area do terreno (em 1000
pés quadrados), area construida (em 1000 pés quadrados), idade da

residéncia (em anos) e preco de venda do imével (em 1000 USD).

403



Apéndice A

regl.dat: area (em mil pés quadrados) e prego (em mil USD).

reg2.dat: sigla do estado, taxa do combustivel (em USD), porcentagem de
motoristas licenciados, renda per capita (em USD), ajuda federal as
estradas do estado (em mil USD) e consumo per capita de combustivel

(em galbes por ano).

reg3.dat: nome do estado, populagao estimada em julho de 75, renda per
capita em 74 (em USD), propor¢ao de analfabetos em 70, expectativa
de vida 69-70, taxa de criminalidade em 76 (por 100000 habitantes),
proporc¢ao de estudantes que concluiram o segundo grau em 70, niimero
de dias do ano com temperatura abaixo de zero graus Celsus e area do

estado (em milhas quadradas).
regd.dat: x1, x2, x3, x4, e octanas. A resposta é o ntimero de octanas.

salary.dat: salario anual (em mil USD), sexo, posigdo na empresa (escore

de 1 a 9) e experiéncia (em anos).

trees.dat: diametro (em polegadas), altura (em pés) e volume da &arvore

(em pés ctbicos).

vendas.dat: total de telhados vendidos (em mil metros quadrados), gastos
pela loja com publicidade (em mil USD), ntiimero de clientes cadastra-
dos na loja (em milhares), nimero de marcas concorrentes do produto

e potencial da loja.

Capitulo 2

claims.dat: valor do veiculo (em 10000 dolares australianos), exposi¢ao do

veiculo, nimero de sinistros no periodo, custo total dos sinistros (em
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dolares australianos), tipo do veiculo (em 11 categorias), idade do vei-
culo (em 4 categorias), sexo do condutor principal, area de residéncia
do condutor principal (em 6 categorias) e idade do condutor principal

(em 6 categorias).

dfilme.dat: tempo de duracao do filme (em horas) e densidade maxima do

filme.

energy.dat: total de energia consumida num més (em kilowatts-hora) e de-

manda de energia na hora de pico.

insurance.dat: valor pago do seguro (dolares australianos), representagao

legal (0:nao, 1:sim), més em que ocorreu o acidente e tempo operacional.

milho.dat: quantidade de nitrogénio, quantidade de fosfato e produtividade
de milho (libras/acre).

pesca.dat: frota (Santos e Ubatuba), ano (95 a 99), trimestre (1 a 4), lati-
tude (de 23,25% a 28,25° ), longitude (de 41,25% a 50,75° ), dias de pesca,
captura (quantidade em kg de peixes capturados) e cpue (captura por

unidade de esforgo).

restaurante.dat: faturamento anual (em mil USD) e gastos com publici-

dade (em mil USD).

snack.dat: forga necessaria para o cisalhamento, tipo de snack (1:A, 2:B,

3:C, 4:D, 5:E), nimero de semanas.

sobrev.dat: nimero de células brancas, tempo de sobrevivéncia (em sema-

nas) e caracteristica morfologica (AG=1 positivo, AG=0 negativo).

turbina.dat: tipo de turbina (1 a 5) e tempo de duragdo do motor (em

milhoes de ciclos).
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vidros.dat: tempo de resisténcia (em horas), voltagem (1:200, 2:250, 3:300,
4:350) e temperatura (1:170 graus Celsus, 2:180 graus Celsus).

Capitulo 3

besouros.dat: besouros mortos, besouros expostos e dose.

caduquice.dat: escore no exame psicologico, ocorréncia de caduquice (1:sim,

0:ndo).

camundongos: sexo (1:macho, 0:fémea), tratamento (1:sim, O:controle), ca-

S0S e expostos.

dengue.dat: idade (em anos) do entrevistado, nivel sdcio-econémico (1:alto,
2:médio, 3:baixo), setor da cidade onde mora o entrevistado (1:setor 1,

2:setor 2) e diagnostico da doenga (1:sim, 0:néo).

diabetes.dat: massa corporal, histérico familiar (1:presenga, 0:auséncia) e
atividades fisicas (1:presenca, 0:auséncia) para os casos e para oS con-

troles, respectivamente.
dosel.dat: dose, caramujos expostos e caramujos mortos.
dose2.dat: dose, caramujos expostos e caramujos mortos.
dose3.dat: dose, caramujos expostos e caramujos mortos.

equipamentos.dat: tempo, ntimero de equipamentos expostos, niimero de

equipamentos que falaharam.

gestantes.dat: idade (0:< 30, 1:30 ou +), nimero de cigarros consumidos
por dia (0:< 5, 1:5 ou +), tempo de gestagao (0:<=260 dias, 1:> 260

dias), criangas nao sobreviventes e criangas sobreviventes.
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grahani.dat: nimero de lagartos da espécie grahani, total de lagartos, pe-
riodo do dia (1:manha, 2:meio-dia, 3:tarde), comprimento da madeira
(l:curta, 2:cumprida), largura da madeira (1:estreita, 2:larga) e local

de ocupagao (1:claro, 2:escuro).

insetic.dat: ntmero de insetos mortos, nimero de insetos expostos, dose
do inseticida, inseticida DDT), inseticida v-DDT e inseticida DDT +
v-DDT (1:presenga, 0:auséncia).

leuce.dat: idade do paciente (em anos), mancha diferencial da doenga, infil-
tragao na medula, células com leucemia, malignidade da doenca, tempe-
ratura maxima antes do tratamento, tratamento (1:satisfatorio, 0:nao),
tempo de sobrevivéncia (em meses) e situagao (1:sobrevivente, 0:nao

sobrevivente).

matched.dat: estrato, observagao (1l:caso, 2:controle), idade da paciente
no momento da entrevista (em anos), diagnostico (1:caso, 0:controle),
tempo de escolaridade (em anos), grau de escolaridade (0:nenhum, 1:se-
gundo grau, 2:técnico, 3:universitario, 4:mestrado, 5:doutorado), chec-
kup regular (1:sim, 2:ndo), idade da primeira gravidez, idade do inicio
da menstruagao, ntimero de abortos, ntmero de filhos, peso (em li-
bras), idade do ultimo periodo menstrual e estado civil (1:casada, 2:
divorciada, 3:separada, 4:viava, 5:solteira). Observagoes perdidas sao

denotadas por NA.
meninas.dat: garotas menstruando, garotas entrevistadas e idade média.

morgan.dat: concentragao (R, D, M), dose, insetos expostos, insetos mor-

tos.
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olhos.dat: cor dos olhos dos pais, cor dos olhos dos avés, nimero total de

filhos e namero de filhos com olhos claros.

prefauto.dat: preferéncia comprador tipo de automovel (1:americano, 0:ja-
ponés), idade do comprador (em anos), sexo do comprador (0:mascu-

lino, 1:feminino) e estado civil do comprador (0:casado, 1:solteiro).
pregibon.dat: resposta (1:ocorréncia, 0:auséncia), volume e razao.

pulso.dat: pulsacao em repouso (1:normal, 0:alta), habito de fumar (1:sim,

2:mao) e peso (em kg).

rotifers.dat: densidade, rotifers suspensos, rotifers expostos e espécie (1:

Polyarthra, 0:Keratella).

sementes.dat: temperatura da germinacao, nivel da umidade, nivel da tem-

peratura, nimero de sementes que germinaram.

Capitulo 4

breslow.dat: ntmero de casos de cancer, total de pessoas-anos, niimero de
cigarros por dia (1:ndo fumante, 2:1-9 cigarros, 3:10-30 cigarros, 4:+
30 cigarros) e faixa-etaria (1:40-49 anos, 2:50-59 anos, 3:60-69 anos,
4:70-80 anos).

cancl.dat: idade no primeiro emprego com 4 niveis (1:<20, 2:20-27, 3:27.5-
34.9, 4:35+ anos), ano do primeiro emprego com 4 niveis (1:<1910,
2:1910-1914, 3:1915-1919, 4:1920-1924), tempo decorrido desde o pri-
meiro emprego com 5 niveis (1:0-19, 2:20-29, 3:30-39, 4:40-49, 5:50+
anos), numero de casos de cancer e o total de pessoas-anos de observa-

Gao.
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detergente.dat: temperatura da dgua, uso de M, preferéncia (X,M), maciez

da 4dgua, numero de pessoas.

emprego.dat: nivel de renda (1: < USD 6000, 2: USD 6000-15000, 3: USD
15000-25000, 4: > USD 25000), grau de satisfacao (1:alto, 2: bom, 3:

médio, 4: baixo) e nimero de individuos.

geriatra.dat: nimero de quedas no periodo, intervengao (0:educagdo so-
mente, 1:educagao e exercicios fisicos), sexo (0:feminino, 1:masculino),

balango e forga.

heart.dat: doencga das coronarias (1:sim, 2:ndo), nivel de colesterol (1:me-
nor do que 200 mg/100 cc, 2:200-219, 3:220-259, 4:260 ou -+),pressao
arterial (1:menor do que 127 mm Hg, 2:127-146, 3:147-166, 4:167 ou +)

e numero de individuos.

navios.dat: tipo do navio (1:A, 2:B, 3:C, 4:D, 5:E), ano da fabricagao (1:60-
64, 2:65-69, 3:70-74, 4:75-79), periodo de operacao (1:60-74, 2:75-79),

tempo de operagao (em meses) e numero de avarias.
nitrofen: dosagem de nitrofen, total de ovos eclodidos.

quine.dat: etnia (A:aborigine, N:nao aborigine), sexo (M:masculino, F: fe-
minino), ano (F0:8% série, F1:12 ano ensino médio, F2:22 ano ensino
médio, F3:32 ano ensino médio), desempenho (SL:baixo, AL:normal) e

dias ausentes no ano letivo.

recrutas.dat: habito de nadar (ocasional, frequente), local onde costuma
nadar (piscina, praia), faixa-etaria (15-19, 20-25, 25-29), sexo (mascu-

lino, feminino) e namero de infecgoes de ouvido.
rolos.dat: comprimento do tecido (em metros) e nimero de falhas.
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store.dat: namero de clientes, nimero de domicilios, renda média anual (em
USD), idade média dos domicilios (em anos), distancia entre a area e o
competidor mais proximo (em milhas) e distancia entre a area e a loja

(em milhas).

tvcabo.dat: nimero de domicilios na &rea (em milhares), porcentagem de
domicilios com TV a cabo, renda per capita (em USD) por domicilio
com TV a cabo, taxa de instalacdo de TV a cabo (em USD), custo
médio mensal de manutencao de TV a cabo (em USD), nimero de
canais a cabo disponiveis na area e ntimero de canais nao pagos com

sinal de boa qualidade disponiveis na area.

Capitulo 5

artrite.dat: paciente, ocasiao (1:inicio, 2:1 més, 3:2 meses, 4:3 meses), gé-
nero (l:masculino, 0:feminino), idade (em anos), tratamento (0:pla-

cebo, l:auronofin), resultado (1:ruim, 2:regular, 3:bom).

ataques.dat: individuo, periodo (1:antes do tratamento, 2:12 periodo apos
o tratamento, 3:22 periodo apds o tratamento, 4:32 periodo apés o
tratamento), nimero de semanas em cada periodo, nimero de ataques

em cada periodo e tratamento (0:placebo, 1:progabide).

cevada.dat: incidéncia da mancha (propor¢ao), local (1 a 9) e variedade (1

a 10).

mosca.dat: ntimero de acaros coletados espécie2, espécie3, espécie6, espé-
ciel4, nimero de partes da placa, posi¢ao (1:lateral, O:central), regiao
(1:Sao Roque, 2:Pindamonhangaba, 3:Nova Odessa, 4:Ribeirao Preto)

e temperatura (em graus Celsus).
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mistura.dat: painel, dia, método, mistura, porcentagem de reflectancia do

pigmento.

ratosgee.dat: animal, periodo, quantidade de células brancas, quantidade

de células vermelhas e niimero de colonias de células cancerosas.

respiratorio.dat: paciente, tratamento (0:droga ativa, 1:placebo), sexo (0:fe-
minino, 1:masculino), idade (em anos), nivel base (0:auséncia, 1:pre-

senga) e condigdo do paciente nas visitas (0:boa, 1:ruim).

rinse.dat: voluntério, periodo (1l:inicio, 2:apés 3 meses, 3:ap6s 6 meses),

tratamento (1:placebo, 2:rinse A, 3:rinse B) e escore.
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